Examen du cours MOPSI

11 février 2011, 08h30-12h00.

Corrigé.

Exercice 1 : un principe de réflexion pour la marche aléatoire
sur Z.

1 SOlt (xoa e 7wn) S Zn-{-l_
2_TL : :0 tv'e 17.'., , . _ ‘:1,
P(Eo:xo,...,En—xn):{ .Sll’o et Vi { n} |xz+1 l’z\

0 sinon.

Donc (3,,,n € N) est une chaine de Markov issue de 0 et de matrice de transition P(x,y) =
1
2Hy-ai=1p> Ty € 2.

2 Les processus (X,,n € N), (=3,,n € N) et (£,4p, — Xp,n € N), sont tous des chaines
de Markov de matrice de transition P issus de 0, ils ont donc la méme loi.

3 Comme Vk € N,X;, € Z et 09 = 0, on a que Yoo = supXy € N =NU {+oo}.
keN

En écrivant que pour k > 1, ¥ = €1 + X — X1, il vient que

supXy = max(Xo, sup X) = max (0,1 + sup (X — X1)).
keN kEN* kEN*

Comme (X, —X1,n € N*) a méme loi que (X, n € N) et est indépendante de €1, on obtient
I’égalité en loi.

Pour k € N*, on a: P(Zo, = k) = IP’(5+EOO—/<:) TP =k —1)+P(Es =k + 1)),

et donc P(Zo, = k) — PEo =k —1) =PEe = k+1) —P(S = k) =: cte. Ainsi

PXw = k) = P(¥oo = 0) + cte x k et comme il s’agit d’une loi de probabilité, on a
nécessairement P(Xo, = k) = 0. Cela implique P(Zo = +00) = 1.

4 {r, < n} = U {% =k} € F,, puisque {¥; = k} € F; C F,. Clairement, {1, =
+o0} ={S0c <k —1} et P(1p < +0) =P(Ze > k— 1) = 1.

5 En utilisant la propriété de Markov forte, (X7, 1»,n € N) est une chaine de Markov issue
de k de matrice de transition P et est indépendante de (Xo,..., %, ). Elle est donc en
particulier indépendante de 7. Ainsi, (¥4, — k,n € N) est une chaine de Markov de
méme loi que (X,,n € N) et qui est indépendante de 7. Enfin, en utilisant la question 2,
(—=%s4n + k,n € N) est une chaine de Markov qui a méme loi que (X, 4+, — k,n € N) et
elle est également indépendante de 7.

6 Soient [ > k > 0. Comme {¥, > I} = {n, < n},onaP(E, > 1,8, <k) =P <



n, Y, < k). Ensuite, on a

P(Tl S n, Zn S k) = P(Tl S n, Zn—i—(n—n) — ETZ S k— l)
= P(n <n, =X 4 (nr) + Xr <k —1) grace a la question 5
= P(n<n,3,>20—-k)=P(%,>2l—k), car 2l — k > k.

Ainsi, P(Sp > k) =P(S > b, S0 < k) + P, > kS, > k+1) = P(S, > k) + P(S, >
k+1)=2P(Z, > k) — P(S, = k).

7 (X5, + n)/2 suit une loi binomiale de paramétres (n,1/2). Clairement, pour k& < 0 ou
k>n,P(S,=k)=0. Pour k€ {0,...,n}, P(X, = k) =P(2, > k) —PX, >k+1) =
PX, =k)+PX%, =k+1) =P(E, +n)/2 € {(n+k)/2,(n+ k+ 1)/2}. Selon la
parité de n + k une seule de ces deux éventualités peut se produire. Si n + k est pair,
P(S, =k) = C,(Zn+k)/22*” et si n + k est impair, P(X,, = k) = C,(Zn+k+1)/22*". Ainsi,

P(S, = k) = ¢|(nR)/21g=n,

Exercice 2 :

1 On a en développant, et en utilisant 'indépendance de W; — Wy avec Fy : E[Wt3|fs] =
Ws.3 + 3W3E[Wt - Ws‘fs] + 3WSE[(Wt - WS)2‘fS] + E[(Wt - WS)3‘fS] = ng + 3(t - S)Ws-
Par ailleurs, M; est bien intégrable et on a par Fubini : E[M;|Fs] = W32 + 3(t — s)W, —
Sfo (W, \.7-" du—W3—3f0Wdu—

2 On applique la Formule d’'Tté & W = 3 fot W2dW, + 3 fot Weds, ce qui donne M; =
Sfot W2dW,. Comme pour tout t > 0, E[fot Wids] = Sfot s?ds = t3 < oo, l'intégrale
stochastique est une martingale par rapport a (F;).

3 On procéde comme pour les temps d’atteinte du mouvement brownien : {7, < t} =
Useog{Ms = a} = Npen= Useog {Ms > a—1/n} = Nnen Usepgno {Ms > a—1/n} € F,
ol nous avons utilisé, pour la deuxiéme et la troisiéme égalité que (M;,t > 0) est un
processus continu.

4 Par I'absurde. Si 3K > 0,P(7, < K) = 1, alors on aurait par le théoréme d’arrét que
E[M;,] = 0. Or puisque 7, est fini p.s., on a M,, = a p.s. ce qui est contradictoire.

a

loi

5 Par la propriété d’échelle du mouvement brownien (Wit > 0) = (A\~Y2Wy,,t > 0),
on a (Mgt > 0) ot (A~ 3/2I/V3 - 3f A2 Wy.ds,t > 0). Comme fot AN Y2Wds =
loi

A\ 3/2W.ds, on en déduit que (M, t > 0 loi A732My,, t > 0) puis que sup;sq M; =
>0
X / sup;>o M.

Ainsi pour tout K >0 et A > 0, P(sup;>g My > K) = P(sup;>o M > KX\~3/2). En faisant
tendre A — +o0, on obtient que P(sup;>o M; > K) = 1, quelque soit K > 0, ce qui donne
que sup;sq M; = +o0 p.s. et donc P(7, < 00) = 1.

6 Le vecteur (W4, fg Wsds) est la limite presque sire et (donc en loi) des vecteurs gaus-

. -1 . . .
siens (W, D1, %Wit /n) et est donc un vecteur gaussien. Il est clairement centré, et on a

2



E[fy s WsWydsds'] = [ [1s A s'dsds’ = [} s2/2 + s(t — s)ds = t3/3, E[W; [} Wids] =
fg sds = t?/2, ce qui donne pour matrice de covariance :

t 22
t2/2 t3/3
La corrélation vaut f, et (Wt,fg Wsds) a donc méme loi que (vtWq, \/t3/3(§Wl +

(Wy —W)/2)) = (xle,t?’/Q(w + ﬁ%)) Ainsi, M; a méme loi que t3/2(W{ —
(3 \f 3) W1 fWQ)

Exercice 3 : Etude de deux équations aux dérivées partielles
couplées.

I.1 On obtient cette formulation variationnelle & partir de (1) de maniére standard, en
multipliant I’équation sur ¢ par la fonction test 11, I’équation sur ¢ par la fonction test
19, en ajoutant les deux équations obtenues, puis en intégrant sur D. Les conditions aux
limites de Neumann homogénes sont utilisées pour l'intégration par parties du terme de
diffusion.

Réciproquement, si on considére une solution de la formulation variationnelle, on obtient
le systéme d’équation aux dérivées partielles (1) au sens des distributions en prenant suc-
cessivement comme fonctions tests ¢; € C°(D) et 1po = 0, puis 1 = 0 et Py € C°(D).
Les conditions aux limites de Neumann homogénes sont ensuite obtenues comme expliqué

dans le cours pour le laplacien de Neumann, en admettant que la solution est en fait dans
H?(D).

1.2 L’étape essentielle consiste a4 montrer une estimée a priori sur le systéme. En prenant

1 = ¢1(t,-) et 2 = Pa(t,-), on obtient :

1d

23 @)+ [ alVeiP + Vo + X6 - 62 =0

Comme A > 0 et que les a; sont minorés uniformément, on en déduit, aprés intégration en
temps : Vt € [0, T,

[+ //rv¢1|2+|v¢2|2<c

ot C est une constante qui dépend de T, « et / ((69)* + (¢9)?). Ces estimées montrent

que les fonctions ¢; sont a priori bornées en norme L>([0, T|, L*(D)) et L*([0,T], H'(D)).
Remarquer que I'estimation en norme L2([0, T], L?(D)) est une conséquence de I’estimation
en norme L>([0,T], L*(D)). La démarche suivie dans le polycopié pour 1’équation de la
chaleur (convergence d’une approximation de Galerkin, puis unicité) s’applique ensuite
telle quelle a ce systéme d’équation, puisque le probléme est linéaire. En particulier, on
obtient facilement I'unicité de la solution en utilisant ’estimée a priori sur la différence de
deux solutions.



1.3 Nous avons vu en cours que pour une fonction ¢ € H', Vit = Ly>oVY (on ¢t =
max(¢,0)). Comme ¢~ = ¢+t — 4, on a Vi~ = VT —Vih = (150 — 1) Vi) = —1y< V.
Par conséquent, on a [Vp~|? = 1,<o| Vi[> = =V - Vi~

En prenant comme fonctions tests dans la formulation variationnelle ¢ = ¢ (¢,-) et
1o = ¢5 (t,-) et en utilisant le résultat précédent, on obtient donc

1d
“2d /D ((61)° + (63)°) + /D —a|Vgr [* — a2l Val* + A(d1 — d2) (61 —63) = 0.

Noter que (¢1 — ¢2)(¢p; — ¢y ) < 0 car x — = est décroissante. Par conséquent, on a

1d
2dt/p((<f>1_)2+(¢5)2) +/Da1!V<Z>1‘!2a2|V¢2|2 <0,

et donc en intégrant en temps, pour tout temps ¢t > 0,
L@+ @) o= [ (6 7+ @ 7)o,
D D

puisque les conditions initiales sont supposées positives. Ceci montre que ¢; = ¢, =0 et
donc ¢1 > 0 et ¢ > 0.

1.4 11 suffit de prendre comme fonctions tests ¥; = ¥y = 1 et d’utiliser 'hypothése sur la
condition initiale : [, 7 + ¢9 = 1.

1.5 On raisonne par l'absurde, comme dans la démonstration de I'inégalité de Poincaré
vue en cours. Si cette propriété n’est pas vérifiée, on peut trouver une suite de fonctions

(Y7, v5) € Vy tel que
/D (WD) + (42)%) = 1

1
| (@lVorP s alvusp) + [ awr - ep <
D D n
En particulier (comme A > 0 et a; > a > 0), ¥ et ¥% sont des suites bornées dans H!.
Quitte & extraire une sous-suite, on en déduit qu’il existe ¥ et ¢5° dans H L telle que (I
converge (quand n — oo) vers ¥ (i = 1,2) faiblement dans H' et fortement dans L? (on
utilise ici le fait que le domaine D est borné). Le fait que [}, V7| et [ |V4}| convergent
vers 0 montre que la suite est de Cauchy dans H' et donc que la convergence est en fait
forte dans H'. En particulier, on a donc (i) (¢5°,95°) € V, (i) [, ((¢5°)? + (¥5°)?) = 1,
(iti) [ VY& = [5|VYse|? = 0 et (iv) [ A(¥5° — 15°)? = 0. La propriété (iii) montre
que ¥ = C; est une fonction constante. La propriété (iv) montre que C; = Cy, puisque
A est non nul sur un ensemble de mesure non nulle. La propriété (i) implique alors que
Cy = Cy =0, ce qui est en contradiction avec (ii).

On obtient ensuite la deuxiéme inégalité sur les fonctions de Vs en considérant, pour

(Y1,102) € Vi les fonctions (i1, 1) = (1/)1 - ﬁ,wg - ﬁm) € Vy et en appliquant le
résultat précédent a (¢, 1hs).



1.6 On note ¢ = ﬁ On a (en prenant dans la formulation variationnelle 1); = ¢;(t,-)—c) :

%% /D ((¢1 - 0)2 + (¢2 — 0)2) - /D(atéf)l)(ﬁbl —¢) + Orpa(h2 — )

= /D —a1Ve1 - V(1 — ¢) — aaVea - V(d2 — ¢) — M1 — ¢2) [(¢1 — ¢) — (2 — ¢)]
= /D —a1|Vo1[* — aa|Vo|* — M(d1 — ¢2)?
<= [ (1= 0P + (02— 0)).

en utilisant le résultat de la question précédente, et le fait que (¢1,¢2)(t,-) € V4. On en
déduit que pour tout t > 0,

[ (=0 + (02 = 07) () < exal=2200) [ (08— 0 + (63 - 7).
ce qui montre la converge exponentielle de (41, ¢2)(t, ) vers (¢, ¢) dans la limite ¢t — oc.

I1.1 C’est une formule d’It6 pour les deux premiers termes (quand la différentielle en temps
est appliquée sur X;). Il faut ensuite appliquer la différentielle en temps sur V¢, qui est un
processus croissant donc & variation finie. Le fait que dN; soit nul sauf aux temps de saut
de N, qui coincident avec les temps ot I; change de valeur justifie le troisiéme terme.

I1.2 On note Z; = f(I;, X;) — f(I;, X;). Noter que Z; est F;-adapté. On a donc :

E(Niyn — Nt\ft)>
- .

%E(Zt(NH-h —N))=E <Zt

Par convergence dominée (comme f est une fonction bornée, Z; est bornée p.s.), on a donc

1
%% EIE(Zt(NHh — Ny)) = AE(Zy).

1 t+h
lim - </ stNS> — \E(Z).
t

On en déduit que

h—0

I1.3 On vérifie facilement que ¢; > 0 (puisque pour tout f > 0, Z?Zl Ip (i, :z:)qgi(t, x)dx =
E(f(I;, X:)) > 0) et Z?:l Jp ®i(t,z)dx =1 (en prenant f = 1 dans la relation qui définit

les ¢;).
En intégrant la relation obtenue en II.1 entre t et ¢t + A, on a :

t+h t+h
FTiom Xesn) — f(In, X1) = / Do f (s, X )orr, (X,) AW, + / a1, (X3)0n.0 f (I, Xs)ds
t t

t+h
4 [ (X0 = F X)) AN
t
En prenant I'espérance, on a donc

t+h t+h
]E(f(It-i-ha Xt+h)) - E(f(ltaXt)) = /t E(als (Xs)ax,xf(lsaXs))ds +E </t (f(lsaXs) - f(IS7Xs)) st) .

)



En divisant par h et en passant a la limite h — 0, on en déduit :

DB X0) = Blar, (X0, £ (1 X0)) + NE (75 X)) ~ (5. X))

On en déduit I’équation

d < o = - 2 . ) -
ﬁ;/pf(z,x)gbi(t,x) d;p_;/Dai(x)amf(z,x)qbi(t,x)dxﬂiz;/D(f(z,x)—f(z,x))@(t,x).

On remarque alors que cette équation est exactement la formulation variationnelle donnée
dans la question 1.1 du probléme initial (1) (avec comme fonctions tests ¥;(z) = f(i, x)).
Autrement dit, on peut interpréter le couple de solutions (¢1, ¢2) du probléme (1) en terme
de loi du processus couplé (I, X;), ce qui explique en particulier les hypothéses que nous
avions faites sur les conditions initiales (4!, ¢9).

Exercice 4 : Méthode de tir pour une équation différentielle
ordinaire.

1 Soit (z1(t), z2(t)) les coordonnées de z(t). On vérifie que le probléme se réécrit sous la
forme
d?xq
dt?
z1(0) = f1 et z1(T) = fo,
dx

avec ry = “7*, qui est un probléme (en dimension 1) de Poisson avec conditions aux limite
de Dirichlet sur ;1 et qui admet donc une unique solution.

= by pour t € [0, T,

2 On sait que I’équation différentielle £ = A(t)x + b(t) avec comme condition initiale z(tg)
en t = tg admet une unique solution

x(t) = R(to, t)x(to) + /t R(s,t)b(s) ds.

to
C’est la formule de Duhamel. On en déduit la réécriture du probléme (3) sous la forme
to

R(s,0)b(s) ds) + By (R(to,T)x(tg) n / ' R(s,T)b(s) ds> -

to

By <R(t070)x(to) - ;

3 L’équation précédente se réécrit
to T
Elto)z(to) = f + By / R(s,0)b(s)ds — By | R(s, T)b(s) ds.
0 to
C’est un probléme linéaire en x (), qui admet donc une unique solution z*(tg) si E(tg)

est inversible.

Par ailleurs, la relation :

E(to) = BQR(to, 0) + BTR(to, T) = E(t)R(to, t)



(qui se déduit des relations de flot R(tp,0) = R(t,0)R(to,t) et R(to,T) = R(t,T)R(to,t))
montre que si E(ty) est inversible alors E(t) aussi (puisque R(t,t) est inversible).

4 On introduit le flot associé a 1’équation différentielle ordinaire (4) : t — ®(tg, xo;t) est
solution de

) = g(t,2(1)),
z(to) = xo.

Noter que les hypothéses sur g garantissent ’existence d’une solution pour tout temps. Le
probléme (4) se réécrit : pour tg fixé, trouver z(tg) tel que :

Bg‘I’(to, J}(to), 0) + BT(I)<t0, x(to), T) = f.

C’est un probléme non-linéaire. On suppose dans I’énoncé qu’il admet une solution z*(¢p).
On obtient donc 'unicité de la solution & condition que 'application

Y : 2o — Bo®(to, z0,0) + Br®(to, 0, T) — f

admet une différentielle en *(¢y) inversible. On note W (tg,t) € R%*? la différentielle de
xo — P(to, zo,t) prise au point x*(tp). Noter que t — W (tp,t) est solution de

dR, . Oy .
S0 = S0 (1,47 (1) R
R(to) = Id.

La fonction W (to,t) joue le role de la résolvante R(to,t) dans le cas linéaire. On définit
donc comme précédemment

E(ty) = BoW (to,0) + BrW (to, T).

Si E(to) est inversible, alors il existe une unique solution z*(¢p) au probléme ¥ (xg) = 0 et
donc une unique solution z* & (4).

Comme précédemment, on vérifie aussi que si F(t) est inversible pour un ¢ = ¢y, alors elle
est inversible pour tout temps ¢.

5 Pour résoudre le probléme (3), il suffit donc de choisir un temps tg € [0, T, de construire
E(tg), puis de résoudre le probléme linéaire introduit dans la Question 2. Ceci nécessite
de construire explicitement la résolvante, ce qui peut étre cotiteux en pratique. Pour le
probléme non-linéaire (4), il faut cette fois adopter une méthode itérative, de type Newton
par exemple, pour résoudre le probléme non-linéaire. La aussi, la construction de la matrice
E(tg) peut s’avérer cotteuse. Des méthodes de différentiation automatique peuvent étre
utiles. On observe en pratique sur si les points 0 et 7" sont “éloignés”, la matrice E(ty) est
trés mal conditionnée, et il peut étre utile d’introduire des points intermédiaires entre 0
et T, et de résoudre le probléme sur chacun des intervalles, en imposant la continuité aux
bornes : c’est la méthode de tir multiple.

Pour plus dinformations, on renvoie par exemple au chapitre 8 de [P. Deuflhard et F.
Bornemann, Scientific computing with ordinary differential equations, Springer, 2002].



