Examen du cours MOPSI
9 février 2012, 08h30-12h00.
Les notes de cours (notes manuscrites et polycopié) sont autorisées.

Important : L’examen comporte trois exercices et un probléme, tous indépendants. Nous
vous demandons de rédiger les réponses sur deux copies distinctes :

— Sur la copie “Probabilités”; rédiger les réponses aux exercices 2 et 3.

— Sur la copie “Analyse numérique”, rédiger les réponses a ’exercice 1 et au probléme.

Exercice 1 : Solutions périodiques a des équations différen-
tielles ordinaires.

On considére une solution (z(t), y(t))icr & une équation différentielle ordinaire homogéne,
en dimension 2 :

{ i(t) = f(a (), y(1)),

y(t) = g(=(t),y(t)),

ot (f,g) : R? — R2? est une fonction de classe C'.

(1)

1 Donner un exemple de couple (f, g) pour lequel il existe une solution périodique en temps
a (1), c’est-a-dire une solution (z(t),y(t)):cr telle qu'il existe T > 0 avec (x(0),y(0)) =
(x(T),y(T)). (Ici et dans toute la suite, les solutions périodiques sont supposées non tri-
viales, c’est-a-dire non constante en temps. On note T > 0 la plus petite période.)

2 On suppose qu'il existe une fonction V : R? — R de classe C? telle que f = et g=
Montrer qu’il ne peut pas y avoir de solution périodique a (1).
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3 Soit (x(t), y(t))sejo,r) une solution périodique de (1). On note C' = {(z(t), y(
Porbite périodique. Pour t € [0, T fixé, que dire du vecteur (f(z(t),y(t)), g (a:(t Y t )) par
rapport a la courbe C'?
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4 On suppose que —f + —Z ne s’annule pas dans R? (et donc cette fonction a un signe :

or 0Oy

elle est soit strictement positive, soit strictement négative). Montrer que dans ce cas, il ne
peut pas y avoir de solution périodique a (1). (On pourra raisonner par l’absurde et utiliser
la formule de Stokes.)
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5 On suppose maintenant que 8——1—8—9 ne s’annule pas dans R?\ B, avec B = {(a:, y), 22+ 9% < 1}.
T Yy

Montrer que (1) admet au plus une orbite périodique dans R?\ B, et que cette orbite entoure

nécessairement B.
Exercice 2 : Probléme sur le renouvellement.

On considére une suite i.i.d de variables aléatoires (&;,7 € N*) a valeurs dans N*. On note
pour | € N* p(l) = P(& = [), et on suppose que VI € N* p(l) > 0. On suppose &;



intégrable, et on note m = E[{;]. On définit ensuite

k
To=0, T, = Z&,k‘ € N*.
i=1
Les variables aléatoires & peuvent modéliser différentes choses : la durée de vie d’un compo-
sant électronique, la durée d’attente a un arrét d’autobus, etc. Et les variables aléatoires T},

représentent alors respectivement les instants auxquels on remplace le composant électro-
nique ou les temps de passage des autobus a une station donnée. On pose, pour n € N,

X, = max{k € N, T}, <n}.

X, représente le nombre de composants que 1’on a changé ou le nombre d’autobus que l'on
a vu passer a la date n. On s’intéresse au processus de reste de vie (R,,n € N), défini par :

R, = TXn-i-l —n, n €N.

R, représente le temps que 'on va attendre avant de changer le prochain composant, ou
bien de voir le prochain autobus.

1 Donner le comportement asymptotique de Ty /k lorsque k — +o00. En déduire que X,, —
+oo lorsque n — +o0. En déduire le comportement asymptotique de T, /X, lorsque
n — +00.

2 En observant que Tx, < n < Tx, 1, donner le comportement asymptotique de X,,/n.
Interpréter ce résultat a 'aide d’une des deux modélisations proposées.

3 On suppose que l'on a observé les trois premiéres réalisations suivantes : & (w) = 3,
&2(w) = b et &3(w) = 2. Donner les valeurs de R, (w) pour le maximum d’entiers n possibles.

4 Exprimer les variables (Rr,,k € N) a l'aide des ({,k € N*). En déduire une fagon
d’exprimer les variables (&, k € N*) a I'aide uniquement du processus (R,,n € N).

Pour rg,...,r, € N* on note r = (rg,...,7,), et on pose :
k§ = 0,
r _ rer + ki pour i t.q. ki <n
o +oo si kf >n ’

et ¥ = max{i € N,k <n}.

5 Exprimer I’événement { Ry = ro, ..., R, = r,} a1’aide des variables aléatoires {1, . .., &y 1.
En déduire que (R, n € N) est une chaine de Markov sur N* dont on donnera la loi initiale
et de matrice de transition P(r,7’) = 1v—p_1y + Lgp—1yp(r’), 7,7’ € N,

6 Montrer que (R,,n € N) est une chaine de Markov irréductible, récurrente positive.
Montrer que sa loi de probabilité invariante v, vaut :

P& > k)
m

v(k) = ke N*.
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7 (Paradoxe de l’autobus) On suppose, uniquement dans cette question, que les autobus
arrivent selon une loi géométrique de parameétre ¢ €]0,1[ (i.e. & ~ Geo(q)). Montrer que
pour tout n, R, a méme loi que & . Interpréter.

8 Montrer que (R,,n € N) est une chaine de Markov apériodique. En déduire que R,
converge en loi vers une variable aléatoire de loi v lorsque n — +o00. Que représente la
limite en loi de R, pour un usager d’une ligne de bus?

Exercice 3. On considére (2, F,P) un espace de probabilité et (W;,t > 0) un mouve-

ment brownien standard. On se donne ¢ : Ry +— R une fonction continue, et on considére
le processus (X, ¢t > 0) défini par

t
t>0,X; = / o(u)dW,.
0
On notera (Fz,t > 0) la filtration usuelle engendrée par (X, ¢ > 0).

0 Montrer que pour ¥ : R +— R telle que wa(u)Zdu < 00, on a pour tout £t > 0,
2
E [(f(f(gp(u) + w(u))qu) ] = fot(go(u) + 1(u))%du. En déduire que

e[[ etwaw, [ swan| - | " o) (u)du.

1 Montrer que (Xy,t > 0) est un processus gaussien.

2 Soient 0 < s < t. En écrivant que X, = fg o(u)1ly<sdW,, calculer cov(Xs, X;). Donner
la loi de X; — X,. Calculer, pour 0 < r < s < t, E[X,(X; — X;)]. Que peut-on dire des
variables aléatoires X, et X; — X7 En déduire que X; — X est indépendante de F;.

3 Pour A > 0, On pose M; = exp <)\Xt - )‘72 fg go(u)%lu). Montrer que (M, t > 0) est une
(Ft)-martingale.

4 Pour a > 0, on pose T&X = inf{s > 0, Xy = a}. Montrer que TéX est un temps d’arrét
pour la filtration (F3,t > 0).

On pose ®(t) = fg ©(s)%ds, t > 0, et on suppose que ®(t) — +oo.

t—+00

5 Montrer que E [Mff ,\t} = 1. En déduire que

)\2
VA > O,E[exp(—;@(n‘f{))] = exp(—Aa).

En déduire que ®(7X) o WV ou 7V = inf{s > 0, W, = a}.

6 Montrer, a I'aide de la question 2 que les processus (X¢,t > 0) et (Wg(),t > 0) ont

N . loi
méme loi. Retrouver que ®(7X) = 7V,



7 Soit f: R — R telle qu’il existe a € (0,2) et ¢, M > 0 pour lesquels Vz € R, L{‘(f‘y < M.
On pose u(t, z) = E[f(x+ X¢)]. Montrer que X; a méme loi que W), expliquer pourquoi u
est bien définie, puis écrire 'EDP satisfaite par u.

Probléme : Une équation aux dérivées partielles non-linéaire
et sa discrétisation par une méthode d’éléments finis & deux
grilles.

Soit © C R? un domaine régulier borné.

1 Rappeler pourquoi Hg () muni du produit scalaire

uUH1 /Vqu

est un espace de Hilbert. Dans la suite, on note || - | H} () la norme associ¢e. Rappeler dans

quels espaces LP(Q) Pespace HE(€2) s’'injecte de maniére continue. Ces injections sont-elles
compactes ?

On introduit la fonctionnelle
H(Q)
a v /|V|2 /v—/fv
ot f:Q — R est une fonction de L?(Q).

2 Montrer que J(v) est bien défini, pour v € H}(Q). Montrer que J(v) est minorée par
une constante indépendante de v.

On introduit
m= inf J(v).
vEH ()
Soit (vg)k>1 une suite minimisante associée & m, c’est-a-dire une suite telle que vy, € H} ()
et limg 00 J(vi) = m.

3 Montrer que la suite (vg)r>1 est bornée dans Hg (). Que peut-on en déduire sur la suite
(vk)k>1 7 En déduire qu'il existe une fonction u € HJ () telle que

m = J(u).

4 Pour une fonction v € H&(Q) fixée, et pour € € R, montrer que (dans la limite ¢ — 0)
J(u+ev) = J(u) + el + O(e?)

ou on identifiera I en fonction de u, v et f.



5 En déduire que u € H&(Q) est solution, en un sens a préciser, du probléme

—Au+u’ = f dans Q,
u = 0 sur 0.

Vérifier que ce probléme admet une unique solution dans H&(Q)
6 Montrer qu’il existe une constante C' indépendante de u et de f telle que
lull g2y < Clifllz2 (-

7 Montrer que u € H?(2) et prouver qu'il existe une constante C' indépendante de u et de
f telle que

lull a2y < € (1 N2y + 17 12y) -

On s’intéresse a une discrétisation par éléments finis P'. On considére donc une suite de
maillages triangulaires réguliers de €2 et une discrétisation de H& () par des fonctions conti-
nues, et affines sur les éléments du maillage. On note V;, C H}(2) les espaces d’éléments
finis associés.

En reprenant les arguments précédents, on montre facilement qu’il existe une unique fonc-
tion uy € V3, telle que
J(up) = min J(vp).

v EVR

8 Montrer que uy, est I'unique solution d’une formulation variationnelle qu’on précisera.
Monter qu’il existe une constante C indépendante de uy, f et du maillage telle que

lunll 1) < ClFllL2(e)-

9 Montrer que : pour toute fonction vy, € V3,

/ V(u—up) - Vop, + / (u® — w3 )y = 0.
Q Q

10 En déduire que pour toutes fonctions vy, wy € Vy,
/ V(wp, — up) - Vo, + / (wp, — up ) (u? + wup, + ui)oy,
Q Q

:/V(wh_u).wh+/(wh—u)(u2+uuh+uz)vh,
Q Q



puis que
||wpn — uhH%{&(Q) + / (wp, — Uh)2(u2 + uup, + u%)

< fju— wh”?{&(ﬂ) +  (u—wp)?(u? + uup, + ul)

2
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< flu = wllfg o) + 51w = wallZay (lulZs@) + lunlzo) ) -
SCORND () @) (@)

11 En déduire que pour toute fonction wy, € Vy,
lun = ull gy < C (Il = wnll ey + lu = wallsqey )

ou C est une constante indépendante de h. En déduire que

lun = ull g3 ) < Ch,
ou C est une constante indépendante de h.
On peut montrer par ailleurs (cf. les questions subsidiaires en fin de probléme) que

||uh — 'LL”LQ(Q) < Chz, (3)
ou C est une constante indépendante de h.

On considére maintenant une approximation de w construite en deux temps, sur deux
maillages (un grossier de pas H, et un fin de pas h). Dans un premier temps, ugy € Vi est
construit comme wuy, ci-dessus, sur le maillage grossier. Ensuite, u, € V}, est définie comme
la solution du probléme : pour tout vy € V3,

/Q Vi, - Vo, + /Q (ug)*upvy, = /Q fon. (4)

12 Discuter l'intérét de cette méthode numérique par rapport a la recherche directe de
up, € V3, solution du probléme initial.

13 Montrer que pour toutes fonctions vy, et wy, de Vj,
/ V(u — ﬂh) -V, + / (u3 — u%ﬂh)vh =0,
Q Q
et donc
/V(wh — ﬂh) - Vo, + / ufq(wh — ﬂh)vh
Q Q

= / V(wp, —u) - Vo, + / (u% — u?)uvy, +/ u¥ (wy, — w)vy,.
Q Q

Q



14 En déduire que

— 2 —
lwn = @nllgy ) < llwn = ullgy@)llwn = tall gy @)
+ [Ju —uml L2 llu + wall s @)llull Lo @ lwn — @nll Lo @)

+ llur |7 @ llwn = wll Lo llwn — @nll Lo

15 Déduire de ce qui précéde que
= all gy @y < Clh+ H?),

ou C est une constante indépendante de h et H. Discuter comment choisir H par rapport
a h, et conclure sur l'intérét de la méthode.

Questions subsidiaires : L'objectif de ces deux questions est de montrer 'estimée (3).

16 Pour u et uy, fixés, on considére v solution du probléme

()

—Av + (u® 4 uuy + u%)v =y — uy, dans €,
v = 0 sur 0.

Pourquoi ce probléme est bien posé? Montrer qu’il existe C' indépendante de h telle que
[0l 20y < Cllu — unl|r2(q)-
17 Vérifier que, pour toute fonction vy € Vy,
/(u—uh)2 :/VU-V(u—uh)—i-/(u?’—u?L)v
Q Q Q
= / V(v —wp) - V(u—up)+ / (u® —u3) (v —vp)
Q Q

3
<v— UhHHg(Q)HU - Uh||H3(Q) + 5”“ — unllr2 (@) (HuH%ﬁ(Q) + ||Uh’|%6(9)> [v—vnllLs )
< Cllv = vl (e lu = unll g o),

ot C' est une constante indépendante de h. En déduire (3).



