
Examen du ours MOPSI

14 février 2013, 08h30-12h00.

Les notes de ours (notes manusrites et polyopié) sont autorisées.

Important : L'examen omporte trois exeries et deux problèmes, tous indépendants.

Nous vous demandons de rédiger les réponses sur deux opies distintes.

� Sur la opie �Probabilités� , rédiger les réponses aux exeries 2 et 3, et au pro-

blème 2.

� Sur la opie �Analyse numérique� , rédiger les réponses à l'exerie 1 et au pro-

blème 1.

Exerie 1 : une équation aux dérivées partielles non linéaire.

On onsidère l'équation aux dérivées partielles suivante :

{

−∆u = f(u) sur Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(1)

où Ω est un domaine borné de R
d
et f une appliation ontinue lipshitzienne : ∀u, v ∈ R,

|f(u)− f(v)| ≤ L|u− v|.

1 Soit u0 ∈ H1
0 (Ω) une fontion �xée, et soit u1 solution du problème

{

−∆u1 = f(u0) sur Ω,

u1 = 0 sur ∂Ω.
(2)

Montrer que e problème admet une unique solution u1 ∈ H1
0 (Ω). On note T : H1

0 (Ω) →
H1

0 (Ω) l'appliation qui à u0 assoie u1.

2 On munit H1
0 (Ω) de la norme ‖u‖H1

0

=
(∫

Ω ‖∇u‖2
)1/2

. Donner une hypothèse sur L qui

permet de rendre l'appliation T ontratante. En déduire un théorème d'existene uniité

pour (1) ainsi qu'une méthode numérique pour approximer la solution de (1).

Exerie 2 : proessus gaussien. On onsidère (Ω,F ,P) un espae de proba-

bilité et (Wt, t ∈ [0, T ]) un mouvement brownien standard. On dé�nit pour t ∈ [0, T [,

Xt =Wt +

∫ t

0

Wu −WT

T − u
du.

1 Montrer que (Xt, t ∈ [0, T [) est un proessus gaussien entré.

2 Montrer que (Xt, t ∈ [0, T [) est indépendant de WT .

3 Soient s, t ∈ [0, T [. On rappelle que E[WsWt] = s ∧ t. Caluler E[XsXt]. Que peut on

onlure ?
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Exerie 3 : alul de projetion orthogonale. Soit (Ω,F ,P) un espae

de probabilité. On onsidère n variables aléatoires réelles indépendantes X1, . . . ,Xn et

une fontion f : Rn → R telle que E[f2(X1, . . . ,Xn)] < ∞. L'objetif est de aluler la

projetion L2
de la variable aléatoire f(X1, . . . ,Xn) sur le sous-espae vetoriel

V = {
n
∑

i=1

hi(Xi), hi : R → R t.q. E[hi(Xi)
2] <∞},

'est à dire trouver Y ∈ V t.q. ∀Y ′ ∈ V, E[(f(X1, . . . ,Xn) − Y )2] ≤ E[(f(X1, . . . ,Xn) −
Y ′)2].

On suppose dans un premier temps que E[f(X1, . . . ,Xn)] = 0.

1 Pour i ∈ {1, . . . , n} et x ∈ R, on pose fi(x) = E[f(X1, . . . ,Xi−1, x,Xi+1, . . . ,Xn)].
Exprimer E[f(X1, . . . ,Xn)|Xi] à l'aide de fi.

2 On onsidère n fontions hi : R → R, i ∈ {1, . . . , n} telles que E[hi(Xi)
2] <∞. Montrer

que

∀l ∈ {1, . . . , n}, E

[

(fl(Xl)− hl(Xl))

(

f(X1, . . . ,Xn)−
n
∑

i=1

fi(Xi)

)]

= 0.

3 En déduire que E

[

(f(X1, . . . ,Xn)−
∑n

i=1 fi(Xi))
2
]

≤ E

[

(f(X1, . . . ,Xn)−
∑n

i=1 hi(Xi))
2
]

.

4 Désormais, on ne suppose plus que E[f(X1, . . . ,Xn)] = 0. Construire à l'aide des ques-

tions préédentes une variable Y ∈ V satisfaisant ∀Y ′ ∈ V, E[(f(X1, . . . ,Xn) − Y )2] ≤
E[(f(X1, . . . ,Xn)− Y ′)2].

5 On onsidère X1, . . . ,Xn n variables aléatoires gaussiennes entrées réduites indépen-

dantes et f(x1, . . . , xn) = (
∑n

i=1 xi)
2
. Caluler Y dans e as.
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Problème 1 : ontr�le optimal.

1 On onsidère une masse pontuelle astreinte à se déplaer le long d'un axe et attahée

à un ressort linéaire. On applique à ette masse une fore extérieure u(t) de manière à

ontr�ler le mouvement. Expliquer les di�érents termes régissant le mouvement de ette

masse :

m0ÿ(t) + k0(y(t)− l0) = u(t).

Réérire ette équation sous la forme ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) en expliitant les veteurs x
et B et la matrie A. (Dans la suite, sauf mention expliite, les veteurs sont des veteurs

olonnes.)

Contr�labilité

On onsidère dans ette partie le problème général, pour t ∈ [0, T ],
{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + r(t),

x(0) = x0,
(3)

où A ∈ R
n×n

, B ∈ R
n×m

, r ∈ L∞([0, T ],Rn) et u ∈ L∞([0, T ],Rm). Dans la suite, la

fontion u s'appelle le ontr�le : on souhaite modi�er u de manière à satisfaire ertaines

propriétés sur la trajetoire assoiée x.

On note

Acc(x0, T ) = {x(T ), u ∈ L∞([0, T ],Rm)},

où x est solution de (3), l'ensemble des points aessibles (pour tous les ontr�les u pos-

sibles) à partir de x0, en un temps T > 0.

2 Montrer que x(t) = exp(tA)x0 +
∫ t
0 exp((t− s)A)(Bu(s) + r(s)) ds.

3 Montrer que Acc(x0, T ) est onvexe.

On introduit

K = [B,AB,A2B, . . . , An−1B] ∈ R
n×nm

la matrie de Kalman (K est une appliation linéaire de R
nm

dans R
n
) et Φ l'appliation

linéaire suivante :

Φ :











L∞([0, T ],Rm) → R
n

u 7→

∫ T

0
exp((T − t)A)Bu(t) dt.

Nous allons montrer dans les deux questions qui suivent que Φ est sujetive si et seulement

si K est surjetive (i.e. rg(K) = n).

4 On suppose que rg(K) < n. Montrer que Φ n'est pas surjetive. Indiation : On introduit

un veteur ligne ψ ∈ R
n

tel que ψK = 0, et don ψB = ψAB = . . . = ψAn−1B = 0.
On rappelle que par le théorème de Cayley-Hamilton, la matrie A annule un polyn�me de

degré n. En déduire que ψ exp(tA)B = 0, et onlure.
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5 On suppose que Φ n'est pas surjetive. Montrer que rg(K) < n.

6 En déduire que Acc(x0, T ) = R
n
si et seulement si rg(K) = n.

7 Dans le as de l'osillateur dérit à la question 1, que dire de Acc(x0, T ) ?

Contr�le optimal

On onsidère dans ette partie le problème général, pour t ∈ [0, T ],
{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

x(0) = x0,
(4)

où A ∈ R
n×n

, B ∈ R
n×m

, u ∈ L2([0, T ],Rm) et on dé�nit le oût :

C(u) = ‖x(T )‖2 +

∫ T

0

(

‖x(t)‖2 + ‖u(t)‖2
)

dt,

où (x(t))0≤t≤T est la trajetoire solution de (4) assoiée au ontr�le u. On s'intéresse dé-

sormais au problème suivant : x0 et T <∞ étant �xés, omment hoisir u ∈ L2([0, T ],Rm)
pour minimiser le oût C(u) ?

8 Montrer qu'il existe un ontr�le u ∈ L2([0, T ],Rm) qui réalise le minimum de C(u). Indi-
ation : On pourra onsidérer une suite un telle que limn→∞C(un) = infu∈L2([0,T ],Rm) C(u).

9 Soit u ∈ L2([0, T ],Rm) un ontr�le et u + δu une perturbation de u (pour un δu ∈
L2([0, T ],Rm)). On note x la trajetoire assoiée à u et x + δx la trajetoire assoiée à

u+ δu. Véri�er que δx(t) =
∫ t
0 exp((t− s)A)Bδu(s) ds. Montrer que

C(u+ δu) = C(u) + 2

∫ T

0
D(u)(s)δu(s) ds + ‖δx(T )‖2 +

∫ T

0

(

‖δx(t)‖2 + ‖δu(t)‖2
)

dt

ave D(u)(s) un veteur ligne de R
m

dé�ni par

D(u)(s) = (x(T ))T exp((T − s)A)B +

∫ T

s
(x(t))T exp((t− s)A)B dt+ (u(s))T .

10 Soit u0 6= u1 deux fontions de L2([0, T ],Rm), et λ ∈ (0, 1). Montrer que

C(u0) > C(λu0 + (1− λ)u1) + 2(1− λ)

∫ T

0
D(λu0 + (1− λ)u1)(s)(u0 − u1)(s) ds.

En déduire que l'appliation u 7→ C(u) est stritement onvexe : C(λu0 + (1 − λ)u1) <
λC(u0) + (1− λ)C(u1). Qu'en déduit-on sur le minimum de C ?

Dans la suite, on note u∗ ∈ L2([0, T ],Rm) le ontr�le optimal réalisant le minimum de C,
et x∗ la trajetoire optimale assoiée.

11 Montrer que les résultats des questions 8 et 10 sont enore valables si T = ∞ et

si rg(K) = n. Indiation : Se onvainre que ela revient à montrer qu'il existe v ∈
L2([0, T ],Rm) tel que C(v) <∞.
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12 En utilisant le fait que C(u) ≥ C(u∗) et la question 9 montrer que D(u∗) = 0 et en

déduire que

u∗(t) = (p(t)B)T

où p(t) est le veteur ligne de R
n
solution du problème :

{

ṗ(t) = −p(t)A+ (x∗(t))T ,

p(T ) = −(x∗(T ))T .

13 Réiproquement, on suppose que le ouple (x(t), p(t))0≤t≤T est solution du problème























ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

x(0) = x0,

ṗ(t) = −p(t)A+ (x(t))T ,

p(T ) = −(x(T ))T .

ave u(t) = (p(t)B)T . Montrer que u réalise le minimum de C (et don u∗(t) = u(t) =
(p(t)B)T ). Indiation : montrer que D(u) = 0 et utiliser la question 9. Est-e que ette

aratérisation permet de aluler numériquement la trajetoire optimale simplement ?

14 On onsidère, pour E(t) ∈ R
n×n

, l'équation de Riati :

{

Ė(t) = Id−ATE(t) −E(t)A − E(t)BBTE(t),

E(T ) = −Id.
(5)

Montrer qu'il existe une unique solution maximale sur un intervalle de temps (t0, T ) (ave
t0 < T et éventuellement t0 = −∞), et que pour t ∈ (t0, T ), E(t) = E(t)T . Que dire de

‖E(t0)‖ si t0 > −∞ ?

15 On suppose t0 > −∞ et on onsidère la solution du problème

{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

x(t0) = x0,
(6)

ave u(t) = BTE(t)x(t), où E est la solution de (5) sur (t0, T ). En utilisant la question 13,

montrer que u réalise le minimum de

C(u; t0, x0) = ‖x(T )‖2 +

∫ T

t0

(

‖x(t)‖2 + ‖u(t)‖2
)

dt,

où (x(t))t∈[t0,T ] est solution de (6).

16 En alulant

d
dtx(t)

TE(t)x(t), montrer que

C(u; t0, x0) = −xT0E(t0)x0.

En déduire que E(t0) est une matrie de norme �nie, et don que l'équation de Riati (5)

admet une solution pour tout t ≤ T .
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Conlure sur une manière pratique de aluler numériquement la trajetoire optimale par-

tant de x0 à l'instant 0.

Problème 2 : une marhe aléatoire sur Z.

On onsidère une suite de variables aléatoires (Yk)k≥1 indépendantes et distribuées selon

la loi suivante :

P(Y = 1) = P(Y = −1) = 1/4, P(Y = 0) = 1/2.

On pose M0 = 0 et F0 = {∅,Ω} et pour n ∈ N
∗
, Mn =

∑n
k=1 Yk et Fn = σ(Y1, . . . , Yn).

1 Montrer que (Mn, n ∈ N) est une haîne de Markov sur Z dont on préisera la matrie

de transition. Est-elle irrédutible ?

2 Montrer soigneusement que (Mn, n ∈ N) est une martingale par rapport à la �ltration

(Fn)n∈N.

3 Caluler [M ]n pour n ∈ N.

4 Pour x ∈ Z, on pose τx = inf{n ∈ N,Mn = x}. Montrer que τx est un temps d'arrêt par

rapport à la �ltration (Fn)n∈N. Pour a, b ∈ N
∗
, on pose

τ = τ−a ∧ τb.

Montrer que τ est un temps d'arrêt par rapport à la �ltration (Fn)n∈N.

5 Soit n ∈ N. Montrer que E[M2
τ∧n] =

1
2E[τ ∧ n]. En déduire que E[τ ] < ∞ puis que

E[τ ] = 2E[M2
τ ].

6 Montrer que E[Mτ ] = 0. En déduire alors la valeur de P(τb < τ−a), puis elle de E[τ ].

7 Montrer que (M3
n−

3
2nMn, n ∈ N) est une martingale par rapport à la �ltration (Fn)n∈N.

Caluler ensuite E[τMτ ], puis montrer que τ est indépendant deMτ si et seulement si a = b.

8 On note (Σn, n ∈ N) la marhe aléatoire standard sur Z. Montrer que les proessus

(Mn, n ∈ N) et (12Σ2n, n ∈ N) ont même loi. Caluler alors la transformée de Laplae de

τb, E[e
−yτb ] pour y ≥ 0.
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