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L’objectif de ce cours est d’introduire plusieurs outils nécessaires pour batir et
utiliser des modéles basés sur des équations différentielles ordinaires. On s’attachera
en particulier & étudier plusieurs aspects du comportement qualitatif des solutions,
ainsi que de leur simulation numérique.

1 Quelques modéles basés sur des équations diffé-
rentielles ordinaires

Les modéles basés sur des équations différentielles ordinaires sont extrémement
courants. Donnons quelques exemples tirés de divers champs scientifiques.

1.1 Meécanique

L’évolution d'un ensemble de points matériels de vecteur position z est régie par
la loi de Newton :
mi = F(x, %),

ou & désigne la dérivée premiére par rapport au temps (la vitesse) et & la dérivée
seconde par rapport au temps (1’accélération). On a ici supposé la masse m constante.
De maniére générale, m peut étre un tenseur. Le second membre F'(z, &) désigne une
force dépendant de la position et de la vitesse.

Remarquer que I'on peut se ramener a une équation du premier ordre en posant
v = & et en travaillant dans [’espace des phases (z,v) :

{ i: U%F(a:,j:). ()

Quelques exemple de champs de force que l'on retrouvera par la suite :

— pour un pendule pesant, ona:z € T = R/(27Z) et F(z, %) = —mZsinx — kz,
ol g est 'accélération de la gravité, [ la longueur du fil, et £ > 0 un coefficient
de frottement visqueux.

— la force peut dériver d'un potentiel : F'(z) = —VV(x). Dans ce cas, on a un
systéme hamiltonien. Si on pose (q,p) = (x,mv) (p désigne la quantité de



mouvement) et H (g, p) = sm|jv||* + V(z), le systéme se réécrit :

. OH

¢=—5(ap),

~ on (2)
p——a—q(q,p)-

Remarquer que H est conservée le long des trajectoires : %H(p(t), q(t)) = 0. De
maniére générale, une quantité qui reste constante le long des trajectoires est
appelée une intégrale premiére du mouvement. L’étude de ce type de systéme
est trés important en pratique (on le rencontre notamment en dynamique
moléculaire [5, 8|, ou en mécanique céleste).

1.2 Dynamique des populations

Les équations différentielles ordinaires sont trés utilisées pour modéliser 1’évolu-
tion d’une population. Un exemple est donné par les équations de Lotka-Volterra. Il
s’agit d’'un modéle de type prédateurs-proies. On note P la concentration de préda-
teurs et N la concentration de proies. L’évolution de P et IV satisfait :

{ N = N(a—bP),
P =P(cN —d).

avec a, b, c,d quatre coefficients strictement positifs qui s’interprétent de la fagon
suivante : a est un taux de naissance pour les proies, b est un taux de prédation, d
est un taux de mortalité pour les prédateurs et ¢ est un taux de reproduction pour
les prédateurs.

Quelques solutions sont représentées sur la Figure 1. On observe que les solutions

semblent périodiques, restent positives et confinées le long d’une courbe dans le plan
(N, P).
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F1c. 1 — Solutions des équations de Lotka-Volterra. A gauche, quelques trajectoires
(N(t), P(t))s>0 pour diverses conditions initiales (en abscisse N, et en ordonnée P).
A droite, Une trajectoire t — N(t) (en abscisse ¢, et en ordonnée N). Paramétres :
a=2b=1c=2,d=1.



Exercice 1 — Discuter le sens de chacun des termes des équations (signe, non-
linéarité).
— Remarquer que si (N, P) est solution, alors N(c—d/N) = P(a/P—b) (méthode
de séparation des variables). En déduire que H(N,P) = ¢N — dIn N + bP —
aln P est conservé le long des trajectoires.

1.3 Meétéorologie

Les équations qui permettent de modéliser I’évolution des différents parameétres
météorologiques (température, humidité, pression, etc...) sont trés complexes. Un
systéme trés simple mais qui permet de retrouver plusieurs des caractéristiques de ces
équations a été proposé par Lorenz. Il s’agit d’'un systéme d’équations différentielles
ordinaires en dimension 3 :

Zij':O'(y—:L'),
Yy=rr—y—zxz,
z=uxy— bz

Des valeurs classiques pour les paramétres sont o = 10, r = 28 et b = 8/3.

Sur la Figure 2, on trace quelques solutions de ces équations. On observe en
particulier que les trajectoires divergent trés vite pour deux conditions initiales trés
proches. En particulier, il semble vain de vouloir étudier les trajectoires pour des
conditions initiales précises, car une simple variation des conditions initiales induit
rapidement des modifications importantes. Une meilleure approche serait peut-étre
d’étudier I’évolution d'un ensemble de conditions initiales (propagation d’une mesure
de probabilité par la dynamique), ou bien le comportement moyen le long d’une
trajectoire (moyenne trajectorielle).

Pourtant, il semble que la dynamique contienne des structures “simples” cachées
derriére la complexité des trajectoires ¢ — (x,y, z)(t). Ainsi les trajectoires s’ap-
prochent de courbes limites dans la limite des temps longs. Sur la Figure 3, on vérife
que la suite des maxima de la trajectoire ¢ — z(t) vérifie une relation simple du type

Am41l = T(Zm)v

ou T : I — I (I un intervalle de R) est une application de forme caractéristique
(application tente). On étudiera dans la suite un tel systéme dynamique.

1.4 Cinétique chimique

Considérons une réaction chimique sur trois espéces : Y3 — Yo — Y] = Y.
L’évolution de la concentration (y;)i1<;<3 des trois espéces (Y;)1<i<s satisfait le
systéme d’équations différentielles ordinaires :

Y1 = —kiy1 + kayo,
Yo = k1y1 — kayo + ksys,
Yz = —ksys

Dans ce genre de probleme, on observe typiquement de grandes disparités dans
les coefficients k;. Le systéme dynamique contient donc des échelles de temps trés
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Fic. 2 — Solutions des équations de Lorenz. A gauche, une trajectoire typique
(z(t),y(t))i>0 (en abscisse z, et en ordonnée y). A droite, Deux trajectoires t — z(t)
pour deux conditions initiales trés proches mais différentes ((z,y, 2)(0) = (1,2, 3)
t (z,y,2)(0) = (1.01,2,3)) (en abscisse ¢, et en ordonnée z). Paramétres : o = 10,
r =28 et b=8/3.
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Fi1G. 3 — Solutions des équations de Lorenz. Chaque point a pour coordonnées
(Zm, Zm+1) ot les (2,)n>0 sont les maxima successifs observés le long d’une trajectoire
t— z(t).



différentes. Il faut évidemment tenir compte de cette information pour discrétiser
les équations de maniére efficace. Dans 'exemple précédent, si k3 est trés grand
par rapport a ki et kg, on comprend que trés rapidement, la concentration de Yj
tend vers 0. On peut donc légitimement se demander si on ne peut pas construire
analytiquement un modéle plus simple, seulement sur les concentrations des espéces
Y| et Y.

1.5 Quelques questions soulevées par ces modéles

A partir de ces quelques exemples, on peut naturellement se poser les questions
suivantes :

— Sous quelles conditions un modéle basé sur des équations différentielles ordi-
naires est bien posé? Ceci recouvre plus précisément trois questions : (i) les
équations admettent-elles une solution? (ii) Cette solution est-elle unique?
(iii) Cette solution dépend-elle contintiment des données ?

— Comment peut-on analyser le comportement qualitatif des solutions? On peut
par exemple s’interroger sur l'existence de solutions périodiques, le comporte-
ment en temps long des solutions, la dépendance des solutions en les conditions
initiales.

— Comment discrétiser efficacement ces équations pour obtenir des solutions ap-
prochées ?

— Comment obtenir des modeles réduits, sur un nombre plus petit de variables?
Nous allons essayer d’apporter quelques éléments de réponse & ces questions dans
les sections suivantes.

Awvertissement : Le lecteur ne cherchera pas de liens trés formalisés entre les
Sections 3, 4 et 5. L’objectif de cette premiére partie du cours est d’introduire
qulques notions fondamentales liées a I’analyse théorique et numérique des systémes
dynamiques (& temps discret ou continu), en restant & un niveau élémentaire.

2 Reésultats d’existence et d’unicité

On considére le probléme suivant : pour une fonction f(¢, ) définie sur I x O,
oit I est un ouvert de R et O un ouvert de RY, trouver une fonction z(¢) définie sur
un ouvert J C I dérivable en tout point et telle que

T = f(t,x). (3)

Tel quel, le probléme admet une infinité de solutions : il faut ajouter typiquement
une condition initiale : pour un temps ¢y € I,

Le probléme (3)—(4) est appelé un probléme de Cauchy.

Remarque 1 St f est continue, étant donné qu’on cherche une solution dérivable,
la solution sera en fait de classe C'.

Remarque 2 Ne pas confondre un probléme de Cauchy, avec des problémes ot [’on
se donne des conditions aux limites (aux extrémités de l'intervalle I).



Remarque 3 Dans le cas ou f ne dépend pas du temps, on parle d’équation diffé-
rentielle ordinaire autonome ou homogéne en temps.

2.1 Le cas linéaire
2.1.1 Probléme non autonome

On suppose dans cette section que

ft,x) = A(t) x, (5)

ou A est une fonction continue & valeur dans les matrices de taille d x d, et définie

sur I = R.

Théoréme 1 (Théoréme de Cauchy) On suppose t — A(t) continue. Quelque
soit la condition initiale x(ty) = o, il existe une unique solution x(t) de classe C*

définie sur R.

Preuve : 11 suffit de montrer le théoréme sur un intervalle compact I = [0, 1], et
pour une condition initiale (0) = z¢ (le vérifier en exercice).
On introduit 'application affine

C°([0,1],R) — C°([0,1],R),
T{ (z(t))o<t<1 = (Io+f0t A(s)x(s) ds)

= 0<t<1

On munit 'espace C°([0, 1], R) de le norme L :

2]z = sup |a(t)].
0<t<1

Un point fixe de I'application 7' (i.e. un point = tel que Tx = x) est une solution
du probléme de Cauchy. Le résultat d’existence et unicité est basé sur le théoréme
de point fixe de Picard (cf. Théoréme 2 ci-dessous).

Montrons que Im > 0, T™ est une application contractante. On considére deux
fonctions z, y € C°([0,1],R). On observe que V¢ € [0,1],

Y

(T'(z) = T(y) ()] = /0 A(s)(x(s) — y(s))

< Al =yl t

Noter que ||A||z~ < oo car on a supposé A continue sur le compact [0, 1]. En itérant
cette relation, on a :

(T%(x) — T*(y)) ()| = :

/0 A(s)(T(x)(s) = T(y)(s))

t
<l — gl [ sds
0

t2
= [Allz=llz = yllz=7-



Et par récurrence, on montre que pour tout m > 1, et pour tout ¢ € [0, 1],

ANl

7 = T ) O] < Iy g

En particulier, on a

Al
L2 |7 — ] .
m!

[T () = T™(y)|~ <
Ainsi, pour m assez grand, T™ est une application contractante, ce qui conclut la
preuve, en utilisant le Théoréme 2 et 'Exercice 2. &

On pourrait aussi démontrer le méme résultat en supposant que A est intégrable sur
les compacts (le vérifier en exercice).

Théoréme 2 (Théoréme du point fixe de Picard) Soit (X,d) un espace mé-
trique complet et T : X — X wune application contractante : Ik € [0,1), Vo, y € X,

d(Tz,Ty) < kd(z,y).
Alors Az € X tel que Tx = .

Preuve : L’'unicité est immédiate. Pour I'existence, on considére la suite récurrente :

{ Tny1 =T (),

o donné.
On va montrer que la suite (z,) est de Cauchy. On remarque que, pour = € X,
d(Tx,T?r) < kd(z, Tx),
et, par une récurrence immeédiate, pour x € X et n > 0,
d(Tmx, T"w) < k"d(z, Tz).
Ainsi, on a pour z € X et p > 0,
d(z,TPz) < d(x,Tx) + d(Tx, T?*x) + ...+ d(TP 2, T?x),
<d(x,Tx)1+k+...+ k"),
1— kP
1—k°
On en déduit que pour n >0 et p > 0,

d(xy, xn-i—p) = d(zn, T"(7,)),

< d(z,Tx)

1— kP
< Tx,)———
< d(@n, Tn) 34
1— kP
— " Tn+1
d( Zo, lb) 1— k )
1

< d(zg, Txo) k" ——.
Ceci montre que la suite (z,) est de Cauchy, donc converge vers un z* € X (car X
est supposé complet pour la métrique d). En passant a la limite dans la relation de
récurrence Z,+1 = 1'(x,) (en utilisant le fait que 7" est une application continue), on
obtient z* = T'(x*), d’ou l'existence d'un point fixe. &



Exercice 2 Montrer que les conclusions du Théoreme 2 restent valables sous I’hy-
pothése plus faible : 3m > 0 tel que T™ soit une application contractante.

Exercice 3 On se place dans le cadre du Théoréme 2, et on suppose que l’on doit
calculer numériquement le point fixe de application T. On effectue donc les ité-
rations de Picard x,.1 = T(x,). Donner un critére d’arrét pour cet algorithme.
Solution : Il suffit de regarder si deux itérés successifs sont proches, puisqu’on a

d(Tn, Too) < d(n, Tnt1) /(1 — k).

Le théoréme précédent assure I'existence d'une solution définie pour tout temps,
pour toute condition initiale. La solution est linéaire par rapport a la condition
initiale : si on note t +— ¢(0,xz9;%) la solution de condition initiale z(0) = =z et
t — ¢(0,x1;t) la solution de condition initiale x(0) = x1, t — Ap(0, zo;t) +P(0, z1; )
est la solution de condition initiale z(0) = Az + 7.

Cette propriété de linéarité nous permet d’écrire la solution de condition initiale
x(to) = o sous la forme

¢(t0, Zo, t) = R(to, t) To
ott R(tp,t) (qui est une matrice de R%9) est appelée la résolvante. La fonction
t — R(to,t) est la solution du probléme de Cauchy linéaire (en dimension d?)

R = A(t)R,

Dans le cas linéaire, on peut résoudre les problémes avec second membre en
connaissant la solution du probléme sans second membre, plus une solution parti-
culiére.

Proposition 1 (Formule de Duhamel) La solution de

{zzA@x+Mm

[L’(to) = Ty,
(0w b est une fonction continue) est x(t) = R(to,t)xo + ftz R(s,t)b(s) ds.
La solution dépend donc de maniére affine du second membre b.

Exercice 4 (Théoréme de Liouville) Soit R(ty,t) la résolvante associé a une
équation différentielle ordinaire linéaire :

(t) = A(t)a(t)

ot A est une fonction continue a valeur dans R¥™*?. Pour t, fivé, soit u(t) =
det(R(to,t)). Pourquoi u ne s’annule pas ? Montrer que u vérifie

= tr(A(t))u,

Siv(t,x) = A(t)z, vérifier que divv = 0 est équivalent a tr(A(t)) = 0. Dans ce
cas, on a donc det(R(tg,t)) = 1. Interpréter ce résultat en terme de conservation de
volume dans un champ de vitesse a divergence nulle. (Ce résultat peut se généraliser
au cas non-linéaire : si ¢(to, xo;t) est le flot associé a une équation différentielle
ordinaire © = f(t,x) (cf. Définition 1 ci-dessous) avec div f(t,z) = 0, alors la
différentielle du flot par rapport a xo est de déterminant 1.)



2.1.2 Probléme autonome

Dans cette section, on suppose que A(t) ne dépend pas du temps dans (5). La
solution s’écrit alors explicitement

x(t) = exp(tA)zg

ou

exp(tA) = Z (tf')n

n>0

est 'exponentielle matricielle de tA.
On rappelle que :

. L, . n
— Pour tout matrice A, la série ) ., % converge (car elle converge normale-

) S llA[™
ment, c’est-a-dire que ) oo < 00).

— Si A et B commutent, exp(A+ B) = exp(A) exp(B). Si A et B ne commutent

pas, cette relation est en général fausse.

Attention : dans le cas ou A(t) dépend du temps, la solution du probléme de
Cauchy n’est pas en général x(t) = exp(f(f A(s) ds)xg. Ceci n’est vrai que si A(t)
et A(s) commutent (pour tout s et t). Cette propriété n’est vérifiee que pour des
dépendances en temps trés particuliere (comme par exemple A(t) = a(t)A ou a est
une fonction scalaire, et A une matrice fixée).

Exercice 5 On considére le probléme & = A(t)r avec

A(t):[(l]%t].

Pour une condition initiale (0) quelconque, calculer x(t), et comparer a exp(f(f A(s)ds)z(0).
Commenter.

2.2 Le cas non linéaire

Théoréme 3 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz) On suppose que f est continue
sur I x O et localement lipschitzienne par rapport a la variable x, c’est-a-dire :
V(t,Z) € I x O, il existe un voisinage (t — a,t + ) x B(T,e) C I x O de (t,T) tel
que f restreint o (t — a,t + «) X B(T,€) soit lipschitzienne par rapport a x.

Alors, ¥(t,T) € I x O, il existe un « > 0 et un voisinage de (t,T) (inclus dans
I xO) tel que, pour toute condition initiale (to, xo) dans ce voisinage le probléeme de

Cauchy
{ T = f(tv $>,

admette une unique solution sur un intervalle de temps (to — a, to + ).

Nous admettons ce théoréme. La démonstration est trés proche du cas linéaire (ar-
gument de point fixe), mais nécessite de se restreindre a des voisinages sur lesquels f
est lipschitzienne, et tels que toute solution reste confinée dans ce voisinage.

Il est important de remarquer que la largeur 2« de l'intervalle de définition est
indépendant du couple (%o, x¢) définissant la condition initiale.
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Noter également que toute fonction f de classe C* est localement Lipschitzienne.

Les deux exercices suivant donnent des conditions plus faibles que le caractére
localement lipschitzien pour assurer respectivement l’existence et 1'unicité dune
solution.

Exercice 6 (Théoréme de Cauchy Peano) Soit une fonction f continue sur [0, T]x
R. Montrer qu’il existe une solution x de classe C* sur [0, T telle que

{ #(t) = f(t, (1)),
z(0) = zp.

Sous ces hypothéses, on n’a pas unicité de la solution (considérer par exemple & = \/x
de condition initiale x(0) = 0, et montrer que ce probléme admet une infinité de
solutions). La démonstration est un peu délicate... S’aider de Google!

Exercice 7 (Théoréme d’Osgood) Soit f une fonction définie sur R et telle que,
pour un € > 0, fOE mdé = 400 ot w est le module de continuité de f : w(f,0) =

SUP|g—y|<6s |f(z) = f(y)]-

Montrer que si on dispose de deuz solutions pour le probléeme de Cauchy

{ (t) = f(z(t)),
.CL’(O) = Xy,

alors, ces deux solutions coincident.

En utilisant le théoréme de Cauchy Lipschitz, on peut définir la notion de solution
maximale, c’est-a-dire des solutions définies sur un intervalle ouvert J C I qui ne
sont pas prolongeables en des solutions sur un intervalle plus grand que J. Lorsque
J =1, on parle de solution globale.

L’existence de solution maximale repose sur le lemme de recollement :

Lemme 1 Si deux solutions u; et ug sont définies sur des intervalles J, et Jo et
sont telles que Ity € Jy N Ja, ui(ty) = us(to), alors elles coincident sur J; N Js.

Preuve : L’ensemble des points oul les deux solutions coincident est non vide (car
uy(tg) = ua(tp)), ouvert (par l'unicité du théoréme de Cauchy Lipschitz) et fermé
(car u; et us sont continues) dans J;NJy, donc égal & J; N Js, car J;N.Jy est connexe.

%

Pour savoir si il existe une solution globale, le théoréme suivant est fondamental :

Théoréme 4 Soit une solution mazimale x, définie sur un intervalle J. Alors, si
supJ < supl, x sort définitivement de tout compact de R? inclus dans O : VK
compact inclus dans O, t* € J tel que Vt € J t > t*, x(t) & K.

On a évidemment un résultat analogue pour la borne inférieure de J.

Preuve : On raisonne par ’absurde : sinon, il existe une suite ¢,, croissante de
temps convergeant vers sup J et telle que x(¢,) € K, donc telle que z(t,) converge
vers un x> (quitte a extraire une sous-suite). D’aprés le théoréme de Cauchy Lip-
schitz, il existe une solution du probléme de Cauchy définie sur un intervalle de
largeur 2a, pour tout couple (t{, z) dans un voisinage de (sup .J, 2°°) et définissant
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la condition initiale. Ceci vaut donc pour (t,,, z(t,,)) si m est assez grand, et permet
alors de prolonger la solution sur (¢,,,t, + «), et t,, + « sera plus grand que sup J
pour m assez grand, d’oul la contradiction. &

Donc, si O = R? et J est strictement inclus dans I, la solution tend vers +oo
(on dit que la solution “explose”) au borne de J. Réciproquement, si on montre que
la solution ne peut pas exploser aux bornes de J, alors la solution est globale.

Pour prouver qu’une solution est globale, on a donc besoin de résultats du type :
“si une solution existe, alors elle reste dans un compact”. C’est ce qu’on appelle des
estimations a priori. Un outil bien utile pour établir ces estimées est le lemme de
Gronwall, dont il faut plutét retenir la démonstration que 1’énoncé.

Lemme 2 (Lemme de Gronwall) Soitu € C°([0,T], ]R) et telle que a, b € CO([O,T],R)

aveca > 0 et u(t) < fo s) ds+b(t). Alorsu(t) < fo s) exp <f ) ds+
b(t).

Preuve : L’astuce consiste a poser v(t) = (f a(s)u(s)ds. On av=au < a(v+b).
On en déduit que £ (exp ( [ a( ) ) <e ( a(r) dr) a(t)b(t), d’ou le

résultat apres intégration. &

Remarque 4 Le principe de la démonstration s’applique aussi pour donner des
bornes sur une fonction u telle que v < au + b, cette fois sans hypothéses sur le
signe de a.

Exercice 8 (Autour de Gronwall)

1. Une version discréte de Gronwall : on suppose qu’une suite w, vérifie u, <
-1 P . . .
Y r—o kg + by, avec a, > 0. En déduire une magjoration des u,,.

2. Soit u € C°([0,T],R) et telle que a,b € CO([O,T] R) avec a > O Que devient
le lemme de Gronwall si on suppose que 0 < u(t) < fo s)ds + b(t) ¢

Et si u(t <f0 s)ds + b(t) ?

Voici une application du lemme de Gronwall. Si f(t,x) définie sur R x R? croit
au plus linéairement & 'infini, c¢’est-a-dire si il existe des constantes a et [ telles
que |f|(t,z) < alz| + 3, alors la solution du probléme de Cauchy est globale. Par
exemple, une fonction f(t,z) globalement lipschitzienne par rapport a x croit au
plus linéairement a l'infini.

Exercice 9 Fuaire la preuve de ce résultat.

Si le second membre croit a 'infini plus rapidement que linéairement, les solutions
maximales peuvent ne pas étre globales. Considérons par exemple le probléme :

{ i =22,
I(to) = 2.

Si zp = 0, la solution maximale est globale : z = 0. En revanche, si zo # 0, la
solution maximale x(t) = (zy* 4ty — )" est définie sur (—oo,ty +x") si zo > 0 et
sur (to+xg !, +00) si 79 < 0. Les intervalles de définition de la solution sont définies
de manieére a ce qu’ils contiennent t,.

Le lemme de Gronwall permet de montrer le
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Lemme 3 (Lemme de comparaison) soit x et y définis pour t > 0 et tels que
T = f(t,x), y > f(t,y) et (0) = y(0). On suppose que f est localement lipschit-
zienne par rapport & x. On a alors, pour tout t > 0, x(t) < y(t).

Preuve : Faisons la preuve en supposant que f est globalement k-lipschitzienne
(Padaptation au cas localement lipschitzien est laissée au lecteur). Soit z = = — y.
On a z(0) =0et 2 < k|z| = kzsgn(z), ou sgn(z) = 1,50 — 1,0 désigne le signe de z.

On pose alors u(t) = exp (—k fg sgn(z(s)) ds) z(t) et on a @ <0, et doncu <0. $

Exercice 10 Dans le lemme de comparaison, que peut-on dire pourt <0 ¢

Exercice 11 Monter que si le potentiel V est de classe C* et borné inférieurement,
alors il existe une solution globale au probléeme (2).

Solution : on peut supposer V-> 0 (quitte a considérer V 4+ inf V' ). Remarquer
que sml|v||>+V (x) est conservé sur la trajectoire, donc, en particulier, v reste borné
en temps fini. Donc x reste borné en temps fini.

Exercice 12 Montrer qu’il existe une unique solution définie pour tout tempst > tg
du probléeme de Cauchy
{ @ =1+ g(t ),

l’(to) =1z > 0,

ot g est une fonction k lipschitzienne de la variable x (avec k indépendant de t).

Définition 1 On peut définir le flot ¢(to, xo;t) qui a une donnée initiale x(ty) = o
associe z(t), ou x est la solution du probléme de Cauchy. C’est une fonction définie
sur un ouwvert de I x O X I, qui est continue par rapport a ses trois variables, et qui
vérifie la relation de flot : Viy < s < t, Vo,

B(s, ¢(to, wo; 5); ) = P(to, w03 1).

Dans le cas linéaire (cf. section 2.1), ¢(to, xo;t) = R(to, t)xg, et la relation de flot
s’écrit donc :
R(s,t)R(to, s) = R(to,1).

Remarque 5 Siv(t,x) désigne un champ de vitesse d’un fluide dans un domaine
de R3, les particules de fluides satisfont I’équation différentielle ordinaire & = v(t,x).
Le flot associé a cette équation donne donc les trajectoires des particules du fluide.
On rappelle qu’il ne faut pas confondre trajectoires et lignes de courant (les lignes
de courant correspondent aux orbites du probléme & = v(to, z), pour un instant to

fizé).

Remarque 6 On peut en fait montrer que si f est de classe C" (r>1) sur I x O,
alors pour ty fizé, la fonction (xq,t) — ¢(to, xo;t) est une application de classe C"
sur son domaine de définition.

Nous terminons cette section en analysant la sensibilité des solutions & des va-
riations des données.
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Lemme 4 (Sensibilité a des perturbations) Soit f(t,z) une fonction continue
en (t,x) et globalement L-lipschitzienne en x, et (t) une fonction continue. Soit x

solution de
{fzf@m,
I(to) = Xy,

et y solution de

{ y = f(tay) +E(t)>
y(to) = vo-

Alors,
vt € 0, 7], |x — yl(#) < exp(LT) (m —wl+ [0 dt) . (©)

Exercice 13 En utilisant le lemme de Gronwall, et en s’inspirant de la preuve du
Lemme de comparaison 3, prouver le Lemme 4.

Ce lemme démontre une propriété de stabilité par rapport aux perturbations, qui
repose essentiellement sur le caractére lipschitzien de f. Ce lemme (et le théoréme
de Cauchy Lipschitz) montre que le probléme est bien posé au sens de Hadamard :
il admet une unique solution qui dépend contintiment des données du probléme. De
maniére générale, on dit d’une solution & un probléme qu’elle est stable si elle est peu
sensible & des variations des données. La sensibilité est mesurée par une constante
de stabilité.

Remarquer que la constante de stabilité exp(LT) dans (6) devient rapidement
trés grande quand 7' augmente, ou quand L est grand, et que donc ce résultat est
sans grande utilité quand il s’agit de comprendre la sensibilité par rapport a des
perturbations en temps long, ou pour des problémes pour lesquels L est grand. Ceci
sera l'objet de la Section 3.

Exercice 14 (Une pierre qui tombe)

On s’intéresse au mouvement d’une pierre qui tombe d’une hauteur h. On note r
la distance de la pierre a la surface de la Terre. Les conditions initiales sont r(0) = h
et 7(0) = 0. Les équations du mouvement sont, pour le modéle exact :

M
(R+1r)?

=

ot v est la constante de gravitation, R et M sont le rayon et la masse de la Terre.
Un modeéle approché et donné par :

,'::_ga

o g = yM/R? est l'accélération de la gravité sur Terre.

1) Résoudre analytiquement I’équation du mouvement pour le modéle approché.
En combien de temps la pierre touche le sol ?

2) Montrer que le modéle exact admet une unique solution. Comparer les temps
de chute pour les deux modéles. Indication : on pourra majorer et minorer la force
dans le modéle exact.
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3) On pose € = 1/R. Le modéle exact s’écrit

yMe?

T T Ure)

On suppose que la solution r(t,€) est réquliere par rapport o ses deux arguments.
Montrer que

r(t) =h—g(1 —h/R)t*/2+ O(1/RY).

Indication : on pourra utiliser ’Ansatz (i.e. chercher une solution sous la forme)
r(t,e) = ro(t) + ri(t)e + ro(t)e? + r3(t)e + O(et).

2.3 Bilan

Nous avons répondu aux questions concernant le caractére bien posé des équa-
tions différentielles ordinaires. Mais nous avons noté que les constantes de stabilité
ne sont pas informatives pour comprendre ce qui se passe “sur des temps longs”.

Dans la suite, nous nous proposons d’étudier le comportement qualitatif des
solutions selon trois points de vue :

— Section 3 : La constante de stabilité exponentielle dans (6) est parfois trés
pessimiste (et heureusement !). Ceci nous aménera a étudier la stabilité autour
de solutions d’équilibre.

— Section 4 : Pour deux conditions initiales proches, les trajectoires peuvent vite
diverger (cf. par exemple la Section 1.3). Mais la vision déterministe (condi-
tions initiales fixées et déterministes) peut étre “un mauvais point de vue”.
Nous introduirons la notion d’ergodicité,

— Section 5 : Une question naturelle est de préciser dans quelle unité on mesure
“un temps long”. Il faut pour cela comprendre les échelles de temps du sys-
téme. Ce sera 'objet d’une section sur les problémes raides. Au passage, nous
introduirons les principales difficultés liées & la discrétisation des équations
différentielles ordinaires.

3 Etude de la stabilité des points d’équilibre

3.1 Equations différentielles ordinaires autonomes, portrait
de phase et notions de stabilité

On considére dans cette section des équations différentielles autonomes :

{ 2(0) = o, (7)

ot f est de classe C! sur un ouvert O C R%.

Définition 2 On appelle orbite de xy 'ensemble des x(t) pourt appartenant a l’'in-
tervalle de définition J de la solution globale x :

O(xo) = {6(0, o5 1), t € J}.
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Noter que par le théoréme de Cauchy Lipschitz, comme f est de classe C! sur O,
les orbites ne peuvent pas se recouper. On appelle portrait de phase la partition
de O en orbites. En pratique, on trace sur un portrait de phase quelques orbites
remarquables, et I'orientation du champ de vecteur dans quelques zones. On peut
tracer le portrait de phase sans résoudre explicitement 1’équation, et ceci permet
d’avoir des informations importantes sur le comportement qualitatif des solutions
(cf. par exemple la Section 3.5 ci-dessous).

Exercice 15 Reprenons l’exemple des équations de Lotka-Volterra de la Section 1.2.
Pourquoi st N(0) > 0 et P(0) > 0, alors N(t) > 0 et P(t) > 0 pour toutt > 0% En
utilisant le fait que H(N,P) = ¢N —dIn N + bP — aln P est constant le long des
trajectoires, tracer le portrait de phase pour [’équation de Lotka-Volterra. En déduire
que les solutions sont périodiques en temps.

Dans le cas autonome, le flot introduit dans la Définition 1 est en fait une fonction
de deux variables. En effet, on a, pour tout s,t > 0 et tout xg € O,

¢(0, 03 t) = (s, Toit + 5). (8)
Dans le cas autonome, on notera
o(t, x0) = ¢(0, w03 t).
Exercice 16 Prouver ['assertion (8) précédente.

Définition 3 On appelle point d’équilibre, ou point fixe, ou point stationnaire tout
point x* tel que f(x*) = 0.

Remarquer que si 2* est un point d’équilibre, alors 'orbite de z* est réduit a z* :
O(z*) = {z*}.

Dans le cas linéaire f(x) = Az, les points d’équilibre sont les z tels que Az =0
(et 0 est donc toujours un point d’équilibre).

Définition 4 On dit qu’un point fixe x* est stable si pour tout € > 0, il existe § > 0
tel que, si |z — z*|| < 9, alors, pour tout t > 0, ||¢(t, x) — z*|| <e.

En particulier, si * est un point fixe stable et x est suffisamment porche de z*, la
fonction ¢(t,x) est bien définie pour tout temps ¢ > 0 (puisqu’elle reste confinée
dans un compact). On qualifie parfois cette notion de stabilité de stabilité au sens
de Lyapunov.

Exercice 17 Que dire de la stabilité du point d’équilibre (0,0) pour les deux sys-
temes sutvants : { 3: -9 x -7

y=x Y=y
Définition 5 On dit qu’un point fize x* est asymptotiquement stable si il est stable
et qu’il existe un voisinage de x* tel que pour tout x dans ce voisinage, lim;_., ¢(t,x) =

*

xT.

15



L’exercice 19 montre que la condition “il existe un voisinage de x* tel que pour tout x
dans ce voisinage, lim; .., ¢(t, z) = *” n’implique pas la stabilité.

Remarquer que pour ces notions de stabilité, la flecche du temps compte (on
regarde le comportement pour des temps longs positifs).

Exercice 18 Comparer ces notions de stabilités a celle évoquée dans le Lemme 4.

Exercice 19 On consideére le probléeme :

t=x—y—z(@*+y*)+ :;iyw
fE2

y:x+y—y(:c2+y2)—\/m.

;

Montrer que le point z* = (1,0) n’est pas stable, bien qu’il existe un voisinage de z*
tel que pour tout x dans ce voisinage, lim; ., ¢(t, ) = x*. (On pourra montrer que
le systeme se réécrit en polaire 17 = r(1 —r?), 6 = 2sin?(6/2).)

Exercice 20 Le comportement qualitatif en temps long des solutions & une équa-
tions différentielle ordinaire peut beaucoup changer pour de petites variations de
parametres du probléme (ceci est l'objet de la théorie des bifurcations). A titre
d’exemple, on vérifiera les assertions suivantes :
— Le probléme
i = px —2°
a un unique point fixe stable pour pu < 0, qui devient instable pour pu > 0,
tandis que deuxr nouveaux points d’équilibre stables apparaissent, pour p > 0.
— Le probléme
&= p+ ?
a deux points fizes pour u < 0, un stable et un instable, qui se rejoignent pour
w =0 puis disparaissent pour p > 0.

Il est trés important en pratique d’étudier la stablité des points d’équilibre. En
effet, dans plusieurs modeles, les points d’équilibres correspondent a des “points de
fonctionnement” du systéme, et savoir si on ne s’écarte pas trop de ces points de
fonctionnement sous des petites perturbations est primordial pour assurer la fiabilité
du systeme.

Il existe deux méthodes “systématiques” d’étude de la stabilité des points fixes :
l’analyse par fonction de Lyapunov (Section 3.3), et 'analyse de stabilité linéaire
(Section 3.4). Nous commencons par analyser en détail le cas linéaire.

3.2 Le cas linéaire

On consideére le cas f(z) = Az, et on étudie la stabilité du point fixe z* = 0.

Théoréme 5 Le point * = 0 est asymptotiquement stable si et seulement si toutes
les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative.
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Preuve : Notons Aq, Ag, ..., A, les valeurs propres (distinctes) de A, de multiplicités
algébriques my, my, ..., m, (la matrice A est de dimension m; + mg + ... + m,, et
m; est la puissance associée au monéme (x — )\;) dans le polynéme caractéristique
det(A — AId) de A). Quitte a réordonner les valeurs propres, on peut supposer
qu’il existe un entier g tel que Ay, ..., Ay, ne sont pas réelles, et Aggyq,..., A, sont
réelles. De méme, on peut supposer que Ay = Ao, ..., Aog—1 = >\—2q (ot X désigne le
complexe conjugué de \). En utilisant la décomposition de Jordan, on montre que
les coefficients de exp(tA) sont des combinaisons linéaires (& coefficients réels) de
fonctions du type t* exp(Re ();)t) cos(Im (A;)t), t* exp(Re (A;)¢) sin(Im ();)t), pour
1 < j < 2q, et de fonctions du type t* exp(A;t) pour 2¢+ 1 < j < p, avec 0 < k <
m; — 1. Le cas k = 0 correspond au cas ot Ker(A — \;Id) = Ker(A — \,Id)™ : le
sous-espace propre est égal au sous-espace caractéristique.
Ces résultats reposent sur le fait que :

>
<

1
s

exp | t jO

0
R )
)\ .

o OO

o F

oo O =

o

O =+
~

J

Exercice 21 Reprendre cette démonstration, pour montrer que le point x* = 0 est
stable si et seulement si les valeurs propres de A sont de partie réelle négative ou
nulle, et que pour les valeurs propres de A de partie réelle nulle le sous-espace propre
associé est égal au sous-espace caractéristique.

Exercice 22 (Portraits de phase en dimension 2) On consideére le probléme de
Cauchy linéaire
T =Ax

avec x de dimension 2 et A une matrice 2x2. Tracer le portrait de phase en distingant
les cas :
— Les deuz valeurs propres sont réelles et de signe opposé (point selle),
— Les deux valeurs propres sont réelles distinctes et de méme signe (noeud im-
propre, attractif ou répulsif),
— Il y a une seule valeur propre (nécessairement réelle) et la matrice est diago-
nalisable (noeud propre, attractif ou répulsif),
— Il y a une seule valeur propre (nécessairement réelle) et la matrice n'est pas
diagonalisable (noeud exceptionnel, attractif ou répulsif),
— Les deux valeurs propres sont complexes conjuguées et de partie réelle non nulle
(foyer, attractif ou répulsif),
— Les deux valeurs propres sont complezes conjuguées et imaginaires pures (centre).

3.3 Meéthode par fonction de Lyapunov

Définition 6 Une fonction de Lyapunov L pour l’équation différentielle ordinaire (7)
en un point d’équilibre x* est :
— une fonction continue L : V — R, définie sur un voisinage V de x*,
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— telle que x* est un minimum strict de L sur V' (on peut supposer sans restric-
tion que la valeur au minimum est 0) : L(z*) =0 et L(x) > 0 si @ # x¥,
— et telle que pour tout x € V tel que x # x*, t — L(¢(t,)) est strictement

décroissante (sur un intervalle ouvert autour de 0 pour lequel 'application est
définie).

Pour vérifier la troisiéme propriété, si L est de classe C!, il suffit de vérifier que
VL(z)- f(x) <0 pour tout z # z*.

Théoréme 6 Si le systéeme admet une fonction de Lyapunov au voisinage du point
d’équilibre x*, ce point d’équilibre est asymptotiquement stable.

Preuve : On peut supposer V' relativement compact (i.e. de fermeture compacte),
quitte a restreindre V. Soit B une boule centrée en z* incluse dans V', et ¢ > 0 le
minimum de L sur V' \ B. Il est clair que L™'[0,/2] est un compact inclus dans B.
(Autrement dit, on peut supposer que le voisinage V' dans la Définition 6 est en fait de
la forme L71[0,7), pour un > 0.) En utilisant ce procédé, on démontre facilement
la stabilité (a vérifier en exercice). Reste a prouver I'asymptotique stabilité.

Soit x € L7110, ¢/2]. Etant donné que l'on sait que t — L(¢(t, z)) est décroissante
strictement, on a que ¢(t, z) reste dans le compact L~1[0, e/2]. En particulier, le flot
¢(t, x) est défini pour tout temps ¢ € [0,00). On note a la limite de L(¢(t, z)) quand
t — 00. On peut construire une suite de points t,, — oo telle que ¢(t,, z) tend vers
un .. On a évidemment L(z) = a.

Supposons que T, # x*. On a donc, pour un t > 0, L(¢(t,2+)) < a. Or
L(p(t, 200)) = limy, oo L(&(t, ¢(tn, x))) = lim, o L(¢(t + t,,x)) = a. D’oll une
contradiction. Par conséquent, x,, = z*, et le point z* est bien asymptotiquement

stable. &

Exercice 23 Que se passe-t’il si on considére des fonctions de Lyapunov L telles
que pour tout x € V tel que © # x*, t — L(p(t, x)) est décroissante sur un intervalle
ouvert autour de O sur lequel 'application est bien définie (mais non pas strictement
décroissante) ?

Solution : En reprenant la preuve, on montre facilement que le point d’équilibre
est stable (et non pas asymptotiquement stable).

Exercice 24 On considére le systéme hamiltonien (2). On suppose H régulier. Les
points d’équilibres sont les points critiques de H (que l’on suppose isolés). Montrer
que les minima locaux de H sont des points d’équilibres stables. Appliquer ce résultat
au cas du pendule sans frottement.

Solution : Prendre H moins sont minimum comme fonction de Lyapunov. Pour
le pendule sans frottement, on voit donc que les points (x,v) = (2km,0) sont stables.

3.4 Meéthode par linéarisation

Au voisinage d’un point d’équilibre z*, le champ de vecteur f s’écrit f(x) =
Df(x*)(x — z*) + o(||lx — z*||) car f(z*) = 0, ou Df(x*) désigne la matrice de
af; .
composantes 8—fl(:c*) . En pensant aux résultats de la Section 3.2, on comprend
Ti i
que la stabilité de x* puisse étre déduite de conditions sur le spectre de D f(x*).
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Théoréme 7 Si toutes les valeurs propres de la matrice D f(x*) sont de parties
réelles strictement négatives, alors le point d’équilibre est asympotiquement stable.

Preuve : Quitte a effectuer un changement de variable + — x—x*, on peut supposer
x* = 0. La preuve consiste a exhiber une fonction de Lyapunov.
On commence par écrire un développement limité de f autour de z* =0 :

f(x) = Df0)x + |z|e(z),

avec € une fonction définie sur un voisinage de 0 et telle lim, ¢ |e(x)| = 0. Dans la
suite, on note

A=Df(0),

et |-| désigne la norme euclidienne pour les vecteurs, ou bien la norme triple associée
pour les matrices. On introduit le systéeme linéarisé :

y = Ay.

D’apreés les résultats de la Section 3.2, on sait que si toutes les valeurs propres de
la matrice A = Df(0) sont de parties réelles strictement négatives, alors le point
d’équilibre 0 est asympotiquement stable pour le systéme linéarisé. Il faut donc
montrer que le systéme non-linéaire se comporte comme le systéme linéarisé au
voisinage du point d’équilibre.

On introduit pour cela la fonction de Lyapunov

L(z) = /0 h lexp(tA)z|® dt.

Noter que L est bien définie car on suppose que les valeurs propres de A sont de
parties réelles strictement négatives, ce qui implique qu’il existe a, ¢ > 0 tel que

|exp(tA)| < cexp(—at).

Il est clair que 0 est un minimum strict de L sur un voisinage de 0. On va vérifier
que VL - f <0 en dehors de x* =0 :

VL) fa) = [ 2esp(tA)e - (exp(tA) (o) .
= /000 2exp(tA)x - (exp(tA)Ax) dt + /000 2exp(tA)x - (exp(tA)|z|e(x)) dt,

< [ e+ [ 2lexpA)ialle(o)]
0 0
< —laf? + Clafle(@)].

Ceci montre qu’il existe un voisinage de 0 tel que VL- f < 0 en dehors de 0. La fonc-
tion L est donc une fonction de Lyapunov, et le point z* = 0 est asymptotiquement
stable d’aprés le Théoréme 6. &

Exercice 25 Reprendre la preuve précédente pour vérifier que si une des valeurs
propres est de partie réelle strictement positive, alors le point d’équilibre est instable.
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Attention : si une des valeurs propres est de partie réelle nulle, la méthode par
linéarisation ne permet pas de conclure sur la stabilité du point fixe. On pourra a
titre d’exemple étudier la stabilité du point fixe 2* = 0 pour le probléme & = 2?3,
en fonction du signe de .

Remarque 7 Cette méthode d’analyse de la stabilité en utilisant le spectre du pro-
bleme linéarisé est spécifique a la dimension finie : si on considére un probléme du
type Opu = Au avec A un opérateur agissant sur la fonction u (u est une fonction
du temps et d’une variable d’espace et A est un opérateur différentiel par exemple),
et u* un point d’équilibre pour lopérateur A (Au* = 0), alors, le fait que les va-
leurs propres de la différentielle de 'opérateur au point u* soient de partie réelle
strictement négative nimplique pas en général que u* soit asymptotiquement stable.
Les résultats de ce type en dimension infinie reposent plutot en général sur des mé-
thodes de type fonctions de Lyapunov. Les fonctions de Lyapunov s’appellent parfois
énergie, ou entropie, car elles correspondent souvent & des quantités physiques.

3.5 Le cas du pendule

On considére le probléme du pendule sans frottement :

{i2" )

U= —sinx,

ou z € 21R/Z et v € R. Ce systéme est un systéme hamiltonien, qui admet donc

une intégrale premieére :
2
v
E(z,v) = 5 ~ cosz.

Le fait que cette quantité soit conservée le long des trajectoires implique que les
solutions sont définies pour tout temps ¢t € R.

Pour tracer le portrait de phase dans le plan (z,v), on commence par tracer
les lignes de niveau de la fonction E : C, = {(x,v), E(xz,v) = a}. Pour a > 1,
on obtient des lignes de niveaux correspondant a des trajectoires pour lesquelles le
pendule effectue une rotation compléte. Pour —1 < o < 1, on obtient des lignes
de niveaux correspondant a des trajectoires pour lesquelles le pendule oscille entre
deux angles maximaux. Pour &« = —1, on obtient les points (2km,0).

Le cas @ = 1 correspond & un cas trés particulier. Remarquer que si (z,v) €
CiNn{v > 0}, alors v = \/2(1 + cos(x)). On en déduit que pour une trajectoire telle
que z(0) € CyN{v >0}, on a

z(1) 1
t = / du. (10)
2(0) v/ 2(1+ cos(u))

En effet, pour une telle trajectoire, 2 = v(t) = /2(1 + cos(z(t))). En faisant tendre
t vers +oo dans (10), on voit que nécessairement lim; .., z(t) = 7. De méme, on
montre ainsi que lim;_._, x(t) = —m. Cette trajectoire relie donc en temps infini les

points (—m,0) et (m,0).

Exercice 26 Réfléchir a quel mouvement du pendule correspond cette trajectoire.
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F1G. 4 — Portrait de phase pour le pendule sans frottement. EN abscisse, I’angle z,
et en ordonnée, la vitesse v.

En regroupant ces résultats, on obtient le portrait de phase représenté sur la
Figure 4.

Analysons maintenant les points d’équilibre du systéme : x = k7 (k € Z) et
v=0.

Les points d’équilibre (z,v) = (2km, 0) sont stables. En effet, on vérifie facilement
qu’on reste dans un voisinage de (2km,0) en utilisant le fait que les orbites ne se
recoupent pas. On peut également le prouver en appliquant le critére de I’Exercice 23
avec F comme fonction de Lyapunov.

En revanche, les points (x,v) = (m+2km, 0) sont instables. On peut le vérifier sur
le portrait de phase en utilisant les trajectoires contenues dans C; que nous avons
analysées ci-dessus. Ces trajectoires relient entre eux ces points d’équilibre qui sont
donc instables’. On peut également utiliser un critére de stabilité linéaire. En effet,

on vérifie que la différentielle du second membre de (9) s’écrit [ 0 L ], et

—cosx 0O
0 1
1 0|

Cette matrice admet une valeur propre strictement positive, et donc le point est
instable d’aprés le résultat de 'Exercice 25.

vaut donc au point (7 + 2k, 0) :

Exercice 27 Essayer d’appliquer le critére de stabilité linéaire pour prouver la sta-
bilité des points (x,v) = (2km,0). Interpréter en termes concrets les résultats obte-
nus.

On considére maintenant le pendule avec frottement :

{ t=uv, (11)

U= —sinx — A\v,

1Une telle trajectoire qui relie deux points d’équilibre différents est appelée trajectoire hétéro-
cline.
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avec A > 0. Quelques trajectoires typiques dans l'espace des phases sont tracées sur
la Figure 5.

Exercice 28 Interpréter les trajectoires observées sur la Figure 5 en terme de mou-
vements du pendule.

F1G. 5 — Quelques trajectoires (z(t),v(t))wer pour le pendule avec frottement.

Les points d’équilibre de la dynamique sont toujours les (x,v) = (km,0) (k €
7). En utilisant la fonction £ comme fonction de Lyapunov et en appliquant le
Théoréme 6, on vérifie que les points (2k7,0) sont asymptotiquement stables. En

effet
VE-( Y ):—)\vz.
—sinx — \v

La fonction t — E(¢(t, (z,v))) (pour (x,v) # (2km,0)) est donc bien strictement
décroissante sur une trajectoire car les points ot v = 0 sont des points isolés de la
trajectoire.

Exercice 29 FEssayer d’appliquer le critére de stabilité linéaire pour prouver la sta-
bilité des points (x,v) = (2kn,0).

Les points (k + 2k, 0) sont toujours instables. On peut par exemple le démontrer
en regardant le spectre de la différentielle en ces points, qui s’écrit

A

On vérifie que cette matrice admet une valeur propre strictement positive, ce qui
montre que les points sont instables (cf. Exercice 25).

4 Ergodicité

4.1 Chaos

Sur le probléme de Lorenz (cf Section 1.3), on a observé que :
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— la dynamique est extrémement sensible aux conditions initiales,
— la dynamique a un comportement en temps long compliqué (ni convergence
vers un point fixe, ni orbite périodique).
On parle de comportement chaotique. L’étude du probléme de Lorenz dans sa géné-
ralité dépasse le cadre de ce cours introductif. On va se concentrer sur la dynamique
associée aux maxima locaux de la variable z. On a observé que ces maxima vérifient

Tnt1 = T(xn>

avec T une application “en forme de tente”. On se propose donc d’étudier le com-
portement de la dynamique des x,, avec comme application 7" (cf. Figure 6) :

0,1] — [0,1]
T: 2rsix < 1/2
o 2-2rsiz>1/2

—

Par analogie avec la Section précédente, on appelera orbite d’un point = ’ensemble

0 1/2 1
F1G. 6 — L’application tente T

des points {z, = T™(x)},>0 obtenus sur la trajectoire issue de z.

Observons tout d’abord que la dynamique des x, présente les mémes caracté-
ristiques que la dynamique de Lorenz. Pour se faire, on va réécrire la dynamique 7'
en décomposant les x,, en binaire. On introduit donc I'application S : {0, 1}"M% —
[0,1] qui & une suite (o) > associe le réel

— 9=J
T = a;277.
j>1

L’application S n’est pas injective : par exemple, S(1,0,0...) = S(0,1,1...) =0.5.
On peut cependant la rendre injective en identifiant les suites (aq, ag, ..., ay, 1,0,0, ...)
et (aq, e, ...,an,0,1,1,...).

Regardons comment ’application 71" s’écrit sur la représentation en binaire :

S(ag,ag,...)sia; =0
S(ag,a3,...)sia; =1

ToS(al,ag,...) :{

ou, pour un nombre « € {0, 1}, @ = 1 —a. De cette réécriture, nous pouvons déduire
plusieurs conséquences sur la dynamique de T™(x) :
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— La dynamique est trées sensible aux conditions initiales : en effet, si deux condi-
tions initiales différent dans leur développement en binaire seulement a partir
de la N-iéme décimale (elles sont donc trés proches, puisque leur différence
vaut au plus 27VF1) aprés N itérations, les deux trajectoires seront a priori
complétement différentes.

— Les conditions initiales irrationnelles ont un comportement en temps long non
périodique.

De plus, on vérifie que
— L’ensemble des orbites périodiques est dense dans [0, 1].

Exercice 30 Représenter l'application T". En déduire que le systéme dynamique
associé a T a 2" points périodiques de période (au plus) n, et que les orbites pério-
diques sont denses dans [0, 1].

Solution : Les points périodiques de période au plus n sont exactement les points
fixes de T". Par exemple, les points fizes de lapplication T (points périodiques de
période 1) sont {0,2/3}. Les points périodiques de période 2 sont {0,2/5,2/3,4/5}.
De maniére générale, on vérifie que T™(I7) = [0,1] ou I = [j/2",(j + 1)/2"].
Chagque intervalle I7 (pour 0 < j < 2" — 1) contient donc exvactement un point
fixe de Uapplication T™. 1l y a donc exactement 2™ points périodiques de période au
plus n.

Ceci montre aussi que pour tout x € [0, 1] et tout € > 0, on trouve un point d’une
orbite périodique dans 'intervalle (x — €,z 4+ €) N[0, 1]. Les orbites périodiques sont
donc denses dans [0, 1].

Ces systémes présentent une telle complexité de dynamique (on parle de systémes
chaotiques) qu’il semble naturel d’étudier des moyennes sur les trajectoires plutot
que les trajectoires elles-mémes. De méme, du fait de la sensibilité aux conditions
initiales, il semble plus naturel d’étudier comment une distribution de conditions
initiales va évoluer, ou bien comment on peut caractériser la dynamique pour presque
toute condition initiale (pour une certaine mesure) plutdt que de regarder I’évolution
de conditions initiales données ponctuellement. On va donc vers une description de
nature probabiliste de la dynamique. On aura alors besoin de munir [0, 1] d’une
mesure de probabilité, et d'une o-algebre.

Un autre exemple que 'on considérera dans la suite est la rotation sur le tore :

T — T
Fa { r — rt+a’
ou T = R/Z est le tore de dimension 1, et & € R\ Q. La dynamique est trés différente
du cas précédent : toute condition initiale engendre une orbite dense. Il n’y a pas
d’orbites périodiques, pas de sensibilité aux conditions initiales.

Exercice 31 Vérifier les assertions précédentes pour la dynamique de rotation sur
le tore.

4.2 Le théoréme ergodique de Birkhoff

Généralisons I'étude. On considére un espace X muni d’une tribu (ou o-algébre) A
et d’une mesure p de probabilité définie sur A, et une dynamique de la forme

Tnt1 = T(xn>
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avec T': X — X une application mesurable qui préserve la mesure p : pour tout

ensemble A € A

w(T~1(A)) = u(A).
On parle de systéme dynamique mesuré pour désigner la donnée (X, A, u,T). La
suite des x,, est une trajectoire obtenue en itérant 'application T

Remarque 8 (Mesure image) Soit T : X — Y une application mesurable de
(X, A) dans (Y,B). On se donne une mesure p sur X. On peut alors définir la
mesure image de j par T notée po Tt et définie par : pour tout B € B,

poT™Y(B) =T (B)).

L’apparition de ce T~ peut surprendre mais on peut se convaincre que c’est la bonne

définition en utilisant une fonction test : pour toute fonction f :Y — R mesurable
et telle que foT € LY X, A, ),

/fd(,uoT‘l):/fon,u.

Dire que T préserve p est donc exactement dire que la mesure image de p par T
est pu. Dans ce cas, on a donc [ foTdu = [ fdu pour toute fonction f € L*(X, A, p).

Remarque 9 En pratique, on connait souvent (X, A) et T'. Trouver une mesure de
probabilité p invariante n’est pas toujours facile. Il peut y avoir plusieurs mesures
invariantes ! Ceci dit, si X est un espace métrique compact, muni de la tribu des
boréliens et T une application continue (donc mesurable), il existe toujours au moins
une mesure invariante borélienne. C’est le théoréme de Krylov-Bogolioubowv.

Remarque 10 Pour faire des calculs en physique statistique, la situation inverse
a la remarque précédente se produit souvent : on connait (X, A, ), et on construit
une dynamique T' qui admet p comme mesure invariante (et méme qui est ergodique
par rapport a la mesure p, cf. Définition 7 ci-dessous).

Par exemple, dans le modéle d’Ising (qui cherche a comprendre le comportement
des aimants et des matériaux ferromagnétiques), on attache a chaque noeud d’un
réseau une valeur =1 qui donne la direction d’un spin en ce noeud. L’espace d’état
est donc un espace fini X = {—1,+1}% o, par evemple, S = {1,2,...,n}2. On
introduit ’énergie associée a une configuration (x;) :

€S injES

ot i ~ j désigne des noeuds de S qui sont voisins (on décide par exemple que
les wvoisins d’un noeud de S sont les quatre noeuds situés a gauche, a droite, au
dessus et en dessous). Le paramétre H modélise influence d’un champ magnétique
extérieur, et J la force de l'interaction entre les spins (J > 0 pour un matériau
ferromagnétique, J < 0 pour un matériau anti-ferromagnétique). Dans [’ensemble
canonique NV'T, les configurations sont distribuées suivant la mesure de Boltzmann-

Gibbs :
p(x) = Z7 exp(—pBV (x)),
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ou B = 1/(kgT), kg étant la constante de Boltzmann et T la température, et
Z =3 cxexp(=pV(x)) est la fonction de partition. Il faut bien comprendre que
le cardinal de X est rapidement trés grand, et que donc il est illusoire de vouloir
simuler directement par méthode de Monte Carlo des échantillons tirés suivant p.
Les méthodes pour calculer par exemple l’énergie moyenne E,(V(z)) ou laimanta-
tion moyenne #Eu(zz'es x;) reposent typiquement sur la construction d’une appli-
cation T' qui admet ;i comme mesure invariante. On renvoie par ezemple au cours [5]
pour plus de détauls.

Exercice 32 Revenons sur notre exemple de 'application tente T. On munit [0, 1]
de la tribu des boréliens. L’application T est continue donc mesurable. Donner
quelques exemples de mesures de probabilité invariantes pour la dynamique, abso-
lument continues par rapport 4 la mesure de Lebesque (c’est-a-dire qui s’écrivent
sous la forme p = f(x)dr avec f € L'(0,1)), ou pas... Montrer qu’il existe une
unique mesure de probabilité invariante absolument continue par rapport a la me-
sure de Lebesque (on considérera le cas o pp = f(x) dx avec f une fonction continue
pour simplifier).

Solution : A partir des orbites périodiques, on peut construire de mombreuses
mesures invariantes qui ne sont pas absolument continues par rapport a la mesure
de Lebesgue. Par exemple, &y est une mesure invariante, ou bien (1/2)(02/5 4 0ay5).
La mesure de Lebesgue sur [0,1] est aussi invariante par la dynamique, puisque T
est une application de Jacobien 1. Pour ['unicité de la mesure invariante absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue, on introduit la fonction de réparti-
tion associée a la mesure invariante. On voit qu’elle vérifie I’équation fonctionnelle
F(z) = F(x/2)+1— F(1 —x/2). On sait de plus que F(1) = 1 et que F(0) = 0.
En dérivant, on a donc f(x) = 3 (f(z/2) + f(1 —x/2)). Supposons que f est une
fonction continue. Pour tout x € R\ Q, on a

£() = 5 (F(/2) + (1= 2/2)),
= L (FG/A) + £ = /) + F(1/2 = 2/2) + 712~ 2/4)),

ot, pour 0 < i <2"—1, x; € (i/2",i+ 1/2"). En passant a la limite en n, on voit
que f(z) = fol f(z)dz, et donc [ est une constante. Le fait que p soit une mesure
de probabilité impose f = 1. On peut également se référer a I’Exercice 35 ci-dessous
pour traiter le cas général ou f € L.

Pour toute fonction “test” f : X — R mesurable?, on note
1 n—1
Su(f)@) =~ foT'()
i=0

la moyenne de f sur une trajectoire de longueur n. S,(f) est la somme de Birkhoff
d’ordre n de f (pour T). Le théoréme fondamental de cette section est :

2La tribu des ensembles mesurables sur R est implicitement 1’ensemble des boréliens.
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Théoréme 8 (Théoréme ergodique de de Birkhoff) Soit (X, A, u,T) un sys-
teme dynamique mesuré. Soit f € LY(X, A, p). Alors les sommes de Birkhoff S,(f)
convergent (dans la limite n — oo) p.p. vers une fonction f* T-invariante p.p.
De plus, la convergence a lieu dans L'(X, A, ), et donc f* € LY(X, A ), et
[ frdpu= [ fdu. Si f € LP(X, A, ), avec p € [1,00), alors S,(f) converge dans LP

vers f*.

Exercice 33 En écrivant S, (f)oT—S,(f), montrer que si f € L” et S,,(f) converge
dans LP (ou p € [1,00)), alors, nécessairement, f*oT = f* p.p.

Solution : S,(f) o T — S,(f) = %(f oT™— f), donc, en norme LP, tend vers 0 ;
passer a la limite n — oo dans S,(f) o T — S,(f).

4.3 Preuve de la convergence en norme L>

On va montrer la convergence en norme L? dans le cas f € L? (cette version du
théoréme s’appelle le théoréme ergodique de Von Neumann). Pour la démonstration
de la convergence p.p., on renvoie par exemple & [1, Theorem 6.21] ou [11].

Remarque 11 La convergence en norme L* est en fait valide méme dans le cas ou
[ n’est pas une mesure finie, contrairement a la convergence p.p.

L’espace L*(X, A, i) est un espace de Hilbert. On introduit

g PXGA R — LHX A p)
' f = foT
On a S,(f) = 1327 Uif. L'application U est linéaire et unitaire : [(Uf)2du =

T on

J f*du donc ||U]| = 1. On va alors montrer que (dans L?)

T LS = mi() (12)

ou 7y est la projection orthogonale sur 'espace vectoriel fermé I des fonctions f
invariantes par U (c’est-a-dire telles que foT = f) :

I={fel”Uf=fpp}.
Ceci terminera donc la preuve du théoréme.

Remarque 12 Le théoréme ergodique permet donc d’identifier la limite f* comme
la projection de f sur les fonctions invariantes par U. En termes probabilistes, f* est
Uespérance conditionnelle de f (pour la mesure u) par rapport a la tribu T (appelée
la tribu des invariants) définie par :

T={Ac A T A =App.}.

En effet, on vérifie que f est T-mesurable si et seulement si f oT = f p.p., c’est-
a-dire si et seulement st f € I. L’espérance conditionnelle se définit naturellement
comme la projection dans l'espace L*(X, A, ) sur I. On peut en fait aussi la définir
pour f € LY(X, A, ), et dans ce cas, la limite f* du théoreme ergodique s’identifie
encore a l’espérance conditionnelle de f par rapport a I.
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Ceci nécessite quelques rappels sur les espaces de Hilbert. Un espace de Hilbert £
est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire® {.,.) (qui définit la norme sur E :
If1I? = (f, f)) pour lequel E est complet.

Théoréme 9 (Projection sur un convexe) Soit C' un convezxe fermé d’un Hil-
bert (E,(.,.)). Alors pour tout x € E, il existe un unique wc(x) (projection de x sur
C) tel que mo(z) € C et

|z — me(2)|| = mf{|lz —yl|, y € C} = d(z, C).
Le point o (x) est le seul point y € C, tel que Vz € C,
(r—y,z—y) <0. (13)

L’application e est 1-Lipschitzienne.

T

F1G. 7 — Projection sur un convexe.

Preuve : On utilise I'identité du parallélogramme : Va,y € E,
lz+yl” + llz = ylI* = 2 (=l + lyl*) -

On considére a = inf{||z — y||, y € C'} et y,, une suite minimisante d’éléments de C
associée. On a : Vn,m,

122 = Y = Yml” + 19 — yml> = 2 (|2 = wall* + |2 — ya?)

et donc, comme (y,, + ym)/2 € C,

19n = Ymll> =2 (|2 = yu|l* + |2 = yul]* = 2/lz = (yn + ym)/2]1%)
<2 (|lz = yall®> + |z — yml* — 207) . (14)

Par conséquent, pour n et m assez grand, le second membre est aussi petit que l'on
veut : la suite (y,) est donc de Cauchy. Comme C' est fermé dans E complet, (y,,)
converge vers un ¢lément noté mo(x) de C, et on a donc

|2 = mo(2)|| = min{[lz —y[l, y € C}.

30n suppose ici que le produit scalaire est a valeur dans R, mais tout ce qui suit peut se
généraliser au cas d’un produit scalaire a valeur dans C (espace hermitien).
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I1 existe une unique limite possible car si y; et y, sont tels que |[|[z—y1|| = ||x—ys| = «a,
alors, par (14)
ly1 = v201* < 2 ([l = wi|]* + [l — 2] — 20%)
et donc y; = y».
Prouvons maintenant (13). Par ce qui précéde, il est clair que mo(x) est le seul
point de C' tel que (cf. Figure 7) :

Vz e CetVte0,1], |z —me(2)] < ||z — (1= t)me(z) + t2)|| - (15)
Or,
|z = (1= yme(@) + t2) || = Iz = 7o (@) — Hz = mo (@))%,
= ||z = me(2)|* = 2t{z — mo(2), 2 — mo(2)) + 2|2 — me (@)
Donc (15) est équivalent a
Vze CetVte[0,1],0 < —2t(x — nc(x), 2 — me(x)) + 2|2 — 7e(2)|)?,
et il est facile de vérifier que ceci implique
Vz € C,(x —me(x), z — me(x)) < 0.
Il reste & montrer que 'application 7w est 1-lipschitzienne. On a :
(x — me(x), 7c(y) — me(x)) <0
(y = me(y), mo(x) —mo(y)) <0
d’otl1, en sommant,
(z —7me(z) —y + 7o(y), me(y) — mo(x)) < 0.
On en déduit que
7 (y) — me(@)|* < (z =y, me (@) — mc(y))
et on conclut en appliquant I'inégalité de Cauchy Schwarz (z — y, mo(x) — me(y)) <

[l =yl Ime(z) = me(y)]- %

Théoréme 10 (Orthogonal d’un sous-espace vectoriel) Soit F' un sous-espace
vectoriel fermé d’un Hilbert (E, (.,.)). On introduit le sous-espace vectoriel fermé

Ft={rec E,VYycFry) =0}

On introduit wg la projection sur F', définie dans le Théoréeme 9. La projection g est
un opérateur linéaire et continu, et tel que x — wp(x) appartient a F+ : wp s’appelle
ausst la projection orthogonale sur F'.

On a E=F@F*, cest-a-dire que tout x € E s’écrit de maniére unique comme
la somme d’un élément de F et d'un élément de F* :

r=mp(x)+ (x —71p(x)).

On a la relation de Pythagore ||z|* = ||7r(2)||* + ||z — 7p ()]
Enfin, pour tout sous-espace vectoriel G de E, on a

(G =3

et, en particulier, si G est fermé, (GH)+ = G.
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Preuve : 1l est clair que F'* est bien un sous-espace vectoriel fermé de E (en utilisant
la linéarité et la continuité de I'application produit scalaire).

F' est un sous-espace fermé et convexe de E, ce qui permet de bien définir 7p(z),
par le Théoréme 9. En utilisant (13), et en remarquant que I’ensemble des {z—y, z €
F'} est exactement F' (car F' est un espace vectoriel), on voit que g (z) est en fait
I'unique point y € F tel que, Vz € F, (z —y,z) < 0, c’est-a-dire (puisque si z € F,
alors —z € F') I'unique point y € F tel que, Vz € F,

(x —y,z) =0.

On en déduit que z — 7p(z) € F*, et que 7p(z + \y) = 7p(x) + A7p(y) puisque
mp(x) + Amp(y) € F et Vz € F,

((z+Xy) = (mp(2) + Amp(y)) , 2) = (& = 7p(2), 2) + My = 7 (y), 2) = 0.

La relation x = mx(z) + (x — 7p(x)) montre que F = F + F*, et l'unicité de la
décomposition vient du fait que F N F+ = {0}. La relation de Pythagore découle
du fait que (7p(z), 2 — 7p(z)) = 0 (puisque x — 7p(z) € F1).

Si G est un sous-espace vectoriel fermé de E, on a E = G @ G+, d’aprés ce qui
précede, et donc £ = G+ @ (GH)*. Or, G C (G+)*, donc G = (G+)*. Maintenant,
si G est un sous-espace vectoriel quelconque de E, on a G C G, donc G Gt De
plus, comme G est dense dans G, on a aussi G+ C G don

—L1

Gt=G".

— . L — . L —
On en déduit que (GH)t = (G7) . Ceci termine la preuve car (G~) = G, puisque
G est fermé. &

Exercice 34 (Théoréme de Riesz) 1) Soit E un espace vectoriel, et S et T deux
formes linéaires sur E. On suppose que Ker S C Ker T'. En déduire que S et T sont
proportionnelles, c¢’est-a-dire qu’il existe \ tel que S = \T'.

Correction : S S =0, alors Ker S = FE, donc Ker T = FE, doncT = 0 et donc
on a bien S = XT'. Sinon, soit xq tel que S(xo) # 0, et, quitte a renormaliser, on
peut supposer S(xg) = 1. On a alors, pour tout x € E, (x — S(x)xg) € Ker S, donc
(x — S(z)xy) € Ker T, et donc

T(z) =T (x)S(z).

Cette propriété est purement algébrique (elle ne nécessite aucune hypothése de conti-
nuité sur S et T').

2) On suppose maintenant que E est un espace de Hilbert. Montrer que les formes
linéaires continues sur E sont exactement les applications de la forme x — (a,x),
avec a € I.

Correction : Il est clair que pour tout a € E, lapplication x — (a,x) est une
forme linéaire continue. Soit maintenant une forme linéaire continue | : ' — R. Si
I =0, on peut choisir a = 0. Sinon, soit a € (Ker 1)+, de norme 1. Le noyau de la
forme linéaire x — (a,x) contient le noyau de la forme linéaire I, donc elles sont
proportionnelles.
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On termine par la définition de I’adjoint d’une application linéaire :

Proposition 2 Soit U une application linéaire continue sur un espace de Hilbert
E. On définit Uadjoint U* de U par : Vx,y, € F,

(Uzx,y) = (x,U"y).
U* est une application linéaire continue. On a ||U*|| = |U|| et (U*)" =U.

Preuve : 1l est clair que la relation Vz,y, € E, (Uz,y) = (x,U*y) définit bien U*,
puisque z — (Uz, y) est une forme linéaire continue, donc (par le théoréme de Riesz),
il existe un unique a tel que U*y = a. La linéarité de U* découle de la linéarité du
produit scalaire. Pour montrer que ||U*|| = ||U]|, on remarque que pour tout z € F,
|02 = (U2, 2) < U0 2] et done [Uz] < [U]jjz]], ce qui montre que
|U*]] < |JU||. Un raisonnement similaire permet de vérifier que |U|| < ||[U*||. Enfin,
on vérifie facilement que (U*)* = U. O

Nous avons maintenant les outils pour démontrer (12), que nous énongons de
maniére générale sous la forme

Lemme 5 SoitU : E — E un opérateur linéaire continu sur un espace de Hilbert E.
On suppose que ||U|| < 1. Alors, Vf € E,

n—1
lim = ST U = ()
1=0

ou my désigne la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel fermé
I = Ker (Id—U).

Preuve : 11 est clair que l'espace vectoriel I est un sous-espace vectoriel fermé de
L*(X, A, i), ce qui permet de bien définir ;. De plus, il est clair que si f € I, alors
Sa(f)=2 S UNS) = f, et done S, (f) = mr(f). Tl reste donc a démontrer que si
f e It alors lim,, ., S,(f) = 0. La propriété ||U|| < 1 va ici intervenir de maniére
cruciale.

Le preuve se fait en trois étapes :

Etape 1 : On montre que I+ = Im (Id — U).
D’aprés le Théoréme 10, il suffit de montrer que I = Im (Id — U)*, c’est-a-dire que
Ker (Id—=U) = Im (Id—U)*. Or f € Im (Id—U)* si et seulement si, pour tout g € F,
(f,g—Ug) = 0, c’est-a-dire si et seulement si pour tout g € E, (f — U*f,g) =0,
c’est-a-dire si et seulement si f =U*f :

Im (Id — U)* = Ker (Id — U*).

Donc, montrer que Ker (Id—U) = Im (Id—U)* revient & montrer que Ker (Id—U) =
Ker (Id — U*), c’est-a-dire que f = U f si et seulement si f = U* f. On écrit alors

Wf = fI*= N0+ 11 = 2(U S, f)
<2(IfII* = (.U ) -
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Par conséquent, si U*f = f, alors |[Uf — f|| =0et donc Uf = f : Ker (Id - U) C
Ker (Id — U*). Comme |U*|| = [|U]| < 1 et (U*)" = U, par le méme raisonnement,
on a l'inclusion inverse, et ceci termine donc la premiére étape.

Etape 2 : Si f € Im (Id — U), alors lim,, o S,(f) = 0.
Si f € Im (Id — U), alors il existe un g € E tel que f = g — Ug. On a donc
Su(f) = L3I UG — Ug) = Lg — Ung). dion [Su(H)] < Zllgl, ce qui termine
I’étape 2.

Etape 3 : Si f € Im (Id — U), alors lim,, o S,(f) = 0.
Ce résultat découle du fait que les applications S,, = % Z?:_Ol U? sont uniformément
bornées :

1Sl < 1.

Soit f € Im (Id — U) et £ > 0. On choisit un f. € Im (Id—U) tel que || f— f]| < e/2.
On a alors

[Sn (DI = 15 (f = fo) + Su( ],
< I = Fl + 1S (I
<e/2+ Sl

Pour n assez grand, le second terme est plus petit que /2, et ceci termine la preuve

%

4.4 Ergodicité

Nous avons montré que, pour un systéme dynamiqe mesuré (X, A, u, T'), et une
fonction test f € L'(X, A, u, T), les sommes de Birkhoff + S foT? converge p.p.
vers une fonction f* T-invariante. Sous une hypothése supplémentaire dite d’ergo-
dicité, cette limite est en fait une constante (donc f* = [ fdu p.p. car on sait que

J frdp= [ fdu).

Définition 7 Soit (X, A, u,T) un systeme dynamique mesuré. On dit que T est
ergodique si VA € A, TY(A) = A p.p. implique u(A) =0 ou u(A) = 1.

Il est trés important de remarquer que la notion d’ergodicité fait appel a la fois
a ’application T et la mesure p. La phrase “T est ergodique” n’a a priori pas de
sens (ou bien elle nécessite que la mesure p soit implicitement définie).

Proposition 3 Soit (X, A, u,T) un systéme dynamique mesuré, pour lequel T' est
une tranformation ergodique. Alors, pour toute fonction f € LY(X, A, 1), les sommes
de Birkhoff convergent p.p. et dans L' vers la moyenne de f par rapport a p :

n—1

1 .
lim — Ti(z) = | fdpu.
nggon;fo () /fu

Si f e LP(X, A, 1), avec p € [1,00), la convergence a liew dans LP.
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Preuve : 11 suffit de montrer que toute fonction f* T-invariante et intégrable est
nécessairement p.p. constante si T est ergodique.On considére A = {z, f*(z) >
J frdu}. A est clairement mesurable et T invariante, donc p(A) = 0 ou p(A) = 1.
Si p(A) = 1, on a [ f*du > [ f*du, ce qui est impossible, donc p(A) = 0. En
raisonnant de méme sur A = {z, f*(z) < [ f*du}, on obtient que f* = [ f*du p.p.
¢

On a montré dans la preuve précédente que si T est ergodique pour la mesure
p alors une fonction f € LY(X, A, pu) T-invariante p.p. est constante p.p.. Cette
propriété est en fait une caractérisation de 'ergodicité :

Proposition 4 Soit (X, A, u,T) un systéeme dynamique mesuré et p € [1,00).
Alors T est ergodique pour la mesure p si et seulement si pour toute fonction
f e LP(X, A n) T-invariante p.p., f est égale a une constante p.p.

Preuve : Pour le sens direct, voir la preuve précédente. Pour la réciproque, il suffit de
remarquer que les fonctions indicatrices d’ensemble mesurable sont bien intégrables.

¢

Remarque 13 En terme de l'opérateur U défini a la section précédente, I’ergodicité
revient donc a dire que [’espace propre associ€ a la valeur propre 1 est réduit aux
fonctions constantes.

On a donc I'égalité entre une moyenne sur une trajectoire et une moyenne en es-
pace. Ce théoréme est a la base de méthodes numériques pour calculer des moyennes :
on cherche alors & construire une dynamique donc on sait qu’elle est ergodique par
rapport & une mesure g que l'on veut échantillonner, et on fait des moyennes tra-
jectorielles pour calculer des moyennes par rapport a p. Ce théoréme est également
fondamental en physique statistique pour étudier des systémes a I’équilibre thermo-
dynamique (cf. [5] et Remarque 10).

Il est clair que le critére d’ergodicité est nécessaire : pour tout sous-espace A de
X invariant par 7T, la suite des points x,, reste dans A si gy € A, et ne visite donc pas
A°. Par conséquent, si p(A°) > 0 on ne pourra jamais obtenir de moyennes par rap-
port & p en faisant une moyenne sur des points de A. Il faut donc que soit p(A) =0
(la probabilité de partir d’une condition initiale dans A est nulle), soit pu(A) = 1, et
donc p(A°) = 0 (la partie de X qui n’est pas visitée par la dynamique “ne compte
pas” dans une moyenne par rapport a u). Le critére d’ergodicité est donc une hypo-
these garantissant que l'espace des phases ne peut pas se séparer en deux morceaux
disjoints de mesure strictement positive. Remarquer que si cela est possible, on peut
toujours considérer la restriction de 'application & un des deux morceaux, et étu-
dier I'ergodicité sur chacune de ces composantes. Ceci peut d’ailleurs se formaliser
en un théoréme de décomposition en composantes ergodiques. Schématiquement, on
peut dire que les différentes composantes ergodiques sont obtenues en considérant,
pour chaque condition initiale z, la mesure définie par la moyenne sur la trajectoire
partant de x.

Remarque 14 (suite de la Remarque 12) En terme probabiliste, le critere d’er-
godicité fait que toute fonction f A-mesurable est indépendante de la tribu des in-
vartants I, et donc f* qui est l’espérance conditionnelle de f par rapport a T est
simplement ’espérance de f.
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Remarque 15 (Unique ergodicité) Quand une application admet une unique
mesure invariante, alors elle est ergodique pour cette mesure car les probabilités
ergodiques sont les points extrémaux du convexe constitué des mesures de probabi-
lités invariantes. On parle dans ce cas d’unique ergodicité. Un exemple de systéme

T—= T ,ouT=R/Z

uniquement ergodique est donné par l'application R, - rta

est le tore de dimension 1, et a € R\ Q.

Exercice 35 1. Montrer que si p est une mesure ergodique pour T, et si v est
une mesure T-invariante absolument continue par rapport a p, alors p = v.
On rappelle que p est absolument continue par rapport a v si et seulement si
tout ensemble de mesure nulle pour p est de mesure nulle pour v. Le théoreme
de Radon Nikodym montre qu’alors il existe une fonction f mesurable et p-
intégrable telle que dv = fdu (dans notre cas, on a de plus [ fdu=1).

2. En déduire que pour un systéme dynamique mesuré (X, A, u,T), 1 est un
point extrémal de [’ensemble des mesures de probabilités invariantes par T
st et seulement si (X, A, u,T) est ergodique. On rappelle qu’un point M est
extrémal dans ensemble convere K inclus dans un sous-espace vectoriel si et
seulement si, si M =tA+ (1 —t)B, avec A et B dans K et t € (0,1), alors
A= B = M. Ici l’ensemble convexe est [’ensemble des mesures de probabilités
vartantes par T

Solution :

1. On vérifie que (X, A,v,T) est ergodique car u(A) = 0 (resp. p(A) = 1) im-
plique v(A) = 0 (resp. v(A) = 1). Par la Proposition 3, on a donc que pour
tout A € A, les sommes de Bz’rkhoﬁ% Z?:_(]l 140T"% convergent u-presque stire-
ment (donc v-presque strement) vers u(A), et v-presque sirement vers v(A).
On en déduit que v(A) = u(A), et donc que = v.

2. Si (X, A, u,T) est ergodique, et que p = tvy + (1 — t)n, avec v; des mesures
de probabilités invariantes par T et t € (0,1), alors vy et vy sont absolument
continues par rapport a . On en déduit que vy = vo = u par le résultat de la
premiere question. Réciproquement, si p n’est pas ergodique, il existe A € A tel
que p(A) € (0,1). On pose alors t = u(A), et on définit vy (resp. v2) comme
la mesure de probabilité p sachant A (resp. A°) (ou bien restreinte a A (resp.
A°)) : VB € A, 1n(B) = “(MB(Q?) (resp. vo(B) = “(faf‘;)). On a clairement
= tvy + (1 — t)vs, et les mesures v; sont bien T-invariantes, ce qui montre
que | n'est pas extrémal.

Revenons & nos problémes modéles.
T — T
T — Tt
T de ’ensemble des boréliens, et si 1 désigne la mesure de Lebesgue sur T. De plus
R, est ergodique pour la mesure de Lebesgue car si f o R, = f (pour une fonction
f € L*(T)), on a en série de Fourier

f= Z Cp exp(2imne)

nel

La rotation R, est mesurable et p est invariante si on munit
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et
foR,= Z cn exp(2imna) exp(2imnr)
nez
et donc, par unicité de la décomposition en série de Fourier, ¢; = 0 pour tout ¢ # 0,
soit f = ¢g. On a en fait dans ce cas unique ergodicité (cf. Remarque 15).
0,1] — [0,1]
Considérons maintenant l'application tente : 1" : . 2 six < 1/2
2—2xsixz>1/2
L’application T est mesurable et u est invariante si on munit [0, 1] de I'ensemble des
boréliens, et si u désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. De plus, T" est ergodique
pour cette mesure. Pour prouver ce point, on remarque que si D est 'application
0,1] — [0,1]
D : - . 2rsix <1/2 ,onaToT =ToD. Dong, si f est une
2e —1siz>1/2

fonction de carré intégrable T" invariante, alors f est aussi une fonction D-invariante
(car f=foT oT =foToD= foD).Or, en passant en série de Fourier, on a

f= Z ¢ exp(2imne)

nel

et
foD= Z cn exp(dimn)

neE”L

ce qui montre que les ¢, sont tous nuls, sauf ¢y, soit g est constante (puisque
Yolenl> = [If? < oo, et donc (c,) est une suite qui tend vers 0). On en déduit
que f est constante, et donc que T est ergodique pour la mesure pu.

On peut donc en déduire que pour presque toute condition initiale, % Z;:ol fo

T'(z) converge vers fol fdu, pour f une fonction intégrable. Ceci est bien valable
pour presque toute condition initiale, car si xyg = 0, on voit bien que les sommes
de Birkhoff ne convergent pas vers la moyenne de f. Ce probléme se pose dés que
I'on part d’une condition initiale pour laquelle la dynamique est périodique. Ceci
dit, I’ensemble de ces conditions initiales est de mesure nulle pour la mesure de
Lebesgue : il n'y a donc pas de contradiction avec la Proposition 3.

Remarque 16 La Proposition 3 dit que pour presque toute condition initiale, la
moyenne sur une trajectoire converge vers la moyenne en espace. Une question na-
turelle est de savoir si il y a des cas ot pour toute condition initiale (sans le presque),
on a convergence. Un exemple est fourni par le résultat suivant : Si (X, A, u,T) est
un systeme dynamique mesuré avec X est un espace métrique compact et si X admet
une unique mesure invariante, alors pour toute fonction f continue, les sommes de
Brikhoff S, (f) convergent uniformément sur X .

Remarque 17 (Systéme dynamique discret et continu) On a étudié des dy-
namiques dites discrétes, c’est-a-dire pour lequel “le temps” est indexé par N. Pour
passer du cas temps continu au cas temps discret, on considére le flot, ou une section
de Poincaré, ou bien encore [’exemple de Lorenz...
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Exercice 36 Montrer comment la lov forte des grands nombres peut étre vue comme
un corollaire du théoréme ergodique de Birkhoff.

Correction : Soit (Y;)i>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. définie sur
un espace de probabilité (2, F,P). On suppose Y1 intégrable, de moyenne E(Y;) =
On note X = RO} Pespace des valeurs pour la suite Y, et on munit X de la mesure
image jt = P oY~ La mesure pu est la mesure produit : = v®"M% = p@rv® ..,
ou v est la lot commune des v.a. i.1.d. On considére sur X [’application shift T :
T(xy, 2, ...) = (22,23, ...). La mesure u est clairement invariante par T. (L’ensemble
X est muni des boréliens B, pour la topologie produit. Les boréliens sont engendrés
par les cylindres B(x1,e1) X ... X B(xp,€,).) On remarque que

{w Jlfion ZYk } {(xz )i1, Jir&nzxk } (16)

Or, si on considere f : X — R Uapplication projection sur la premiére coordonnée
f((zi)i>1) = x1, on observe que

LS =S (Tt
k=1 k=1

Par ailleurs, on a [ fdu =m. Il est donc clair que montrer la loi forte des grands
nombres (i.e. que %Zzzl Y converge presque sirement vers m, autrement dire que
les deux probabilités définies dans (16) sont égales a 1) revient & montrer que le
systeme dynamique (X, B, u,T) est ergodique.

Montrons maintenant l’ergodicité du systéeme dynamique (X, B, u,T). Soit f et g
deuz fonctions de carré intégrable, et m, : X — X la projection sur les n premiéres
composantes (T, (X1, ..., Ty Tpa1y ) = (T1, ..., 0, 0,...)). On a

/foT"gdu—/fdu/gduZ/foT"gdu—/foT"gom-ldu
—l—/foT"gown_ld,u—/fd,u/gd,u
:/foT"(g—gown_l)d,u
—l—/foT"d,u/gown_ldu/fdu/gd,u
=/foT"(g—gown—l)du+/fdu/(907rn-1—g)du

ot on a utilisé le fait que foT"(x) ne dépend que des (x)k>n alors que gom,_1(x)
ne dépend que de (xo,x1,...,x,_1). Par Cauchy Schwarz, on a donc :

‘/foT”gdu—/fdu/gdu‘ < \//fzdu\//(g—gom—l)2du+‘/fdu‘/\gom—l—g\ du,

et donc, on a

n—oo

lim foT"gd,u:/fd,u/gd,u.
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Cect implique 'ergodicité : si A est un ensemble mesurable T-invariant, f = g= 14
permet d’obtenir u(A) = p(A)?, soit p(A) =0 ou p(A) = 1.

On a en fait ici montrer une propriété plus forte que l’ergodicité : le systeme
dynamique est fortement mélangeant.

Exercice 37 On consideére Uapplication logistique Q(x) = 4x(1—x) et sa dynamique
associée sur [0, 1] muni de l’ensemble des boréliens et de la mesure de Lebesgue. Soit
h(z) = sin*(rx/2). Vérifier que Qo h = hoT, ou T est lapplication tente. En
déduire des propriétés sur le systéme dynamique associé a Q.

Solution : On vérifie facilement que QQ o h = h oT. Par ailleurs, on vérifie que
la mesure image de la mesure de Lebesque X sur [0,1] par h est = Ao h™! avec

= ﬂ\/ﬁdw. On en déduit que ([0,1], B, u, Q) est ergodique.

5 Approximation numérique et problémes raides

On veut calculer une approximation de la solution = du probléme de Cauchy

{ ﬁ(g) ‘];(5}12{

On suppose que z € R?.

On suppose que le probléme continu est bien posé pour t € R, c’est-a-dire qu’il
admet une unique solution. On a vu qu’'une hypothése raisonnable pour avoir ce
caractére bien posé est que f soit L-lipschitzienne, ce que 'on suppose dans toute

la suite :
f est une fonction continue des variables (t, )

. o . 1
et L-lipschitzienne par rapport a la variable z. (17)

Comme dans la Section 2, on note ¢(t., x,;t) le flot associé a I'équation diffé-
rentielle ordinaire, c’est-a-dire que t — ¢(t,, z,;t) est la solution du probléme de
Cauchy, avec comme condition initiale x(t,) = ..
Pour des raisons de simplicité, on considére une grille uniforme en temps de pas
de temps d0t. On pose t,, = ndt. La généralisation de ce qui suit a des pas de temps
variables est facile. On va considérer des schémas numériques qui construisent une
approximation x,, ~ x(t,).
On chercher a répondre a deux types de question :
— A T fixé, que dire de la solution exacte par rapport & la solution approchée
dans la limite 6t — 07 C’est une question de convergence, que 'on va traiter
dans la Section 5.1.

— A 6t fixé, que dire de la solution exacte par rapport a la solution approchée dans
la limite 7" — oo ? C’est une question liée a la stabilité (absolue) du schéma,
et aux systémes raides, problémes que nous aborderons dans la Section 5.2.

5.1 Convergence

Trois aspects : les schémas a un pas et leur convergence / les méthodes de type
prédicteur-correcteur / les méthodes d’extrapolation.
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5.1.1 Schémas i un pas

On veut approcher la solution du probléme de Cauchy sur un intervalle de temps
[0, 7], et on pose N(dt) = T'/dt le dernier pas de temps du schéma. On suppose que
0t est tel que N(dt) € N\ {0}.

On se restreint dans la suite aux méthodes & un pas : x, 1 ne dépend que de z,, :
Tpi1 = Ty + OV (ty, T tpsr)

Evidemment, la fonction incrément W dépend de la fonction f (méme si nous omet-
tons d’indiquer clairement cette dépendance pour ne pas alourdir les notations). La
fonction ®(t,, z,;t) = z+0tV(t,, z,;t) est la fonction “flot numérique” sur U'intervalle
de temps [t.,t]. C’est une approximation du flot ¢ associé a 'équation différentielle
ordinaire. Il faut cependant faire attention au fait que en général, ®(t,, x,;t. + 20t)
n'est pas égal & ®(t, + 5t, P(t, x4; ti + 01); s + 20t) (dailleurs, la différence entre
les deux donne des informations sur l'erreur du schéma, cf. Section 5.1.5).

Quelques exemples :

— La méthode d’Euler explicite

Tpa1 = Ty + 0t f(tn, )
— La méthode d’Euler implicite

Tp+1 = Tp + 5tf(tn+la xn-{—l)

— La méthode des trapézes (appelée aussi méthode de Crank - Nicolson)

ot
Tpt1 = Tp + o (f(tn, zn) + f(tng1, Tngr))

— La méthode de Heun

Tpt+1 = Tp + % (f(tm xn) + f(tn+17 Tp + 5tf(tn7 LL’n)))

La méthode du point milieu

bty +tnp1 T+
xn-l-l:xn“‘(stf( 9 +1a 2 +1)

Toutes ces méthodes font partie d’une classe plus importante de schémas, appelés
schémas de Runge et Kutta. On renvoie a [3] pour une présentation de ces méthodes,
ainsi qu’au cours [5].

Définition 8 Un schéma est dit explicite si, pour toute fonction f, le calcul de x,1
a partir de la donnée de x, est de la forme x,,1 = T(x,) avec T une application
dont on connait [’expression analytique en fonction de f. Au contraire, un schéma
est dit implicite si le calcul de x,1 a partir de la donnée de x, nécessite de résoudre
un probleme (typiquement non-linéaire si la fonction f est non-linéaire) de la forme
H(x,, py1) = 0.
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Remarque 18 On appelle parfois la méthode d’Euler explicite (resp. implicite) la
méthode d’Euler progressive ou forward (resp. rétrograde ou backward ). Il faut faire
attention a ces dénominations car elles supposent que [’on résout le probléme en
temps croissant, ce qui n’est pas toujours le cas en pratique (cf. notamment l’équation
de Black Scholes en finance).

Exercice 38 Dans les exemples précédents, distinguer les schémas explicites des
schémas implicites.

5.1.2 Schémas implicites et méthode prédicteur-correcteur

Pour les schémas implicites, la fonction ¥ n’a donc pas en général d’expression
analytique simple. Cependant, on supposera dans la suite qu’elle est bien définie,
c’est-a-dire que x, 1 est bien défini en fonction de z,,. Ceci ne va pas de soi.

Regardons un peu plus précisément, a titre d’exemple, le schéma d’Euler implicite
sur une équation différentielle ordinaire en dimension 1 (d = 1) : pour z,, donné,
T satisfait

Tp+1l = Tn + 5tf(tn+1a xn—i—l)- (18)

Une premiére question (théorique) est de savoir si ce probléme admet une unique
solution. Une seconde question (numérique) est de savoir comment la calculer. On
peut répondre a ces deux questions par le résultat suivant :

Proposition 5 S5i 6t est suffisamment petit de telle sorte que
of
Va, 0t |=—| (t,,x) < 1 19
oot | . (19)

alors il existe un unique x, .1 tel que T, 1 = Ty +0tf (tha1, Tnit1), ce qui montre que
Uapplication ® est bien définie. De plus le schéma de type point fize

2D = 2 4 0t f (g, )

(k)
n+

0

est tel que x,., converge (quand k — 0o0) vers x,1 quelque soit :Enll.

Preuve : cf. les rappels sur le théoréme de point fixe de Picard.

La condition (19) découle de la condition 6tL < 1, puisque f est L-lipschitzienne.
Cette condition de petitesse sur le pas de temps n’est pas en général contraignante,
sauf dans le cas des problémes raides (cf. Section 5.2).

Exercice 39 Montrer que dans le cas du schéma d’Euler implicite, si on suppose que

0tL < 1, alors la fonction incrément W est Lipschitzienne de constante de Lipschitz
L

1—6tL
D’un point de vue numérique, on peut également envisager d’utiliser une méthode
de Newton pour trouver z,; solution de (18) :
k k
(k1) _ (b) 5551421 — Xy — Ot f(tns1, Iéll)
n+l 7 “n+l 9 k
1- 5ta_£(tn+la xgz-i)-l)
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On rappelle que la méthode de Newton converge plus vite que la méthode de
point fixe. Par contre, on observe en pratique qu’elle nécessite souvent de partir
d’une condition initiale trés proche de la solution pour converger.

Dans les deux cas (méthode de point fixe, ou méthode de Newton), il est trés
important en pratique d’avoir une trés bonne approximation xsloll de la solution x, 11
(initial guess) pour amorcer l'algorithme. Dans notre contexte, une idée naturelle
est d’estimer x,,; par un pas d'une méthode explicite. Une telle stratégie s’appelle
une stratégie prédicteur-correcteur (on prédit la valeur de x,,; puis on la corrige).

Exercice 40 Réinterpréter la méthode de Heun comme une méthode de prédicteur-
correcteur.
Solution : prédicteur = Euler explicite / correcteur = Crank Nicolson.

Au vu de ce qui précéde, on peut dire que la différence entre méthode implicite et
méthode explicite est qu'une méthode explicite ne nécessite pour calculer I'incrément
U que 'évaluation de f un nombre fini de fois, alors qu'une méthode implicite
nécessite a priori un nombre infini d’évaluations de f. Bien siir, en pratique, on
n’utilise qu'un nombre fini d’itérations de ces algorithmes (jusqu’a ce qu’'un critére
de convergence numérique soit rempli), mais on retiendra qu’un pas d’une méthode
implicite nécessite typiquement beaucoup plus d’évaluations de f qu’un pas d'une
méthode explicite.

Il est important de préciser qu’en pratique, on considére que le temps CPU
d’une méthode numérique pour résoudre une équation différentielle ordinaire est
proportionnel au nombre d’évaluations de la fonction f : toutes les autres opéra-
tions sont négligeables. On évalue donc le cotit calcul d'un pas d’'une méthode par
le nombre d’évaluations de la fonction f. Une méthode implicite est donc typique-
ment beaucoup plus cotiteuse qu’'une méthode explicite. En anticipant sur la suite,
précisons que l'intérét des méthodes implicites est lié & des problémes de stabilité :
les méthodes explicites sont inutilisables en pratique pour les problémes raides (cf.
Section 5.2).

5.1.3 Convergence

Une question naturelle & ce stade est : est-ce que x,, est une bonne approximation

de z(t,) ? Pour répondre a cette question, il faut analyser deux phénoménes :

— Quelle est I'erreur commise a chaque pas de temps. Cette erreur s’appelle
I’erreur de troncature, ou erreur de consistance.

— Comment ces erreurs commises a chaque pas de temps interagissent au cours
des itérations 7 Autrement dit, ne peut-on pas avoir des phénomeénes d’ampli-
fication des erreurs ? Cette analyse est reliée a une notion de stabilité.

Prenons I'exemple du schéma d’Euler explicite. Sur un pas de temps [t,, t,11],

on a, pour la solution approchée

Yn+1 = Yn + 6tf(tna yn)>

et pour la solution exacte

Y(tns1) = y(ta) + /t - f(s,y(s))ds.
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Si on note e, = y(t,) — y, 'erreur a 'instant ¢,, on a donc

e = e + / " F(s.u(8)) ds — 8t (b yn)
—ent / () — Pt y(t)) d5 + 6L(F (b y(60)) — F(Ens1))-

On note ¢, = t”“ f(s,y(s)) — f(tn,y(t,)) ds Verreur commise par le schéma sur
le pas de temps [tn, tn11], en partant du point y(t,) a l'instant ¢, : c’est Uerreur de
consistance. En utilisant le fait que f est Lipschitz, on a donc

|ensa] < enl(1 4 Lot) + lenl,

et on en déduit par un Lemme de Gronwall discret

n—1

len| < leol(1 + Lot) "+Z (14 Loty ~*|ey],
k=0
n—1

< leol exp(Ltn) + D exp(L(tn — try1)ler]
k=0

Ceci permet donc d’analyser comment les erreurs commises a chaque pas de temps
s’accumulent. Pour terminer la preuve de convergence, il reste a estimer l'erreur
de consistance €. Si on suppose simplement f continue et Lipschitz, on écrit par
exemple

et on a donc, Vn € {0,..., N(0t)},

[enl < Jeol exp(Ltn) + sup [g(t) = 9(5)] 8t D exp(Lltn — tis),

[t—s|<dt _
. . exp(Lt,) — 1
< leo| exp(Lt,) + su 1) — g(s)| St
ol (L) + s [3(6) ~ H)] 0t P
exp(Lt,) — 1

< leol exp(Lt,) + sup_[g(1) — ()] SR
[t—s|<dt

Ceci montre la convergence du schéma numérique, car le module de continuité
SUpP|;_s <t [9(t) — Y(s)| de la solution ¢ tend vers 0 quand dt tend vers 0.

Si on suppose un peu plus de régularité sur la fonction f et donc sur la solution
y, on peut estimer la vitesse de convergence. Supposons par exemple f € C!, et donc
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y € C?. On écrit dans ce cas

On obtient alors l'estimée : Vn € {0,..., N(dt)},

tn
len| < leo| exp(Lt,) + 5t/ exp(L(t, — s)) |7] (s) ds.
0

On obtient donc une convergence en O(dt) : on parle de convergence a l'ordre 1.

Nous avons introduits sur cet exemple simple les ingrédients essentiels de la
preuve de convergence d’'un schéma d’approximation d’équation différentielle ordi-
naire. Généralisons cela pour des schémas plus compliqués. On définit tout d’abord
I'erreur de troncature (appelée aussi erreur de consistance) :

Définition 9 On appelle erreur de troncature (sur le pas de temps (tn,tny1), €t
pour une condition initiale x) la quantité e(t,, ;t 1) = y(tn + 0t) — Yna1 o0 y est
solution du probleme de Cauchy :

y(tn) =

et Yni1 est obtenu par le schéma numérique

)

Y
)

Ynt1 = T + 0tV (L, x5 tnyq).

En terme de flot, on a donc e(t,, xs;t) = G(ts, T t) — Pty 245 t).

On dit que le schéma numérique est consistant* si, quelque soit la fonction f
continue Lipschitz, quelque soit (t.,x.), €(t., T.; t+3t) = o(dt) dans la limite 6t — 0.
e(ty, w5t +0t) 0

Pour un entier p > 1, on dit que le schéma numérique est consistant d’ordre p
si, quelque soit la fonction f de classe CP, quelque soit (t.,x.),

Autrement dit, lim
5t—0

E(te, Tujts + 0t) = O(5tP)

(s, Ts; ty + Ot)
otpt+l

dans la limite 6t — 0. Autrement dit, 36t*, IK > 0, Vot < t*,

<k

4sous-entendu avec ’équation différentielle ordinaire & = f(t, z)
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Dans le cas ot f ne dépend pas du temps, l'erreur de troncature e(t,, x,;t) est
simplement une fonction de x, et t —t, : (t,, x,;t) = £(0, z4;t —t,). En une phrase,
on peut retenir le slogan : erreur de troncature est ’erreur résiduelle sur
un pas de temps quand on applique le schéma numérique a la solution
exacte.

L’erreur de consistance est typiquement obtenue par des développements de Tay-
lor sur l'erreur, en supposant autant de régularité que nécessaire sur f (ou de maniére
équivalente, sur la solution exacte).

Prenons 'exemple du schéma d’Euler explicite. Si y est la solution exacte, telle
que y(t) =z, et que y; = x + 0t f(t,x), on a : 30 € [0,1],

ot?
y(t + ot) = y(t) + 5ty (t) + y(t + 9515)7,
. ot?

On en déduit que

le(t, w3t + 6t)| = |y(t + 0t) — w1,
2

< sup |§(t + 66t)|—.
0€[0,1] 2

Or, on a j = 0,f(t,y) + 0. f(t,y)f(t,y), et donc, en supposant que f est C!, on a
bien supyeo1 [#(t + 06t)| < co. Ceci montre que le schéma est consistant d’ordre 1.

Exercice 41 Ftudier la consistance des schémas introduits au début de cette sec-
tion.

Solution : Pour la méthode des trapézes, par exemple, on a, pour le schéma
numérique sur le pas de temps (t,,t,+1), et en partant du point x :

(f(tn, ) + f(tns1, Ynt1))

Pt 1 (a2 5 (i) + S0 ).

Ynt1 = T +

I
8
+

I
8
+
SIE S

~—

Fltn, ) + f(tn, @) + 00, f (tn, ) + 6t fO. f (ta, x) + O(51?))

=x 4+ 0tf(ty, x) + %ﬁ&gf(tn,x) + %tzf&pf(tn,x) + O(5t%).

Pour la solution exacte valant x a linstant t,,, on a de méme

ltet) = 0(t) + 3(62) Bt 4 i(0) O + 0589,

=04t 0) 5+ (O () + O f (1)) 5+ O(61).

On voit donc que &(t,, z;tny1) = O(6t3), et donc que le schéma est d’ordre 2. La
constante dans O(6t3) dépend de dérivées de f jusqu’a lordre 2.
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Remarque 19 On comprend sur les exemples de l’exercice précédent que vérifier la
consistance pour des schémas d’ordre plus élevé devient compliqué, car cela nécessite
de calculer des dérivées d’ordre élevé de la solution en fonction de f. On peut alors
recourir & des notations sous forme d’arbres pour faciliter les calculs (cf. Chapitre
I1.2 dans [3]).

Pour prouver la convergence, il reste & analyser comment les erreurs s’accumulent
au cours des itérations. Il y a deux approches possibles :

— soit utiliser le fait que le flot ¢(t, ;¢ + 6t) est C**-lipschitzien,

— soit utiliser le fait que le fot ®(t, ;¢ + dt) est (1 + C6t)-lipschitzien
(pour des constantes C' positives). Ces deux propriétés correspondent & des proprié-
tés de stabilité du probléme.

Commengons par la premiére approche. On rappelle que flot ¢(¢,-;t + dt) est
exp(Lot)-lipschitzien, puisque f est globalement L-lipschitzienne (cf. (17)), ce qui
traduit une stabilité du probléme continu (cf. Lemme 4).

Proposition 6 On suppose que f vérifie (17), et que le schéma est consistant
d’ordre p au sens suivant : soit B = {(t,xz(t)),t € [0,T]} la trajectoire de la so-
lution exacte, et V(B,e) un e-voisinage de B. On suppose qu’il existe ¢ > 0 et
K >0 tel que ¥(t,x) € V(B,¢),

le(t, z;t + 0t)| < Kottt

On suppose par ailleurs que x(0) = xo. Alors, le schéma est convergent : 3C' > 0,
dot* > 0, Vot < ot*,

sup  |x(t,) — xn| < COtP. (20)
0<n<N(5t)

1/p
On peut prendre C = X (exp(LT) — 1), et 6t = (WM) :

Remarque 20 Pour un schéma d’ordre p, la constante dans [’estimation de l’erreur
de consistance en O(5tP) dépend de dérivées de f jusqu’a lordre p. En particulier,
st on suppose que ces dérivées sont bornées par une constante K, on peut prendre
£ =00 et 0t" = oo.

Preuve : On écrit

|2 (ths1) = Tpga| < |2(tpg1) = O(tn, Tns tagr)| + |[O(tn, Tns tngr) — Tngal,
S |¢(tna l’(tn), tn—i—l) - ¢(tn> T, tn+1)| + |¢(tn> T, tn—i—l) - (I)(tna L tn+1)|>
< exp(Lot)|x(tn) — zn| + [€(tn, Tn; tny1)]-

On a utilisé le Lemme 4 pour estimer le premier terme au second membre.
On considére maintenant I’hypothése de récurrence :

K
HR(n) lz(t,) — xn| < f(exp(Lnét) —1)6t?.
Il est clair que HR(0) est vrai. Supposons maintenant HR(n). Comme |x(t,) —

1/p
2 < K (exp(Lndt) — 1)6t7 < X (exp(LT) — 1)5t7, si 5t < ot* = (Wgﬂ_”) ,on
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a |z(t,) — z,| < € et donc (t,,z,) € V(B,¢), de sorte que &(ty,, Tn;tny1) < KotPH.
On a donc

|2(tn1) — Tna| < exp(Lot)|x(t,) — zn| + |e(tn, Tn; tri)]

K
< exp(Ldt) <f(exp(Ln5t) - 1)5t”) + K§trt!

< %exp(L(n +1)6t)5t — %&P (exp(L6t) — Lot)
< %(exp(L(n + 1)dt) — 1)dt?,
puisque exp(x) > 1 4 z. Ceci démontre HR(n + 1). O

On comprend maintenant pourquoi dans la définition de la consistance a l'ordre p,
on utilise un §tP* : la somme des erreurs qui s’accumulent tue un des dt, et la
convergence est donc bien en tP.

Exercice 42 Si le schéma est seulement consistant (sans ordre de consistence),
montrer que le schéma est convergent (sans ordre de convergence).

Dans la démonstration précédente, on a estimé lerreur |z(t,.1) — T,41| au
temps t,41 en fonction de lerreur au temps t,, en introduisant ¢(t,, ,;t,+1). On a
ensuite di utiliser une propriété de stabilité du flot ¢.

On peut aussi reprendre cette démonstration en introduisant ® (¢, z(t,); tn+1),
et en utilisant cette fois une propriété de stabilité du flot numérique ® (on comparera
avec le Lemme 4). C’est la deuxiéme approche mentionnée ci-dessus. On renvoie a
la Figure 8 pour une illustration graphique des deux méthodes d’analyse d’erreur.

Proposition 7 On suppose que la fonction incrément W(t,x;t + dt) est Lipschit-
zienne par rapport a la varitable x, avec une constante de Lipschitz L indépendante
de t et t. Alors, le schéma numérique est stable au sens suivant : si (x,) vérifie

Tpi1 = Ty + OV (ty, T tpyr)

et si (yn) vérifie
Yn+1 = YUn + 5t\1’(tna Yn; tn—i—l) + Ens

alors on a
N(5t)—1
n— Unl < LT — €
T [ = yal < exp(LT) | o = yol + kz_o B

Preuve : On note e, =z, —y,. On a

€nt+1 = €p + 6t(\I](tn7 Tn; tn+1> - \Ij(tnu Yn; tn+1>> — &n.

On en déduit B
lent1| < (1 + Ldt)|en| + [enl,
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et donc, par un Lemme de Gronwall discret
n—1
len] < (14 Lot)"|eo| + > (14 Lot)" ' Fley],
k=0

d’out le résultat en utilisant le fait que (1 + Ldt) < exp(Ldt). &
En utilisant cette stabilité, on démontre le résultat de convergence suivant :

Proposition 8 On suppose que [ vérifie (17), et que le schéma est consistant a
Pordre p au sens suivant : pour tout t € [0,T],

le(t,x(t);t + 0t)| < KotPth,

On suppose que la fonction incrément W(t, z;t +dt) est Lipschitzienne par rapport a
la variable x, avec une constante de Lipschitz L indépendante de t et 0t. On suppose
par ailleurs que x(0) = xy. Alors, le schéma est convergent : 3C > 0, Vit > 0,

sup  |z(t,) — x| < CHtP. (21)
0<n<N(5t)

On, peut prendre C = £ (exp(LT) — 1).

Remarque 21 FEn pratique, il est possible que la propriété de consistance et le ca-
ractere Lipschitzien de W ne soient vérifiés que pour des pas de temps 0t plus petits
qu’un dt* (penser par exemple aux schémas implicites). Dans tous ces théorémes de
convergence, c’est seulement l’asymptotique 0t — 0 qui nous intéresse.

Preuve : La preuve se calque sur celle de la Proposition 6, mais en introduisant cette

fois le point O(t,, z(t,); ther), et en utilisant le fait que la fonction ®(t, x;t + 5t) est

(1 + Lot)-Lipschitzienne par rapport a la variable z. On écrit

|2(tni1) = Togr| < [2(tnsn) — @(tn, 2(t0); togr)| + [P (tns 2(tn)s tngr) — Tnyal,
< |p(tn, w(tn); tngr) — P(tn, 2(tn); tusa)| + [P (tn, 2(80); tnsa) — P, Tns tny)],
< e(tn, x(tn);tnsr)| + (1 + Lt)|x(t,) — xal,
< Kt + (1 + Lot) |z (t,) — .

On en déduit :

n—1
|z(tn) — zn| < (1 + Lét)"|2(0) — zo| + KtPH Z(l Ttk
k=0
< K6ttt (1+Lot)" — 1
B Lét ’
d’ott le résultat en utilisant le fait que (1 + Ldt) < exp(Ldt). o

Remarque 22 (Erreurs d’arrondis) La notion de stabilité introduite dans la Pro-
position 7 est fondamentale : elle montre en fait que le schéma numérique définit
un probleme bien posé au sens ou une petite perturbation sur les données implique
une petite perturbation du résultat. Ceci est par exemple important en pratique car le
calcul en virgule flottante sur ordinateur introduit inévitablement des erreurs d’ar-
rondis. La Proposition 7 permet de controler comment ces erreurs se propagent.
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Exercice 43 Reprendre la preuve de convergence en introduisant des erreurs d’ar-
rondis a chaque pas de temps. Que devient l’énoncé de la convergence du schéma
dans ce cas ?

Pour les schémas numériques & un pas consistants, le fait que ¥ soit Lipschitzien
découle typiquement de '’hypothése (17) sur f. Dans le cas des schémas implicites,
on a vu que la fonction U est définie seulement si ot < §t*, auquel cas la fonction ¥
est lipschitzienne et le schéma est stable seulement pour les pas de temps 0t < 6t* (cf.
par exemple I'Exercice 39). On peut donc dire essentiellement que pour les schémas
a un pas, le fait que f soit Lipschitzienne implique que le flot discret (méthode
numeérique) et le flot continu sont stables, et donc que les deux approches pour la
preuve de convergence (Propositions 6 et 8) sont essentiellement équivalentes.

Par contre, cette approche au niveau discret est nécessaire pour analyser d’autres
types de schémas, comme les schémas multi-pas, pour lesquels la consistance de
la méthode et la stabilité du flot au niveau continu ne suffisent plus & assurer la
convergence de la méthode. Pour de telles méthodes, des solutions parasites peuvent
provoquer des instabilités (cf. Exercice 44). De maniére plus générale, 'analyse de
la stabilité (en un sens & préciser) du schéma discret s’avére crucial pour certaines
classes de problémes (les problémes raides) pour lesquels les estimations obtenus ci-
dessus sont inutiles, du fait du comportement du second membre dans (20) ou (21)
quand 7" augmente (cf. Section 5.2).

Des résultats précédents, on peut retenir le slogan : stabilité et consistance
impliquent convergence.

En regardant dans le détail les preuves précédentes, on comprend que la constante
en facteur de §t (disons pour une méthode d’ordre p) dans les estimations d’er-
reur (20) et (21) dépend en fait de la régularité de la solution, et donc de la régularité
de f. Pour un schéma d’ordre p, la constante dépend typiquement de normes L
de dérivées d’ordre p + 1 de la solution exacte, ou de maniére équivalente, d’ordre p
de f. Si la solution n’est pas suffisamment réguliére, on ne peut pas atteindre une
convergence d’ordre p, méme si le schéma est consistant d’ordre p. De méme, plus les
normes des dérivées de f, jusqu’a ’ordre p, sont grandes, plus I'erreur de consistance
sera grande. On en déduit qu’il est inutile d'utiliser des schémas d’ordre élevé si on
sait que la solution est irréguliére. Pour obtenir une meilleure approximation dans
ce cas, il vaut mieux diminuer le pas de temps dt. On peut d’ailleurs se servir d’une
estimation de I'erreur de consistance pour dériver une méthode d’adaptation du pas
de temps : on parle d’estimation d’erreur a posterior: pour désigner une estimation
de l'erreur calculée a partir du résultat approché. On peut utiliser par exemple les
normes des dérivées de f, (cf. p. 169 [3]|), mais on peut faire beaucoup mieux pour
estimer l'erreur a posteriori (cf. Section 5.1.5).

Remarque 23 L’hypotése f Lipschitz joue un réle primordial dans cette section.
On peut se convaincre qu’une hypothese suffisante pour obtenir les théoremes de
convergences est que f soit Lipschitz simplement au voisinage de la solution exacte.

5.1.4 Autres schémas

Nous nous sommes concentrés sur les schémas & un pas, du type Runge et Kutta.
La forme la plus générale d'un schéma de Runge et Kutta est la suivante : pour ¢,
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e(

€(t1,l’1; tl + 5t>

(0, xo; Ot)

E(tl, .Z'(tl), tl + 5t)

to=0¢t; to in=T to=01t, ¢t ty=T

Fi1G. 8 — Les deux méthodes d’analyse de 'erreur. Une ligne continue indique une
solution obtenue par le flot exact. Une ligne fléchée indique une solution obtenue
en appliquant le schéma numérique. Pour la Proposition 6 (schéma de gauche), on
introduit les solutions exactes partant des points (¢;,z;) et on regarde comment
les erreurs de consistance e(t;, x;;t;41) sont transportées par le flot exact. Pour la
Proposition 8 (schéma de droite), on introduit les solutions approchées partant des
points (¢;,z(t;)) et on regarde comment les erreurs de consistance e(t;, x(t;); tiy1)
sont transportées par le schéma numérique.

et x, donnés, x, 1 est défini par

{ ki = f(tn + ciot,xn + 0t Y75 ai jk;), pourd € {1,...,s},

Tpt+1 = Tp + ot Z::l bzk‘z, (22)

s est le nombre d’étapes de la méthode, (b;)1<i<s et (a;;)1<ij<s sont des nombres
réels et, pour 1 < i < s, ¢; = Zj:l a; ;. Le schéma est explicite si et seulement
si a;; = 0 pour ¢ < j. Dans ce type de schémas, on cherche a monter en ordre
typiquement en itérant la fonction f (penser par exemple a la méthode de Heun).
On peut également chercher & monter en ordre tout en n’utilisant que des fonc-
tions linéaires des zy, et des f(tx, xx). La contre-partie est qu'il faut faire appel, pour
calculer x, 1, non pas a z, mais a ’ensemble des x, pour n —p < k < n : on parle

de schéma a p + 1 pas. De telles méthodes s’écrivent typiquement sous la forme

p p
Tp+1 = Z AjTn—j + ot Z bjf(tn—j> l’n—j) + 5tb—1f(tn+1> lﬁ-ﬁ-l)' (23)

J=0 J=0

La méthode est explicite si et seulement si b_; = 0. On voit que pour démarrer la
méthode, on a besoin non seulement de z(0), mais aussi de x(dt),...,z((p — 1)dt).
En pratique, on utilise d’autres schémas numeériques (par exemple & un pas) pour
estimer ces conditions initiales.

On généralise la notion de consistance pour des schémas multi-pas de la maniére
suivante : l'erreur de consistance est la différence entre la solution exacte et la
solution approchée obtenue par le schéma numérique, en prenant comme conditions
initiales pour le schéma numérique les valeurs exactes. A titre d’exemple, on peut
considérer le schéma

Tps1 = Tpo1 + 20t f (tn, T,)
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dont on vérifie qu’il est d’ordre 2. En effet, sur l'intervalle de temps (t,,_1, t,+1), pour
la solution exacte, on a :

T(tpi1) = T(tnoy) + @(tn_1)20t 4 &(t,_1)26t* + 2 (tn_l)gét?’ + O(6tY).

Pour la solution approchée partant des valeurs exactes z(t,) et z(t,41) on a :

Tp41 = x(tn—l) + 25tf(tna x(tn))
= () + 20ti(t,)

= x(t,_1) + 20t (x'(tn_l) + #(ty_1)0t + 2@ (tn_l)%&? + O((St?’))

T(tn_1) + @ (tn_1)20t 4 &(tn_1)262 + 2P (t,_1)0t> + O(5t7).

On a donc |2(tpy1) — Tpi1| = O(6t3), ce qui montre que le schéma est bien d’ordre 2.

Toutes les notions que nous avons introduites précédemment peuvent étre géné-
raliser pour les schémas multipas, et ’analyse de convergence repose typiquement
sur un schéma de preuve de type “stabilité et consistance impliquent convergence”.
Pour les schémas multi-pas, il faut simplement analyser précisément la stabilité du
schéma numeérique : pour une fonction f Lipschitz, le schéma peut étre consistant,
alors que des solutions numériques parasites polluent la solution et le rendent in-
stable, donc inutilisable en pratique. Pour analyser ce phénomeéne, il faut en fait
introduire la notion de zéro-stabilité : un schéma est zéro-stable si la solution du
schéma numérique appliqué a I’équation différentielle ordinaire avec second membre
nulle (f = 0) reste bornée. Cette propriété est naturellement vérifiée pour les sché-
mas & un pas, mais pas pour les schémas multipas. On illustre cette notion sur
I'Exercice 44, et on renvoie a [3] pour plus de détails.

Exercice 44 On considere le schéma numérique multi-pas suivant :

Tpio + 42nq1 — 52 = 0t(Af (tng1, Tngr) + 2f (tn, Tn))-

1. Vérifier que ce schéma est consistant d’ordre 3.
Solution : Sur lintervalle de temps (tn,tn12), pour la solution exacte, on a :

H(tra) = 2(bn) + (t)26¢ + 3 (8,) 208 + 2 (tn>§5t3 e (tn>§5t4 +O(5t%)
Pour la solution approchée partant des valeurs exactes x(t,) et x(t,+1) on a :
Tpto = —4x(tnt1) + 52(tn) + 0L(AS (Lns1, T(tnt1)) + 2 (En, 2(E0))),
_ 4 (:c(tn) ()5t + x(tn%&? +a® (tn)%ét?’ + (tn)2—145t4 + 0(&5)))
+ bx(t,) + 0t(4d(tns1) + 2@(tn)),
= (t,) — 2i(t,)0t — 2i(t,)0t> — 2 (tn)gét?’ —z® (tn)éét‘* + O(5t°)
+ 46t (:’c(tn) + @(t,)0t + 2@ (tn)%étz + 2@ (tn)éét?’ + O(ét‘*)) :
= (t,) + 20:(t,)0t 4 2i(t, )0t + x(?’)(tn)%ét?’ - :B(A‘)(tn)%éf‘ + O(5t%).

On a donc x(t,12) — Tnyo = O(6tY), et la méthode est donc d’ordre 3.
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2. On consideére le probléme de Cauchy & = 0 avec condition initiale x(0) = 1,
sur Uintervalle de temps [0, 1] : la solution est donc constante. Montrer que la
solution du schéma numérique appliqué a ce probléme s’écrit

r, = A+ B(-=5H)",

ou A et B sont deux constantes déterminées par les conditions initiales xqy et x1.
A quelles conditions sur (xo,z1) va-t’on bien obtenir une solution constante ?
Pourquot, en pratique, méme avec cette condition initiale, la solution numé-
rique va étre mauvaise ¢

3. On considére maintenant le probleme de Cauchy & = x avec condition initiale
z(0) = 1, sur lintervalle de temps [0,1]. Le schéma ci-dessus appliqué a ce
probléme s’écrit

Tpro + 4(1 = 0t)xyq — (5 + 20t)x, = 0.
On obtient la solution générale sous la forme
T, = AN (0t)" + BAo(01)",

ot A et B sont deux constantes déterminées par les conditions initiales (xo =
L,y =€), et ou A\ (0t) > 0> A\o(0t) sont les deur racines du trindéme

N4 4(1 = 5t)A — (5 +20t) = 0.

Vérifier que \(6t) = 1+ 6t + O(6t?) et que \y(6t) = —5+ O(6t). En déduire
que la partie BAo(0t)" détériore fortement la solution numérique quand dt —
0 (on parle de solution parasite). Programmer la méthode pour vérifier cela
numériquement.

5.1.5 Une analyse plus fine de ’erreur, méthodes d’extrapolation

L’analyse que 'on a faite précédemment peut étre un peu plus affinée : on peut
obtenir des développements asymptotiques de lerreur |x(t,) — x,| en fonction du
pas de temps dt. L'intérét de cette analyse est que 'on peut ensuite utiliser des
méthodes d’extrapolation pour augmenter 'ordre d’'une méthode, ou estimer a pos-
teriori 'erreur faite par un schéma.

Théoréme 11 On suppose que l'erreur de troncature £(t, x;t + §t) admet en tout
point x un développement limité de la forme

e(t,z;t +0t) = dppy ()P + . 4 dpyy ()5t 4+ O(6t772).

On suppose de plus que la fonction incrément satisfait la condition de consistance
U(t,x;t) = f(t,x) et est suffisamment régulicre. Alors, l’erreur globale admet égale-
ment un développement limité de la forme

T(tn) — Tn = €,(t,)0tF + ...+ ep(t,)ot” + O(5t7™).
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Preuve : On se propose de montrer qu’il existe une fonction e,(t) réguliere telle que
z(t,) —x, = ey(t,)0tP + O(6tP*1). La démonstration pour obtenir les termes suivants
se fait de la méme facon.

Pour une solution exacte (x(t))o<t<r fixée, on cherche une fonction e, () telle que
z(t,) — x, = e,(t,)0t? + O(6tPT). On raisonne par condition nécessaire. Supposons
que l'on connaisse cette fonction ey(t), et posons

Ty = Ty + () 0tP.

On voit que 2, est une approximation de z(t,) d’ordre (p + 1). Autrement dit, il
faut que 'on construise e, de telle sorte que le schéma numérique vérifié par z,, soit
d’ordre (p+1).

La fonction incrément W associée a la suite des T, s’obtient en écrivant :

Try1 = Tpp1 + €p(tng1)otr,
=x, + (5t\I]<tn, T, tn—i—l) -+ ep(tn+1)5tp,
= T 4 0t (VU(ty, Bn — p(tn)0t7; tuy1) + (ep(tns1) — €p(tn))5t7 1) .

On obtient donc
U(t, x;t 4 0t) = U(t,z — e, (t)0tP; t + 0t) + (e, (t + 6t) — e,(t))otP~ L.
L’erreur de consitance associée a la fonction incrément W est donc :

E(t,z;t + Ot)

O(t, b+ 5t) — <x v otU(t ot + 6t)> ,

St w3t + 0t) — (x + Ot (L, 23t + 6t)) + ot (\If(t, vt +0t) — Ut it + 5t)> ,

e(t, b+ 0t) + 6t<\lf(t, wit+ 6t) — U(t,x — e, (£)5t7; t + 6t)
— (ep(t + 0t) — ey(1))387).
= d, (1) + 6t <a—‘1’(t,x;t+ 5t)e, (1)5t? — e;,(t)étp) +O(6t7+2),

ox
ov / +1 +2
= | dpt1(t) + %(t, zit)ey(t) — e, (t) ) 6" 4+ O(6t777).

On voit donc que si e, satisfait I’équation différentielle ordinaire (on utilise le fait
que W(t, z;t) = f(t, z))

4lt) = dyia(8) + S (1, 2(0)ep (1),

et en posant par ailleurs e,(0) = 0, on a, pour tout ¢ € [0, 77,
E(t,x(t);t + 0t) = O(5tP+?).

Par la Proposition 8, on obtient que #, — x(t,) = O(5tP™!), et donc xz(t,) — x, =
ep(tn)0t? + O(8tP1), ce qui termine la preuve. O

Expliquons maintenant 1'utilité de ce développement limité de l’erreur.
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Une premiére utilisation de ce développement limité est [’extrapolation. Pour un
schéma donné d’ordre p, notons z°¢ la solution obtenue avec un pas de temps 6t au
n-iéme pas de temps, et donc au temps ndt. On a

z(t,) — 2% = e,(t,)0tP + O(5tPT),

(tn) — 2o’ = () (5t/2)F + O(58+),

et donc o 12 N
Lo —Tn p+1
S O(otP™). (24)
En combinant les résultats obtenus par le schéma avec deux pas de temps différents,
on peut donc gagner un ordre dans la vitesse de convergence.
Une deuxiéme utilisation, plus importante en pratique, est [’estimation d’erreur
a posteriori. En effet, la relation (24) se réécrit :

z(tn)

ot/2 St
w(t) — 25> = T2 4 (s,

2r —1
Cette estimée peut étre utilisée comme estimée a posterior: pour choisir le pas de
temps de maniére adaptative. Considérons sans perte de généralité le premier pas de
temps ot 'on calcule une approximation de z(dt). On calcule :cgt/ ? (2 pas du schéma
avec un pas de temps §t/2) et 23 (1 pas du schéma avec un pas de temps 6t), et on
. 6t/2 St
Ly — I

a2
x(0t) —ay " = 57— 1

+ O(6tP1).

L mét/z—xét . . . . . . .
La quantité —27—=- fournit une approximation calculable (estimée a posteriori)
de l'erreur. On diminue le pas de temps si cette erreur est supérieure a un seuil
fixé a 'avance, jusqu’a obtenir une erreur inférieure a ce seuil. La méme technique
d’estimation d’erreur s’applique ensuite a chaque pas de temps.

5.2 Stabilité absolue et problémes raides
5.2.1 Stabilité absolue

Les analyses de convergence faites a la Section 5.1.3 peuvent s’avérer inutili-
sables en pratique car les constantes C' dans les Propositions 6 et 8 peuvent étre
trés grandes, et les estimations peuvent donc étre en pratique trés mauvaises. En
particulier, ces estimées permettent de comparer la solution exacte et la solution
approchée sur un intervalle de temps borné, mais ne disent rien sur le comporte-
ment en temps long (puisque la constante C' dépend exponentiellement du temps
d’intégration 7).

[lustrons ces difficultés sur un probléme test trés simple. On considére la solution
du probléme & = —px, avec u > 0, soit z(t) = x(0) exp(—pt). Utilisons maintenant
un schéma d’Euler explicite pour discrétiser 1’équation :

Tpil = Tp — HOtT,.
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On a donc x,, = (1 — pdt)"xo. En particulier, si 6t > 2/u, on voit que la suite des
(x,) est non bornée alors que la solution exacte tend vers 0 quand t — oo.

On voit que dans de telles cas, 'analyse du comportement en temps long est
cruciale (et méme plus importante que 'analyse de la consistance du schéma) pour
obtenir des approximations raisonnables. On étudie dans ce cadre la stabilité absolue
(ott A-stabilité) du schéma (& ne pas confondre avec la stabilité du schéma introduite
précédemment dans la Proposition 7). La notion de stabilité absolue est trés liée a
la notion de stabilité asymptotique introduite dans la Section 3 pour les problémes
continus en temps.

Pour cette analyse, on suppose 0t fixé, et on fait tendre T" et donc N(dt) = T/dt
vers l'infini. Pour comprendre ce qui se passe, on considére un probléme test :

i = Az, (25)

avec \ € C.

Pour justifier I'importance de ce probléme modeéle, on peut considérer qu’a
chaque pas de temps, apres linéarisation du second membre et diagonalisation du
jacobien (en le supposant diagonalisable), on a essentiellement des problémes de ce
type a résoudre.

Pour le probléme continu, il est clair que z(t) tend vers 0 quand t — oo pour
toute condition initiale dés que Re A < 0. On dira d’une méthode numérique qu’elle
est absolument stable si elle vérifie la méme propriété :

Définition 10 Une méthode numérique est dite absolument stable si, quand elle est
appliquée au probléme test (25) avec Re X < 0, elle vérifie : pour toute condition
initiale xg,

lim |z,| = 0.

n—oo
Remarque 24 L’idée de chercher des schémas numériques tels que les approrima-
tions vérifient des propriétés satisfaites par le probléme continu est une probléma-
tique tres répandue en analyse numérique. On s’intéresse ici au comportement en
temps long du schéma. On peut chercher par exemple a conserver au niveau discret
des invariants de la dynamique continue. Dans le cas des systéemes hamiltoniens, de
bons schémas pour vérifier cette propriété sont les schémas symplectiques (cf. [5]).

Les schémas a un pas que nous avons considérés ci-dessus appliqués au probleme
test (25) s’écrivent :

Tpar1 = R(AOt)z),
ou R : C — C est appelé la fonction de stabilité de la méthode.

Remarque 25 Pour des raisons d’homogénéité, il est normal que les paramétres A\
et 0t n’apparaissent dans les schémas numériques que sous la forme du produit \ot.

Clairement, pour qu'une méthode numérique soit absolument stable, il faut que
si Re A < 0 (ce qui est équivalent & Re z < 0, pour z = Adt), alors |R(z)| < 1.

Définition 11 L’ensemble des z € C tels que |R(z)| < 1 s’appelle la région de
stabilité absolue de la méthode numérique :

A=1{z€C, |R()| <1}.
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On a clairement

Proposition 9 Un schéma numérique est absolument stable quelque soit les para-
metres A et 0t si et seulement si {z € C,Re z < 0} C A. On parle alors de schéma
(inconditionnellement) absolument stable.

En pratique, on peut utiliser le résultat suivant qui découle du principe du maxi-
mum pour les fonctions analytiques (cf. [4, p.43|) :

Proposition 10 Un schéma numérique est absolument stable si et seulement si
|R(iN)| < 1 pour tout X € R, et R est analytique sur le demi-plan complexe {z €
C, Re (z) < 0}.

Remarque 26 Pour certains auteurs (cf. par exemple [4, 9]), la région de stabilité
absolue est {z € C, |R(z)| < 1} et une méthode est (inconditionnellement) absolu-
ment stable si {z € C,Re 2 <0} C {z € C, |R(2)| < 1}. Dans ce cas, la méthode est
absolument stable si, quand elle est appliquée au probléeme test (25) avec Re A < 0,
elle vérifie : pour toute condition initiale xo, 3C' > 0, Vn > 0, |z,| < C. On com-
parera avec les deux définitions de stabilité pour les points fizes : Définition 4 et
Définition 5.

Regardons quelques exemples. Pour le schéma d’Euler explicite, on a R(z) =
(1 + z). La région de stabilité est le disque de centre —1 et de rayon 1. Le schéma
est donc stable sous la condition |1+ z| < 1, ce qui impose une restriction sur le pas
de temps. On dit que le schéma est conditionnellement absolument stable.

Pour le schéma d’Euler implicite, R(z) = (1 —2)7!, et donc la région de stabilité
est 'ensemble des z tels que |1 —z| > 1 (le complémentaire du disque de centre 1 et
de rayon 1). Le schéma est inconditionnellement absolument stable.

Exercice 45 FEtudier la stabilité absolue des schémas numériques introduits précé-
demment. A quelle condition sur 6 € [0,1] les 8-schémas :

ou
Tpt1 = Tn + ot ((1 - e)f(tna xn) + ef(tn+1>$n+1))
sont A-stables ?
Solution : Pour la méthode des trapézes (Crank-Nicolson) ou la méthode du point

milieu (qui sont les mémes méthodes quand on les applique & un probléeme linéaire),
on obtient R(z) = izﬂ. Onadonc A={2€C, [z2+2|<|2—-2]} ={z € C,Rez <

z/2
0}, et le schéma est donc A-stable. De maniére générale pour les 0-schémas, on
obtient R(z) = 1+1(:f)z, et on vérifie que le schéma est A-stable si et seulement si

0 € 10.5,1]. Il existe donc des méthodes implicites qui ne sont pas A-stables.
Pour Heun, on obtient R(z) = 1+ 2+ 2%/2, et le schéma n’est donc pas A-stable
car si z € R tend vers —oo, alors |R(z)| tend vers +oc.

Ces exemples sont caractéristiques de ce que I'on observe en général : les schémas
explicites ne peuvent qu’étre conditionnellement absolument stable (cf. [6, p.366],
ou |7, p.482]), et les schémas implicites sont en général inconditionnellement stables.
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Exercice 46 On considére un schéma multi-pas linéaire a k pas du type (23) que
l’on écrit sous la forme générale :

Ttk + U1 Tpgi—1 + - - . + @y = (B f (tnsks Tntk) + - -+ Bof (tn, n).

Etudier la stabilité absolue de ce schéma.
Solution : On applique le schéma au probléme modeéle (25) et on obtient :

ApTnik -+ Ap 1 Tnik—1 + ...+, = Aét(ﬂkl’n+k + ...+ 605(7”)
On sait qu’une solution générale de ce probleme s’écrit sous la forme

o =pi(n)C ..+ pi(n)(

ot les (()1<i<i sont les racines (dans C) de multiplicité respectives (m;)i1<i<; du
polynome caractéristique

(o — NOtBL)CE 4 .+ (g — AOtFy)

et les fonctions (p;)1<i<; sont des polynomes de degré m; —1. Le domaine de stabilité
est donc :

A = {z € C, |G(2)| < 1 avec ((i(2))1<i<i les racines du polyndme

p(¢) = (o — 2B1)CF + ...+ (g — zﬁo)}.

5.2.2 Problémes raides

Considérons I'exemple suivant :

=Mz (26)

Ai:{gl-i}

avec j un nombre positif trés grand. La solution s’écrit z(t) = (z1(0)e™", 22(0)e™H).
La deuxiéme composante converge beaucoup plus vite vers 0 que la premiére com-
posante : il y a deux échelles de temps séparées dans le systéme, ce qui est une
caractéristique typique des probléemes raides. Si x2(0) est trés petit, ou bien ¢ assez
grand, on a z(t) ~ (x1(0)e™",0).

Utilisons maintenant un schéma d’Euler explicite pour résoudre ce probléme :

avec

Tpi1 = Tp + 0tMz,.

On obtient z, = (x1(0)(1 — §t)"™, 22(0)(1 — udt)™). On voit que pour obtenir une
solution raisonnable, il faut satisfaire deux conditions :

(1-6t)" e ™,

et
|1 — pot| < 1.
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La premiére condition est une condition de précision. La deuxiéme condition est une
condition de stabilité. Les deux imposent une limitation sur le pas de temps si on
veut bien approcher la solution exacte x(t). Si p est grand, on s’apercoit que c’est
la condition de stabilité §t < 2/ qui est limitante, alors que la deuxiéme compo-
sante de z(t) (ou ce parameétre p apparait) a un effet négligeable sur la solution.
Bien siir, ce probléme modéle est un peu trop simple, puisque la variable rapide du
systéme est en fait une composante du vecteur x(t), et que l'on pourrait ignorer
cette composante puisqu’elle n’influe pas sur le résultat de maniére significative. Ce-
pendant, de maniére générale, il n’est pas toujours aussi simple de séparer ainsi les
variables rapides des variables lentes : penser au méme probléme, avec une matrice
M diagonalisable et avec un spectre trés étendu.

Exercice 47 On considere ’équation de la chaleur
&gu = &mu

pour t € [0,T] et x € [0,1], avec des conditions de Dirichlet homogénes au bord
u(t,0) = u(t,1) = 0 et une condition initiale ug. On discrétise le probléme en espace
par une méthode de différences finies sur un maillage uniforme de pas dx = 1/(1+1)
du segment [0, 1], ou (I 4 1) est le nombre d’intervalles. On obtient alors le probléme
susvant

8tU == AU,

avec U(t) un vecteur de dimension I : pour 1 <i < I, U;(t) est une approximation
de u(t,idx) (on pose donc U;(0) = ug(idx)). La matrice A est la matrice de taille
I'x1I:

Montrer que la matrice A est diagonalisable, de valeurs propres, pour 1 < k < I,
A = 52 (1 — cos (kmdz)) et de vecteurs propres associés Xy = (sin (kmjox)), iy
Que peut-on en déduire sur la discrétisation en temps de l’équation de la chaleur ?
sin?(I7/(2(I4+1)))
sin? (méx/(2(1+1))
le pas d’espace est petit, plus le probleme devient raide. Par conséquent, on rencon-
trera certainement des problemes de stabilité si on utilise une méthode explicite pour

discrétiser le probléeme en temps.

Solution : On observe que i—i = ~ %2, dans la limite I — oo. Plus

Ces observations nous ameénent a la “définition” suivante des problémes raides :

Définition 12 Un probleme raide est un probléme pour lequel, quand on [’approche
par un schéma numérique avec une région de stabilité absolue de taille finie (donc
typiquement par une méthode explicite), c’est l’exigence de stabilité absolue qui limite
le pas de temps, au lieu de l'objectif de précision de [’approzimation numérique.

Autrement dit, “Les problémes raides sont des problémes pour lesquels les mé-
thodes explicites ne marchent pas” [4, p. 2|. Ces définitions ne sont pas vraiment
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mathématiques mais plutét heuristiques. On trouve donc beaucoup de variantes
suivant les auteurs.

Pour les problémes linéaires du type (26), un probléme est raide si le spectre
de la matrice M contient des valeurs propres trés petites et des valeurs propres
trés grandes. Autrement dit, le systéme présente des échelles de temps trés pe-
tites et des échelles de temps trés grandes. C’est cette “caractérisation” en termes
d’échelles de temps qui est la plus générale, et qui s’applique également aux pro-
blémes non-linéaires. Pour des problémes non-linéaires, on retiendra cependant que
ces différentes échelles de temps ne se lisent pas forcément sur le spectre du Jacobien
du second membre. De maniére trés générale, les problémes de raideur sont liés au
comportement dynamique de la solution exacte.

Au vu de 'analyse précédente, on comprend qu’une maniére de traiter les pro-
blémes raides est d’utiliser des schémas implicites. Si on reprend ’exemple du début
de cette section, et que 'on approxime la solution par un schéma d’Euler implicite,
on obtient

Tnil = Tp + 0tMxy,yq

et donc z,, = (21(0)(1 + )™, 22(0)(1 + pdt)~™). Cette fois, méme si udt est grand,
la seconde composante tend vers 0 dans la limite n grand. On n’a donc plus de
probléme de stabilité. Bien str, le prix a payer est de résoudre le probléme implicite

a chaque pas de temps (ce qui peut étre difficile si le pas de temps est trop grand
cf. Section 5.1.2).

5.2.3 Reéduction de systémes

Dans cette section, on se propose d’aborder le probléme des problémes raides sous
un angle plus analytique. On a vu que dans un probléme, certaines variables rapides
rendent la résolution numérique difficile, alors que le détail de la dynamique de ces
variables n’est pas importante pour le systéme global. Une idée est alors d’essayer
d’éliminer ces variables rapides du systéme complet, pour obtenir un systéme plus
simple car de dimension plus petite, et moins raide. On peut ensuite discrétiser ce
probléme plus simple de maniére plus efficace que le probléme original.

On suppose donc dans cette section que 'on connaisse les variables rapides du
systéme, et que le probléme peut s’écrire sous une forme particuliére permettant de
réduire le systéme. L’objectif est plus de donner des idées sur la maniére de traiter le
probléme, plutot que d’énoncer un résultat rigoureux. On renvoie par exemple a [2]
pour des résultats plus précis et une bibliographie compléte.

Considérons par exemple le systéme, pour un paramétre £ > 0

{ T (t) = f(x(t),y:(1), ), (27)

ey=(t) = g(x:(), (1), €),

avec comme condition initiale (z.(0),y-(0)) = (o, 8). Quand € — 0, la variable y.
varie de plus en plus vite : c’est la variable rapide du systéme. Une question naturelle
est de savoir quelle est la limite lorsque ¢ tend vers 0 du systéme (27). Il est naturel
d’introduire le systéme

{ Zo(t) = fixo(t) Yo(t),0), (28)



avec comme condition initiale (z(0), yo(0)) = («, ). Il n’est pas clair que la solution
de (27) converge vers la solution de (28). En particulier les résultats de stabilité de
la solution d’une équation différentielle ordinaire par rapport a une perturbation du
type de ceux du Lemme 4 ne s’appliquent pas car le petit paramétre est en facteur
de la dérivée en temps : on parle de perturbation singuliere.

Pour comprendre ce qui se passe, on regarde le probléme & une autre échelle en
temps en introduisant le temps rapide 7 = L. On pose T.(7) = z.(e7) et 7.(1) =

y-(e7). On a donc
0.7.(7) = ef(%.(7),7.(r). ),
{Tyeu Sr) L)), (29)

avec comme condition initiale (Z.(0),7.(0)) = («, ). Cette fois, on peut (sous de
bonnes hypothéses de régularité sur f et g) considérer que ce probléme est une
perturbation réguliére du probléme

0:To(7) = 0,
{ 9:Yo(T) = 9(To(7),Yo(7),0), (30)

avec conditions initiales (Zy(0),7,(0)) = (o, ). On voit donc que y. varie d’abord
trés rapidement et peut étre approché dans une couche limite autour de ¢ = 0 par
la solution du probléme
0:7o(7) = g(e,Go(7),0), (31)

avec comme condition initiale 7, (0) = 3, alors que x. reste sur cette échelle de temps
approximativement constant égal a a. L’équation (31) est appelée I’équation rapide
du systéme. On peut réduire le probléme initial & condition que la solution de ce
probléme rapide ait un comportement en temps long “simple”.

Supposons par exemple que la solution de (31) tende vers une solution station-
naire asymptotiquement stable 7 = £(«) avec

9(a, €(@),0) = 0. (32)

Si ce probléme admet plusieurs solutions, la fonction € peut dépendre de la condition
initiale § qui détermine dans quel bassin d’attraction la variable rapide va tomber.
On a besoin que la solution stationnaire soit asymptotiquement stable, et ceci peut
étre typiquement vérifié en regardant si les valeurs propres du jacobien 9, g(x, &(z), 0)
sont bien de parties réelles strictement négatives. La variété des {(z, &(x))} s’appelle
la variété lente du probléme. Une transition rapide améne donc la solution de (27)
au voisinage de la variété lente.

Ensuite, la solution évolue sur la variété lente, et est bien approchée par le
probléme réduit (28). On comprend de cette analyse que 'on s’attend typiquement
a une convergence uniforme sur tout intervalle de temps ¢ € [0,7T] de x. vers x, et
sur tout intervalle de temps t € [t1, T (pour t; > 0) de y. vers yo. Ceci nécessite que
pour tout t € [0,77], yo(t) = &(xo()) est une racine isolée stable (au sens suivant :
les valeurs propres du jacobien 0,g(xo(t), yo(t),0) sont de parties réelles strictement
négatives) de I'équation g(xo(t), yo(t),0) = 0.

Numériquement, il faut utiliser des techniques particuliéres pour résoudre le pro-
bléme réduit (28), qui est une équation différentielle algébrique.
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0 1 1/e To o1 f/e

FiG. 9 — Dynamiques typique pour y. (en pointillé), et dynamiques effectives as-
sociées (en trait plein). A gauche, aprés une période transitoire trés courte autour
de 7 = 0, les échelles rapides se stabilisent et on évolue sur la variété lente du pro-
bléme. A droite, les échelles rapides ne sont pas asymptotiquement stables, mais se
moyennisent autour d'une dynamique effective.

Théoréme 12 (Tikhonov) On suppose que l’équation g(z,y,0) = 0 admet une
solution y = £(x), avec & une fonction réguliére et 0,g(x,&(x),0) une matrice dont
les valeurs propres sont a parties réelles strictement négatives. On suppose que le
systeme réduit

#(t) = f(z(t),£(x(1)),0), (33)
avec condition initiale £(0) = a admet une solution pour t € [0,T]. Alors, pour
e suffisamment proche de 0, le systéme (27) admet une solution (x.,y.) sur [0,T],
si ye(0) appartient au bassin d’attraction du point d’équilibre &(a) du sous systéme
rapide

87'?0(7_) = g(a>g0(7)> 0)
De plus, on a x. et y. convergent vers la solution du probléme réduit : la convergence
est uniforme sur [0,T] pour x., et uniforme sur [ty,T] (pour tout t; > 0) pour y..

Pour la preuve, on renvoie a [10].

Exercice 48 Simuler le probléme suivant sur ordinateur

{ =y, (34)

ey =z —g(y),

et explorer les comportements des solutions pour différentes fonctions g.

Exercice 49 On consideére le probléme proie-prédateur suivant :

T =Y —,
. 35
{Eyzy(2—y)—xy, (35)

avec xy et yo deux réels positifs, et € un parametre petit. La solution est telle que
x(t) et y(t) sont positifs. Tracer le portrait de phase du probleme et expliquer le
comportement des solutions tracées sur la Figure 10 en terme de dynamique effective.
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F1G. 10 — Trajectoires des solutions (z(t),y(t)) du systéme (35) dans le plan de
phase pour ¢ = 0.1, t € [0,50] et deux conditions initiales : (x(0),y(0)) = (4,4) et
(2(0),y(0)) = (1.5,4). Dans les deux cas, les trajectoires convergent en temps long
vers le point (1,1).
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Solution : La wvariété lente a deux composantes : {(x,0)} et {(z,2 — x)}. La
composante {(z,0)} de la variété est asymptotiquement stable si x > 2, et instable
510 < x < 2. La composante {(x,2 — x)} de la variété est asymptotiquement stable
si 0 < x < 2. L’équation réduite sur {(x,0)} est

T = -z,
et l’équation réduite sur {(x,2 —x)} est
T =z(1—ux).

Nous avons compris quelle était la bonne dynamique effective dans le cas ou
I’équation rapide du systéme converge vers un point fixe asymptotiquement stable.
Il existe une autre situation pour laquelle il est possible d’écrire une dynamique
effective : supposons que la dynamique rapide (31) soit ergodique par rapport a une

mesure [, c’est-a-dire que la solution de (31) est telle que : pour tout fonction test
¢ mesurable bornée,

i~ [ 6(m(0) a0 = [ o

T—00 T

Dans ce cas, la dynamique effectlve s’écrit
Xo(t) = F(Xo), (36)
avec

_ / f(, -, 0)dps. (37)

Nous avons dans ce cas un phénoméne de moyennisation.
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