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Aprés avoir considéré dans le chapitre précédent des équations d’évolution pour
des fonctions ne dépendant que du parameétre temps, nous nous intéressons dans
cette partie & des équations sur des fonctions dépendant de plusieurs variables (ty-
piquement une variable de temps et des variables de position en espace). Plus pré-
cisément, nous allons nous intéresser aux équations aux dérivées partielles.

Notre objectif est de présenter les principaux résultats concernant les propriétés
qualitatives des solutions aux équations aux dérivées partielles, ainsi que les mé-
thodes de discrétisation usuelles, en nous concentrant sur les problémes elliptiques
et paraboliques. Au passage, nous compléterons le cours d’analyse de premiére an-
née [2].

Une équation aux dérivées partielles est une relation entre une fonction de plu-
sieurs variables et ses dérivées :
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ot m est le degré de I’équation. Le probléme est posé sur un domaine (i.e. un ouvert
connexe) ) C R? (z € Q) et les indices 4, varient entre 1 et d. On note 99 la
frontiére de 2 :

00 =0\

La forme générale d'une équation aux dérivées partielles linéaire, scalaire, d’ordre 2
est
au+ c¢-Vu+div (AVu) = f (1)

ota:N—-Rc:Q—=R,A:Q— R>¥ et f:Q — R sont les coefficients
de I’équation aux dérivées partielles. Dans le cas ou u est scalaire (d = 1) et les
coefficients sont constants, on obtient :
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avec a, 3,7, 0, €, sont des scalaires. On dit que I’équation (2) est :

— elliptique si 3% — 4ary > 0,

— parabolique si 3% — 4ay = 0,

— hyperbolique si % — 4ay < 0.

Il est plus important d’avoir en téte des exemples d’équations aux dérivées par-
tielles appartenant a chacune de ces classes, plutot que d’essayer de formaliser dans
le détail cette classification. Donnons donc quelques exemples :



— L’équation de Laplace (ou Poisson) posée sur €2
—Au=f

est elliptique.
— L’équation de la chaleur posée sur Q = R, x Q

ou— Au=f

est parabolique.
— L’équation des ondes posée sur @ =R x (2

&gﬂgu — Au = f

est hyperbolique.
— L’équation d’advection diffusion posée sur () = R, x €

Ou~+c-Vu— pAu = f

est parabolique si p > 0 et hyperbolique si p = 0.

Dans la suite, nous nous concentrerons sur les problémes elliptiques et parabo-

liques. Les problémes hyperboliques présentent des caractéristiques différentes :

— En terme de régularité des solutions : pour des problémes linéaires, si les
données sont discontinues, la solution du probléme est en général discontinue ;
pour des problémes non-linéaires, des discontinuités peuvent apparaitre dans la
solution, méme pour des données réguliéres. On comparera avec le théoréme de
régularisation pour les solutions de 1’équation de la chaleur (cf. Section 2.3.2).
Mathématiquement, il faut donc travailler avec des notions de solution plus
faibles.

— En terme de conditions aux limites : pour des problémes elliptiques, pour
que le probléme admette une unique solution, il faut typiquement ajouter
des conditions aux limites en tous les points de la frontiére 0€). Pour des
problémes paraboliques, il faut ajouter des conditions aux limites en tous les
points de la frontiére 0€), et une condition initiale en ¢ = 0. Pour des problémes
hyperboliques, la situation est en général plus compliquée : des conditions aux
limites sont nécessaires simplement sur une partie du bord.

On renvoie au cours de calcul scientifique de premiére année [3] pour une introduction
aux problémes hyperboliques et a leur résolution numérique.

Avant d’attaquer I’étude des équations aux dérivées partielles, nous donnons dans

la section suivante quelques rappels et compléments d’analyse nécessaires pour la
suite.

1 Quelques rappels d’analyse fonctionnelle

Pour étudier les équations aux dérivées partielles, il faut préciser dans quel es-
pace fonctionnel on cherche des solutions. On donne ensuite un sens différent aux
opérateurs de différentiation suivant la régularité de la fonction. Nous allons passer
en revue dans cette section les notions de fonctions utiles en pratique, de la notion
la plus faible, & la notion la plus forte : les distributions, les mesures de Radon, les
fonctions LP, et enfin les fonctions HF.



1.1 Distributions
1.1.1 Définition et propriétés fondamentales

Une idée fondamentale de I’analyse moderne est de considérer une fonction (di-
sons définie sur R et & valeurs dans R) non plus comme une collection de couples de
réels (z, f(x)) mais comme la collection des (¢, [ f¢) ou ¢ appartient & un ensemble
de fonctions tests réguliéres. Ceci permet de généraliser la notion de fonction, et de
fournir un cadre dans lequel les opérations de différentiations sont plus naturellement
définies.

Rappelons la notion de distribution :

Définition 1 Une distribution T' sur €2 est une forme linéaire sur les fonctions de
classe C* et a support compact dans € :

_ CCOO(Q) - R
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qui vérifie la propriété de continuité suivante : pour tout compact K inclus dans €2,
il existe un entier p et une constante C' tel que :

Vo e Cx, [T )| < C sup  |9%¢(x)]
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ot a = (aq,...,qq) désigne un multi-indice, de longueur |a] = a3 + ... + ag,
agp — _ 0o
9 ¢ o 8m(111...8mgd et

v ={feC>®(Q), f asupport dans le compact K}.

On note D'(Q2) l’ensemble des distributions sur ). Lorsque [’entier p peut étre
choisi de maniére indépendante de K, on dit que la distribution T est d’ordre fini,
et la plus petite valeur possible de p est appelé 'ordre de T'.

Remarque 1 L’extension a des distributions a valeurs complexes est immeédiate.

Remarque 2 L’espace C:°(2) n’a pas de topologie trés simple a définir. Par contre,
pour tout compact K C €1, on peut munir l'espace CF¥ de la topologie de la conver-
gence uniforme des fonctions et de toutes leurs dérivées (c’est un espace de Fréchet,
et donc un espace complet pour une métrique bien choisie). Noter que C°(Q2) est
la réunion des C3¥ pour K compact inclus dans Q2. L’ensemble des distributions est
donc l'ensemble des formes linéaires sur C°(2), dont la restriction a C¥ est conti-
nue, pour tout compact K C ).

Un premier exemple de distribution est la distribution de Dirac au point a définie
par

(00, 9) = ¢(a).

C’est une distribution d’ordre 0.
Un deuxiéme exemple de distribution d’ordre 0 est donné par le lemme suivant :



Lemme 1 L’application qui a toute fonction f € Li () associe la distribution

est une injection.

On rappelle que L () est I'ensemble des fonctions intégrables sur tout compact

de €2, et que deux fonctions de cet espace sont identifiées si elles sont égales presque
partout. C’est la notion la plus faible de fonction au sens classique d’une application
qui a une valeur en associe une autre que l'on puisse donner. Le Lemme précédent
revient donc & démontrer que pour f € L (), si [ f¢ = 0 pour toute fonction
¢ € C(Q), alors f = 0 presque partout (cf. [1, Lemme IV.2]). Par ce lemme, on
identifie donc toute fonction L] (€) a une distribution.

Rappelons la topologie sur ’ensemble des distributions :

Définition 2 Une suite T}, de distributions converge vers T' si et seulement si, pour
toute fonction ¢ € C°(2), (T,,, ¢) converge vers (T, ¢).

Exemple 1 Par exemple, les fonctions f,(x) = nsin(nx) convergent vers 0 dans
D'(R) car, par intégrations par parties, pour toute fonction ¢ € CX(R), [ fup =
—2 ['sin(nx)¢”. Remarquer qu’on a pourtant, pour tout compact K C R, [, |fu| —
400 quand n — oo : la convergence au sens des distributions est donc moins exi-

geante que dans L ..

Un intérét majeur de la notion de distribution est que 'opération de dérivation
est toujours bien définie et continue.

Proposition 1 Pour tout distribution T' € D'(R2), sa dérivée 0,,T est une distribu-
tion définie par :

De plus, si T, est une suite de distributions tendant vers T', alors 0,,T™ converge
vers Oy, T.

Evidemment, cette notion de dérivation prolonge la notion usuelle de dérivation pour
les fonctions : pour une fonction f de classe C! (et donc dérivable au sens classique :
l'accroissement (f(z +h) — f(z))/h a une limite quand h tend vers 0, en tout point
x € Q), la dérivée au sens distribution s’identifie avec la dérivée au sens classique.

Exercice 1 Soit f(z) = z*sin(1/2?). On prolonge f en x = 0 par continuité.
Montrer que f est partout différentiable. Que dire de la dérivée de Ty ? Indication :
On vérifiera que f n’est pas C. Pour étudier la dérivée au sens des distributions, on
pourra s’appuyer sur le cas f(z) = In|z| vu en premiére année.

Exercice 2 — Soit T une distribution de dérivée nulle. Montrer que T est une
constante.
— Soit x : R — R une fonction positive a support compact et telle que [ x = 1.
Quelle est la limite (quand n — oo) de nx(nz) dans D'(R) ?



— Quelle est la limite (quand n — oo0) de sin(nx)/(mx) dans D'(R) ? (On pourra
écrire sin(nx)/(rx) = L ([ sint/(rt) dt), et utiliser le fait que [, sint/t dt =
w/2.)

— Question subsidiaire : Retrouver le résultat de la question précédente en utili-
sant la transformée de Fourier.

Un exemple important de dérivées au sens des distributions est donné par la
formule de Stokes.

Lemme 2 (Formule de Stokes) Soit K un compact de R de frontiere réquliére
0K, et de normale sortant ng. Alors le gradient (au sens distribution) de la fonction

indicatrice de K est la distribution (d’ordre 0) —ngxdo ot o est la mesure surfacique
sur le bord 0K : V¢ € (C*(R%))4,

(Vig, d) :—/Kdiv ((;b)d:c:—/aqu~ana.

Remarque 3 On peut voir ce Lemme comme la définition de la mesure o (encore
faut-il vérifier qu’elle vérifie toute les propriétés requises pour définir une mesure).
Voici une maniere de définir la mesure o dans le cas ou on dispose d’une paramé-
trisation de OK. Si on dispose d’une paramétrisation du bord OK sous la forme :

5 U — 0K
"1z — hx)

ou U est un ouvert de RP, alors

fdo = / fohygndx
oK U
ot g, = det Gy, et (Gy)i; = Vh; - Vh; est la matrice de Gram de Jac(h) = Vh.

Exercice 3 Que devient la formule de Stokes en dimension 1, avec K = [a,b] ?
Calculer Uaire de la sphére unité S? de R en utilisant la paramétrisation

. { 0,7) X (—m,71) — &2
' (0,0) +— (sin(@) cos(¢),sin(#) sin(¢p), cos())

Nous terminons ces rappels sur les distributions par deux types de résultat : le lien
entre théorie de la mesure et analyse fonctionnelle via le théoréme de représentation
de Riesz, et enfin la relation intégration - dérivation.

1.1.2 Le théoréme de représentation de Riesz

Un lien important peut étre fait entre mesure et distribution :

Théoréme 1 (Théoréme de représentation de Riesz) Pour toute distribution
T positive (i.e. telle que (T, ¢) > 0 dés que ¢ > 0), il existe une unique mesure [
borélienne, positive et finie sur les compacts de €2 telle que

T.0)= [ oan



On peut donc naturellement identifier les mesures p boréliennes, positives et finies
sur les compacts de  (on parle de mesure de Radon! positive) aux distributions sur
() positives. La démonstration ressemble beaucoup au théoréme de prolongement
de Carathéodory (qui permet de construire la mesure de Lebesgue) et consiste a
construire la mesure d’un borélien a partir de 7', puis a vérifier que cette mesure
vérifie les propriétés requises (cf. [7, Théoréme 2.14|).

Remarque 4 Un corollaire de ce théoreme est que les distributions positives sont
nécessairement d’ordre 0. En fait, toute distribution T (& valeur réelle) d’ordre 0
s’identifie a une forme linéaire sur ’ensemble des fonctions continues a support
compact, muni de la norme du sup. Si on suppose de plus cette forme linéaire bornée :

EIC,\V/Qb € CSO(Q)> |<T> ¢>| < C||¢||L°°>

alors elle s’écrit (cf. [7, Théoréme 6.19]) sous la forme T — T_, avec T, et T_
des distributions positives. En particulier, la distribution T peut étre identifiée a la
différence de deuz mesures de Radon positives bornées (on parle de mesure de Radon
bornée).

Remarque 5 Les mesures de probabilités peuvent donc étre vues comme des dis-
tributions. Une question naturelle est de relier la notion de convergence en loi (la
notion la plus faible introduite dans le cours de probabilité) et la notion de conver-
gence au sens des distributions. On peut vérifier que si , est une suite de mesures
de probabilité et que p est également une mesure de probabilité, alors la convergence
en loi de ., vers u est équivalente a la convergence au sens des distributions de piy,
VErs .

Pour les lecteurs connaissant les distributions tempérées et la transformée de
Fourier sur les distributions tempérées, la convergence en loi de ., vers u est en fait
équivalente a la convergence de p, vers p dans l’espace des distributions tempérées.
On comprend alors pourquot la convergence en loi est équivalente a la convergence
ponctuelle des fonctions caractéristiques des lois, qui ne sont rien d’autre que les
transformées de Fourier (dans l’espace des distributions tempérées) des lois.

1.1.3 Intégration et dérivation

Dans I'approche élémentaire (intégrale de Riemann, et dérivation au sens clas-
sique), I'intégration et la dérivation sont des opérations inverses. Qu’en est-il avec la
notion d’intégrale de Lebesgue, et la dérivation au sens des distributions? On sup-
pose donc ici d = 1, et que l'on travaille sur un intervalle borné de R, disons [0, 1].

Commengons tout d’abord par une des implications : si f € L'(0,1) et F(z) =
fom f(y) dy, alors on peut faire le lien avec la dérivée au sens classique grace a la
proposition suivante (cf. |7, Théoréme 7.7]) :

Proposition 2 (Théoréme de dérivation de Lebesgue) Soit f une fonction de
Li (R). Alors, pour presque tout point x,

loc

xz+h
lim / @) — f(@)] dy = 0.

z—h

1'Une mesure de Radon sur R% est une mesure borélienne finie sur les compacts
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Autrement dit, la fonction F' est presque partout dérivable au sens classique, et sa
dérivée est f. Il est facile de vérifier que sa dérivée au sens des distributions 77, est la
fonction f. On a donc bien dans ce cas “dérivation o intégration = Id”, et les notions
de dérivée au sens classique et au sens des distributions coincident.

Qu’en est-il de la réciproque 7 Commencons par un contre-exemple : il existe des
fonctions f continues sur [0, 1], dérivables presque partout sur [0, 1], avec f’ € L[0, 1]
(f’ étant ici & comprendre au sens classique et non pas au sens des distributions),
et telles que la relation suivante soit fausse :

f(x) — £(0) = / " Py dy. (3)

En effet, soit £y = [0,1], £y = [0,1/3]U[2/3, 1], et, par récurrence, £, est la réunion
de 2" segments fermés disjoints de longueur (1/3)", obtenus en enlevant un tiers au
centre de chacun des intervalles de F,,_;. La suite des E,, est une suite décroissante
d’ensemble mesurables, et donc E' = (), -, £, est mesurable. On vérifie que A\(E,,) =
(2/3)", et donc A(E) = 0. Soit maintenant f,(z) = (2/3)™" [ 1g, (y) dy. On a (cf.
Figure 1) f,(0) =0, f,.(1) =1 et f, est une fonction continue, croissante, constante
sur E¢. On vérifie de plus que, pour = € [0,1], | fu(x) — fn+1(x)| < 27", La suite de
fonctions f,, converge donc uniformément vers une fonction f continue croissante,
telle que f(0) = 0 et f(1) = 1. Par ailleurs, on a f'(z) = 0 pour tout z ¢ E, on donc
f est dérivable et de dérivée nulle presque partout, ce qui semble contradictoire avec
f(0)=0¢et f(1) =1. (’ensemble E s’appelle 'ensemble triadique de Cantor, et f
est appelée l'escalier du diable). Autrement dit, (3) n’est pas vérifé, et "la dérivée
de f n’est pas f'"...

F1G. 1 — L’escalier du diable : I désigne un des 2" intervalles de E,. En trait fin la
fonction f,,, et en trait gras la fonction f, ;.

Soit maintenant une fonction f € L'(0,1) : on peut donc considérer la dérivée
T} de f au sens distribution. Pour pouvoir écrire une relation telle (3), il faut tout
d’abord (i) que T7 soit une mesure borélienne (si 7} = 1, on peut écrire f(z)—f(a) =
pla, z]), puis ensuite (ii) que cette mesure soit absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue, (pour écrire T = u = f'(y) dy).

Considérons le premier point : & quelle condition T} est une mesure. D’apres ce
qu'on a vu précédemment (cf. Remarque 4), ceci revient a écrire que T} est une
distribution d’ordre 0, bornée comme forme linéaire sur ’ensemble des fonctions
continues a support compact, muni de la norme du sup : c¢’est la notion de fonction
a variation bornée.



Proposition 3 On appelle fonction & variation bornée sur l"intervalle [0, 1] les fonc-
tions de L*(0,1) telles que T} soit une distribution d’ordre O bornée comme forme
linéaire sur [’ensemble des fonctions continues a support compact, muni de la norme
du sup. Autrement dit, ce sont les fonctions f de L'(0,1) telles que il existe C, t.q.
pour toute fonction ¢ € C((0,1)),

)/fcb'
On a :

— Une fonction est a variation bornée si et seulement si elle s’écrit comme la
différence de deux fonctions croissantes bornées®

)

— Une fonction est a variation bornée si et seulement si

< Cllollze-

N

VT(f) = sup D 1f (@) = flaimy)] < oo

O=zp<z1<...<xrN=1,NEN i1

ot le supremum est pris sur toutes les subdivisions possibles de [0, 1].

On généralise la notion de fonction & variation bornée aux fonctions définies sur
tout R, en demandant & la fonction d’étre a variation bornée sur tout compact.

Exemple 2 Les fonctions croissantes et bornées sont a variation bornée. Une fonc-
tion Lipschitzienne est a variation bornée. La fonction escalier du diable est crois-
sante et bornée : elle est donc clairement a variation bornée. Sa dérivée au sens
distribution ne comporte que la partie étrangere a la mesure de Lebesgue.

Remarque 6 (Fonctions & variation bornée et généralisation de I’intégrale de Riemann)
Pour une fonction f & variation bornée, on peut définir [ ¢df comme la limite de

S o) (f(wia) — f(23)) quand Az = 1/n tend vers 0 et ou x; = iAx. D’apres la

Remarque 4, la dérivée de f au sens distributions s’écrit iy — p— (ot py et pu_ sont

deuz mesures de Radon positives bornées) et [ ¢df = [ ¢duy — [ ¢pdu—. Llintégrale

[ ¢df aun sens des que ¢ est telle que [ |p|duy < oo et [ |¢]dp— < oo.

Pour le second point, nous avons besoin du théoréme de Radon-Nikodym (cf. |7,
Théoréme 6.10]) :

Proposition 4 (Théoréme de Radon-Nikodym) Soit (X,.A) un espace muni
d’une o-algebre, et p et A deux mesures positives. Alors la mesure A\ se décompose
de maniére unique sous la forme

A= Ag+ As
ol N, est absolument continu par rapport & p (ce qui s’écrit Ay < 1) i.e.

VA e A, u(A) =0 implique A\,(A) = 0,

2Cette propriété est fondamentale pour étudier les propriétés de ces fonctions : elle dit qu’on
peut essentiellement se restreindre a I’étude des fonctions croissantes bornées.



et \s est singuliere par rapport a pu (ce qui s’éerit \s L p) i.e.
il existe A et B dans A disjoints tels que A\s(A) = A\s(X) et u(B) = p(X).

De plus, il existe une fonction f intégrable par rapport a la mesure p, telle que

Ao = fu, ic. VA € A,
M) = [ 1afdn

En utilisant le théoréme de Radon-Nikodym, on montre que

Proposition 5 Soit f une fonction a variation bornée. Alors f est dérivable (au
sens classique) presque partout, et sa dérivée (au sens classique) f' est intégrable.
On a

Ty = f'(z)dx +v

ot f'(z)dx est la partie absolument continue par rapport o la mesure de Lebesque,
et v la partie étrangére.

Les fonctions a variations bornées jouent un role trés important en analyse. On
les recontre par exemple comme solutions de problémes hyperboliques (remarquer
qu’elles peuvent étre discontinues). L’ensemble des fonctions & variations bornées
muni de la norme VT'(f) + || ||z~ est un espace de Banach, et les bornés de cet
espace de Banach sont compacts dans L.

Au vu de la Proposition 5, on comprend que la relation (3) ne peut étre satisfaite
que si v = 0, autrement dit si la mesure de Radon T° ]’c est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue : c’est la notion de fonction absolument continue.

Proposition 6 La fonction f est dite absolument continue (sur (0,1)) si et seule-
ment si elle est a variation bornée, et sa dérivée T]’c est absolument continue par rap-
port a la mesure de Lebesque. Autrement dit, f est absolument continue sur (0,1) si
et seulement si elle est dans L*(0,1) et sa dérivée au sens distribution T} s’identifie
a une fonction dans L*(0,1). On a également la caractérisation : Une fonction est
absolument continue (sur (0,1)) si et seulement si Ve > 0, 36 > 0, VN, pour toute
famille0 <o <1 <as <G < ... <ay <Oy <1 tels que

N
Z(ﬁi —y) <9
i=1

alors
N

STIFB) — flaw)] < e.

i=1

Remarque 7 On montre également que si f est une fonction continue, dérivable
en tout point (et non pas simplement presque partout), et telle que f' € L', alors

Ty = f' (cf. [7, Théoreme 7.21]).

On retiendra de cette discussion que la “véritable dérivée”, celle qui rend compte
complétement de la variation de f, est la dérivée au sens des distributions. La dérivée
au sens classique laisse échapper les sauts dans la variation de f.

Par exemple, la dérivée de la fonction f(x) = x4 1,51/2 (définie sur (0,1)) est, au
sens des distributions, 1+ 6;/2. Au sens classique, sa dérivée vaut presque partout 1.
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1.2 Espaces de Sobolev
1.2.1 Deéfinitions

Les espaces de Sobolev sont des espaces trés naturels pour les solutions des
équations aux dérivées partielles.

Définition 3 Pour k > 1, l’espace de Sobolev H*(SY) est I’ensemble des fonctions
f € L%(Q) telles que les dérivées de f au sens distribution jusqu’a l'ordre k s’iden-
tifient a des fonctions de L*(Q). Autrement dit,

H*(Q) = {f € L*(Q), Vo multi-indice de longueur || < k,3g, € L*(Q),
0Ty = go dans D'(Q)}.

Remarque 8 Par le théoréme de Riesz sur l'espace de Hilbert L*(SY), une distribu-
tion T s’identifie a une fonction f € L*(Q) si et seulement si T définit une forme
linéaire continue sur L*(Q2), i.e., 3C,Vo € C*(Q), (T, ¢)| < C||d||2-

On rappelle que H* muni du produit scalaire

g =3 /Q o6

o<k

est un espace de Hilbert séparable.
On peut également définir I'espace de Sobolev H*(Q) pour des k fractionnaires.
Retenons simplement qu’on a toujours les injections continues : si k < I, HY(Q) C

H(Q).

Remarque 9 Quand Q = R, ou bien quand Q = T9, on peut définir les es-
paces de Sobolev en utilisant la transformée de Fourier et les séries de Fourier.
Ainsi, sur Q@ = RY on dit que f € HFRY) si et seulement si f € L*(RY) et
(1+ [€2)F2f(€) € LARY), ou f(&) = [paexp(—iz - ) f(x)dx est la transformée
de Fourier de f. Remarquer que cette définition a bien un sens pour k non entier.

Définition 4 Pour k > 1, lespace HE(Q) est par définition I’adhérence des fonc-
tions C°(Q) dans H*(Q).

L’espace HE() est en général strictement inclus dans H¥(Q2). On a cependant
HE(RY) = HFR?) : les fonctions C(€2) sont denses dans H¥(R?). On rappelle

que de maniére générale, si  est suffisamment régulier les fonctions C2°(2) sont
denses dans H*(Q2) (cf. |1, Corollaire IX.8]).
Attention & ne pas confondre H?(Q) N HJ () avec HZ(2).

Exercice 4 Donner un exzemple de fonction de H*((0,1)) N HJ((0,1)) qui n’est pas
dans H2((0,1)).

Solution : Prendre une fonction réguliere qui s’annule au bord, mais dont les dérivées
ne s’annulent pas au bord.

Voici une caractérisation de H} () parfois utile :
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Proposition 7 Soit u € L?(Q2). Alors u € H}(Q) si et seulement si la fonction U
qui est le prolongement de u par 0 est une fonction de H'(R?). Dans ce cas, on a

Exercice 5 Montrer que si u € H}(Q) est une fonction telle que Vu = 0, alors
u = 0. Solution : on considére u qui est le prolongement de u a R? par 0, on on
a, d’apres la Proposition 7, Vu = 0. Par conséquent u est une fonction constante,
qui ne peut étre que nulle puisque u € H*(RY), et est donc en particulier de carré
intégrable.

Définition 5 L’espace H1(Q) est le dual de H}(QY), ¢ est-a-dire [’espace des formes
linéaires continues sur H}(Q)). Cest un Hilbert séparable inclus dans D'(Q).

Exercice 6 Montrer que les fonctions de H'(R) tendent vers 0 a l'infini. Peut-on
en dire autant des fonctions de L*(R) ¢

Solution : Soit u € H*(R). u peut étre identifiée a une fonction continue, et est donc
bien définie en tout point, en écrivant u(z) — u(0) = [ u/(y) dy (plus précisément
u(x) — [ u'(y) dy est une distribution de dérivée nulle, donc c’est une constante, et
Jy W' (y) dy est clairement continue). Soit x,, une suite qui tend vers +oo. On montre
que |ul*(z,) est de Cauchy car ([ uu’)2 < [iw? [ (u')? est aussi petit qu’on veut
pour A assez grand. On en déduit que |u|*(x,) converge vers une certaine limite, et
donc que |u|(x) a une limite quand x — oo. Cette limite est nécessairement 0 car u
est de carré intégrable. Ce résultat est faux pour les fonctions de L*(R) (considérer

par exemple f(z) =3 o ln—1/n2ms1/n2 (7))

1.2.2 Trace

Proposition 8 Soit ) un ouvert borné régulier. On peut alors définir une applica-
tion linéaire continue et surjective

.{Hl(Q) — H'?(09)
o f = flaa

qui prolonge application trace pour les fonctions continues sur €2. De méme, on
peut définir une application linéaire continue et surjective

. { HX(Q) — H'Y*09)
e foe Y
of _

ou n désigne la normale sortante a € et 5= =V f-n est la dérivée normale.

Noter qu’on a besoin de régularité (sur la fonction, et sur 'ouvert) pour définir la
trace. On sait bien par exemple que 'on ne peut pas définir la trace de fonctions de
L*(2), méme pour un ouvert € trés régulier (par exemple Q = (0, 1)).

Remarque 10 (Régularité du domaine) On ne définit pas plus précisément la
notion d’ouvert régulier. Grosso modo, un ouvert Q C R? est de classe CP si locale-
ment, il peut étre transporté par un difféomorphisme de classe CP sur R4~ x R

11



Proposition 9 Si Q un ouvert borné régulier, alors H}(2) = {u € H (), vo(u) =
0} et HF(Q) = {u € H*(Q), yo(u) =0, 1 (u) = 0}.

Exercice 7 En utilisant la Proposition 8, montrer que Hl( ) C {u e HY(Q), yo(u) =
0}. Solution : Comme o est une application continue, v5 *({0}) = {u € HY(Q), yo(
0} est un fermé de H'(Q)). Ce fermé contient clairement l’ensemble C°(S2). Par
conséquent il contient son adhérence, c’est-a-dire H}(S2).

Exercice 8 Prouver la Proposition 8 dans le cas @ = (0,1). Solution : Soit une
fonction f € HY((0,1)). En considérant f — fom f'(y)dy, on montre que f admet un

représentant continu sur [0, 1]. On peut donc écrire : 3z € [0, 1], fo y) dy+
f f'(x) dx. Par conséquent |f(1)| = ‘fo y) dy + fmo f(z dm‘ < ||f]|H1 en utilisant
Cauchy Schwarz (et de méme pour f(0)).

L’application trace intervient notamment dans les formules d’intégrations par par-
ties. Par exemple, si  est borné et régulier, on a : Vu,v € H'(Q),

ou ov /
v=— [ u + uvn;do, 4

ol n désigne la normale sortante & Q0 (n; est la i-éme composante de n), et o la
mesure surfacique sur 0€). Dans la derniére intégrale, u et v sont a comprendre

comme “o(u) et yo(v).

Exercice 9 En utilisant (4), montrer que pour Q un ouvert borné régulier, u €

H?(Q) etve HY(Q), on a

1.2.3 Convergence faible

Définition 6 Soit H un espace de Hilbert. On dit qu’une suite u, de H converge
faiblement vers u dans H si et seulement si u € H et, Vv € H,

lim (u,,v)g = (u,v)q.

n—oo

On note u,, — u.

On peut vérifier que la topologie de la convergence faible est séparée : la limite d'une
suite au sens de la convergence faible, si elle existe, est unique. Si H est de dimension
finie, la convergence au sens faible est équivalente a la convergence au sens fort. Ceci
est faux en dimension infinie.
Ainsi :
— fu(z) = sin(2wnz) converge faiblement vers 0 dans L?((0,1)). (Pour le démon-
trer, tester contre des fonctions de classe C2°((0,1)) et utiliser une intégration
par parties, puis raisonner par densité.) Pourtant f,, ne converge pas fortement

vers 0 dans L*((0,1)).
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— On considére f,(z) = /nx(nz) € L*((0,1)) ot ¥ : R — R est une fonction a
support dans (0, 1) et telle que [ x* = 1. On vérifie que f,, converge faiblement
dans L*((0,1)) vers 0. Pourtant, f, ne converge pas fortement vers 0 dans
L*((0,1)) (puisque || f,[|* = 1).

— fu(z) = x(z — n) ou x est une fonction C* & support dans (0,1) converge
faiblement vers 0 dans L?(R). (Le prouver tout d’abord pour des fonctions
C°(R) puis raisonner par densité.) Pourtant f, ne converge pas fortement

vers 0 dans L*(R).

Proposition 10 Soit (u,)n,>0 une suite de H.

1. Siw, converge versu fortement (i.e. lim, . ||u,—u||g = 0), alors u, converge
vers u faiblement.

2. Siu, converge vers u faiblement, alors la suite u, est bornée dans H et ||u|lg <
liminf, o ||tn] m-

3. Siu, converge versu faiblement et v,, converge versv fortement, alorslim,, (U, Un)g =
(u7 U)H-

Comme le montre 'exercice suivant, les points 1 et 3 ne sont pas compliqués a
démontrer. Le point 2 repose sur un argument plus profond : le théoréme de Banach-
Steinhaus (cf. [1, Théoréme II.1 et Proposition IIL.5]).

Exercice 10 Démontrer le premier et le dernier point. Donner un exemple d’une
suite de fonctions u, qui converge faiblement vers u dans L*((0,1)), et telle que
fol(un)2 ne converge pas fol u?.

Solution : Pour la premiére question, utiliser Cauchy-Schwarz, et le fait que la suite
u, est bornée dans L?. Pour la deuxieme question, on peut considérer par exemple
une base orthonormée de L*(0,1) (on a alors u, qui tend faiblement vers 0 puisque
> onst (W un)[? = [Jull72 < oo, alors que [|u,|7. = 1).

Exercice 11 Soit u,, une suite de H qui converge faiblement vers u dans H. Mon-
trer que u,, converge fortement si et seulement si ||u,|| converge vers ||u||.

Solution : On a ||u, —ul|* = ||un|* +||w||? = 2(un, u). Comme u,, converge faiblement
vers u, on a lim, . (uy, u) = ||u|>. On en déduit le résultat.

Exercice 12 Si u,, converge faiblement vers u dans L*(Y), que dire de la conver-
gence de u, au sens des distributions ?

Exercice 13 1. Montrer que u,, € H converge faiblement vers u si et seulement
st, pour toute forme linéaire continue ¢ : H — R, ¢(u,) converge vers ¢(u).

2. Soit Hy et Hy deux espaces de Hilbert, et'T' : Hy — Hy une application linéaire
continue (pour la topologie forte). Montrer que T est continue pour la topologie
faible. Solution : Soit u,, € H; qui converge faiblement vers u et ¢ une forme
linéaire continue sur Hy. On vérifie que ¢ o T' est une forme linéaire continue
sur H; et donc ¢(7T (u,,)) converge vers ¢(7T'(u)). Ceci montre que que 7T'(uy,)
converge faiblement vers T'(u).

3. Soit f, une suite de fonctions de H'(Q) qui converge faiblement vers f. Vérifier
que f, converge faiblement vers f dans L*(2) et en déduire que f, converge
vers [ au sens des distributions.
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Exercice 14 Soir Hy et Hy deux espaces de Hilbert et T : Hy — Hs une application
linéaire compacte : pour tout borné B C Hy, T(B) est relativement compact dans
H, (i.e. que T(B) est compact).

1. Montrer que T' est continue. Indication : il suffit de montrer que sup,, <1 [|T'(2)| <
00.

2. Soit u, une suite de Hy qui converge faiblement vers u. Montrer que T (u,)
converge fortement vers T (u). Solution : T est une application continue, donc
T'(u,) converge faiblement vers T'(u) (cf. Exercice 13). Par ailleurs, on sait
que u, est une suite bornée, donc on peut extraire de la suite 7'(u,,) une sous-
suite qui converge fortement vers un élément v € Hy. Comme la convergence
forte implique la convergence faible, nécessairement, v = T'(u). Ainsi la suite
T'(uy,) est une suite a valeur dans un compact (la fermeture de ’ensemble
des (T'(uy))nen) qui admet une seule valeur d’adhérence (T'(u)), donc T'(u,)
converge vers T'(u).

L’intérét essentiel de la convergence faible est le résultat suivant :

Proposition 11 La boule unité de H est faiblement compacte. Autrement dit, de

toute suite bornée dans H, on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement
dans H.

Remarque 11 Dans un espace de Hilbert de dimension infinie (et en fait, dans tout
espace normé de dimension infinie), la boule unité de H n’est jamais compacte pour
la topologie forte. On renvoie a [1, Théoreme VI.5]. On comprend alors l'intérét de
la notion de convergence faible.

Exercice 15 Soit la fonction f,(x) = ﬁ o) (). Vérifier que || fullrz = 1. En

déduire que f, converge faiblement dans L? et identifier sa limite. La suite converge-
t’elle fortement dans L* ¢ Solution : utiliser la compacité des fonctions C5°(R) dans
L*(R).

Exercice 16 On se propose de donner une preuve de la Proposition 11 dans le cas

ot il existe une base hilbertienne (ex)reny de H. On considére (x,) une suite bornée
de H.

1. Montrer que pour tout k, ((x,,er))nen est une suite bornée de R.

2. Justifier alors lexistence de fonctions ¢y strictement croissantes de N dans N
telles que pour tout k, 1im,_ oo (T4, 0600...06,(n), €k) = @k € R.

3. On définit pour tout n, Yn = T opmo..0pn(n)- VETIfier que y, est une sous-suite
de x, et que, de plus, Vk € N, lim,, o (Yn, €x) = ay.

4. Montrer que (y,) est une suite qui converge faiblement vers une limite que l’on
précisera.

5. Conclure.

La topologie faible est liée a la convexité.

14



Proposition 12 Soit C C H un convexe® dans le Hilbert H. Alors C est faiblement
fermé si et seulement si C' est fortement fermé.

Tout ensemble fermé pour la tolopologie faible est fermé pour la tolopologie forte. La
réciproque est fausse en général, sauf si 'ensemble est convexe. Ainsi H} () est fai-
blement fermé, i.e. est fermé pour la topologie de la convergence faible dans H'(€2).

Proposition 13 Soit J : C —] — 00, +00| une fonction conveze et s.c.i. (pour la
topologie forte). Alors J est s.c.i. pour la topologie faible. En particulier, pour toute
suite u,, qui tend faiblement vers u,

J(u) < liminf J(u,).

On rappelle qu'une fonction J : H —] — 00, +00]| est s.c.i. (pour la tolopologie forte)
si et seulement si pour tout x € H, pour tout € > 0, il existe un voisinage V de x
tel que, pour tout y € V| J(y) > J(x) — €.

Exercice 17 1. Montrer que J : H —] — 00, +00| est une fonction s.c.i. si et
seulement si pour tout A € R, l'ensemble {x € H, ¢p(x) < A} est fermé.

2. En utilisant la Proposition 12, en déduire que si J : H —] — 0o, +00] une
fonction s.c.i. pour la tolopologie forte, alors J est une fonction s.c.i. pour la
tolopologie faible.

3. Soit J : H —| — 00, +00| une fonction s.c.i. Montrer que pour toute suite u,
qut tend vers u,
J(u) < liminf J(u,).

En utilisant cette propriété, montrer le point 2 de la Proposition 10.

1.2.4 Inclusions de Sobolev
On commence par rappeler 'inégalité de Holder :

Lemme 3 Soit f € LP(Q) et g € LP(Q) avec 1/p+1/p' =1 et 1 < p,p < oo, alors

/Qlfgl <N f e gl 2o -

Exercice 18 Soit Q) un domaine borné et 1 < p < q < oo. Montrer l’inclusion
continue LI(Q) C LP(Q).

Solution : Pour une fonction h € L4, utiliser 'inégalité de Hdélder, avec g = 1,
f =|h|P et Uexposant r = q/p.

Exercice 19 Montrer que si f € LP(Q) N LY(R), avec 1 < p < q < oo, alors pour
tout p<r <gq, f€ L (Q) et

1@ < 118y 1kt

ot « est tel que 1/r =a/p+ (1 —a)/q.
Solution : Pour une fonction f € LP(Q) N LI(RY), utiliser ['inégalité de Holder, avec
g=|flo", h = |f|0=9" et les exposants conjugués p/(ar) et q/((1 — a)r).

30n rappelle que C est convexe si et seulement si : Vu,v € C,V0 € [0,1],0u + (1 — 0)v € C.
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Exercice 20 Soit f et g deux fonctions de L*(Q2). Montrer l’inégalité : pour € > 0,
2 1 2
|fal <ellfllz2@) + 4—5||9||L2(Q)-
Q

Solution : Par Cauchy Schwarz, on a [ fg < ||fllz2llg|lrz. On utilise ensuite lin-
égalité ab < ea® + b qui se déduit du cas bien connu e = 1/2.

Proposition 14 (Inclusions de Sobolev) Soit 2 un ouvert régulier. On a les in-
jections continues : pour k > 1 un entier,
~ sid > 2k, alors H*(Q) C L' (Q) avec # =1k
— si d =2k, alors H*(Q)) C LY(Q), pour tout q € [2, 00].
~ sid < 2k, alors H*(Q2) C C(9).
Dans ce cas, si de plus k—d/2 > 0 n’est pas un entier, on a H*(2) C C/2(Q),
avec n = |k — d/2] ou C™Y/%(Q) désigne les fonctions de classe C"(S)) de
dérivées n-iéme 1/2-holdérienne : pour toute dérivée n-ieme v de u, 3C° >
0,%z,y € Q, |v(z) —v(y)| < Clo —y|'2.

Exercice 21 Dans le cas 2 = RY, en utilisant la définition des espaces de Sobolev
en terme de transformée de Fourier (cf. Remarque 9), montrer que si d < 2k,
H*(RY) € Co(R?), ot Co(R?) désigne l'espace des fonctions continues sur R qui
tendent vers 0 a linfini, muni de la norme L.

Proposition 15 (Inclusions de Sobolev compactes. Théoréme de Rellich-Kondrachov)
Soit Q) un ouvert régulier borné. On a les injections compactes :

— sid > 2k, alors H*(Q) C LY(Q), pour tout q € [1,p*], 1% =1-k

— sid = 2k, alors H*(Q) C LY(Q), pour tout q € [1, c0].

~ sid < 2k, alors H*(Q2) C C(9).

Si Q2 est borné, on a ainsi H'(Q2) C L*(Q) (quelque soit la dimension d) avec injection
compacte. On rappelle que cela signifie que I'image de tout borné de H'(f2) dans
L?(92) est relativement compact (cf. Exercice 14). En terme de suites, cela se traduit
par les propriétés suivantes (cf. Exercices 13 et 14) :
— Si u,, est une suite de H'(Q) qui converge faiblement vers u dans H'(Q), alors
u,, converge fortement vers u dans L*(f2), et Vu,, converge faiblement vers Vu
dans L*(Q).
— De toute suite bornée dans H*(§2) on peut extraire une sous-suite qui converge
faiblement dans H'(Q) et fortement dans L*(Q).
On énonce maintenant un théoréme trés important en pratique

Lemme 4 (Inégalité de Poincaré) Soit 2 un domaine borné. Alors il existe une
constante C' > 0 (appelée constante de Poincaré du domaine Q) tel que Vu € H}(Q),

/Qzﬂ go/ﬁMR (5)
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Preuve : Raisonnons par 1’absurde. Si il n’existe pas de constante C' telle que (5)
ait lieu, alors on peut trouver une suite u, € Hj(Q) telle que [,(u,)? =1 et

/Q|Vun|2 < 1/n. (6)

La suite u, est bornée dans H'(Q) et donc on peut supposer (quitte a extraire
une sous-suite) que u, converge vers une fonction u de H'(2), la convergence étant
dans H'-faible et dans L2-fort. De I'inégalité (6) et du fait que u,, converge dans
L?-fort, on déduit que u, est en fait une suite de Cauchy dans H(Q) : Ve > 0, Iny,
Vn > m > ng,

|t — wml| 22 + [|Vun — V|2 < e

La convergence de u,, vers u est donc forte dans H'(€2). On en déduit que u € H}(Q).
Mais on a par ailleurs [, u® =1 et [, [Vu|* = 0. u est donc une fonction constante
nulle au bord et de norme L? égale & 1. D’ott la contradiction. &

Le lemme 4 montre que u — [, [Vu|? est une norme sur H(2).

Exercice 22 Soit une suite bornée dans H(Q). D’aprés ce qui précéde, on peut
extraire une sous-suite qui converge faiblement dans H(Q2). Pourquoi la limite est
dans H}(2) ?

Solution : Méthode 1 : Hy (), muni du produit scalaire de H' ou bien du produit
scalaire fVu - Vv, est un espace de Hilbert, sur lequel on peut donc considérer
la topologie de la convergence faible. La convergence faible dans H' et dans H}
impligent la convergence au sens des distributions, et on peut donc identifier les
limates. Méthode 2 : utiliser la Proposition 12.

Exercice 23 — Montrer que l'inégalité de Poincaré (5) est aussi valable sur l’es-
pace V = {u € H(Q),u =0 sur T'}, pour un domaine (i.e. un ouver conneze)

Q borné et un ouvert I' non vide de 0S2.
— En déduire que pour un domaine bornée €1, il existe une constante C' > 0 tel

Yu € HY(Q), )
/Q<u—ﬁ Qu) SC’/Q|VU\2. (7)

Cette inégalité s’appelle 1inégalité de Poincaré-Wirtinger.
Solution : Cela revient & montrer que l'inégalité (7) est valable sur V = {u €

HY(Q), [, u=0}.

Remarque 12 On s’est restreint dans la Section 1.2 a des espaces de Sobolev définis
par rapport a lespace L*(Q). On peut de méme définir des espaces de Sobolev par
rapport & Uespace LP(QY), pour 1 < p < co. Ainsi

wmr(Q) = {f € LP(Q),Va multi-indice de longueur |a| < k,3g, € LP(Q),
0Ty = go dans D'(Q)}.
L’avantage du cas p = 2 est que les espaces sont naturellement munis d’un produit
scalaire pour lequel ils sont des espaces de Hilbert. Pour p # 2, on a simplement des
espaces de Banach. Retenons que pour 1 < p < oo, les propriétés que nous avons
énoncées se généralisent a W™P. Les casp = 1 et p = 0o peuvent par contre présenter

des particularités (essentiellement liées au fait que le dual de L> est strictement plus
grand que L*).
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2 Analyse des problémes elliptiques et paraboliques

On suppose dans tout ce qui suit et pour simplifier la présentation que €2 est un
domaine (i.e. un ouvert connexe) de R? borné (en particulier pour utiliser I'inégalité
de Poincaré (5)) et régulier (pour pouvoir définir la trace, cf. Section 1.2.2). Plusieurs
des résultats qui suivent se généralisent au cas ol {2 n’est pas borné ou régulier. De
plus, on se limite & des équations simples (du type équation de Poisson ou équation
de la chaleur) mais les résultats et les méthodes de démonstration se généralisent
a des équations elliptiques ou paraboliques, moyennant une régularité suffisante sur
les coefficients.

2.1 Motivation

Les équations paraboliques se rencontrent dans de nombreux domaines. Donnons
quelques exemples.

En physique, de nombreuse équations de conservation s’écrivent sous la forme
d’une équation parabolique. Prenons I'exemple de I’équation qui régit 1’évolution de
la température T'(t,x) pour t > 0 et z € 2 :

0,7 — div (KVT) = 0,Yt > 0,¥a € Q,
T(0,z) = To(x), Vo € Q, (8)
T(t,z) = f(x),Vt > 0,Vx € 00.

La matrice K (qui peut éventuellement dépendre des variables (¢, x)) est la matrice
de conductivité thermique et K'VT donne le flux de chaleur (loi de Fourier-Fick).
L’équation (8) est donc une équation de conservation, qui exprime le fait que la
variation de température au cours du temps en un point s’obtient en comptabilisant
les flux rentrant et sortant. En effet, en intégrant ’équation sur un petit élément
E C Q et en utilisant la formule de Stokes (cf. Lemme 2), on a :

ki T(t,x)dr = KVT -n,
dt J O

ol n désigne la normale sortante a F.
En finance, I’équation de Black-Scholes qui donne le prix d’une option européenne
de payoff ¢ et de maturité T s’écrit :

{ P +rSosP + Z20g P —rP = 0,Vt € [0,T],VS € R,

2 (9)
P(T,S) = ¢(59),VS € R,.
La fonction P dépend du temps t et de la valeur du sous-jacent S sur lequel porte
I'option. Le taux d’intérét r peut dépendre du temps, et la volatilité o peut dépendre
du temps et de la valeur du sous-jacent.

Exercice 24 Expliquer pourquoi l’équation de Black-Scholes (9) est bien du méme
type que ’équation de la chaleur (8).

L’évolution de la concentration d’un polluant dans un fluide de champ de vitesse
u(t, z) donné satisfait I’équation aux dérivées partielles :

Oc+u-Ve—div (KVe) =0,Vt > 0,Vx € Q,
c(0,z) = ¢o(x), Vo € Q, (10)
c(t,x) = f(z),vt > 0,Vx € 0N.
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On suppose que le fluide est incompressible, et donc le champ de vitesse est a diver-
gence nulle : div (u) = 0. Ici, K désigne un tenseur de diffusion. Le terme div (K'Vc)
est appelé terme de diffusion. Il modélise le fait que le polluant diffuse dans le fluide,
sous l'influence de 'agitation thermique. Le terme u - V¢ est appelé terme d’advec-
tion. Il modélise le fait que la concentration de polluant évolue par transport du
polluant par le fluide.

Exercice 25 On suppose que K = 0, et donc que l’advection est le phénomeéne pré-
dominant dans I’évolution de c. On suppose de plus que ) = R? et que la vitesse u est
réquliere. Ecrire une forme analytique de la solution de l’équation (10) en fonction
de la condition initiale ¢y et de la solution de l’équation différentielle ordinaire :

LXT =u(t, X7)
dat ™t VRt D
{ X§ = . (11)

2.2 Problémes elliptiques
2.2.1 Le laplacien de Dirichlet

On considére le probléme de Laplace

{ —Au = f sur Q,

u = 0 sur 0f). (12)

On propose d’adopter une approche variationnelle pour construire une solution.
Rappelons comment écrire une formulation variationnelle du probléme (12).

Etape 1 : Construction de la formulation variationnelle.
On multiplie par une fonction test, on intégre sur 2 et on intégre par parties,
sans se soucier pour 'instant de la justification. On obtient

ou /
Vu - Vv — — = V. 13
/Q a0 On 0 d ( )

L’objectif est de faire jouer a u et v un role symétrique : on veut que la formulation
variationnelle ait un sens pour des u et v de méme régularité. On voit ainsi que
u,v € HY(Q) est approprié¢ pour donner un sens a (13). Pour tenir compte de la
condition aux limites u = 0 sur 9, on impose en fait u € H}(Q2) ce qui a bien un
sens d’apres la Proposition 8. La formulation variationnelle du probléme est donc :

trouver u € Hy(£2), tel que Vv € Hé(Q),/ Vu-Vv = / fo. (14)
Q Q

Pour que le second membre ait un sens, on suppose dans la suite que f € L*(Q).

Remarquer que le probléme est également bien défini avec f € H~'(Q2), puisque
v e H Q).

Etape 2 : Résolution du probléme sous forme variationnelle.
On invoque ici le théoréme de Lax-Milgram que l'on rappelle.
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Lemme 5 (Théoréme de Lax-Milgram) Soit V' un espace de Hilbert et a une
forme bilinéaire continue et coercive sur V., i.e. telle que (continuité)

M > 0,Vu,v € H, |a(u,v)| < M||ul|l]v|],

et (coercivité)
Ja > 0,Yu € H,a(u,u) > ol|ul?

Soit L une forme linéaire continue sur H i.e. telle que
3C > 0,Yv € H, |L(v)| < C||v].
Alors le probléme suivant :
trouver u € V', tel que Yv € V,a(u,v) = L(v)

ademt une unique solution. De plus on a
C
Jull < —.
o

Ce théoréme permet de montrer que le probléme (14) est bien posé.

Etape 3 : Interprétation des résultats.

On a donc obtenu une solution au probléme variationnel (14). Une question
naturelle est alors de savoir en quel sens on a résolu le probléme initial (12). Il est
facile de voir que I'équation —Au = f est vérifiée au sens des distributions. Or
f € L*Q) donc —Au € L*(Q), et 'égalité a donc lieu presque partout. On a de
méme u = 0 presque partout sur 9§ (pour la mesure surfacique sur 0f2).

On comprend que quelques tatonnements sont possibles dans la premiére étape.
L’important est d’obtenir une formulation variationnelle & partir de laquelle on rai-
sonne rigoureusement : existence et unicité du résultat, puis retour au probléme
initial (en répondant & la question : en quel sens a-t’on construit une solution du
probléme initial 7).

Remarque 13 Le lecteur curieux se pose peut-étre quelques questions sur la ma-
niere d’obtenir une “bonne formulation variationnelle”. Pourquoi est-ce que la for-
mulation variationnelle (14) du probléme (12) est “la bonne” ¢ Pourquoi ne pas, par
exemple, intégrer une nouvelle fois par parties et chercher une solution en un sens
encore plus faible, par exemple : trouver u € L'(Q) tel que pour v € C(R2),

- [uao= [ po

Plusieurs réponses sont possibles. Tout d’abord, en vue d’utiliser le théoréme de Laz-
Milgram, on a envie de faire jouer a u et v un réle symétrique, comme expliqué dans
I’étape 1 ci-dessus. De plus, il faut garder un téte un principe général de I’analyse :
plus on cherche des solutions en un sens faible, plus il est facile de prouver l’existence
de solutions, mais plus il est difficile d’obtenir ['unicité de la solution. Ici, ’espace
fonctionnel H' () est un bon cadre car il permet d’avoir ezistence et l'unicité de
la solution. En travaillant dans L*(2) seulement, on ne pourrait pas, par exemple,
donner de sens a u =0 sur 0S2.
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Exercice 26 Ecm're une formulation variationnelle pour les problémes suivants
- — Z i = f dans Q2 et u = 0 sur 052, ou a est une fonction
8:6Z ’ 8:6

bornee
-~ —Au+b-Vu=f dans Q et u=0 sur 92, ot b est une fonction bornée.
Donner des hypothéses naturelles sur a et b pour que ces problémes soient bien posés.
Solution : a borné inférieurement (au sens matriciel) par une constante strictement
positive, b borné supérieurement par une constante suffisamment petite (par rapport
a Uinverse de la constante de Poincaré du domaine), ou bien div (b) suffisamment
petit (par rapport a l'inverse du carré de la constante de Poincaré du domaine).

Remarque 14 Les problemes symétriques peuvent s’interpréter en terme de mi-
nimisation. Ainsi, on peut vérifier que la solution du probléme (12) est aussi la
fonction qui réalise le minimum de :

min /|V = /fu
u€H(Q

Exercice 27 En utilisant la surjectivite de ’application trace vy, étudier le probléme
suivant : pour g € HY?(Q), trouver u € H'(Q) tel que

—Au = f sur(,

{ u = g sur 0. (15)

Montrer que u satisfait la formulation variationnelle :

trouver u € {v € H'(Q), v =g sur 0N}, tel que Yv € H&(Q),/ Vu-Vv = / fo.
Q Q
(16)

Solution : considérer v = u — 7 ou w € H'(Q) est un relévement de la condition au
bord, c’est-a-dire est tel que w = g sur 0S.

Précisons un point de terminologie : pour une solution d’une équation aux déri-
vées partielles, on parle de solution classique du probléme (12) si les dérivées sont
définies au sens classique, i.e. si u € C*(Q2). On parle de solution forte du pro-
bleme (12) si les dérivées sont des fonctions Li ., i.e. si u € H%(Q). Si les dérivées
ne sont définies qu’au sens des distributions, on parle de solution faible : c’est le cas
pour (12) si u est seulement une fonction de H'(f2). Par ailleurs, la formulation (12)
est appelée formulation forte et la formulation (14) est appelée formulation faible.

2.2.2 Le laplacien de Neumann

On considére maintenant le probléme

—Au = f sur
Ou = g sur Jf2. (17)
on

Etape 1 : Construction de la formulation variationnelle.
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On obtient facilement la formulation variationnelle suivante :
trouver u € H'(Q), tel que Vv € Hl(Q),/ Vu - Vv = / gu +/ fu. (18)
Q a0 Q

Il est important de remarquer que la condition aux limites s’insére ici de maniére
naturelle dans le formulation variationnelle et n’est pas incluse dans ’espace fonc-
tionnel pour u (d’ailleurs demander & une fonction de H'(2) d’avoir une dérivée
normale égale & une fonction g au bord n’a pas de sens). La situation est donc diffé-
rente du cas des conditions aux limites de Dirichlet pour lesquelles on tient compte
des conditions aux limites de maniére essentielle dans 1'espace fonctionnel?.

On voit également que I'on demande typiquement f € L*(Q) et g € L*(09),
pour que (18) ait un sens.

Etape 2 : Résolution du probléme sous forme variationnelle.
A ce stade, il est important de remarquer que le probléme ne peut avoir de solu-
tion que si f et g vérifient une condition de compatibilité (prendre v = 1 dans (18)) :

/Qf+/mg:0. (19)

Un deuxiéme point a noter est que si u est solution, u plus une constante est égale-
ment solution. On ne peut donc pas espérer prouver qu’il existe une unique solution
au probléme sans restreindre l'espace fonctionnel pour u. Pour éliminer 'indéter-
mination due & cette constante additive, on introduit (par exemple) V = {u €
H'(Q), [,u =0} et on pose le probléme sous la forme :

trouver u € V, tel que Yo € V,/ Vu- Vv = / gu + / fu. (20)
Q o9 Q

En utilisant I'inégalité de Poincaré-Wirtinger, on montre que le probléme est bien
coercif et donc qu’il admet une unique solution.

Exercice 28 Quelle est la différence entre la formulation variationnelle du probléme
de Dirichlet homogéne (u = 0 sur 0L2), et du probléme de Neumann homogéne

(Ou/On =0 sur dQ) ?

Remarque 15 Si (19) n’est pas vérifié, on peut vérifier que (20) résout le pro-
bleme initial, avec un f (ou un g) modifié d’une constante additive, de maniére a
satisfaire (19).

Etape 3 : Interprétation des résultats.
Cette étape est un peu plus compliquée que dans le cas du Laplacien de Dirichlet.

En prenant ¢ € C>*()), et on testant contre v = <¢ — |—é‘fﬂ qﬁ) € V, on vérifie

facilement que le probléeme —Au = f est vérifié au sens des distributions, et donc

dans L?(Q) (et en particulier presque partout). Par contre, donner un sens a la

condition aux limites g—z = g sur Jf2 pose des difficultés car % n’est pas défini pour

4Les qualificatifs naturelle et essentielle sont des termes consacrés pour désigner la maniére dont
on tient compte d'une condition aux limites.
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u € V. Pour pouvoir donner un sens a la condition aux limites, il faut supposer un
peu plus de régularité sur u. Admettons pour le moment que u € H?(Q) (ceci découle
d’un résultat énoncé ci-dessous, cf. Proposition 17 , et nécessite g € H'/2(99)), on
peut alors intégrer par parties la formulation variationnelle pour obtenir

feonrem -2+

Cette relation est valable pour toute fonction v € H'(Q) (en utilisant la rela-
tion de compatibilité (19)). Comme —Au — f = 0 presque partout, on a en fait
Joq (9—2%)v = 0. On peut prendre ici n'importe quelle fonction v € H'?(9()
d’aprés la Proposition 8, et en particulier, v = g — %. On en déduit donc que % =g

presque partout sur 0f).

Exercice 29 Ecrire une formulation variationnelle et analyser le probléme suivant :

—Au = f sur(,
8_u + au = g sur 02, (21)
on

ot v est une fonction bornée, définie sur OS).

Exercice 30 On pourrait penser utiliser, pour résoudre le probléeme de Neumann
homogene, la fermeture de {u € C(Q), 3¢ = 0 sur 0Q} dans H'(Q). Mais cet
espace est en fait H*(Q) ! Se convaincre que ceci est vrai en considérant Q = (0,1) et
la suite de fonctions v,(x) = %10§m§1/n+x11/n<x<1_1/n+"7_111_1/n<z<1 qui converge

dans H'((0,1)) vers v(z) = .

Remarque 16 (Preuve d’existence d’une solution et estimées associées) Quand
on regarde un probleme linéaire, la preuve de [’existence d’une solution au probléme
implique une estimation. Ceci découle du théoréme de 'application ouverte dont on
rappelle un corollaire utile. Soit E et F' deux espaces de Banach, et T : E — F une
application linéaire continue, et bijective, i.e. telle que T~': ' — E est bien défini.
Alors T~ est continue.

Ainsi, si on considere par exemple le probléme du Laplacien de Dirichlet, on
prouve que application T : H}(Q) — H~Y(Q), définie par T(u) = —Au est une
application linéaire continue et bijective, donc T~ est continue, c’est-a-dire que
qu’il existe C > 0 tel que pour tout f € H1(Q), si on considere l'unique u € HY(Q)
tel que —Au = f, on a

lulln < Cllf .

2.2.3 Propriétés qualitatives

Nous commencons par le principe du maximum pour I’équation de Laplace. Nous
aurons besoin pour cela du lemme suivant

Lemme 6 Soit u € H'(Q) et G une fonction de classe C'(R) Lipschitzienne. Alors
G(u) € HY(Q) et
VG(u) = G'(u)Vu.
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De plus siuw € HY(Q), alors u™ = max(u,0) est une fonction de H*(2) et
v(u+) = 1u>0 VU,
ot 1,~o désigne la fonction indicatrice de 'ensemble {x € Q, u(x) > 0}.

Preuve : cf. |1, Proposition IX.5] ou [4, Lemmes 7.5 et 7.6]. O

Proposition 16 (Principe du maximum) Soit v € H(Q) la solution du pro-
bleme suivant
—Au = f sur €,
{ u = g sur 05},
pour f € H™H(Q) et g € HY2(0). Si f <0 (au sens suivant : {f, ) < 0 pour toute
fonction ¢ € HY(Q) tel que ¢ > 0) et g < 0 (au sens suivant : vt € H}(Q)) alors

u <0 (p.p.)
On en déduit que si w € H'(Q) est tel que —Au < 0 (resp. —Au > 0) alors
Vo € Q, u(z) < supgqu (resp. u(x) > infgqu).

Ce théoréme a une interprétation physique claire, si on pense & u comme une tem-
pérature par exemple. Il permet d’obtenir des bornes L*° sur la solution.

Remarque 17 Si Q est suffisamment régulier pour définir l'application trace, on
peut montrer que pour une fonction u € H'(Q) la trace de u™ sur le bord O est
égale a la partie positive de la trace de u sur Q. Autrement dit, dire que u™ € H}(Q)
revient & dire que u € H'(Q) et vo(u) < 0 (avec les notations de la Proposition 8).
La condition énoncée dans la Proposition 16 est donc une maniére de supposer que
u est positive sur le bord, méme si le domaine €2 n’est pas assez régulier pour définir
la trace de u sur le bord.

Preuve : En utilisant le lemme précédent, on prend v = u™ dans la formulation
variationnelle (16). On obtient donc

/Vu-Vu+:/fu+.
Q Q

Le second terme est négatif par hypothése sur f. Le premier terme s’écrit

/Vu-Vu+:/1u>0|Vu|2
Q 0

_ / Va2 > 0.
Q

On a donc [, |Vu*|* = 0. On en déduit que Vu* = 0 (p.p.), et donc, comme
ut € HY(Q), ut =0 (cf. Exercice 5). Ceci termine la preuve de u < 0 (p.p.). O

Exercice 31 Soit u € H'(Q) la solution du probléme suivant

—Au+u = f sur(,
u =g sur 0},

pour f € H7Y(Q) et g € HY?(05).
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1. Montrer que st f < 0 (au sens suwant : (f,¢) < 0 pour toute fonction ¢ €
H}(Q) tel que ¢ > 0) et g < 0 (au sens suwvant : u™ € HF(Q)) alors u < 0
(p-p-).

2. En déduire que (sans hypothése de signe sur f et g)
in{infg,inf f} <u < :
mln{lér%2 9in f} <u< max{s;ﬂpg,sgpf}

Solution : La preuve du premier résultat se calque sur la preuve de la Proposition 16.
Le deuxieme résultat se déduit du premier en considérant u —max { Supyq 9, Supq f }
et min { infyq g, infq f} — u.

Enoncons maintenant un résultat de régularité.

Proposition 17 (Régularité elliptique) Soit u € H}(Q) la solution du probléeme
sutvant

—Au = f sur(,
u =0 sur 02,

pour f € H Q). Pour un entier m > 0, si Q est un domaine régulier (de classe
C™2) borné et que f € H™(R), alors u € H™?(Q) et il existe une constante Cy,
(indépendante de f) telle que

]

Hm+2 S CmeHHm

Ainsi, sim > d/2, alors u € C*(Q) et la solution est donc une solution classique.

On obtient exactement le méme type de résultat pour le probléme de Neumann
homogéne. Pour une démonstration, on renvoie par exemple a [1].

Ce résultat n’est pas du tout trivial. Il énonce que si Au € L? (donc si une
certaine combinaison linéaire des dérivées secondes de u est dans L?), alors toutes
les dérivées secondes de u sont dans L2. Ceci est bien stir évident en dimension d = 1,
mais la démonstration dans le cas d > 1 est en général difficile.

Attention : 'hypothése de régularité sur €2 est importante. Par exemple, en di-
mension d = 2, si {2 est polygonal, et contient des coins rentrants, alors u présente
des singularités en ™% ot § > 7 est 'angle du coin rentrant, et r la distance au
coin. On obtient ainsi des solutions u € H*?*(2), pour un 0 < £ < 1/2, mais pas
H?(Q2). Dans le cas ou € est convexe, on a cependant encore u € H?().

Remarque 18 [l faut comprendre que les résultats de régularités sont en fait des
résultats locauz (cf. [4, Theorem 8.8]). Si f € L*(SY) pour Q' C , alors pour tout
ouvert w tel quew C ', alors u € H*(w) et ||ull g2y < C'(||ullmr@y + |f | 2@))-

Exercice 32 Montrer que la norme ||ul|z2 + ||Aul|z2 est équivalent a la norme H?
sur H2(Q) N HL ().

Exercice 33 On suppose que Q = R En utilisant la définition des espaces de

Sobolev en terme de transformée de Fourier (cf. Remarque 9), démontrer la Propo-
sition 17.
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2.2.4 Un exemple de résultat d’homogénéisation

En simulation des matériaux, il est courant de rencontrer des difficultés de modé-
lisation liées & la présence de microstructures dans le matériau. On peut par exemple
penser a un solide composé de couches successives de deux matériaux aux propriétés
différentes (cf. Figure 2). Pour calculer la réponse d'un tel solide & des sollicitations,
une méthode de discrétisation classique est difficile & mettre en oeuvre car il faut
utiliser un pas de discrétisation de 'ordre de la taille de la microstructure. Pour
contourner ce probléme numérique, on peut chercher a approcher ce solide par un
solide aux propriétés équivalentes, en calculant les propriétés effectives dans la li-
mite “taille des microstructures tend vers 0”7 : c’est la technique d’homogénéisation.
Pour pouvoir mener a bien ce passage a la limite, il faut utiliser une hypothése sur
I'organisation des microstructures : organisation périodique, organisation aléatoire
avec de bonnes propriétés d’ergodicité.

F1G. 2 — Un matériau lamellé : le matériau est composé d’une succession de couches
de deux matériaux différents.

Pour comprendre le type de résultats que l'on peut chercher a démontrer, on
propose de considérer le probléme modeéle suivant en dimension 1 :

€/ dx
u(0) = u(1) = 0,

d z\ d .
—— |a (—) — ) = fsur (0,1), (22)
ol a : R — R est une fonction bornée, périodique de période 1 et telle que : Va € R,
0<c <a(r) <c

et f est une fonction bornée®. Ce probléme est bien posé et admet une unique
solution.

Exercice 34 Pourquoi le probleme (22) est-il bien posé ?

Exercice 35 A quelles conditions la primitive d’une fonction périodique est pério-
dique ¢

On aimerait comprendre comment caractériser la limite de u¢ quand € — 0.

5Les hypothéses sur a et f ne sont pas les plus restrictives pour prouver les résultats énoncés
dans cette section.
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Lemme 7 La fonction a(./€) converge faiblement dans L*(0,1) vers la moyenne de
1
prg fO a

Preuve : En effet, soit ¢ € L*(0,1) une fonction test quelconque, on veut montrer
que

lim 1 a(x/€)o( /¢

e—0 0

Par un argument de densité, ceci revient & montrer que pour toute fonction ¢ €

c=((0,1)),

1

lim (a(x/e) —(a)) ¢(z) dx = 0.

e—0

Soit A(x fo a)) dy On vérifie facilement que A est une fonction pério-
dique, de période 1 On obtlent donc :

/0 (a(z/e) — (a)) Blz) dx = / Az /O)p(x) d.

0

= [ 2 (At ol da
_ . /0 " A2/ () de.

En utilisant le fait que A est une fonction L>°(R) (puisque continue et 1-périodique),
on obtient alors le résultat voulu. &

Exercice 36 En supposant qb € Hk(O 1), pour un entier k > 1, donner un équi-
valent de ‘fol a(z/e)p(x) dx — fo dm‘ dans la limite € — 0.

Comme probléme intermédiaire, effacons les opérateurs de dérivation dans (22),
et calculons lim,_qu€ pour u¢ qui satisfait

—a (%) @) = f(@). (23)

1 (z

On a alors u‘(z) = —2 (£) f(z). En utilisant le Lemme 7 pour la fonction 1/a, on a

a €

alors, pour toute fonction v € L*(0, 1)

i [ (o) dir = Tim — 11(5) F@)o(z) dz

e—0 Jo e—0
() o
On a donc uf — u* dans L((0,1)) avec u* = — (1) f. La limite u* satisfait I’équation
homogénéisée
1
et

Ainsi, le coefficient homogénéisé est 1/ (1/a) et non pas (a).
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Exercice 37 Pour une fonction a 1-périodique minorée par une constante stricte-
ment positive, a quelle condition sur a a-t’on <%> = é ? Que peut-on dire si on
enléve I’hypothése de minoration sur a ¢

On va voir que le probléme intermédiaire (23) est assez proche du probléme (22)
que 'on considérait au début de cette section.

Proposition 18 La solution u¢ de (22) converge dans L*((0,1)) vers la solution
u* € H}((0,1)) du probléme homogénéisé

d 1 d
o ) = 1
dx <<é>dzu ) f sur (0.1), (24)
u*(0) = u*(1) = 0.
Preuve : On a, pour tout € > 0
Ly [(duc\? o
Aa(;)(dx) (x)da:—/o fu.

On en déduit que : 4C > 0, Ve > 0,

[l 10,1y < C-

Ceci permet® de construire une suite u¢ qui converge faiblement dans H'((0,1)) et
fortement dans L?((0, 1)) vers une fonction u* € Hj((0,1)).

On a par intégration
x\ du‘ v
—a (—) = / f+ce.
e/ dx 0

La suite des réels c. est bornée, et donc, on peut supposer qu’elle converge vers un
réel c. Soit v € L?((0,1)). On a

/01 Ccllf“ - ‘/01% (%) (/Oxfwe) v(z) da.

On sait que é ( E) converge faiblement dans L? vers <%> Or ( fo f+ ce) v converge for-

tement dans L? vers (fo f+ c) v. On en déduit que fl duty, converge vers — fol <%> (fox f+ c) v(x) dz.

B 0 dz )
Autrement dit % converge faiblement dans L? vers — <é> ( fo f+ c). On a donc

du* 1 ’
w= ) (L)
d’ot u* vérifie (24).

Il nous reste a montrer que la suite des u¢ (et non pas seulement une sous-suite)
converge vers la solution u* de (24). Ceci provient simplement du fait que la limite
u* que nous avons obtenue ci-dessus ne dépend pas de la sous-suite choisie, car elle
est uniquement déterminée comme solution de (24). &

Exercice 38 Quel intérét numérique peut-on trouver a ce type de résultat ¢

Cette section n’est qu'une trés courte introduction a la problématique de I'homo-
généisation des équations aux dérivées partielles pour laquelle il existe une littérature
abondante. On renvoie par exemple au Chapitre 2 (et aux références données dans
ce chapitre) de [5].

5Dans toute la suite, il faut comprendre les limites € — 0 comme des limites prises sur une suite
€, qui tend vers 0, et dont on extrait des sous-suites aussi souvent que nécessaire.
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2.3 Problémes paraboliques

On considére le probléme de la chaleur : trouver u(t, x) tel que

Ou— Au = fsur (0,T) x Q,
u(t,) = 0sur (0,7) x 09, (25)
u(0, ) = ug sur €.

2.3.1 Existence et unicité

On utilise la méme approche que pour les problémes elliptiques. On commence
donc par chercher une formulation variationnelle de ce probléme.

Etape 1 : Formulation variationnelle.

Nous faisons jouer a la variable de temps ¢ et la variable d’espace x des roéles
différents. On considére ainsi la fonction u(¢, ) comme une fonction du temps, a
valeur dans un espace fonctionnel en x, et on prend comme fonctions tests des fonc-
tions qui dépendent seulement de la variable . On obtient facilement la formulation
variationnelle : trouver u tel que pour toute fonction v € H} (),

4 uv+/Vu~Vv:/fv. (26)
dt Jo Q Q

Pour donner un sens a cette formulation variationnelle, nous demandons la régularité
suivante sur u :

u € CO([0,T), LA(2)) N L2([0, T, HL(Q)).

L’espace C°([0, T, L*(€2)) est 'espace des fonctions v(¢, z) telles que pour tout ¢,
v(t,.) est une fonction de L?(Q) et l'application qui a t associe la fonction v(t,.)
est continue de [0,7] dans L*(€2). Il est muni de la norme ||v||z=(01)r20) =
SUPg<;<7 ||v]| 2 pour lequel c’est un espace de Banach.

L’espace L*([0, T], H}(9)) est I'espace des fonctions v(t, z) telles que pour presque
tout ¢, v(t,.) est une fonction de H}(2) et fOT ||UH§{5 < 00. Il est muni de la norme

1/2
V[l 20,1y, 12 () = (fOT Hv||§{01> pour lequel c’est un espace de Banach.
La formulation variationnelle s’écrit donc :
trouver u € C°([0,T], L*(Q)) N L2([0, T], H3(9)), tel que u(0,-) = uq et

d
Vv € Hy (), %/qu—l—/QVu-Vv:/va.

(27)

La dérivée en temps dans (27) est a comprendre au sens des distributions sur

D'((0,7)).

Etape 2 : Résolution du probléme sous forme variationnelle.

On donne ici le principe d’une méthode de résolution, sans entrer dans tous les
détails techniques. Pour les détails de la démonstration, on renvoie par exemple & [6,
Chapitre 11].

Existence : On utilise une méthode de Galerkin pour résoudre le probléme.
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Soit (v, )n>1 une base de 'espace de Hilbert séparable” HJ (2) et V,, = Vect(vy, ..., v,).
Soit u™ la solution du probléme approché

trouver u" € C'([0,T],V,,), tel que u™ =ug et

Yo € Vi, —/uv—i—/Vu Vv_/fu (28)

On a supposé au passage que v; = ug, pour que ug € V,, pour tout n > 1 ce qui ne
cofite rien si ce n'est qu’il faut que ug € H}(2). On peut en fait obtenir Pexistence
d’une solution sous I’hypothése plus faible ug € L*(2) en approchant uy par une
suite de fonction u§ € HJ(£2) puis en passant a la limite.

Etant donné que V,, est un espace vectoriel de dimension finie, le probléme (28)
est en fait un systéme d’équations différentielles ordinaires linéaire. Il admet donc
clairement une solution u".

On cherche maintenant & obtenir des estimées a priori sur u” de telle sorte a
pouvoir passer a la limite n — oo. Pour cela, on réécrit la formulation variationnelle

sous la forme : Jun
g /Vu" -V = / fo. (29)
o Ot Q Q

La fonction u™ € V,, peut s’écrire sous la forme u™ = "7, uf(t)vg(x). En choisissant
v = vy dans (29), et en appliquant »_,_, u}(t), on a donc :

/Vu"-Vu" = / fu".
Q Q

On obtient alors (par Cauchy Schwarz et I'inégalité de Poincaré)

n 2 n|2
2dt/| | /|Vu | /fu
< [[fllez@llu"ll 2@

<VC| 2@l Vu" | 20

C 1
< §||f||%2(9) + §||VU [

d’ou, Vt € (0,71,

t T
Lwerer+ [ [ver < [l +c [ 1o (30
0 JQ Q 0

On en déduit que la suite u™ est bornée indépendemment de n en norme L>((0,T), L*(Q))
et L2((0,T), H3(Q2)). Ceci permet d’extraire une sous-suite de la suite u™ qui converge
faiblement vers une fonction u € L>=((0,T), L*(Q)) N L3((0,T), Hi()) qui satisfait

la méme inégalité (30).8

I suffit en fait que (v,),>1 soit une suite dense dans H}(€2).

8L espace L2((0,7T), H}(2)) est un espace de Hilbert pour lequel on a bien défini la convergence
faible. Par contre, I'espace L>((0,T), L?(£2)) n’est pas un espace de Hilbert, et nous n’avons donc
pas défini la convergence faible sur cet espace. On a en fait besoin ici du résultat suivant : de
toute suite 4™ bornée dans L°°(T") on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement vers une
fonction u € L>=(T') au sens : Vv € L'(T), [u"v — [wv. On parle de convergence faible * dans
ce cas. On renvoie par exemple a [1].
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On peut maintenant, pour v = vy, fixé, passer a la limite n — oo dans (28).
En faisant ensuite varier ng, on obtient que la fonction w € L*°((0,7'), L*(2)) N
L*((0,T), H} () satisfait

d
\V/'UGH(:]L(Q),E/;ZUU_‘_/S;VU'VU:/;ZJC'U.

Pour prouver que u est bien une solution de la formulation variationnelle (27), il
reste & montrer que u € C°([0, T], L*(Q2)) et que u(0, ) = ug. On admet ces résultats
qui découlent de lemmes d’analyse fonctionnelle qui dépassent le cadre de ce cours.

Unicité : Pour obtenir I'unicité d’une solution, il faut utiliser & nouveau 1’esti-
mée a priori ci-dessus. Puisque le probléme est linéaire, prouver 'unicité revient a
montrer que si ug = f = 0, alors la solution du probléme (27) est u = 0. On réécrit
pour cela la formulation variationnelle sous la forme :

Yo € Hi (), @,v + [ Vu-Vu=0.
0 ") 2 Jo

Un résultat d’analyse fonctionnel montre que 'on peut en fait choisir v = u dans
cette formulation (bien que u soit une fonction dépendant du temps). On obtient

alors
2 2
3o P [ v =0

ce qui permet de montrer que u = 0 (puisque u € H}(2)).

Remarque 19 On voit le réle fondamental joué par ’estimation a priori

d
& [k [ 19uP < il
Q Q

dans cette preuve. Les estimées a priori peuvent étre obtenues de maniére formelle sur
le probleme continu®, et sont ensuite utilisées de maniére rigoureuse sur le probleme
approché, pour demontrer des bornes sur les solutions approchées, et pouvoir passer a
la limite. La démarche de la preuve ci-dessus est tres générale et trés fructueuse pour
les problemes en physique mathématique, car les estimations a priori ont souvent une
interprétation en terme d’énergie. Avoir une compréhension du probléme physique
sous-jacent aide a intuiter les estimations a priori du probleme.

Etape 3 : Interprétation des résultats.

Cette étape se fait comme dans le cas elliptique, et ne présente pas plus de
difficultés.

On a donc démontré le résultat suivant :

9Le qualificatif a priors est justifié par cette maniére de raisonner : on commence par se poser
la question : si j’ai une solution du probléme, quelle est a priori sa régularité ? Ceci guide le choix
des espaces fonctionnels et de la formulation variationnelle.
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Théoréme 2 Pour uy € L*(Q) et f € L*((0,T) x Q), il existe une unique solution
au probleme (27). De plus, cette solution satisfait l’estimée d’énergie : ¥Vt € [0,T],

ul*(t) + t [Vul* < [ fugl” + C T||f!|izm), (31)
s e e |

ot C est la constante de Poincaré du domaine €.

Exercice 39 Pourquoi le résultat d’existence et unicité du théoréme précédent est

encore valable pour f € L*((0,T), H*(Q)) ?
Exercice 40 On cherche a résoudre le probléme suivant :

trowver u € C°([0,T], L2(2)) N L2([0, T|, Hy(QQ)), tel que u(0,-) = uq et

Vo € HA(Q) (32)

,% qu—i-a(u,v) = /va,
ow a est une forme bilinéaire continue sur H} () et qui vérifie linégalité de Garding :
Vu € H}(Q)

a(u, u) > o Vullz: — AllullZ2,
ou o > 0 et A € R. Ezxpliquer pourquoi ce probleme est bien posé en dérivant une
estimée a priori.

Exercice 41 Utiliser la méthode de Galerkin pour prouver que le probléme de La-
place (14) est bien posé.

De méme que dans le cas elliptique, on peut traiter le cas de I’équation de la cha-
leur avec des conditions de Dirichlet non-homogéne et des conditions de Neumann.

2.3.2 Propriétés qualitatives

On a un résultat similaire au cas elliptique :

Proposition 19 Soit u € H'((0,T), L*(2)) N L*((0,T), H(Q)) la solution du pro-

bléme suivant
u — Au = f sur §Q,

u(t,-) = g sur €,
u(0,-) = ug sur €2,

pour f € L2((0,T) x ), ug € L*(Q) et g € HY*(Q). Si f <0 (p.p.), ug <0 (p.p.)
et g <0 (au sens u™ € H}(Q) pour presque tout t) alors u <0 (p.p.).

Preuve : On prend v = u* dans la formulation variationnelle (27) et on obtient
donc (on admet que 'on peut prendre v = u™ comme fonction test, méme si u™, qui
est bien une fonction de H}(2) pour presque tout temps, dépend du temps)

%u++/Vu-Vu+:/fu+.
o Ot Q Q

32



On en déduit (mémes arguments que pour le principe du maximum dans le cas de

I'équation de Poisson) :
+ 2 +12 < O
s et [ v

et donc, comme [, |ug[* = 0, pour tout ¢ > 0,

1 t
—/|u+|2+/ /|vu+\2go.
2 Q 0 Q

Ceci permet de conclure que u™ = 0 et donc u < 0 presque partout. &

Ainsi, si u et v désignent deux solutions de 1’équation de la chaleur, avec méme
second membre f et mémes conditions aux limites g, et si les conditions initiales
satisfont ugy < vy alors u < wv.

Voici un résultat de régularité pour I’équation de la chaleur :

Proposition 20 Soit u la solution du probleme (27). On suppose f € L*((0,T) x
Q) et ug € HY(Q). Alors la solution u € L>((0,T), HX(Q)) N H'((0,T), L*(Q)) et
satisfait l’estimée d’énergie : Vt € [0,T],

T
/ Vul () / / Bl < / Vol? + / 112200

On en déduit que u € L*((0,T), H*(Q)).

Ce résultat dérive de l'estimée d’énergie obtenue en prenant Y comme fonction test.
On écrit ensuite Au = —f + Oyu, et on utilise le résultat de regularlte elliptique.

Corollaire 1 Si ug € L*(Q) et f =0, alors la solution u du probleme (27) est de
classe C* sur [e,T] x §2 pour tout € > 0.

Preuve : D’aprés le Théoréme 2, on sait que u € C°((0, 7)), L*(Q))NL2((0,T), HL(2)).
On en déduit en particulier que pour € > 0 fixé, il existe un ty € (0,¢) tel que
u(to, ) € Hi(). En utilisant alors le résultat de régularité de la Proposition 20 sur
I'intervalle de temps (to,T), on en déduit que u € L?((to, T), H*(2)).

On peut alors considérer ’équation satisfaite par Awu pour itérer I'argument et
montrer que u € C((e,T), H*"1(Q))NL?((e, T), H*(Q)) pour tout k, et, en utilisant
les injections de Sobolev et Proposition 20, que u € H'((e, T), C°(Q)). L’équation
Oyu = Au permet ensuite de conclure. &

3 Discrétisation des problémes elliptiques et para-
boliques

3.1 Meéthode des différences finies
3.1.1 Présentation de la méthode

Le principe de la méthode des différences finies est d’approcher les dérivées dans
les opérateurs par des développements limités par rapport & un parameétre h > 0
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destiné a tendre vers 0. Ainsi :

DhU(ZIZ’) _ u(zt+h)—u(z—h)

2h ’
u(z+h)—u(x)

du
%(1’) R Di—:u(x) = h .
Diu(x) — M=t

)

ou encore

Pu, _u(r+h) = 2u(x) +u(r — h)
@(x) ~ Diu(x) = 2 :

L’approximation D}, (resp. Dy et D; ) de % est qualifiée de centrée (resp. décentrée
a droite, et décentrée a gauche).

On dit que I'approximation L, d’un opérateur L est consistante et d’ordre r si,
pour toute fonction u suffisamment réguliére et tout point z, 3C(u, x) tel que, pour
tout h > 0,

|Lu(z) — Lyu(x)| < C(u, x)h".

Exercice 42 Donner l’ordre de consistance des quatre approximations ci-dessus.
Comment se comporte la constante C(u,x) en fonction de u ¢

Nous prenons dans la suite I'exemple de 1’équation d’advection-diffusion en di-
mension 1: Q= [0,L], t € [0,T] et

Owu + adyu — DO, zu = f sur [0, L],
u(0,-) = ug sur [0, L],

ol les coefficients a et D > 0 sont supposés constants pour simplifier la présentation.
Les fonctions g et d dépendent éventuellement du temps et sont les conditions aux
limites a gauche et a droite de l'intervalle [0, L].

Exercice 43 Rappeler sous quelles conditions sur a et D on obtient une solution a
ce probleme en utilisant le cadre de la Section 2.3. Montrer que l’on peut construire
une solution qui satisfait l’estimée d’énergie (comparer avec (31)) :

[ wewn [ t [10ap < [P o [ .

On introduit une grille de discrétisation en temps et en espace : t, = ndt avec
0<n<NetN=T/ét;x;=jhpour 0<j<ITetl=L/h.

Pour la discrétisation des opérateurs en espace, on remplace 9, , par D} et 0,
par Dj,. On obtient alors une équation sur le vecteur U;(t) (U;(t) est censé étre une
approximation de u(t, x;), ot u satisfait (33)) :

OU; = Zj;i AU+ Ci+ F,pour 1 <i<]-—1,

UO =g et UI = da (34)
U(0) = mn(uo),
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ot A est une matrice tridiagonale de taille (I — 1) x (I — 1) :

D
(35 +72) d
F = m,(f), avec 7, un opérateur d’interpolation en espace :

. -{C°<[0,L]> - R
ho: f = (f(zj) <<

Le probléme (34) est maintenant un systéme d’équations différentielles ordinaires
pour lequel on peut appliquer les schémas habituellement utilisés pour discrétiser
des équations différentielles ordinaires. On introduit la quantité U}, censée étre une
approximation de U;(t,) et donc de u(t,,z;). Dans ce contexte, trois schémas sont
typiquement utilisés :

— Schéma d’Euler Explicite

U = (Id + §tA)U" + §tC™ + 6tF", (35)
— Schéma d’Euler Implicite
(Id — stA) U™ = U™ + 6tC" T + StF™ (36)
— Schéma de Crank-Nicolson
<Id — %A) Untt = (Id + %A) U"+ %(C”JFC”“) + %(F"+F"+1). (37)
On a noté C" = C(t,) et F™ = F(t,). Dans la suite, on notera
Lﬁﬁ(U) = (U™ — (Id + 6tA)U™ — 6tC™ — 5tF”)n,

L6Et1{h(U) = ((Id - 5tA)Un+l — U™ — 5tC"+1 _ 5tFn+l)n’
et
1Gh0) = (1= Fa) o = (1 Ga) v = Fien e o = S P )

n
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3.1.2 Convergence de la méthode

La preuve pour la convergence de la méthode est basée sur le principe géné-
ral : consistance et stabilité impliquent convergence. On illustre ce principe sur le
cas particulier considéré ci-dessus, mais le méme schéma de preuve s’applique pour
d’autres équations et schémas numériques.

La consistance s’obtient en remplagant U dans les schémas par la vraie valeur
u(t,,x;) et en regardant l'erreur commise a chaque pas de temps. On choisit une
norme L sur les vecteurs en espace et en temps. On obtient alors facilement

— pour le schéma d’Euler Explicite,

HLﬁﬁ((u(tm%))jm)HLm < C(u) (6t + h?),
— pour le schéma d’Euler Implicite,

| L5 (wltn, 25)) )| o < C(u) (68 + h),
— pour le schéma de Crank-Nicolson,

LS (ultn, 27)) )] o < C(u) (687 + R2) .

La notion de stabilité est lite (comme dans le cas des équations différentielles
ordinaires) a un calcul sur la maniére dont les erreurs faites a chaque pas de temps
vont s’accumuler. Un schéma est stable si de petites perturbations sur les données
engendrent de petites perturbations sur le résultat.

Définition 7 On dit que le schéma numérique (pour I’Equation (33)) est stable
pour une norme || - || si pour un temps T > 0 fizé, il existe une constante C(T)
indépendante de 6t et de h telle que (pour N =T/dt)

sup [|U"]| < C(T) ( sup [[F"|| + sup [|C"] + ||U0||) :
0<n<N 0<n<N

0<n<N

Pour la norme (en espace) dans laquelle on analyse la stabilité des schémas, on
considérera dans la suite typiquement deux normes :

— la norme L2 : s
-1
1
0l - ( e Z(U»z)

J=1

— la norme L™ :
1Ullo = | max [Uj].
<j<I-1
Remarquer que ||Ul|2 < [|U]|co-
On a alors

Proposition 21 Un schéma stable et consistant est convergent. La convergence a
liew a la vitesse donnée par l'ordre de consistance, et dans la norme de stabilité.
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Preuve : Ici, tout est linéaire, donc les calculs sont trés simples. Quand on applique le
schéma aux u(t,, x;), on obtient I'erreur de consistance €} dont on sait par hypothése
qu’elle est majorée en norme L> par C(u)(6t* +h*) ou k; (resp. k) désigne 1'ordre
de convergence en temps (resp. en espace) du schéma. Introduisons ensuite le vecteur
erreur £ = U' — u(t,, z;). Quand on applique le schéma & E, on obtient

L&«th = —¢".

Pour ce vecteur, on a par ailleurs C" = 0 et E° = 0. Par stabilité du schéma, on a
donc
sup B < C sup [l
0<n<N 0<n<N

Or |le*]] < [[€"]|oe < C(u)(6tF + hF=), d’ott le résultat annonceé. O

3.1.3 Analyse de stabilité

Il nous reste maintenant & analyser la stabilité des schémas que nous avons
introduits. Nous allons pour cela introduire des conditions suffisantes de stabilité,
qui s’avérent en pratique étre aussi nécessaires.

Pour le schéma d’Euler Explicite, on a

U = (Id + §tA)U" + §tC™ + 6tF™,

et donc, par récurrence, VO < n < N,
n—1
U™ < |[1d + SEA|"[U°) + 6t Y [[Td + SEA["F([CH[| + | F*),

k=0
n—1

SMd+&AWWﬂH+&§jMd+&AW( b IF"] + wpnow),
k=0 0<n<N

su
0<n<N

ou ||Id+ 0t A|| désigne la norme matricielle de Id 4 0t A associée a la norme vectorielle
|| || utilisée pour analyser la stabilité. On voit que pour obtenir la stabilité du schéma
numérique, il suffit d’avoir la propriété : pour tout 6t > 0 et h > 0,

|1d + 5tA|| < 1. (38)

Remarque 20 Cette condition de stabilité est en fait une condition de stabilité
absolue. Il suffirait pour avoir la stabilité du schéma numérique au sens de la DEfi-
nition 7 de vérifier que 3C' > 0 indépendant de ot et h tel que

|1d+ StA| < 1+ Cét. (39)

Par des raisonnements équivalents, on voit que pour le schéma d’Euler implicite, la
stabilité est vérifiée si

| (Id — 6tA) " || < 1, (40)

et que pour le schéma de Crank-Nicolson, la stabilité est vérifiée si

—1
(m_ﬁ@ <m+ﬁ@
2 2

La question est maintenant : comment vérifier les inégalités (38), (40) ou (41)?

<1 (41)
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Exercice 44 Soit A une matrice de taille I x I.
~ Montrer que la norme matricielle associée a la norme euclidienne (norme L?)
est || Alla = \/p(AT A), ou le rayon spectral p(ATA) de AT A est par définition
la plus grande des (valeurs absolues) des valeurs propres de AT A.
— Montrer que la norme matricielle associée a la norme L™ est ||Al|cc = maxi<;<s Z]I.ZI |A; ;.

Le cas de la norme L? Pour analyser la stabilité en norme L? d’une matrice B,
on peut suivre trois méthodes plus ou moins équivalentes :

— Analyser les valeurs propres de la matrice BT B, et vérifier que ces valeurs
propres sont plus petites que 1 (puisque la norme de B dans ce cas est la
racine carré de la plus grande des valeurs propres de BT B),

— Faire une analyse de type “énergétique” en multipliant scalairement les équa-
tions par U™ et en cherchant a montrer que ||U™ |5 est plus petit que ||U™||2
(penser aux estimées a priori que nous avons utilisées au niveau continu sur
I’équation de la chaleur ci-dessus : il s’agit ici de dériver des estimées du méme
type, mais au niveau discret),

— Utiliser une analyse dite de Von Neumann en passant en Fourier.

Détaillons cette derniére méthode, trés utile en pratique (mais qui s’applique seule-
ment si a et D sont constants). Considérons par exemple le cas du schéma d’Euler
explicite. On veut montrer que pour U™ = (Id + §tA)U™,

[Tl < U™

Pour cela, on interpole U™ sur une fonction périodique sur [0, L] (disons I,(U™)) de
telle sorte que

L
| m@E = o
Le schéma se réécrit sur v := I;,(U™) comme

v (z) = (Id + 0t A)v" ()

soit
I, " V(@ +h)—=v"(x—h) _v"(z+h)-20"(x)+0"(x—h)
5 (V" (z) =" (x)) = a o +D e :

En passant en Fourier, on a

On a donc

0"HE) = 2()0"(€)
avec le facteur d’amplification
exp(ihé) — exp(—ihf) N &Dexp(z'hf) — 2 + exp(—ih&)
2h h? ’
sin?(h&/2)

2(§) =1+ aot

=1+ iadt

sin(hg)
h

38



On utilisant la relation de Plancherel [|v"*> = [|6"|?, on voit qu’une condition

suffisante de stabilité est que
VEER, |2(E) < 1.

On obtient dans notre cas que cette condition est satisfaite si et seulement si :
— Si |a| > 2D/h, il faut 6t < 2D/|al? (ce qui implique 6t < h?/(2D)),
— Si |a| < 2D/h, il faut 6t < h?/(2D).
On voit donc que dans tous les cas, le schéma d’Euler explicite n’est stable en
norme L? que sous la condition dite condition CFL (du nom de ses décrouvreurs
Courant, Friedrichs et Lewy)
5t < h*/(2D).

De plus, si 'advection domine la diffusion (|a| > 2D/h), il y a une condition sup-
plémentaire.

Exercice 45 Vérifier les affirmations précédentes en calculant |z(€)2. (On pourra
utiliser la relation sin®(h¢) = 4sin®(h&/2)(1 —sin?(h€/2)) pour se ramener a I’étude
du signe d’un trinome en X = sin*(h€/2).)

Par un raisonnement analogue, on vérifie que le schéma d’Euler implicite et le
schéma de Crank Nicolson sont inconditionnellement stables en norme L?.

Exercice 46 Analyser la stabilité L* des schémas d’Euler implicite et de Crank
Nicolson.

Le cas de la norme L*° La stabilité en norme L*> est reliée au principe du
maximum discret. Précisons cette notion. L’équation (33) au niveau continu vérifie
un principe du maximum : en effet, si les données (uyg, g, d et f) sont positives, alors
u est positive. De méme,

Définition 8 On dit qu’un schéma numérique (associé a (33)) vérifie un principe
du mazium discret si et seulement si, si les données (Uy, C™, F") sont positives,
alors la solution U™ est positive.

On a ensuite

Proposition 22 Un schéma numérique qui vérifie le principe du mazimum discret
est stable en norme L.

Remarque 21 Dans le cas de l’équation de la chaleur, on sait que la solution du
probléme Oyu— Au est reliée au mouvement brownien. Par exemple, siu(t,x) désigne
la densité de probabilité de W, a l’instant t, u vérifie [’équation de la chaleur. Il
est donc naturel de chercher un schéma numérique sur u qui vérifie le principe du
maximum car u est une densité de probabilité donc doit rester positif.

On propose de démontrer la Proposition 22 dans le cas du schéma d’Euler explicite.
La preuve est similaire pour les autres schémas.

On commence par vérifier sous quelles conditions (nécessaires et suffisantes) le
schéma d’Euler explicite vérifie le principe du maximum. Il suffit de vérifier sous
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quelles conditions les coefficients de la matrice (Id + 6tA) sont positifs. On obtient
les deux conditions :

la|h/(2D) < 1 et 6t < h?/(2D). (42)

La premiére condition dit que I’advection ne doit pas dominer sur la diffusion (le
nombre sans dimension |a|h/(2D) s’appelle le nombre de Péclet). La deuxiéme condi-
tion est simplement la condition CFL.

On suppose que le schéma d’Euler explicite vérifie le principe du maximum dis-
cret et donc que les conditions (42) sont vérifiées, et on veut maintenant vérifier
que le schéma est stable en norme L*°. Soit U et V deux vecteurs qui satisfont
U = (Id+dtA)V. On veut montrer que ||U|| < ||V ||oo- On introduit W = U—||V|| .
On vérifie que :

W= Id+dtA)(V —||V|w) + E

ou b
(=2 + )
0
E =itV

0
(3 + 72)
OrV —||[V|leo £ 0et E <0, et donc W < 0. En considérant U + ||V, et en
raisonnant de la méme fagon, on montre que ||Ul|w < ||V|loo, ce qui termine la
preuve de la Proposition 22 dans le cas du schéma d’Euler explicite.
Dans le cas du schéma d’Euler implicite, il faut déterminer & quelles conditions
la matrice (Id — §tA)~! a des coefficients positifs. On utilise pour cela le

Lemme 8 B € R7*7 est une M-matrice si et seulement si, V1 <1, < J
B;; >0,
Zj:l Bi,j > 0.

Dans ce cas, B est inversible et B! est une matrice & coefficients positifs.

Exercice 47 Démontrer ce lemme.

En utilisant ce lemme, et le fait que

h? h?

[d—6tA=]0...0 dt(%—+5) (1+6t3%) ot(—2=—x5) 0...0 |,

on montre que le schéma d’Euler implicite est stable en norme L sous la condition
lalh/(2D) < 1.
On perd donc la stabilité en norme L> si I’advection domine la diffusion.

Exercice 48 Fuaire la preuve de la Proposition 22 pour les schémas d’Fuler implicite
et de Crank Nicolson.
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Exercice 49 On considére la matrice A de taille I x I, telle que pour tout i €
{1,...,1}, A;; =2, pour touti € {2,..., 1}, Aj;_1 = —1 et pour touti € {1,...,1—
1}, Ajiyr = —1.

— A quel opérateur est relié la matrice A ? Solution : (I 4+ 1)* A est obtenue par
discrétisation par différences finies de 1'opposé du laplacien de Dirichlet sur
0,1], avec (I + 1) intervalles.

~ Vérifier que A n’est pas une M-matrice. Montrer que pour tout v € RY,
2T Ar = ZZ-I:_ll(xi+1 —x;)%, o l'on a posé x_y = x741 = 0. On déduire que A
est inversible.

— On introduit A, = A+cld. Montrer que A, est une M-matrice, pour tout e > 0.
En déduire que les coefficients de A1 sont positifs. Solution : Utiliser le fait
que 'application A — A~! est continue sur ’ensemble des matrices inversibles.
Comme les coefficients de AZ! sont positifs, les coefficients de A;' = 47! le
sont aussi par continuité.

— Soit les deuz vecteurs de R :e = (1,...,1)T etz = (f(%ﬂ),,f(ﬁ),,f(

ou f(t) = t(1 —t)/2. Vérifier que Ax = Tz B déduire que A7 =
maxi <;<y 2]1:1 |AZ-_J1\ < %. Solution : On a || A7} = maxj<i<; Z§:1 A7
[A™ elloo = (I + 1)*[[z]loc < (14 1)?[|fllz(0,0)-

1
1=

)

Décentrage Il existe une méthode pour que le schéma d’Euler implicite soit in-
conditionnellement stable en norme L et traiter ainsi cette difficulté dans le cas
ou I'advection domine la diffusion. L’idée est de modifier la discrétisation du terme
d’advection ad,u en remontant les caractéristiques (méthode de décentrage ou up-
winding en anglais) : si a > 0, on approxime d,u par D;u (cf. Figure 3), et si a < 0,
on approxime d,u par D, u.

Ainsi, dans le cas a > 0, on obtient alors pour le schéma d’Euler implicite

Id—6tA=|0...0 —dt& (1+t35+6t%) 6t(-£—-%)0...0 |,

et en utilisant le lemme 8, on obtient bien que le schéma d’Euler implicite vérifie le
principe du maxium et est donc inconditionnellement stable en norme L*°.

Remarque 22 On peut remarquer que [’opération de décentrage correspond a ra-
jouter de la diffusion dans le schéma numérique, puisque (pour a > 0)

u(z + h) —u(x)

n ;
_ au(m+h) —u(x — h) N ahu(@ +h) — 2u(x) + u(z — h)
2h 2 h? ’

h
= aDpu(x) + %Diu(m)

aDfu(x) =a

Tout se passe comme si on avait discrétisé [’équation initiale avec une différence
finie centrée pour le terme d’advection, et une diffusion (D + %)

Pour résumer, on a donc montré que
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F1G. 3 — Représentation de la caractéristique (associée a I’équation dyu = ad,u) issue
de (tn41, ;) dans le cas ot a > 0. La fleche indique le sens des temps décroissants.
Dans ce cas, on voit que décentrer le terme d’advection en “remontant le courant”
(upwinding) consiste a approximer J,u par D;[u.

— le schéma d’Euler explicite n’est stable que sous une condition CFL du type
ot < Ch?,
— quand l'advection domine la diffusion, les schémas implicites sont stables en
norme L a condition de décentrer la discrétisation des termes d’advection.
Ces conclusions sont trés générales et valent pour tous les schéma de discrétisation
d’équations paraboliques. On observe donc que si on veut s’affranchir de la condition
CFL, il faut utiliser un schéma implicite, qui sera pluc cotiteux car il faudra inverser
un systéme linéaire. Si on veut obtenir une stabilité L> dans le cas ou l'advection
domine la diffusion, il faut décentrer la discrétisation des termes d’advection, ce qui
fait perdre un ordre de convergence en espace.

3.1.4 La résolution de systémes linéaires

Nous avons vu que les méthodes de différences finies conduisent & résoudre des
systémes linéaires du type AX = B. Ces problémes interviennent en fait quelque
soit la méthode de discrétisation.

Un parameétre important intervenant dans la résolution d’un systéme linéaire est
le conditionnement de la matrice. Il est relié & une notion de stabilité : pour une
perturbation du second membre B, quelle est la perturbation engendrée sur X ?

Proposition 23 Soit A une matrice inversible, B un vecteur, X tel que AX = B
et X + 06X tel que A(X 4+ 6X) = B+ 0B pour une perturbation 6B donnée. Alors,
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pour une norme vectorielle || - || donnée, et sa norme matricielle associée, on a :

[0.X|| [0B]]

o S K(A) T

Xl 1Bl
ou

K(A) = JA[[JA7Y

est le conditionnement de la matrice A.

Prewve : 1l suffit d’écrire ||B|| < [JA||[|X]|| et (comme §X = A~'§B), |[6X] <
IA=H[[I9B]]- O

Si on choisit comme norme matricielle la norme L2, le conditionnement de la matrice

est
: . T
Ko(A) = \/ maxi i< |Ai(ATA)]

minlgig |)\Z(ATA) | ’

ot (A;(ATA))1<i<r désigne les valeurs propres de ATA. Si le conditionnement de
la matrice est grand, il sera difficile d’obtenir une solution, en particulier avec un
algorithme itératif.

On peut distinguer deux grandes classes de méthode pour résoudre un probléme
linéaire : les méthodes directes et les méthodes itératives.

Les méthodes directes consistent & manipuler la matrice A de telle sorte a mettre
le probléme sous une forme plus simple. L’exemple le plus simple est la méthode de
Gauss, qui consiste a écrire A = LU avec L triangulaire inférieure et U triangulaire
supérieure. L’avantage des méthodes directes est qu’elles sont stables numériquement
(moyennant quelques précautions) méme pour des matrices assez mal conditionnées,
et qu’une fois la décomposition LU calculée, on peut résoudre le probléme AX = B
trés rapidement pour autant de seconds membres B que 1’on veut. L’inconvénient est
qu’elles ne préservent pas en général la structure de la matrice A : si A a beaucoup
de 0 (on parle de matrices creuses, et de telles matrices apparaissent trés souvent en
calcul scientifique, notamment avec les méthodes de différences finies ou d’éléments
finis, cf. Exercice 50 ci-dessous), ce ne sera pas en général le cas pour L et U, et
il faudra donc stocker beaucoup d’information en mémoire. De plus, ces méthodes
sont en général plus lentes que les méthodes itératives.

Les méthodes itératives consistent a calculer la solution de AX = B en construi-
sant une suite d’approximations de X. Elles ne nécessitent, pour calculer X, en
fonction de X,,, que des multiplications matrice-vecteur. Ces méthodes sont soit ba-
sées sur des décompositions de la matrice A (par exemple, la méthode de Jacobi
sécrit X,y1 = — DYWL+ U)X, + D'Bou A= L+ D+ U avec L triangulaire
inférieure, D diagonale et U triangulaire supérieure) soit reliées a des algorithmes
d’optimisation (gradient conjugué si A est symétrique, Bi-CG-stab ou GMRES si-
non). L’avantage des méthodes itératives est qu’elles peuvent utiliser avec profit le
fait que la matrice A est creuse, puisqu’elles n’utilisent que des produits matrice-
vecteur : on peut ainsi ne stocker que les termes non nuls de la matrice, et accélérer
I’algorithme en n’effectuant dans les produits matrice-vecteur que les produits pour
les termes non nuls. De plus, si on connait une bonne approximation de la solution
on peut l'utiliser comme condition initiale dans I’algorithme, pour converger plus
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rapidement (penser & des problémes paraboliques, pour lesquels on peut utiliser la
solution au temps précédent comme initial guess). L’inconvénient des méthodes ité-
ratives est qu’elles convergent assez mal pour des matrices mal conditionnées, et
que pour un méme A, il faut relancer 'algorithme pour chaque nouveau second
membre B.

Remarque 23 (Préconditionnement) En pratique, pour s’affranchir des diffi-
cultés liées au mauwvais conditionnement de A (notamment dans les méthodes itéra-
tives), on utilise la méthode du préconditionnement qui consiste a réécrire le probleme
AX = B sous la forme

P'AX =P'B

pour une matrice P bien choisie, que 'on sait facilement inverser (ou plus précisé-
ment pour laquelle on sait facilement résoudre le probleme PY = C'). On veut en
particulier que k(P7'A) < k(A). On voit qu’un choiz optimal serait P = A, mais on
a justement supposé que A était difficile a inverser... A Uautre extrémité des choix
possibles pour P, prendre P = Id permet de calculer trés facilement P~1, mais ne
permet pas d’améliorer le conditionnement du probléme. En pratique, il faut donc
“deviner” une matrice P proche de A, soit par des méthodes algébriques (considérer
des morceauxr de A, comme sa diagonale par exemple), soit en utilisant des infor-
mations sur A (si A provient par exemple de la discrétisation d’un probléme continu
compliqué, on peut construire P en simplifiant le probléme au niveau continu, puis
en discrétisant ce probleme plus simple).

3.2 Meéthode des éléments finis
3.2.1 Principe de la méthode

On rappelle ici simplement le principe de la méthode, et on renvoie au cours
de calcul scientifique de premiére année pour les détails. Considérons a nouveau le
probléme (33) que l'on rappelle :

Owu — adyu — DO, ;u = f sur [0, L],
U(,O) =get U(', L) = d7
u(0, -) = ug sur [0, L].

On considére a nouveau le cas ot a et D sont constants et on suppose dans la suite
et pour simplifier que g = d = 0.
La premiére étape consiste a dériver une formulation variationnelle :

Trouver u € CO(L?) N L?(H}) tel que u(0,-) = uq et

Yo € H&/@tuv—/a&vuv—l—/D&Bu&gv = /fv (43)

La deuxiéme étape consiste ensuite a remplacer H} dans (43) par un espace
vectoriel de dimension fini Vj,, C Hj, ou h est un parameétre de discrétisation en
espace. On renvoie au cours [3] pour la définition des espaces d’éléments finis. La
propriété importante que nous rappelons est la suivante : pour des éléments finis
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P* et sous une hypothése de régularité du maillage, on a 'estimée d’interpolation :
pour tout [ tel que 0 <!l <m < k+1,3dC,Vue H™,

inf [ — up||gre < CR™ || gm, (44)
up€Vh
avec
[ = unl g = Z [t = | 1 xc) -
KeT,
Pour I <1letk>1,||u—up| g =|v—up|g.

En particulier, si on introduit I'opérateur d’interpolation 7, : C°(2) — V},, on a :
lw = 70 () || e < CR™ ]| . (45)

Dans le cas ou la fonction u € H™(Q)) n’est pas suffisamment réguliére pour que
ses valeurs aux noeuds soient bien définies (H™(Q) ¢ C°(Q)), 7, (u) n’est pas défini.
On peut cependant définir un opérateur d’interpolation linéaire vérifiant (45) méme
pour des fonctions u € H™((2).

On a alors le probléme discret

Trouver uy, € C°(V},) tel que u(0,-) = m4(ug) et

Yoy, € Vh/ﬁtuhvh —/a&wuhvh—%/D@xuh&wvh = /fvh. (46)

Pour discrétiser ensuite le probléme en temps, on utilise typiquement les mémes
schémas que dans le cas différences finies. Ainsi, le schéma d’Euler implicite s’écrit :

Pour u) = m,(up), et n > 1, trouver uj tel que

mrl 47
Yop, € Vi, / Wuh - / ad,u v, + / D19,y = / Fta)on. 37
Ce probléme est bien un probléme de dimension fini. En effet, si V}, = Vect(vy, ..., v;),

ooy L rm . . o
on écrit up(x) = Y ;_, Ufv;(x) et le probléme précédent se rééerit (en prenant suc-
cessivement comme fonctions tests v, =v; pourt=1...1 ) :

Pour uj = 7, (ug), et n > 1, trouver u} tel que
Un+l —_yn
M=

_AUn-H — Fn+1
ot ’

ou la matrice de masse M est définie par

M; ;= /Uﬂj,

et la matrice de raideur A est définie par

Ai,j = —/a@wvjme/Damvi&xvj.

Exercice 50 FExpliquer pourquoi les matrices M et A sont des matrices creuses.
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Exercice 51 Dans le cas d’un maillage du segment [0, L] avec un pas d’espace
constant h, montrer que A et M sont des matrices tridiagonales :

Comparer avec la méthode des différences finies.

Remarque 24 L’exercice précédent pourrait laisser penser que la méthode des élé-
ments finis n’est qu’une maniére compliquée d’écrire une méthode de différences
finies. En fait, la méthode des éléments finis est plus générale car elle permet de
batir une discrétisation méme pour des domaines ) compliqués, et en utilisant des
maillages non cartésiens. Le maillage peut notamment comporter plus de degrés de
libertés (i.e. comporter plus de mailles) aux endroits ot la solution est moins régu-
liere. Il existe méme des techniques dites de raffinement automatique pour ajouter
des mailles automatiquement la ow il y en a besoin, sans connaitre a priori la solu-
tion. Enfin, un dernier avantage de la méthode des éléments finis est qu’elle est plus
simple & analyser mathématiquement (stabilité, convergence).

3.2.2 Convergence et stabilité

Stabilité La méthode des éléments finis permet des construire des schémas numé-
riques naturellement stables en norme d’énergie (i.e. pour la norme considérée dans

les estimées a priori). Illustrons cela sur le schéma d’Euler implicite. En prenant

vy = uZ“ comme fonction test, on obtient

uttt —
h h, n+1 n+1 n+1 n+12
/Tuh —/a(?uh up /D|(9u /f 1)U

On en déduit

25t </| n+12 /| h|2) 25t/|un+1_um2+/D|8 un+1|2 /f n+1 UZ+1,

et donc, pour un € > 0 a choisir et en utilisant I'inégalité de Poincaré

2i5t </|un+1|2 /|uh|2) /D|a un+12 /|f n+1 _|_€/|un+l|2’

/ | f(tas1)|* + Ce / |0l 2. (48)

En choisissant € = il vient

2C’

i (frae = fuae)+ [ooager < 35 [1.0
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et donc VO <n <N,

n C n
n|2 k|2 012 2
J e a3 [ Do < fe+ g5 s

En supposant par exemple f € L*°(0,7) le membre de droite est majoré par
S 1ud]? + 51| fl|2. Ceci donne une borne sur ([ |u}}|?)o<n<y, uniforme en h et dt,
et prouve donc la stabilité du schéma (en norme L? si on se référe a la Défini-
tion 7). On comparera cette estimée avec celle que I'on obtient au niveau continu
(cf. Exercice 43).

Exercice 52 Supposons que l’on fasse la méme analyse pour le probleme de Neu-
mann homogéne. Dans ce cas, la formulation variationnelle est la méme, mais [’es-
pace fonctionnel dans lequel on cherche la solution est C°(L?) N L*(H') (et non plus
C°(L?) N L*(H})). Par conséquent, 'espace d’élément fini Vi, contient des fonctions
qui ne s’annulent pas sur OS2 et l’on ne peut plus utiliser 'inégalité de Poincaré pour
obtenir (48). Comment adapter l'argument précédent pour montrer la stabilité du
schéma ¢
Solution : On obtient alors (en choisissant € = 1/2)

(1=t) [ a2 4 25t [ Do < [+t [ 17t

d’ou, pour 0 < 0t < 1,

/|u;;+1|2+25t(1 —5t)_1/D|aqu+l|2 <(1 —5t)—1/|u;§|2+5t(1 —6t)‘1/|f(tn+1)|2,

et donc, par récurrence, VO < n < N,

/|u;;\2+25t2(1 —5t)‘”+k—1/D|8xuﬁ2 <@ —5t)—”/|u2|2
k=1

oy - [P

En utilisant le fait que, pour 0 < 6t < 1/2, 1 < (1—6t)~! < exp(adt) pour un a > 0
bien choisi, on a donc, VO <n < N,

[ +26Y" [ Dlowt < exp(a) ( [ s+ ||fr|%w) .
k=1

Convergence De méme que I’analyse de la stabilité se fait naturellement en norme
L(L2) N L{(H;,), la convergence est typiquement obtenue en norme L{*(LZ) N
Lf(H&w). Pour obtenir la convergence, on a besoin de régularité sur la solution du
probléme continu et des estimées sur le probléme discret.

On peut montrer que (en prenant d,u, respectivement d;uy,, comme fonction test
dans (43), respectivement (46)) :

|0uu|| 222y < Cuo, f),
[Ocunl|L2(r2) < C(uo, f), (49)
||81€2,tuhHH;1 S C(U‘Ov f)7
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f(atz,tuh)vh
EVh 0zvnllp2
Considérons tout d’abord le probléme discrétisé en espace seulement. On a :

\V/'Uh € Vh,

ou ||at2,tuh||H;1 = sup,,

/@(u — up)vp, — a/am(u —up)vp + D / O (u — up)Opvp = 0.

Ainsi, on a
ot =)~ a [0t — ) w) + D [ o= w)o(u—w)
:/&(u—uh)(u—vh) —a/@x(u—uh)(u—vh)+D/8m(u—uh)8m(u—vh).

Et donc (pour un € > 0 petit),

/|u—uh\ +D//|a w— )|

/|u—uh| //@u—uh U — v —a/ /8 u— up)(u —vp)
D / [ ontu = un)outu = ).
_2/\u—uh| //atu—uh "= vp) E/Ot/mx(u—uh)\?

+ C(e, a, D)/ |u — vp|3: .
0

En utilisant les résultats de régularités (49) et la propriété (44), on a donc

3 [ lu=wp) + _6//|a u—up)

< /|u—uh| (0) + C(e, a, D)/ inf |lu— val|%,
2 vREVR
< C(EaaaD)h2||“||L2(H2)-

On peut maintenant considérer la discrétisation en temps (47) de (46). Par dif-
férence, on a : VO < n < N, Vv, € V},,

n+l
/(u Orup(t n+1)) Uh —@/a n+1 — up(tni1))on

—|—D/8 "H—uh n+1))8 Uh—O

Soit €" = u} — up(t,). En prenant v, = e"' comme fonction test, on obtient

n+1 n
/(6 +6t_€ )6n+1—a/8x€n+l6n+l

4 D/8xen+18wen+l _ _/ <Uh(tn+1) — up(ty) _ atuh(tn+1)) ol

ot
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D’ou

1 n n 1 n n
o5z (e = fle"la) + s fle™! — el
tn - tn
+D/\8me"+1\2 _ _/ <uh( +1)5t up(tn) _atuh(tn+1)> o+l

On en déduit
1

o (e = ")) + D [ fonertp

tn+1
< €/|axe"+1|2+0(6)6t2/ 10 sun | 3+ -
tn

On obtient donc finalement, VO < n < N,

Ju(tn) — upllr2 < C(h+6t).

Stabilité en norme L* Nous avons vu précédemment que dans certains cas,
la méthode des éléments finis est équivalente & une méthode de différences finies
avec discrétisation centrée des termes d’advection. On peut donc s’attendre a des
problémes de stabilité en norme L*° quand ’advection domine la diffusion, et c’est
effectivement ce qui est observé en pratique.

Nous donnons ici deux méthodes typiques pour remédier a ce probléme.

— On s’inspirant de 'upwinding dans le cas de la méthode des différences finies
(cf. remarque 22) une idée est d’ajouter de la diffusion au niveau discret, en
faisant tendre ces termes supplémentaires vers 0 quand h — 0. Dans le cadre
des éléments finis, ces méthodes sont appelées méthodes de stabilisation. On
peut citer par exemple la méthode SUPG (pour Streamline Upwind Petrov Ga-
lerkin) ou la méthode GLS (pour Galerkin Least Square). Voir par exemple [6].

— Une autre solution consiste a utiliser une méthode des caractéristiques pour
discrétiser le terme d’advection. Le principe est d’approximer O,u(t, x)+a(t, x)-
Vu(t,z) par % (u(t,z) —u(t — 6t, X;%,)) ou X1 satisfait I'équation différen-
tielle ordinaire : .

{ X" = als, X7,
X' =u.
En pratique, a chaque pas de temps t,, et pour chaque noeud z; du maillage,
on calcule une approximation de la dérivée convective en “remontant la ca-
ractéristique”, i.e. en résolvant de maniére approchée ’équation différentielle
ordinaire vérifiée par X* pour s allant de ¢, & t,,_1.
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