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Avant-propos

L’ambition du cours Modéliser Programmer Simuler, créé en 2002 par R. Keriven,
B. Lapeyre et C. Le Bris, est de présenter dans un cadre unifié plusieurs notions modernes
des mathématiques appliquées et de la modélisation mathématique, sous les éclairages
complémentaires du calcul scientifique, de I'analyse numérique, des probabilités appliquées
et de l'informatique. Les exemples d’application sont choisis dans des champs aussi divers
que la mécanique, la chimie, la finance, la physique statistique, la vision, I'informatique
graphique ou la géométrie algorithmique. En outre, ce cours est 1'occasion de compléter
I’apprentissage du C++ de premiere année.

Ce polycopié accompagne les parties probabilités, calcul scientifique et analyse numérique
du cours. La premiere partie du cours présente des fondements des probabilités modernes.
Les deuxieme et troisieme parties abordent les aspects théoriques et numériques des équations
différentielles. Enfin, les examens des années précédentes (partie IV) donnent quelques
exemples ou les approches probabilistes et déterministes peuvent donner un éclairage
complémentaire sur un meéme probleme.

L’objectif du cours est double : donner aux futurs ingénieurs les outils essentiels pour
comprendre les méthodes modernes utilisées pour la simulation et la modélisation dans les
départements de recherche et développement des entreprises, et permettre aux étudiants qui
le souhaitent d’aborder dans les meilleures conditions les M2 de recherche en mathématiques,
notamment ceux qui sont co-habilités par I’Ecole des Ponts.

Nous remercions les étudiants des années précédentes, qui ont permis de faire évoluer ce
document par leurs remarques et nous encourageons les étudiants de la nouvelle promotion
a nous faire part de leurs commentaires.
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Chapitre 1

Rappels de probabilités

1.1 Rudiments de théorie de la mesure

1.1.1 Espaces mesurables

L’objet de cette partie est de rappeler quelques notions de base de la théorie de la
mesure, et de I'intégration.

Définition 1.1.1. Soit E un ensemble et € C P(E) un ensemble de parties de E. On dit
que & est une tribu ou o-algebre de E si

i) 0, E €€,

ii) Ac £ <= FE\Aecg,

iti) si (Aj)ien € EN est une famille dénombrable d’éléments de &, | J;on Ai € E.

En passant au complémentaire (propriété ii)), on obtient une définition équivalente en
remplagant i) par :
iii') si (A;)ien € EN est une famille dénombrable d’éléments de &, (,.y 4 € €.

Lorsqu’un ensemble E est muni d’une tribu &, on dit que (F, &) est un espace mesurable.
Si € et £ sont deux tribus de F telles que & C &£, on dit que &£’ est une sous-tribu de £.
Voici deux exemples triviaux de tribus de FE : P(E) et {0, E}. Elles sont respectivement
maximale et minimale au sens suivant : pour toute tribu £ de F, £ est une sous-tribu de
P(E) (resp. {0, E} est une sous-tribu de &).

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la définition d’une tribu.

Proposition 1.1.2. Soient E et © deux ensembles. Si (Eg)oco est une famille de tribus
de E, Ngeo Eo est une tribu de E.

Corollaire 1.1.3. Pour A C P(E), on définit
oA =[] €

£ tribu t.q. ACE

bt
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C’est la plus petite tribu de E contenant A.

Lorsqu’on a deux espaces mesurables (Fy, &) et (FEa, &), on définit la tribu produit
E1® &, comme étant la plus petite tribu engendrée par £ x E. On appelle (Ey X Ey, £E1® &)
espace mesurable produit.

Définition 1.1.4. Soient E un ensemble, (F,F) un espace mesurable et g : E — F une
application. Alors,

o(g) =o({g7'(4), Ae F})

est une tribu sur E appelée tribu engendrée par g. (Rappelons ici que g~ *(A) = {x €
F,g(x) € A} est la préimage par g de ’ensemble A.)

Plus généralement, si I’on a une famille de fonctions gy : £ — Fy a valeurs dans des
espaces mesurables (Fy, Fy), on désigne par o(gy, 0 € ©) la tribu engendrée par les fonctions

go, C'est a dire : 0({g, ' (A),0 € ©, A€ Fp}).

Définition 1.1.5. Soient (E,E) et (F,F) deuz espaces mesurables. Une application g :
E — F est dite mesurable si

VAC F, g *(A) €&.

Avec cette définition, il est aisé de voir que la plus petite tribu sur E qui rende g
mesurable est o(g). On obtient aussi facilement que la composition de deux fonctions
mesurables est mesurable. Par ailleurs, si g; : E1 — F} et go : E5 — F, sont mesurables,
alors (g1,92) : By X Fy — F| X Fy est mesurable par rapport aux tribus produit.

Nous allons désormais introduire la notion de tribu borélienne. Rappelons que pour un
ensemble F, O C P(E) est une famille d’ouverts de E si O contient les éléments ) et E,
si toute intersection d’un nombre fini d’éléments de O appartient a O, et si toute union
(éventuellement non dénombrable) d’éléments de O est encore un élément de O. L’espace
(E, Q) est alors appelé un espace topologique. Tres souvent, on ne travaille pas sur des
espaces topologiques généraux mais sur des espaces normés ou munis d’'une distance. La
famille d’ouverts est alors simplement celle associée a la norme ou la distance de ’espace
considéré.

Définition 1.1.6. Soit (E,O) un espace topologique. On appelle tribu borélienne la tribu
engendrée par les ouverts de E :

B(E) = o(0O).

Lorsque E = RY, B(R?) désigne la tribu engendrée par les ouverts induits par une norme
de RY.

Exercice 1.1.7. Montrer que B(R?) = o ({1 Jai, bi[, a; < b; € Q}).
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Lorsqu’une fonction f : £ — F a valeurs dans un espace topologique est mesurable
par rapport a la tribu borélienne B(F'), on dit qu’il s’agit d'une fonction borélienne. Nous
rappelons enfin deux résultats important concernant les fonctions boréliennes.

Proposition 1.1.8. Soient (E, B(E)) et (F, B(F)) deux espaces topologiques munis de leur
tribu borélienne. St g : E — F' est continue, alors g est borélienne.

Proposition 1.1.9. Soit (E,B(E)) un espace mesurable et (f,)n € N une suite de fonc-

tions boréliennes de E, a valeurs dans R. Alors, les fonctions supf,, inf f,, limsupf, et
neN ne n—-+o0o

liminffn sont boréliennes. En particulier, si pour tout x € E la suite (f,(z)) converyge,
n—-+00

lim f, est une fonction borélienne.
n—-+o0o

Enfin, rappelons que I’ensemble des fonctions mesurables & valeurs dans R¢ (ou méme
dans un R-espace vectoriel) forme un R-espace vectoriel. En effet, pour A\j, \y € R, (z,y) —
A2+ Aoy est continue et donc mesurable. Si f; : By — R% et f, : Fy — R? sont mesurables,
alors (f1, f2) : E1 X By — R? x R? est mesurable en mettant la tribu produit sur E; x Es, et
par conséquent A\ f1+As fo est mesurable comme composition de deux fonctions mesurables.

1.1.2 Mesure et intégration

Définition 1.1.10. Soit (E,E) un espace mesurable. Une mesure positive sur (E,E) est
une application m : £ — R, telle que

1) m(0) =0,
i) Propriété de o-additivité : si (A;)ien € EN est une famille dénombrable d’éléments
disjoints de £ (i.e. A;NA; =0 pouri # j), m(U;en Ai) = D ien m(As).

On dit alors que (E,E,m) est un espace mesuré.

On en déduit alors facilement les propriétés suivantes :

1. SiA,Be& m(ANB)+m(AUB) =m(A) +m(B), et en particulier m(AU B) <
m(A) +m(B).

2. SiA,Befet BCA m(A) =m(B)+ m(A\B), et en particulier m(B) < m(A).

3. Si(A,) € EN est une suite croissante (i.e. A, C Api1), MU, ey An) = limy, 00 m(A,).

Soit (E, &, m) un espace mesuré. On appelle ensemble négligeable un élément de N =
{ACE,dB e tq. AC Bet m(B) =0} Cest un ensemble qui est contenu dans un
ensemble de mesure nulle mais qui n’est pas nécessairement mesurable. Pour des raisons
techniques, il est commode d’avoir la mesurabilité de ces ensembles. On peut alors étendre
la mesure m sur la filtration engendrée par £ UN de telle sorte que m|s = m et m|y = 0.
Plutot que d’invoquer systématiquement cette extension, on préfere en pratique supposer
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directement que la tribu £ contient d’emblée tous les ensembles négligeables. Ainsi, on dira
que & satisfait la condition usuelle lorsque N C €. Par défaut, nous supposerons cette
condition toujours satisfaite. Une propriété sur E sera dite vraie m-presque partout si elle
est vérifiée sur un ensemble A mesurable t.q. m(E\A) = 0.

Nous admettrons le résultat suivant qui définit la mesure produit.

Proposition 1.1.11. Soient (E1,E,my) et (B, E,ms) deux espaces mesurés. Alors, il
existe une unique mesure m définie sur & ® &, telle que

VAl € 51, A2 € 52,771(141 X Ag) = ml(Al)m2<A2).
Cette mesure, notée my ® mo, est appelée mesure produit.

Définition 1.1.12. Soient (E,E,m) un espace mesuré et (F,F) un espace mesurable. Si
g: E — F est une application mesurable, alors Uapplication mo g~' : F — R, définie par

VA€ F, mog i (A) =m(g~'(A))
est une mesure sur F appelée mesure image de m par l’application g.

Désormais, nous allons brievement rappeler le cheminement qui permet de construire
I'intégrale de Lebesgue, puis rappeler les théoremes fondamentaux que sont les théoremes
de convergence dominée et monotone. On se donne (F, £, m) un espace mesuré. La premiere
étape consiste a construire 'intégrale pour les fonctions mesurables réelles a valeurs posi-
tives.

Définition 1.1.13. Une fonction g : E — R est dite étagée s’il existe une famille finie
(Ai)i<i<n € E™ d’ensembles mesurables deuz a deux disjoints et (a;)1<i<n € R™ telle que

Vo€ B g(z) = ) aila(z).
1<i<n
St en outre g est positive on définit l’intégrale de g par rapport a la mesure m par :
[ s@mdz) = 3 mi)a
E 1<i<n
avec la convention 0 X +o00 = 0.
I est alors facile de voir que si g; : E — R et go : E — R sont deux fonctions étagées
positives telles que g; < go, alors [, g1(z)m(dz) < [, ga(@)m(dz).
Définition 1.1.14. Soit g : E — R une fonction mesurable positive. On définit la suite de
fonctions étagées : v € B, ©,(9)(¥) = D jcicnon_1 2%151_1((2%,%])(:6) +n1g-1((n400)) (T). On
apourn € Netw € E, ©,(g)(x) < Cus1(9)(w) < g(x). Par conséquent, ([, Pu(g)(x)m(dz))nen
est une suite croissante qui admet une limite dans R, et on définit :

/E gm(dz) = tim [ @(g)(z)m(d).

n—-+o0o E
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On peut vérifier que pour les fonctions étagées, cette définition coincide avec la précédente.
Il est facile de voir également que pour deux fonctions mesurables positives telles que
m(g1 > g2) = 0 (on dit que g; < g, m-presque partout), on a [, gim(dz) < [, gam(dz)
puisque pour tout n, ®,(g1)(z) < P, (g2)(2).

Théoréme 1.1.15 (Théoreme de convergence monotone (Beppo Levi)). Soit (g,)pen une
suite de fonctions positives mesurables de E dans R, telle que g,(z) < gp41(x) m-presque
partout, i.e. (m({x € E,g,(x) > gp+1(x)}) = 0). Alors g(x) = lim,, o gp(x) est définie
m-presque partout et on a :

lim gp(:p)m(dx):/Eg(x)m(dx).

p—+ J @

Preuve. On a m({z € E, g,(z) > gp+1(z)}) = 0 et par conséquent m(U,cn{z € E, gp(x) >
9p+1(2)}) = 0 par o-additivité. Sur E\ |, cniz € E, g,(x) > gpr1(2)}, (9p(7))pen est une
suite croissante qui admet par conséquent une limite dans R, . On obtient également que
([ 9p(z)m(dz))pen est une suite croissante qui admet une limite dans R

Maintenant, observons que Vx € E,®,(g9)(z) < g(z) ou & ( )(z) = g(x) = 0. En
posant E, = {x € E,gy(x) > P,(9)(x)}, il vient que |J = E\N ou N est un
ensemble négligeable (i.e. m(N) = 0). On a clairement

pEN

/E 0 (9)(2)L{zep,d.(9) @) <gp (e} (d) < /E gp(w)m(dz) < Tim [ gy(z)m(dz).

p—+o Jp

D’autre part, le terme de gauche est égal a :

D 0<i<n2n—1 =m(g (5, S2)NE,)+nm(g~ ((n, +00]NEy)), et il tend vers [, ®,(g)(z)m(dx)
par o- additivité puisque L, est une suite croissante d’ensembles. On obtient ainsi que

[ @ m(dr) < hm fE gp(x)m(dzx) puis [, g(x)m(dz) < liin [ gp(@)m(dzx). L’autre
p——+o00
1negahte hgl S 9p(x ) dx ) < f 1 9(z)m(dr) étant claire, cela conclut la preuve. O
p—+o00o

Une conséquence de ce résultat est la propriété de (semi-)linéarité : si A;, Ay > 0 et g1, g2
sont deux fonctions positives mesurables, [, A g1(2) + Xogo(x)m(dz) = Ay [, g1(x)m(dz)+
Ao [ g2(x)m(dzx). En effet, la linéarité est facile a vérifier pour les fonctions étagées, et
AP, (g1)(x) + AP, (g2) () est une suite croissante convergeant vers A1 g;(z) + Aaga().

Du Théoreme de convergence monotone, on déduit facilement le Lemme de Fatou.

Lemme 1.1.16 (Lemme de Fatou). Soit (g,),en une suite de fonctions mesurables posi-

tives.
< T
[ timintg,(eymide) < timint [ gy(e)m(da)
On dira qu’une fonction mesurable réelle positive est intégrable lorsque f 2 g(@)m(dr) <

oo. Pour une fonction mesurable réelle, on utilise la décomposition g = g* g_ ou gt =
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max(g,0) et g~ = max(—g,0). On dira que g est intégrable lorsque g et g~ le sont, et
dans ce cas on définit I'intégrale de g par :

/E g(x)m(de) = [E g+ (z)m(dz) — /E g~ (2)m(dz).

Construite ainsi, l'intégrale est linéaire. Enfin, on déduit du Lemme de Fatou le Théoreme
de convergence dominée. Comme une preuve analogue est faite plus loin pour I'espérance
conditionnelle (Section 2.2.2) nous ne la faisons pas ici.

Théoréme 1.1.17 (Théoreme de convergence dominée (Lebesgue)). Soit (g,)pen une suite
de fonctions mesurables telle qu’il existe une fonction positive intégrable h pour laquelle
lgp| < h m-presque partout (i.e. m({|g,| > h}) = 0). On suppose que m-presque partout,

gp() pjoo g(x). Alors,

/Egpm(dx) N /Egm(dfb’) 6'5/E\9p—g|m(d:c) — 0.

p—r+00 p—>+00

1.1.3 Espace de probabilités et terminologie probabiliste

Un espace de probabilité (2, F,P) est un espace mesuré de masse totale P(§2) = 1. Nous
supposerons par défaut la condition usuelle satisfaite, a savoir que {A C Q,3dB € Ft.q. A C
B et P(B) =0} C F. Un ensemble A € F est appelé un événement. Un événement A est
dit P-presque sir (P-p.s.) si P(A) = 1. Sauf §'il y a un risque de confusion, on omet en
général la référence a P.

Une application X : 2 — FE a valeurs dans un espace mesurable est une wvariable
aléatoire (v.a.) a valeurs dans E si c’est une fonction mesurable. La mesure image de X
est appelée la loi de X. Lorsque E = R, on parle de variable aléatoire réelle (v.a.r.).

Pour une variable aléatoire réelle ou a valeurs dans R¢, on définit ’espérance comme
'intégrale par rapport a la mesure IP. Lorsqu’elle est définie (i.e. si X est une v.a.r. positive
ou intégrable), on note ainsi :

E[X] :/QX(W)IP’(dw).

L’espérance hérite donc de toutes les propriétés de l'intégrale. Les voici récapitulées.
1. Linéarité : si X,Y € LY(Q, F,P), \, u € R, E[ANX + pY] = AE[X] + pE[Y].
2. Positivité : si X >0 p.s,, E[X] > 0. (et E[X] =0 = X =0p.s.)
3. Théoréme de convergence monotone (Beppo Levi). Soit (X,,,n € N) une suite
de v.a.r. positives telles que X,, < X, 41 p.s. Alors, X, converge p.s. et on a

E[ lim X,]= lim E[X,].

n—-+o00 n—-+o00o
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4. Lemme de Fatou. Soit (X,,,n € N) une suite de v.a.r. positives. Alors,

E[liminf X,] < liminf E[X,].

n—-+o00 n—-+4o0o

5. Théoréme de convergence dominée (Lebesgue). Soit (X,,n € N) une suite
de v.a.r. qui converge p.s. vers X (i.e. P(lim,— 1 X,, = X) = 1). On suppose qu'il
existe une v.a.r. intégrable V' pour laquelle Vn € N, | X,,| < V p.s. Alors,

E[X,] N E[X] et E[|X,, — X|] = 0 (on dit que X, tend vers X dans L').
n——+0o0 n——+0o0
Enfin, en probabilités, on ne rappelle jamais (ou tres rarement) la dépendance d’une
variable aléatoire en fonction de w, et on fait rarement référence a I’ensemble 2 lui-méme

car on ne le “voit” qu’a travers les réalisations des variables aléatoires. On note ainsi X la
fonction X (w), {X = z} 'ensemble {w, X (w) = x}, etc...

Analyse Probabilités

intégrale espérance

ensemble mesurable A | événement A
fonction mesurable g | variable aléatoire X
mesure image mo ¢! | loi de X (Po X~ 1)

m-presque partout P-presque stirement

TABLE 1.1 — Correspondance des terminologies en analyse et en probabilités

1.2 Loi d’une variable aléatoire, indépendance

Dans cette section, nous rappelons plusieurs caractérisations possibles de la loi d’une
variable aléatoire.

Théoréme 1.2.1. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et X,Y : Q) — E deux variables
aléatoires a valeurs dans un espace mesurable (E,E). Alors, X et Y ont méme loi si et
seulement si :

1.VAeEP(X e A)=P(Y € A).
2. Pour toute fonction f: (E, &) — (R, B(R)) bornée et mesurable,

Lorsque E = R?, les conditions suivantes sont également équivalentes.
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3. Yay < dy,ay < db, ... aq <y P(X € [[L,Jas, d) = P(Y € [T Jas, al]).
4. Pour toutes fonctions fi,..., fg : R = R bornées et C*,

Hﬁ(Yi)

d

[T/

=1

E =K

5. Vu € R4 Elexp(iu . X)] = E[exp(iu . Y)].

Chacune de ces caractérisations ont bien str leur intérét. Typiquement, lorsque 'on
cherche a prouver que deux lois sont égales, on aura tendance a préférer si possible la
caractérisation 3 (resp. 4 et 5) a la caractérisation 1 (resp. 2) car elle est a priori plus simple
a montrer. En revanche, si l'on sait déja que X et Y ont méme loi, la caractérisation 1
(resp. 2) apporte une plus riche implication que la caractérisation 3 (resp. 4 et 5). Rappelons
ici que si X est une v.a. a valeurs dans R?, la fonction u € R? — Elexp(iu. X)] intervenant
dans la caractérisation 5 est appelée la fonction caractéristique de X.

Rappelons un autre résultat qui est également important.

Proposition 1.2.2. Soit f : (E, &) — (R, B(R)) une fonction mesurable. Si X, Y : Q@ — FE
sont deuz v.a. qui ont méme loi, alors f(X) est intégrable ssi f(Y') est intégrable, et dans
ce cas E[f(X)] = E[f(Y)].

Nous allons maintenant rappeler la définition d’indépendance de plusieurs ou d’une
suite de v.a.

Définition 1.2.3. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et (E;, E;)i>1 une suite d’espaces
mesurables. On considere une suite de variables aléatoires X; : Q2 — E;.

— On dit que les variables X1, ..., X, sont indépendantes si pour toutes fonctions
fi,-.., fn bornées mesurables (f; - E; — R)

n

K Hfz(Xl>] = HE[fl<Xz)]u

i=1

ou de maniére équivalente si

VAL €&, Ay €ELP(X €Ay, X, €A = [[P(Xi € A)

=1

— On dit que la suite de v.a. (X;);>1 est une suite de v.a. indépendantes si, quelque soit
n>2, Xi,...,X, sont indépendantes.

On a le résultat suivant qui est souvent utile.
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Proposition 1.2.4. On suppose que les v.a. Xi,...,X, sont indépendantes a valeurs
respectivement dans F1, ..., E, et on considere fi,..., [, des fonctions mesurables (f; :
E; - R). Alors,

H fi(X5) est intégrable ssi Vi, f;(X;) est intégrable,

et dans ce cas E[[ [}, fi(X:)] = [, E[fi(X))]-

Exercice 1.2.5. Soit (2, F,P) un espace de probabilité et X1, Xo deux variables aléatoires.
Soit (Q, F,P) une copie de (0, F,P) et (Q,f", I@’) = (Qx Q,F® F,PP). Montrer que
X et Xo sont indépendantes si et seulement si (X1, X2) a méme loi que (Xl,Xg) sous P.
En déduire que pour une fonction f réelle mesurable bornée, B[f (X1, Xo)] = E[t)(X3)] ou

P(x) = E[f (X1, 2)].

Enfin nous terminons cette section en définissant l'indépendance d’une v.a. avec une
tribu.

Definition 1.2.6. Soit (2, F,[P) un espace de probabilité et F' une sous-tribu de F. Une
variable aléatoire X est dite indépendante de la tribu F' si elle est indépendante de toute
variable aléatoire F'-mesurable.

1.3 Variables aléatoires réelles et a valeurs dans R

1.3.1 Variables aléatoires discrétes et a densité

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et X : 2 — R une variable aléatoire réelle. La
loi de X est donnée par la mesure image P o X! ou, autrement dit par :

{P(X € (a,b)), a < b réels.}

On pose pour x € R, Fx(z) = P(X < x). Cette fonction est appelée fonction de répartition

de X. Il s’agit d’une fonction croissante, qui satisfait grace a la o-additivité de la mesure P :

lim Fx(z) =0, lim Fx(z) =1 et elle est continue a droite et limitée & gauche. On a
r—+00

T—r—00

pour a < b et n assez grand P(X € (a,b—1/n]) = Fx(b—1/n) — Fx(a), et par conséquent
P(X € (a,b) = JE? Fx(xz) — Fx(a). La fonction de répartition caractérise donc la loi
de X.

Parmi les variables aléatoires réelles, on distingue deux familles particulieres. Les va-
riables aléatoires discretes sont celles qui prennent un nombre dénombrable de valeurs,
c’est a dire qu’il existe une suite d’éléments distincts de R, (z,)nen, telle que P(X €
{z,,n € N}) = 1. Dans ce cas on peut écrire la loi comme une combinaison de mesures
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de Dirac P(X e dx) =), .y

par morceaux. Les variables aléatoires a densité sont celles dont la fonction de répartition

P(X = z,)d,, (dx), et la fonction de répartition est constante

s’écrit N
Fea) = [ pla)iz

—c0
pour une fonction positive mesurable p(x). Dans ce cas, p est uniquement déterminée a
un ensemble de mesure de Lebesgue nulle pres, et on 'appelle la densité de X. Lorsqu’elle
existe, cette densité caractérise entierement la loi de X. Une v.a. a densité ne charge aucun
point, i.e. P(X = z) = 0 pour tout x € R. Il est important de noter que si les v.a.
discretes et les v.a. a densités sont deux familles disjointes, elle ne constituent pas une
partition des v.a. et il existe des variables aléatoires ni discretes, ni a densité. Par exemple,
Fx(z) = 13520% est la fonction de répartition d'une telle v.a. Pour les v.a. a valeurs
dans R? on utilise également cette appellation : une v.a. discrete est une v.a. qui y prend un
nombre dénombrable de valeurs tandis qu'une v.a. a densité satisfait P(X € A) = [, p(z)dz

pour tout ouvert A de R

1.3.2 Espaces L’ et L™

Pour p € N*, on définit LP(Q, F,P) = {X : Q — R? t.q E(|X|?) < oo}. Muni de
la norme || X||, = E(|X|?)/?, on peut montrer que LP(€), F,P) est un espace de Banach.
Dans le cas p = 2, ¢’est un espace de Hilbert muni du produit scalaire X .Y = E[XY]. De
méme, on définit L>°(Q, F,P) = {X : Q - R? t.q IM > 0,P(|X| < M) = 1}. Muni de
la norme ||.X||oo = inf{M > 0,P(|]X| < M) = 1}, on peut montrer que L>(2, F,P) est un
espace de Banach. Remarquons ici que bien que ces espaces dépendent de la dimension d,
nous n’avons pas rappelé cette dépendance dans la notation LP(€), F,P). C’est parce que
la plupart du temps, la dimension est claire dans le contexte étudié.

On se donne maintenant une v.a. X € L?(Q, F,P) réelle. On définit sa variance et son
écart-type par :

Var(X) = E[(X — E(X))*] > 0et 0(X) = y/Var(X).
Par linéarité de 'espérance, on a aussi I’égalité parfois plus commode :
Var(X) = E[X?] — E[X]?

Si Y est une seconde v.a. réelle de carré intégrable, on définit respectivement la covariance
et la corrélation entre X et Y par

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E[XY] - E[X]E[Y]

et p(X,Y) =Cov(X,Y)/(o(X)o(Y))sio(X)o(Y) > 0et p(X,Y) = 0sinon. Ces quantités
sont nulles lorsque X est indépendante de Y, mais la réciproque est fausse.
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Exercice 1.3.1. Soit X une v.a. réelle a densité p(x). On suppose que p(x)

= p(—

15

x) et

que fo p(x)dr < co. Montrer que cov(X, X?) = 0 mais que les v.a. X et X* ne sont pas

mdependcmtes.

On considere désormais une v.a. X € L?(Q,F,P) a valeurs dans R? et on note

X = (X4,...

, Xy). Pour a € R, on a Var(3%, a; X))

E[X;]E[X;]). On définit alors la matrice de covariance de X par

i,7€{1,...,

d}v (FX)LJ

= COU(XZ‘, XJ)

= > oy (B[X X)) —

Il s’agit d’'une matrice symétrique qui est positive puisque o'T' ya = Var(zglzl a; X;) > 0.

1.3.3 Variables aléatoires réelles usuelles

Voici deux tables récapitulatives des principales v.a. réelles.

Nom Param. Loi E[X] | Var(X) fct. car. E[e?*X]
Bernoulli B(p) p € (0,1) PX=1)=p=1-P(X =0) D p(1 —p) 1+ple™ —1)
Binémiale B(n, p) neN* pc(0,1) | 0<k<nP(X =k =CkpP(1—p)"F | np np(l —p) (1 er(ew —1))"
Poisson P()) A>0 keN,P(X = k) = e 2] A A exp(A(e’ — 1))
Géométrique Geo(p) | p € (0,1) ke N*P(X =k)=p(l—p)r1! 1/p (1 —p)/p? %

TABLE 1.2 — Variables aléatoires discrétes
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Nom Param. Loi (densité) E[X] Var(X) fct. car. E[e?vX]
2
Gaussienne N'(m,02) | meR,0 >0 \/2;7 exp(— (x;;;” ) m a? exp(tum — %ZUQ)
Uniforme U(a, b) a<b 14 (2) (a+b)/2 | (b—a)?/12 W@ 3
Exponentielle £(\) A>0 1{z>0}>\6_>‘x 1/ 1/X2 exp(A(e®™ — 1))
Cauchy C(a) a>0 2 ﬁ Non défini | Non défini e~alul
Gamma I'(a, 0) a,0>0 Fe(z)mafle’ezl{z>o} a/l a/6?
C(atb) a— - b
Beta 3(a, b) a,b>0 F(a‘l)r(b)x“ M1 —2) Mygcacty P m
n/2
Chi 2 x2(n) n € N* %x”ﬂ_le_xml{zx)} n 2n

TABLE 1.3 — Variables aléatoires a densité

1.4 Les différents modes de convergence

Dans cette partie nous rappelons les nombreux modes de convergences utilisés en pro-
babilités. On considére une suite (X,,)nen de v.a. a valeurs dans R?. Lorsque n — 400, on
dit que la suite (X,,) converge vers la v.a. X :

— presque surement (p.s)si P(X, — X)=1,

n—-+o0o

— en probabilité si Ve > 0,P(|X,, — X| > ¢) = 0.
n—-+00

dans LP (en pratique, p = 1,2 le plus souvent) lorsque X € LP(Q, F,P) et X,, €
LP(Q, F,P) pour n assez grand, et si l'on a : E(|X,, — X|?) — 0.

n—-+o00

— en loi si pour toute fonction f : R? — R continue bornée, E[f(X,,)] Tl E[f(X)].

Parmi ces différentes convergences, certaines sont plus fortes que d’autres. Nous avons
les implications suivantes :

v [? = cv ! = cven Proba. <= cvp.s.

Y

cv en lot

TABLE 1.4 — Hierarchie des modes de convergence.

En outre, lorsque X,, converge p.s vers X et qu’il existe une v.a. intégrable telle que
| X, <V, le théoreme de convergence dominée nous assure alors que X,, converge vers
X dans LP. Enfin, lorsque X,, converge en probabilité vers X, on peut montrer qu’il existe
une sous-suite de (X, )nen qui converge presque surement vers X. C’est I'objet de I'exercice
suivant.

Exercice 1.4.1. On suppose que X,, converge en probabilité vers X .

1. Montrer qu’il existe une sous-suite ¢1(n) telle que P(| X4,y — X| > 1) < 1/n?. En
déduire que E[Y " 1{\X¢1(n)fX\21}] < 400 puis que, presque surement, il existe un
entier N 1.q. | X, (ny—X| < 1 pourn > N (i.e. P(IN,¥n > N, | X4, —X| < 1) =1).
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2. Montrer qu’il existe une sous-suite ¢o(n) telle que P(| Xy 0p,m) — X| > 1/2) < 1/n2.
Puis, par récurrence, montrer qu’on peut construire des sous-suites ¢z(n),... telles
que pour tout k, P(| Xy omopm) — X| > 1/k) < 1/n?. En déduire que P(3IN,Vn >
N, ‘X¢1O---O¢>k(n) — X| < 1//€) =1.

3. On pose p(n) = ¢10---0 ¢p(n) (procédé diagonal). Montrer que X ) converge
presque surement vers X .

Donner un exemple de suite (X,)nen qui converge en loi vers une v.a. X mais dont aucune
sous-suite ne converge p.s. vers X.

Exercice 1.4.2. L’objet de cet exercice est de donner un eremple de suite de v.a. qui
converge en probabilité mais pas presque sirement. On se donne une suite (X,)n>1 de v.a.

indépendantes telle que X, 2 B(1/n), i.e P(X,=1)=1/n=1-P(X, =0).

1. Montrer que X,, converge en probabilité vers 0.

2. Soit (T,)n>1 une suite a valeurs dans {0,1}. Montrer que lim,_, o ©, =0 ssi AN €
N*,Vn > N, z, = 0.

3. En déduire que {lim,—, oo X», = 0} = UyenMp>n{ X, = 0}, puis que P(lim,,, 1o, X,, =
0) = th%Jroo P(mnzN{Xn = 0})

4. Montrer que In(P(Nx<p<nix{Xn = 0})) = E?:o In(1—5). En déduire que P(Ny>n{ X, =
0}) = 0 puis que X,, ne converge pas p.s. vers 0.

5. En utilisant la méme méthode, montrer qu’en revanche la sous-suite (X,2),>1 converge
p.s. vers 0, i.e. P(lim, ;o X,2 =0) = 1.

L’utilisation des fonctions caractéristiques donne une méthode parfois plus simple pour
établir la convergence en loi d'une suite de variables aléatoires.

Théoréme 1.4.3. Soit (X, )nen une suite de v.a. & valeurs dans R, Alors, X,, converge
en loi vers la v.a. X si et seulement si
Vu € R, E[e™] —  E[e™].
n—+oo

Enfin, pour une fonction f bornée, on définit son ensemble de discontinuité par Disc(f) =
{z,liminf, f < limsup, f}. Si X,, converge en loi vers X et si P(X € Disc(f)) = 0, alors
on a E[f(X,)] — E[f(X)]

Les preuves de beaucoup des implications énoncées dans la Table 1.4 reposent sur des
inégalités fréquemment utiles en probabilité. Nous les rappelons ici pour des v.a. X et Y
réelles.

~ Inégalité de Cauchy-Schwarz : Si X, Y € L*(Q, F,P),E[|XY|] < \/E(X?)VE(Y?).

En particulier (Y = 1), E[|X|] < v/E(X?).
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~ Inégalité de Markov : Si X € L'(Q, F,P),z > 0,P(|X| > z) < ®XL Cela vient
immédiatement de la majoration 1x>, < |X|/x.
— Inégalité de Bienaymé-Tchebychev : Si X € L*(Q, F,P),z > 0,P(|X| > z) <
“*3[%22]_ Découle de 1)x>, < X?/22.
On termine cette section par un résultat tres commode pour la convergence p.s. qui est
souvent utilisé.

Proposition 1.4.4. Une suite (X,,)nen de v.a. a valeurs dans R? converge p.s.
(i.e. P(WVe > 0,dAN e N*,Vn > N, |X, — X|<¢e)=1)
si, et seulement si
Ve > 0,P(IN e N, ¥n> N, |X, — X|<e)=1.

Preuve. On note A, = {IN € N*;¥n > N, |X,, — X| < e} et A = N.spA.. Puisque pour
tout € > 0, A C A,, le sens direct est immédiat. Prouvons la réciproque, c¢’est a dire que si
P(A.) = 1 pour tout € > 0, alors P(A) = 1. Il est facile de voir que A, C Ao pour 0 < e < €/,
et par conséquent A = Npen+Ay/n. Par o-additivité, P(A) = lim,, o P(Ay/) = 1. O

1.5 Deux théoremes fondamentaux

Dans cette section, nous rappelons les deux théoremes fondamentaux que sont la loi
forte des grands nombres (LFGN) et le théoreme de la limite centrale ou théoreme central

limite (TCL).

Théoréeme 1.5.1 (LFGN). Soit (X,),>1 une suite de v.a. réelles i.i.d intégrables. On
definit X, = %22:1 X la moyenne empirique des n premiéres réalisations. Alors, X,
converge p.s. vers B(X;) lorsque n — +oo.

Théoréeme 1.5.2 (TCL). Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. réelles i.i.d de carré intégrables.
On supose o = \/E(X?) —E(X1)2 > 0. On a alors :

@(Xn—E(Xl)) N0, 1)

n—-+4o0o

La loi forte des grands nombre donne la limite de la moyenne empirique tandis que le
théoreme de la limite centrale décrit la dispersion asymptotique de la moyenne empirique
autour de cette limite.

Une application importante de ces théoremes est la méthode de Monte-Carlo et la
construction d’intervalles de confiance. Plus précisément, supposons que I’'on observe (ou
simule) la réalisation de variables aléatoires réelles Xi,..., X, i.i.d. de carré intégrable,
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et que l'on souhaite estimer I'espérance E(X;) commune & ces v.a. Grace au TCL, nous

savons que pour n “grand”, @()_(n - E(X4)) < N(0,1). Pour a € (0, 1), on considere le

quantile de la loi gaussienne standard t.q. P(|N| > ¢,) = «. On dit alors qu’avec un niveau
de confiance 1 — a, @\Xn — E(X1)| < ¢4 ou de maniere équivalente :
_ o o
E(Xy) € [ Xy — ¢o—=, Xn + Go—=].
(X1) €] 4o q \/ﬁ]
Cet intervalle est appelé intervalle de confiance de niveau 1 — a. Typiquement, on prend
les valeurs o = 1%, 5%, 10% pour lesquelles on a respectivement ¢ =~ 2.58, 59, ~ 1,96 et
q10% ~ 1,65. Par exemple, I'intervalle de confiance a 95% est [X,, — 1.96-%, X, + 1.96%].
Cela signifie qu’avec 95% de chances, l'espérance que l'on souhaite estimer s’y trouve
dedans. Néanmoins, déterminer cet intervalle nécessite de connaitre la variance de la v.a.
observée, ce qui souvent n’est pas le cas. On doit alors I'estimer. La loi forte des grands

o 1 N v )V2_ 1\ y2_ _n w2 P% 9
nombres assure alors que V,, := —=> " (Xp — X,,)? = — >, Xi — "5 X 1T

et on considere 'intervalle de confiance de niveau 1 — o :
_ V'V, V.,

E(X)) € (X0 - g 228 Kot 0o 2

qui ne dépend que des réalisations X1, ..., X,,. Lorsque ces réalisations sont simulées pour

]

calculer l'espérance E[X], on parle de méthode de Monte-Carlo.

Pour conclure cette section, disons que la loi forte des grands nombres et le théoreme
de la limite centrale s’étendent au aux variables & valeurs dans R?. Pour la LFGN, cette
extension est triviale puisque 'on applique coordonnées par coordonnées la LFGN uni-
dimensionnelle. Par contre pour le TCL, nous devons au préalable définir les vecteurs

gaussiens qui interviendront dans la loi limite de \/n(X,, — E(X7)).

1.6 Vecteurs gaussiens

Définition 1.6.1. Un vecteur aléatoire X : € — R? est un vecteur gaussien si toute
combinaison linéaire de ses coordonnées est une v.a. réelle gaussienne.

Si X est un vecteur Gaussien et que u € R? u . X est donc une v.a. gaussienne de
moyenne u . E[X] et de variance u.'xu ou I'x désigne la matrice de covariance de X.
Par conséquent, on a E[¢™*] = exp(iu. E[X] — $u.T xu). Réciproquement, supposons que
X est un vecteur aléatoire dont la fonction caractéristique est exp(iu « m — %u Tu)ouTl
est une matrice symétrique positive et m € R?. Alors, pour u € R et pour tout v € R,
Ele®"X] = exp(ivu « m — %u . T'u), et on en déduit que u. X est une v.a. gaussienne
d’espérance u . m et de variance u . ['u. Par conséquent, X est un vecteur gaussien.
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Proposition 1.6.2. Un vecteur aléatoire X : Q — R est gaussien ssi il existe une matrice
symétrique positive I' et m € R? t.q. E[e™*] = exp(iu.m — su.T'w). Dans ce cas m = E[X]
et T' est la matrice de covariance de X, et on note Ny(m,T') cette loi.

Donnons maintenant un exemple de vecteurs gaussiens : on se donne d v.a. gaussiennes
indépendantes Xi,..., X, et on pose X = (Xi,...,Xy). Alors, pour v € R? on a :
B[] = ElerTha w] = [T, Ble ] = exp (i S, wEX] - § YO, uf Var(X,)).
Par conséquent, X est un vecteur gaussien de moyenne (E[X1],...,E[X,]) et de matrice
de covariance diag(Var(Xy),..., Var(Xy)).

Réciproquement, si X est un vecteur gaussien d’espérance m et de matrice de covariance
diagonale diag(o?,...,0%), EleX] = [[\_, exp (iwE[X,] — buto}) = [T\, Ele™%] et
ses coordonnées sont donc indépendantes. Nous venons de prouver le résultat suivant.

Proposition 1.6.3. Les coordonnées d’un vecteur gaussien sont indépendantes si et seule-
ment si sa matrice de covariance est diagonale.

Une erreur classique consiste a penser qu'un vecteur est gaussien si ses coordonnées
sont gaussiennes. Ceci est faux, voici un contre-exemple. On se donne X; ~ AN(0,1) et
on pose Xo = —Xilyx,<13 + Xilgx,>13- 1l est facile de vérifier que X, suit une loi
gaussienne standard, mais la combinaison linéaire X; + X5 n’est pas gaussienne puisque
P(X;+ X, =0)=P(Xy| <1)>0.

Le résultat suivant concernant les v.a. gaussiennes est important.

Proposition 1.6.4. Si (X,,).en est une suite de v.a. gaussiennes réelles qui converge en
loi vers X, alors X est une v.a. gaussienne. Par conséquent, si (X,)nen est une suite de
vecteurs gaussiens qui convergent en loi vers X, alors X est un vecteur gaussien.

Nous concluons ce rappel sur les vecteurs gaussiens en énongant le TCL multidimen-
sionnel.

Théoréme 1.6.5. Soit (X, )nen une suite de v.a. i.i.d. a valeurs dans RY et de carré
intégrable. On note T' la matrice de covariance de X, et X, = %2221 X; la moyenne
empirique des n premieres réalisations. Alors,

VX, —E(X1) % Ay(0,T).

n—-+o0o



Chapitre 2

Espérance conditionnelle, loi
conditionnelle

2.1 Un exemple introductif

Considérons un jeu de dés ou 'on effectue deux lancés successifs qui rapporte le pro-
duit des deux résultats obtenus. On note X; et X5 les deux résultats que 1'on suppose
indépendants, et de loi uniforme sur {1,2,...,6}. La somme rapportée par le jeu est donc
S = X7 X5. On suppose qu’apres le premier lancé, on a acces au résultat X;. Une question
naturelle est alors de savoir comment est distribuée la somme S une fois que I’on connait le
premier lancé, et quelle est I’espérance de gain. Dans ce cas, la réponse est simple : .S suit une
loi uniforme sur {X7,2X7,...,6X;} et 'espérance de gain est w}ﬁ = 3,5X;. On dira
alors que la loi conditionnelle de S sachant X; est la loi uniforme sur {X7,2X5,...,6X;}
tandis que 1’espérance conditionnelle de S sachant X; est 3,5X7.

Continuons maintenant cet exemple pour montrer ou ces objets peuvent intervenir. On
souhaite organiser le jeu suivant : pour jouer, le joueur doit payer le prix p et apres avoir
vu le résultat du premier lancé, il peut soit récupérer la moitié de ce qu’il a payé, soit
poursuivre le jeu et gagner la somme S. La question naturelle est la suivante : quel est le
prix minimal & faire payer pour étre stur de ne pas perdre de I'argent en moyenne ? Pour
cela, on suppose que les joueurs sont rationnels, et cherchent a maximiser leur espérance
de gain. Par conséquent, ils choisissent de continuer le jeu si 3,5X; > p/2, et reprennent
la somme p/2 sinon. L’espérance de la somme touchée par le joueur rationnel est donc :

El135x,5p/2) X1 X0 + Lz 5, <p/2y0/ 2]
E1(s5x,5p/2X1X0] = G 2 kaeqroy Lostzpakike = § 20 ca 6 Lishp/2)3, 5k =
E[1{3,5X12p/2}37 5X1] Comme on a 1{3,5X12p/2}37 5X1 —+ 1{3,5X1<p/2}p/2 = max(3, 5X1,p/2),

I'espérance de la somme regue par le joueur s’écrit E[max(3,5X7,p/2)]. Du point de vue

21
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de l'organisateur, I’'espérance de gain est donc G(p) = p — E[max(3,5X7, p/2)], et pour que
ce jeu lui soit rentable sur le long terme, il doit fixer p pour que G(p) > 0 . Il est aisé de
voir qu’il s’agit d'une fonction croissante de p.

Pour 0 <p <7, G(p)=p—35<0.

Pour 7<p <14, G(p) = Lp— % et G s’annule pour p = 10 ~ 12,73 € [7,14].

Par conséquent, le prix minimum a faire payer est 11;410 pour ne pas perdre en moyenne.

Remarque 2.1.1. Un joueur “non rationnel” prend la décision de continuer le jeu si
X, € A et d’arréter si X1 € A pour un certain ensemble A C {1,...,6}. Son gain
est alors E[X1 Xolixieay + (0/2)1ixagay] = & Zpymeqn,.op Fikelpneny + kilpgay] =
& ket 6 139kl keay + kilpgay] = E[3,5X111x,cay + (/2)1(x,¢ay]. Puisqu’on a
3,5X11x,eay + (0/2)1(x,¢4y < max(3,5X1,p/2), il gagne moins que le joueur “ration-
nel”, et génére ainsi plus de profit pour l'organisateur du jeu!

2.2 Espérance conditionnelle

Avant de construire rigoureusement ’espérance conditionnelle, il est bon de donner une
interprétation intuitive de cet objet. Il s’agit d’une espérance (et donc d’une intégrale) qui
jouit par conséquent des memes propriétés que l'espérance usuelle. Rappelons qu’heu-
ristiquement, 'espérance correspond a effectuer une moyenne sur tous les événements
possibles F de €). L’espérance conditionnelle, elle, consiste intuitivement a effectuer une
moyenne sur tous les événements qui sont encore possibles (en général le futur), sachant que
I'on a déja observé certains événements (en général le passé). Il s’agit donc d’une moyenne
qui tient compte des événements réalisés connus. Ces événements connus seront modélisés
par une sous-tribu F’ de F, si bien que 'on dit souvent que la sous-tribu F’ représente
I'information disponible (dans ’exemple introductif, il s’agit du résultat du premier lancé).

2.2.1 Construction de I’espérance conditionnelle

L’objet de cette section est d’établir I'existence et 'unicité de I’espérance conditionnelle.
Dans une premiere lecture, on pourra admettre directement les deux résultats principaux
(Théoremes 2.2.4 et 2.2.5).

On considére X une variable aléatoire réelle intégrable (resp. positive) sur (Q, F,P) et
F' une sous-tribu de F. Nous allons montrer qu’il existe alors une unique variable aléatoire
réelle Y, F'-mesurable et intégrable (resp. positive), telle que

VA € FE[14X] = E[14Y]. (2.1)

Dans la suite du cours, on notera E[X|F’] cette variable aléatoire appelée espérance condi-
tionnelle de X sachant F'.
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Nous commencons par énoncer un résultat d’unicité.

Lemme 2.2.1. Si Y] et Y sont deux variables aléatoires réelles F'-mesurables, intégrables
ou positives, telles que VA € F' E[14Y1] = E[14Y5], alors Y1 =Y; p.s.

Preuve. Nous prouvons ce résultat par contraposée. Si P(Y; # Y;) > 0, cela signifie que
P(Y; > Y;) > 0 ou P(Yy > Y;) > 0. Considérons par exemple le premier cas. Comme
Y1 > Y} = U,eni¥1 > Y2, Y2 < m}, il existe un entier m € N tel que P(Y] > ¥5,Y; <
m) > 0. Les variables aléatoires Y] et Y3 sont toutes deux F’-mesurables et donc {Y; >
Y5, Yy < m} € F'. On en déduit alors E[lyy, v, v5<m) (Y1 — Y2)] > 0. D’autre part, on
a Elyysve,va<m} Y1) = E[l{y;>vs,v,<m} Ya] (cette quantité est finie que Y5 soit positive ou
intégrable). Ceci implique E[1y,>v, y,<m(Y1 — Y2)] = 0 ce qui est contradictoire. O

La proposition suivante donne un résultat d’existence de l’espérance conditionnelle
lorsque la v.a. X est de carré intégrable. Outre ce résultat, elle donne une autre in-
terprétation intuitive de l'espérance conditionnelle dans ce cas : c¢’est la projection or-
thogonale sur le sous-espace des v.a.r. F'-mesurables de carré intégrable.

Proposition 2.2.2. Soient X € L*(Q, F,P) une variable aléatoire réelle sur (Q, F,P) de
carré intégrable et F' une sous-tribu de F. Il existe une unique variable aléatoire réelle Y,
F'-mesurable et de carré intégrable, telle que

VA € F E[14X] = E[1,Y].

Preuve. 1l s’agit ici de prouver l'existence, 'unicité étant garantie par le Lemme 2.2.1
puisque L*(Q, F,P) C LY(Q, F,P). L’espace L*(Q2, F,P) muni du produit scalaire X .Y =
E[XY] est un espace de Hilbert, et L*(Q, F/,P) est un sous-espace vectoriel fermé de
L?(Q2, F,P). Par conséquent, la projection orthogonale 7 sur L*(€, F',P) est bien définie.
Comme X — 7(X) LL*Q, F',P), on a

VZ € L*(Q, F,P), E[Z(X — n(X))] = 0.
En particulier, pour A € 7' on a 14 € L*(Q, F',P) et donc E[1,X] = E[147(X)]. O

L’espérance conditionnelle est en réalité définie pour des v.a.r. plus générales, a savoir
les v.a. positives et les v.a. intégrables. Comme pour la construction de l’espérance (ou
de l'intégrale), nous allons commencer par construire I’espérance conditionnelle pour les
v.a.r. positives, et ensuite étendre la construction aux v.a. intégrables. Nous avons besoin
auparavant du résultat suivant.

Proposition 2.2.3. On suppose que X > 0 p.s. est F-mesurable et que Y est une v.a.r.
F'-mesurable telle que YA € F'|E[14X]| =E[14Y]. Alors , Y >0 p.s.
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Preuve. On considere A = {Y < 0} et suppose par I’absurde que P(A) > 0. Alors, puisque
14X est une v.a. positive, 0 < E[1,X] =E[1,Y] < 0. O

Une conséquence immédiate de ce résultat est que si deux variables aléatoires réelles
intégrables X;, X, sont telles que X; < X5 p.s., alors E[X;|F'] < E[X5|F] p.s. lorsque ces
espérances conditionnelles existent (i.e. lorsque X; et X, sont intégrables ou positives).

Théoréme 2.2.4. Soient X une variable aléatoire réelle positive sur (0, F,P) et F' une
sous-tribu de F. Il existe une unique variable aléatoire réelle Y, F'-mesurable et positive,
telle que

VA € FUE[1,X] =E[14Y].

En outre, Y est intégrable si X est intégrable.

Preuve. L’unicité étant assurée par le Lemme 2.2.1, nous prouvons l'existence de Y. Pour
tout m € N, X A m est une v.a. bornée et donc de carré intégrable. Elle admet donc une
espérance conditionnelle, et on a pour tout A € F,

E[lAX N m] = E[lAE[X A m\}"/]]

Grace a la proposition précédente, E[X Am|F'] est une suite croissante de v.a., et on définit
Y = limy,— 400 E[X Am|F'] qui est F'-mesurable comme limite de fonctions F'-mesurables.
Par le théoreme de convergence monotone, le terme de gauche converge vers E[1 4.X] tandis
que le terme de droite converge vers E[14Y], et on a donc E[1,X] = E[14Y] ce qui est le
résultat voulu. En outre, si X est intégrable, on a puisque Q2 € F', E[X]| = E[Y] < +oc et
Y est ainsi intégrable. O

Nous sommes désormais en position de prouver l'existence de I’espérance conditionnelle
pour les v.a. intégrables.

Théoréme 2.2.5. Soient X une variable aléatoire réelle intégrable sur (2, F,P) et F' une
sous-tribu de F. Il existe une unique variable aléatoire réelle’ Y, F' -mesurable et intégrable,
telle que

VA e FUE[1,X] =E[14Y].

Preuve. L’unicité est toujours assurée par le Lemme 2.2.1. Pour l'existence, on utilise
la décomposition X = X* — X~. Comme X € L'(Q, F,P), X et X~ sont également
intégrables. Elles sont aussi positives et on définit :

Y = B[ X*|F] - E[X"|F].

Grace a la proposition précédente, Y est intégrable et satisfait VA € F',E[14X] = E[14Y].
0
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Dans le cas particulier ot F/ = {0,Q} est la tribu grossiere, et si X est intégrable
ou positive, il est facile de voir que E[X|F'| = E[X]. Tres souvent, I'information connue
(la filtration) est donnée par l'observation de variables aléatoires. La définition suivante
précise ce point.

Définition 2.2.6. Soit Y une variable aléatoire (resp. (Yp,0 € ©) une famille de v.a.). Si
X est une v.a.r. positive ou intégrable, on définit [’espérance conditionnelle de X sachant

Y (resp. (Yp,0 € ©)) comme l'espérance conditionnelle de X sachant la tribu engendrée
par'Y (resp. (Yp,0 € ©)). On note alors

E[X|Y] = E[X|o(Y)] (resp. E[X|Yp, 0 € ©] = E[X|o(Yy, 0 € O)]).
Remarque 2.2.7. Lorsque la tribu F' = o(A), on peut montrer que
VAe F', E[1aX]| =E[1,47] < VA€ A, E[1,X]|=E[1,7].
En particulier, st X est une v.a.r. positive ou intégrable et'Y est une v.a. réelle,
Z =E[X|Y] <= Va <, E[X1iye@py] =E[ZLye@ul-

Exercice 2.2.8 (lien avec les probabilités conditionnelles). On se place sur ’espace de pro-
babilité (Q, F,P), et on considére A, B € F. On rappelle que la probabilité de A sachant B
vaut P(A|B) = P(AN B)/P(B) lorsque P(B) # 0 et P(A|B) = P(A) si P(B) = 0. Montrer
que, presque sirement, E[14|15] = P(A|B)1g + P(A|B)1g. ot B¢ = Q\B.

De maniere générale, lorsque X est une v.a.r. positive ou intégrable et Y est une v.a.
discrete a valeurs dans un espace F', on a :

E[X1y,)
EXY] = Y o, (2.9
g Y =y)
YEFP(Y=y)>0
La preuve de ce résultat est laissée en exercice. On note E[ XY = y| = % I'espérance

de X sachant que Y = y. Attention, cette quantité est, contrairement a ’espérance condi-
tionnelle, déterministe : elle dépend de y mais pas de la réalisation de Y.

Exercice 2.2.9. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. i.i.d. intégrables. On pose S, = > | X;.
1. On prend n > 2. Montrer que E[X1]S,] = E[X3]S,].

2. En déduire que E[X;]S,] = S,/n pour n > 1, puis donner le comportement asymp-
totique de E[X|S,]. Ce résultat vous surprend-il ¢

3. Donner un exemple de v.a. indépendantes X, Y et de tribu F' telles que E[X|F'] et
E[Y'|F'] ne soient pas indépendantes.
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2.2.2 Propriétés de I’espérance conditionnelle

Ce qu'il faut retenir du paragraphe précédent sur la construction de 'espérance condi-
tionnelle sont les deux choses suivantes. Comme l'espérance, ’espérance conditionnelle
d’une variable aléatoire est définie des lors qu’elle est positive ou intégrable. En outre,
si cette variable est de carré intégrable, I'espérance conditionnelle s’interprete comme la
projection orthogonale sur le sous espace vectoriel des v.a.r. de carré intégrable mesurables
par rapport a la filtration a laquelle on effectue le conditionnement. D’un point de vue
pratique et calculatoire, ce seront ensuite les propriétés énoncées dans ce paragraphe qui
seront utiles.

On se place sur 'espace de probabilité (€2, F,P), F' désigne une sous-tribu de F et X
est une v.a. réelle positive ou intégrable.

1. X est F'-mesurable si et seulement si E[X|F'] = X p.s.
2. Si X est indépendante de F', E[X|F'] = E[X].
3. Positivité : si X > 0, E[X|F'] > 0. Si X, X, € LY(Q, F,P) sont telles que X; > X,

p.s., E[X1|F'] > E[X;3|F'] p.s. Ces propriétés sont également vraies en remplacant
les inégalités larges par des inégalités strictes.

4. Linéarité : Si )\1, )\2 € R, Xl,XQ € L1<Q,F, P), E[}\lX + )\2X2|.F/] = AlE[Xl‘F,] +
ME[Xo|F].

5. Double conditionnement : Si F” est une sous-tribu de 7', E[X |F"] = E[E(X |F")|F"].
En particulier on a pour F” = {(), Q}, E[X] = E[E(X|F")].

6. Inégalité de Jensen : si ¢ : R — R est une fonction convexe, et si X, p(X) €
LYQ, F,P),

E[¢(X)|F'] = ¢(B[X|F]) p.s.

Deux cas particuliers importants :
s X € L', F,P), E]|X||F] > [E[X| 7]
si X € L*(Q, F,P), E[X?|F] > E[X|F]°

7. Si X € LY(Q, F,P) et Z est une v.a.r. bornée F'-mesurable, E[ZX|F'] = ZE[X|F'].

8. Théoréme de convergence monotone : soit (X,,n € N) une suite de v.a.r.
positives telles que Vn, X, < X,,11 p.s. Soit X = lim,, ., X,,. Alors

E[X,|F] — E[X|F]p.s.

n—-+0o0o
9. Lemme de Fatou : si (X,,,n € N) est une suite de v.a.r. positives, on a

Ellim inf X,,| 7] < lim infE[X,,|F'] p.s.

n—-+4o0o n—-+4o00
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10. Théoréme de convergence dominée : soit (X,,n € N) une suite de v.a.r. uni-
formément bornée par une v.a.r. intégrable (i.e. 3V € LY(Q, F,P),Vn € N, |X,| <
V p.s.) et qui converge p.s. vers X. Alors,

E[X,|F] = E[X|F]p.s. et dans L}(Q, F,P).

n—-+o00

Insistons une derniere fois sur le fait que 'espérance conditionnelle jouit des mémes
propriétés que l'espérance (linéarité, positivité, inégalité de Jensen, théoremes de conver-
gence dominée et monotone et lemme de Fatou). Ce sont donc formellement les mémes
objets : I'espérance conditionnelle est bien une espérance !

Preuve. La preuve des points 1 a 5 ne pose pas de difficulté et est laissée en exercice. Celle
du point 6 fait 'objet de 'exercice 2.2.10.

7 : Tout d’abord, ’égalité est évidente si Z est I'indicatrice d'un événement. Comme X
est intégrable, on voit alors que 1’égalité reste vraie si Z est une combinaison linéaire finie
d’indicatrices. Enfin pour une v.a. bornée générale |Z| < K, on peut se ramener & Z > 0
en considérant Z + K, puis on utilise 'approximation par des fonctions étagées comme
pour la construction de l'intégrale (Section 1.1.2), et on obtient le résultat en passant a la
limite.

8 : Grace a la propriété de positivité, 0 < E[X,,|F'] < E[X,,11|F'] p-s. et ainsi la limite
lim,, 4 oo E[X,,| F'] est bien définie p.s. Soit A € F'. On a E[1,4X,,| = E[14E[X,|F']], et par
le théoreéme de convergence monotone pour 'espérance, E[14X] = E[14 lim,,, 1o E[X,,|F"]].
D’apres le lemme 2.2.1, on en déduit E[X|F'] = lim, o E[X,|F'] p.s.

9 : découle imédiatement de 8.

10 : 1l s’agit de la preuve usuelle qui permet de déduire du Lemme de Fatou le théoreme
de convergence dominée. On a |X| < V ps. et | X, — X| < 2V p.s. Par conséquent,
E[lyilr_r}ig(ZV— | X—X,.D|F'] < lrizlil-ii-gofEKQV_ | X —X,.|)|F']. On en déduit que E[lim sup|X —

n—+oo
X, ||F'] = limsupE[| X — X,,||F'] p.s. Comme lim sup| X —X,,| = 0, on obtient lim supE[| X —
n—-—+o0o n—-+0o0o n—-+o0o

X,||[F] =0 p.s. et donc E[| X — X,,||F] o 0. En appliquant 'inégalité de Jensen, on en
déduit [E[X|F] - E[X,|F]| — 0ps. Enfin, puisque [E[X|F'] — E[X,|F]| < 2E[V|F]
et E[V|F’] est intégrable, on conclut par le théoreme de convergence dominée usuel que
E[|E[X|F'| — E[X.|F]|] Tl 0, c’est a dire que E[X,|F’] converge vers E[X|F'| dans
LY(Q, F,P). O

Exercice 2.2.10. Soit ¢ : R — R une fonction convere. Montrer qu’il existe une suite

(an, by) de couples de réels telle que Vx € R, ¢(z) = supa,x + b,. En déduire l'inégalité de
neN
Jensen pour l’espérance conditionnelle (point 6).



28 Espérance conditionnelle, loi conditionnelle

Exercice 2.2.11. On considére un vecteur gaussien (X1, Xs) centré de matrice de cova-
2

o1 pa;@} avec 01,09 > 0 et p € [—1,1]. Montrer que X1 — pZ X, et X,
PO102 0y 02

sont indépendantes. En déduire E[X,|Xs] puis Var(X;|X,) = E[X}| X,] — E[X1|X5]?.

rignce I' = [

Exercice 2.2.12. La propriété 2 assure que si X 1L F', alors E[X|F'] = E[X]. Le but de
lexercice est de montrer que la réciproque est fausse. On considére une v.a.r. Z de mesure
de probabilité sur R : $6_1(dz) + Se "1(oydx. On pose X = |Z| et Y = 1z59. Montrer
que E[X|Y] = E[X]| mais que X etY ne sont pas indépendants.

Une conséquence de la propriété 7 est la suivante.

Corollaire 2.2.13. Soient X une v.a.r. intégrable et = une v.a.r. intégrable F'-mesurable.
Alors,

= =E[X|F] < VZ v.a.r. bornée F'-mesurable, E[X Z] = E[=Z].

Lorsque 'on conditionne par rapport a une variable aléatoire (resp. une famille de v.a.),
on a également la formulation suivante, souvent plus commode.

Corollaire 2.2.14. Soit Y une variable aléatoire (resp. (Yp,0 € ©) une famille de v.a.).

Soient X une v.a.r. intégrable et = une v.a.r. intégrable o (Y )-mesurable (resp. o(Yy, 0 €
©)-mesurable). Alors,

E = E[X|Y] <= VY fonction mesurable réelle bornée, E[ X p(Y)] = E[Z¢(Y)]
= E[X|Ys, 0 € O] <= Vo mes. bornée E[X¢(Yy, 0 € O)] = E[Z¢(Yy, 0 € O)]).

(1]

(resp.

Toujours concernant la propriété 7, il est important de noter qu’elle est vraie aussi pour
des v.a. non bornées des lors que ZX est intégrable. En effet, on a alors pour tout n € N,

E[Z1{21<my X|F'] = Z1{7<nyE[X|F].

Le terme de droite converge p.s. vers ZE[X|F'] tandis que celui de gauche converge p.s.
vers E[Z X |F'] grace au théoreme de convergence dominée pour I'espérance conditionnelle.
On déduit ainsi la proposition suivante.

Proposition 2.2.15. Si X € LY(Q, F,P) est une v.a.r. F-mesurable et si Z est une v.a.r.
F'-mesurable telle que ZX € L*(Q, F,P), on a :

E[ZX|F = ZE[X|F].

En toute généralité, le calcul d'une espérance conditionnelle n’est pas aisé et on doit
souvent avoir recours a des méthodes numériques pour la calculer. Néanmoins il existe
quelques cas particuliers ou l'on est capable de calculer explicitement 1’espérance condi-
tionnelle. La proposition suivante donne un cas en général tres utile pour mener a bien des
calculs.
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Proposition 2.2.16. Soient X; et X5 deux variables aléatoires a valeurs respectivement
dans les espaces mesurables Ey et Fy que l'on suppose indépendantes. Soit f : Fy X Fy — R
une fonction borélienne telle que f(X1, Xs) est positive ou intégrable. Alors,

E[f<X17 X2)|X2] = 1/1(X2)

ou Y(x) = E[f(Xy,x)]. Plus généralement, si F' est une tribu telle que X est F'-mesurable
et X, est indépendante de F', on a également E[f (X1, Xo)|F'] = ¥(Xa).

Preuve. Soit A un evenement de .7-"’ On adune part E[14¢(X5)] = [, 1a(w)(Xa(w))P(dw)
et d’autre part ¢(z) = [, f( 2)P(dw). Ainsi, en notant (Q,F,P ) une copie de
(Q7 ‘F7 P)?

E[14(Xy)] = / / 1a(w) f(X2(@), X () P(d)B(diD)

= /Q A(w) f(Xi(w), Xo(w))P(dw) (par indépendance)
= E[1af(X1, X5)]

On conclut que E[f (X7, X3)|Xs] = ¥(X3) en utilisant la définition de 1'espérance condi-
tionnelle. 0

Remarque 2.2.17. On peut montrer de maniére générale que toute variable aléatoire Z
mesurable par rapport a Xs s’écrit sous la forme g(X3) pour une fonction g mesurable. En
particulier st 'Y est une v.a. positive ou intégrable, il existe une fonction mesurable g t.q.
E[Y|X3] = g(X3). En toute généralité, il est impossible d’expliciter une telle fonction. La
proposition précédente est donc un cas particulier ot on a une écriture simple de g.

Avant de conclure cette section, nous allons définir I'espérance conditionnelle pour une
variable aléatoire & valeurs dans R¢.

Définition 2.2.18. Soit X : Q — R? une v.a. intégrable et F' une sous-tribu de F. On
définit E(X|F') : Q — RY comme l'espérance conditionnelle de chaque coordonnée, i.e.
E(X|F'); = E(X;|F') pouri=1,...,d.

Exercice 2.2.19. On se place sur un espace de probabilité (2, F,P) et on considére F'
une sous-tribu de F. Soit N une variable aléatoire F'-mesurable a valeurs entieres et finie
p.s. On se donne une suite de v.a. réelles (X;);en et on pose S = Ziio X;. Montrer que si
S et les X; sont intégrables, ou si les X; sont des v.a. positives, E[S|F'] est bien définie et
vaut :

E[S|F'] = ZE [X:|F).

(Indication : revenir a la définition de lespemnce conditionnelle et décomposer selon les
valeurs prises par N : N =3« nlin—n}.)
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2.3 Loi conditionnelle

L’espérance conditionnelle, nous 'avons vu, est une moyenne qui tient compte des
événements connus. De maniere plus générale, il est intéressant de décrire comment est
distribuée une v.a. une fois que 'on a eu acces a une certaine information. C’est pourquoi
on introduit la notion de loi conditionnelle. Nous nous placons toujours sur l'espace de
probabilité (2, F,P).

Définition 2.3.1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace mesurable E et
F' une sous-tribu de F. On appelle loi conditionnelle de X sachant F' la loi caractérisée
par :

{E[p(X)|F], ¢ : E = R borélienne bornée}.

De meéme, la loi conditionnelle de X sachant une ou plusieurs v.a. est la loi conditionnelle
sachant la tribu qu’elles engendrent.

Exercice 2.3.2. Montrer que X est indépendant de F' si et seulement si la loi de X est la
méme que la loi de X conditionnellement a F', ¢’est a dire siVyp : E — R borélienne bornée,
Elp(X)|F] = Elp(X)].

Donnons un exemple simple. Soit U une v.a. uniforme sur [0,1] et G une v.a. gaus-
sienne standard indépendante de U. On veut connaitre la loi de X = GU sachant U. On
consideére ¢ : R — R borélienne bornée. On a d’apres la proposition 2.2.16, E[p(X)|U] =
\/%7 Jo p(Uy) exp(—y?/2)dy = \/ﬁ Jg p(z) exp(—x?/(2U?))dx. Par conséquent, laloi condi-
tionnelle de X sachant U est une loi normale centrée de variance U?.

Exercice 2.3.3. Montrer que la loi conditionnelle de X sachant G est une loi uniforme
sur [0,G] si G >0 et sur [G,0] si G < 0.

De maniere plus générale, on considere un couple de v.a.r (X,Y) qui admet une loi
de densité p(x,y). Rappelons que dans ce cas, Y est une v.a.r. distribuée selon la densité
q(y) = [z p(z,y)dz. On souhaite calculer la loi de X sachant Y. Soient ¢, 1) : R — R deux
fonctions boréliennes bornées. Nous commencons par calculer 'espérance conditionnelle

E[p(X)|Y]. On a

+o0o +o0
Elp(X)6(Y)] = / / o(@)(y)p(e, y)dedy
[ Tew ([ o) gy

oo q(y)

En utilisant le Corollaire 2.2.14, il vient E[p(X)|Y] = fj:oo gp(x)%dx et la loi de X
p(z.Y)

sachant Y est la loi distribuée selon la densité R
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Exercice 2.3.4. Soient & et & deux variables aléatoires exponentielles indépendantes de
parametre 1. Calculer la loi de & sachant S = & + &s.

Exercice 2.3.5. On considére un vecteur gaussien (X1, X3) centré de matrice de cova-
2
o 010 - .
rp 12 2} avec 01,09 > 0 et p € [—1,1]. En utilisant la fonction ca-
PO102 05
ractéristique de (X1, Xs) montrer que la loi de Xi sachant X, est une gaussienne de

moyenne pg X et de variance 0?(1—p?). Retrouver ainsi les résultats de I’Ezercice 2.2.11.

riance I' = [

Exercice 2.3.6. On considére une v.a.r. X et Y une v.a. discrete a valeurs dans F.
La loi de (X,Y), donnée en toute généralité par une mesure u(dzx,dy), s’écrit également
> yer Hy(dx) puisque Y est une v.a. discréte. A Uaide de (2.2), montrer que la loi de X
sachant Y est la loi de mesure py (dz).
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Chapitre 3

Martingales en temps discret

3.1 Premieres définitions

Définition 3.1.1. On appelle filtration (discrete) de (2, F,P) une suite croissante (Fy,)nen
de sous tribus de F :¥n € N, F, C Fi1 C F.

Une suite de variables aléatoires (X,,n € N) est adaptée a la filtration (F,)nen St pour
tout n € N, la variable aléatoire X,, est F,-mesurable. On dit alors que (X,,n € N) est
une suite (F,)-adaptée, ou encore que (X,,n € N) est un processus (F,)-adapté.

Lorsque (Fy)nen et (F )nen sont deux filtrations de (2, F, P), on dit que (F)),en est une
sous-filtration de (F,)nen si Vn € N, F! C F,. Donnons un exemple important de filtration.
Si (X,,n € N) est une suite de variables aléatoires, la filtration F,, = o(Xo, ..., X,) est
appelée la filtration engendrée par (X,,n € N). C’est la plus petite filtration de (2, F,P)
qui rende la suite (X,,,n € N) adaptée : elle est sous-filtration de toute filtration rendant
(Xn,n € N) adaptée.

En toute généralité, un processus (X,,n € N) est donc une v.a. Q — RN . On

w > (X (@)
munit RY de la tribu engendrée par U,en{Ag x --- x A, x RN, A; boréliens de R}. Par
conséquent, la loi d’un processus est déterminée en toute généralité par

{E[f(X,,n € N)], f: RY — R bornée mesurable}.

Un résultat théorique important, le théoreme de Kolmogorov assure que l'on peut se res-
treindre a des fonctions fini-dimensionnelles, c¢’est a dire que la loi est caractérisée par

{E[f(Xo,..., X,)],n €N, f:R"™ — R bornée mesurable}.

D’un point de vue de la modélisation, un processus (X,,n € N) décrit 1’évolution d’un
phénomene aléatoire. En général, cette évolution est en fonction du temps, si bien que

33
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I'indice n est souvent appelé temps. La filtration engendrée par (X,,,n € N), 0(Xo, ..., X,,),
représente l'information donnée par les observations de ce processus jusqu’a l'instant n,
tandis que la filtration F,, décrit toute 'information accessible a l'instant n.

Définition 3.1.2. Un processus (X,,n € N) a valeurs réelles ou dans R? est dit :
— intégrable si ¥n € N, X,, € L*(Q, F,P).
— de carré intégrable si Vn € N, X,, € L*(Q, F,P).
— a valeurs bornées si ¥n € N, X, € L>*(Q, F,P).

Définition 3.1.3. Soit (2, F,P) un espace de probabilité muni d’une filtration (F,)nen-
La suite de v.a. réelles (M,,,n € N) est une (F,)-martingale si ¥n € N, M, € L'(Q, F,P)
et E[M, 1| F,] = M,.

On en déduit immédiatement que pour une martingale, E[M,,|F,] = M, pour p,n €
N, et en particulier 'espérance est constante : E[M,,,] = E[M,]. Donnons deux exemples
élémentaires de martingales. Si (U, )nen+ (resp. (Vi)nen+) est une suite de v.a. réelles
indépendantes intégrables (resp. bornées) telle que E(U,) = 0 (resp. E(V,,) = 1), alors
Sp = >0 U avec Sy = 0 (resp. I, =[]}, Vi avec I, = 1) est une martingale par rap-
port a la filtration F,, = o(Uy, ..., U,) (resp. F,, = o(V4,...,V,)), Fo désignant la filtration
grossiere. En effet, on vérifie facilement que le processus (U,,n € N) (resp. (V,,n € N))
est intégrable, et on a E(S,41|F,) = E(Sn + Ups1|Fn) = Sn + E(Upsa|Fn) = S, (vesp.
E(Hn+1|fn) = E(ann+1|fn) = HnE(‘/nJrl‘]:n) = Hn)-

On introduit également la notion de surmartingale et de sous-martingale.

Définition 3.1.4. Soit (2, F,P) un espace de probabilité muni d’une filtration (F,)nen-
La suite de v.a. réelles (M,,n € N) est une surmartingale (resp sous-martingale) si ¥n €
N, M, € LY(Q, F,P) et E[M,, 1| F,) < M, (resp. E[M, 1| F,] > M,).

Pour se souvenir du sens de I'inégalité, il est utile de remarquer que I'inégalité n’est pas
dans le sens dans lequel on pourrait s’attendre. Lorsque (M,,,n € N) est une surmartingale
(resp. sous-martingale), on a également E[M,,,|F,] < M, (resp. E[M,,|F,] > M,) pour
p e N.

Exercice 3.1.5. 1. Montrer que si (M,,n € N) est une martingale et ¢ une fonction
conveze (resp. concave) telle que ¥Yn € N, ¢(M,) € L*(Q, F,P), alors X,, = ¢(M,,)
est une sous-martingale (resp. surmartingale).

2. On suppose désormais seulement que (M,,n € N) est une sous-martingale (resp. sur-
martingale). Montrer que X,, = ¢(M,,) est une sous-martingale (resp. surmartingale)
si ¢ est convexe (resp. concave) croissante.

Enfin, on définit une martingale a valeurs dans R? de maniere tout a fait analogue aux
martingales réelles.
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Définition 3.1.6. Soit (2, F,P) un espace de probabilité muni d’une filtration (F,)nen-
La suite (M,,n € N) de v.a. & valeurs dans R? est une martingale si V¥n € N, M, €
LYQ, F,P) et E[M,1|F,] = M,.

3.2 Constructions usuelles de martingales

Avant de présenter trois importantes constructions de martingales, nous introduisons
la notion de suite prévisible.

Définition 3.2.1. Une suite de variables aléatoires (X,,,n € N) est un processus prévisible
par rapport a la filtration (Fp)nen st pour tout n € N*| la variable aléatoire X,, est F,_1-
mesurable et si Jxg, P(Xo = x0) = 1.

3.2.1 Martingales de carré intégrable, martingales exponentielles

Définition 3.2.2. Soit (2, F,P) un espace de probabilité muni d’une filtration (F,)nen-
Une martingale (M,,,n € N) (réelle ou a valeurs dans R?) est dite de carré intégrable

siVn €N, M, € L2(Q, F,P).

Proposition 3.2.3. Soit (M,,,n € N) une martingale réelle de carré intégrable sur (2, F,P)
muni de la filtration (Fp)nen. Il existe une unique suite prévisible croissante (Cy)nen de
v.a.r. telle que

M? — C,, est une (F,)-martingale

et Co = 0. On note [M],, ou [M, M],, ce processus appelé crochet de la martingale (M,,n €
N). 1l est défini par :

i
L

[M] = [M, M}, = ) E[(Mys1 — My)*| Fi].

i

Preuve. Nous avons M2, = M? + 2M,(M,4+1 — M,) + (M,+1 — M,)?. Par linéarité et
puisque M,, est F,,-mesurable,

E[MZ+1|./—"”] - Mr2z + 2MnE[Mn+1 - Mn|‘Fn] + E[(Mn—f—l - Mn)2|]:n]
= M2+ E[(Muys — M,)’|F) (3.1)

Par ailleurs, si (C,)nen est une suite prévisible t.q. M2 — C,, est une (F,)-martingale, on a
E[M?2, | — Cpia|Fo) = M —C, et E[M?,, — Cyiq|F] = E[M?2 | F,] — Crs1. En combinant
avec (3.1), on obtient C, 41 — C,, = E[(M,,+1 — M,)?|F,] ce qui donne & la fois lexistence et
I'unicité du crochet, ainsi que sa croissance grace a la propriété de positivité de 1'espérance

conditionnelle. O
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L’exercice suivant est une généralisation de cette construction.

Exercice 3.2.4. Soit (X,,,n € N) une sous-martingale réelle.

1. Montrer que Cy, = S 1~ B[ Xy 1| Fi] — X définit unique suite croissante prévisible
telle que (X,,—C,,,n € N) est une (F,,)-martingale et Cy = 0. Vérifier que ce processus
est intégrable.

2. En utilisant lexercice 3.1.5, retrowver le résultat de la Proposition 3.2.35.

On considere désormais une martingale réelle (M,,n € N) sur (2, F,P) telle que Vn €
N, E[e*"] < co. On cherche de maniére analogue une suite (C,,n € N) (F,)-prévisible telle
que eMn=Cn goit une martingale. Alors, on a d’une part E[eM+1|F,] = eMrE[eMn+1=Mn|F ]
et d’autre part E[eMr1=Cn+1|F 1 = Mn=Cn Par conséquent, on a nécessairement C,;; —
C, = In(E[eM+1=Me|F 1) qui est bien défini p.s. puisque par la propriété de positivité
de l'espérance conditionnelle, E[eMn+1=Mn| F 1 > (. En outre, en appliquant I'inégalité de
Jensen, il vient que E[eMrt1=Mn|F, ] > eElMnt1=MalZn] — 1 et par conséquent C, 1 > C,,.

On en déduit le résultat suivant :

Proposition 3.2.5. Soit (M,,n € N) une martingale réelle sur (2, F,P) muni de la
filtration (F,)nen telle que Vn € N, E[eM"] < oo. Il eriste une unique suite prévisible
croissante (Cp)nen de v.a.r. telle que

Myp—Ch

e est une (F,)-martingale

et Cy =0, cest : C,, = EZ;% In(E[eMr+1=Mr| FL]).

La construction du crochet est “arithmétique” alors que la construction de la martingale
exponentielle eM~Cn est “géométrique”. L’exercice suivant généralise cette construction.

Exercice 3.2.6. Soit (X,,n € N) une sous-martingale réelle t.q. Vn, X, > 0.

1. Montrer que C,, = Z;é ]E[X’“#l‘m définit l'unique suite croissante prévisible telle que

(Xn/Chnyn € N) est une (F,)-martingale et Co = 1.

2. En utilisant ’exercice 3.1.5, retrouver le résultat de la Proposition 3.2.5.

3.2.2 Intégrale stochastique discrete

On se place comme précédemment dans un espace de probabilités (2, F,P) muni d'une
filtration (F,)nen. On se donne un processus réel (F,)-adapté (H,,n € N) et une (F,)-
martingale (M,,n € N).

On définit alors le processus ((H e M),,,n € N) par :

n—1

(HeoM), =Y Hy( My — M,). (3.2)
k=0
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On D'appelle intégrale stochastique discréte du processus (H,,n € N) par rapport a la
martingale (M,,n € N). Il s’agit clairement d’un processus (F,)-adapté.

Proposition 3.2.7. Si (H,,n € N) est un processus réel a valeurs bornées (i.e. ¥n, H,, €
L>(Q, F,P)), le processus ((H ® M),,n € N) est une (F,)-martingale.

Preuve. De Vinégalité |(H © M),| < 070 |Hy||[Myi1 — My, il vient que (H o M), est
intégrable puisque |Hy| est bornée p.s. et | M1 — M| est intégrable. Ensuite pour n > 1,
E[(HeM),|Fn.-1] = (HeM), 1+ H, E[M, — M, _1|F,_1] = (HeM),_, et (HoeM),,n €
N) est bien une (F,)-martingale. O

La condition imposée sur le processus intégré (H,,n € N) est assez restrictive. On
peut définir 'intégrale stochastique pour une famille plus large de processus, a condition
de renforcer I'hypothese sur la martingale (M,,n € N). Nous allons désormais supposer
qu’elle est de carré intégrable, et que le processus (H,,n € N) satisfait

n—1
VneN, E|> HY([Men — [M]y)| < oo. (3.3)
k=0
Exercice 3.2.8. Vérifier que si (H,,n € N) est a valeurs bornées, il satisfait cette condi-
tion.

Sous ces hypotheses, (H e M), est de carré intégrable. En effet, par convexité on a
(H o M) <n> 070 HY (M — My)?, et par conséquent
n—1
E[(H e M)}] < n) E[H{(My1— M)’
k=0

n—1
= nZE[H,fE[(MkH — My)?| F]] par double conditionnement
k=0

= 0 S E[H(M]en — (M) < oo

Le processus ((H e M),,,n € N) est en particulier intégrable et c’est une martingale puisque
E[(HeM),|Fn-1) = (HeM), 1+ H, E[M,—M,_1|F,_1] = (HeM),_;. Cette martingale
étant de carré intégrable, on peut également calculer son crochet. On a E[(H e M)2|F, 1] =
E[(HeM)? | +2(HeM), H, (M,— M, 1)+H? [ (M,— M, 1)*|F.1]=(HeM)>?  +
H? ([M],, — [M],_1). Par conséquent, on obtient

[H o M|, — [H o M,y = Hy_([M], — [M]y-1) et (3.4)

I
E[(H o M)2] = E[[H i Moo — [M]1)

La proprosition suivante résume ces résultats.
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Proposition 3.2.9. Si (M,,n € N) est une martingale de carré intégrable et si (H,,n € N)
est un processus réel satisfaisant la condition (3.3) le processus ((H  M),,n € N) est une
(Fn)-martingale de carré intégrable. Son crochet satisfait alors (3.4).

3.2.3 Un exemple important : la marche aléatoire sur Z

On considere une suite i.i.d de variables aléatoires (X,,n > 1) de loi P(X; = 1) =
P(X; = —1) = 1/2 et on note Fy la tribu triviale et pour n > 1, F, = o(X1,...,X,).
On pose Xy =0 et X, = > 7, Xj. Le processus (X,,n € N) est appelé marche aléatoire
(standard) sur Z. 11 est a valeurs bornées puisque |3,| < n, et c’est une (F,)-martingale.

En particulier ¢’est une martingale de carré intégrable et [, —[2],,_1 = E[X2|F,_1] =1
puisque X2 = 1, et donc [X],, = n. Ainsi,

(X2 —n,n € N) est une (F,)-martingale

qui est également a valeurs bornées. Calculons également pour A € R, la martingale a
exponentielle associée a AS,,. Comme X, est indépendante de F,, E[e’\(E”H*E")LFn] =
% = cosh(\), et donc

(exp [AX,, — nln(cosh(A))],n € N) est une (F,)-martingale

a valeurs bornées.

Enfin, dans le cas de la marche aléatoire, si un processus (H,,n € N) est tel que
E[H?Z] < +oco pour tout n, 'intégrale stochastique discrete (H @ X)), = > | H; 1X; est
une martingale de carré intégrable, et son crochet vaut :

[HeX], =Y H?,.
=1

3.3 Théoréeme d’arrét

Dans cette section, on se place toujours sur un espace de probabilité (€2, F,P) muni
d’une filtration (F,)nen-

Définition 3.3.1. Un temps aléatoire est une v.a. T : Q — N a valeurs dans N = NU
{+o0}. Un temps aléatoire T est un (F,)-temps d’arrét si

Vn € N {r <n} € F,,

ou de maniére équivalente si ¥n € N, {17 > n} € F,.
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Pour un temps d’arrét 7, on a, pour k < n, {r < k} € F, C F,. Par conséquent, les
événements {7 = k} pour k < n et {7 > n} sont F,-mesurables. Un temps d’arrét est donc
un temps aléatoire dont on connait, a l'instant n, s’il est passé et, s’il est passé, I'instant
auquel il s’est produit.

Donnons désormais quelques exemples et contre-exemples de temps d’arréts. On se
donne une suite ii.d. (X,,n € N) de variable aléatoire de Bernoulli de parametre 1/2
et on note (F,,n € N) la filtration engendrée par cette suite. On considere également
T une variable aléatoire indépendante de loi de Poisson de parametre 1. On pose S, =
Y p—o X I s’agit d’un processus croissant (F,)-adapté qui croit au plus d’une unité :
0<S,—S5,.1<1. Onposepourl €N, 7, =inf{k > 0,5, >} = inf{k > 0,5, = [} et
o = sup{k > 0,5, <1} = sup{k > 0, Sy = I} qui sont respectivement le premier temps
d’atteinte et le dernier temps d’atteinte du niveau [. Le temps aléatoire 7; est un temps
d’arrét :

{n>n} ={S, <1} € F,.

En revanche o; n’est pas un temps d’arrét. En effet, {o; < n} = {S,11 > [+ 1} n’est pas
Fnp-mesurable puisqu’il fait intervenir la v.a. X,,;;. Prouvons cela rigoureusement. On a
{Sps1 > 1+1}={S, > 1+ 1} 1{S, =1, X,41 = 1}. Si cet ensemble est (F,)-mesurable,
{Sn =1L Xn1 =1} = {Shs1 > 1+ 1} N {S, <1+ 1} Dest également. Ainsi, on obtient
la contradiction suivante 1gg,—x, =13 = E(1{s,—1x,,1=1}|Fn) = 31{s,— en utilisant
I'indépendance entre X,, 1 et F,.

Il est facile de voir qu'un temps aléatoire déterministe (i.e. un entier positif) est un
temps d’arrét. Enfin, le temps aléatoire 1" n’est pas un temps d’arrét puisque ’événement
{T < n} est indépendant de F,.

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la définition d’un temps
d’arret, et sa preuve et laissée en exercice.

Proposition 3.3.2. Soit 7!, 7% (resp. 7',i € N) deuz (F,,)-temps d’arrét (resp. une famille

dénombrable de temps d’arrét). Alors T AT? et TVV T2 (Tesp. inlgTi et supt’) sont également
n neN

deux (F,)-temps d’arrét.

On considere (M, n € N) une (F,)-martingale. On sait que pour tout n € N, E[M,,] =
E[Mjy], et une question naturelle est de savoir si ’on peut étendre cette propriété pour un
temps aléatoire. Par exemple, pour un temps aléatoire 7" indépendant de la martingale
(M,,n € N) et fini presque surement (i.e. P(T" < +00) = 1, on a par double conditionne-
ment E[My] = E[E[M7|T]] = E[M,] puisque E[Mr|T] = 3,y prns0 —mrs 1z =
E[My] p.s. Ce résultat est néanmoins d’un intérét limité puisque l'indépendance qu'il re-
quiert est une hypothese forte. Nous allons montrer que 1'on a un résultat analogue pour

un temps d’arrét borné. On commence par introduire la notion de martingale arrétée.
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Proposition 3.3.3. Soit (M,,n € N) une (F,)-martingale et T un (F,)-temps d’arrét.
Alors le processus (M pn,n € N) est une (F,,)-martingale, appelée souvent martingale M,
arrétée en T.

Preuve. On a Mon, — Mopm-1) = 1rsp_13 (M, — M,_1). On reconnait une intégrale sto-
chastique discrete : en posant H,, = 1{;sny, Mon, = (H ® M), + My ce qui permet de
conclure en utilisant la proposition 3.2.7. U

Théoréme 3.3.4 (Théoreme d’arrét). Soit (M,,n € N) une (F,)-martingale et T un
(Fn)-temps d’arrét borné (i.e v € NJP(r <v)=1). Alors on a :

Preuve. D’apres la proposition précédente, (M, p,,n € N) est une (F,,)-martingale, et par
conséquent E[M,,,| = E[M, o] = E[M,]. Mais par ailleurs, puisque 7 est borné par v,
M, = M, ce qui donne le résultat. O

Exercice 3.3.5. On considere la marche aléatoire sur 7. introduite a la section 3.2.3. Pour

a € 7, on note
7, = inf{n € N*. ¥, = a}.
Montrer que 1, est un temps d’arrét pour la filtration (F,)nen-
Soit n € N. Montrer que Elexp(AX,,an — (T4 A n)In(cosh(N)))] = 1 pour A € R.
On suppose a € N* et X > 0. Montrer que Elexp(Aa — 7, In(cosh()))) 1, <00y = 1.

e v o~

En déduire que P(7, < +00) = 1, puis que sup,cy Xn = +00 p.s. Le temps d’arrét 7,
peut-il étre borné ?

5. Montrer que pour y > 0,
E[e™¥™] = exp(—aacosh(e?)).

On a ainst déterminé la lov de 7, car la transformée de Laplace, comme la fonction
caractéristique, caractérise la loi. Montrer alors que E[r,] = +o0.

6. Par contraposée du Théoréme de convergence dominée, montrer que E[supoc, <, |Sa|] =
+o00 puis que Elinfo<,<,, ¥, = —00.

7. On considére le jeu de pile ou face suivant : on mise la somme 1, et on gagne 1 si l'on
obtient pile et on perd sa mise si l’on voit la face de la piece. On joue successivement
a ce jeu. Montrer que le gain de ce jeu est une marche aléatoire sur Z. Donner une
stratégie ou on est sur de gagner la somme a € N*, mais ou on doit attendre en
moyenne un temps infini pour gagner, et ou on doit avoir une trésorerie illimitée.

8. On cherche désormais a connaitre la loi de T, pour a < 0. Montrer que 7, et T_, ont
méme loi. Pour a = 0, en déduire que Ele™¥™] = e ¥ exp(—acosh(e?)). En déduire
que P(19 < +00) =1 et E[ry] = +o0.
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3.4 Inégalités maximales

Comme précédement, on se place sur un espace de probabilité (€2, F,P) muni d'une
filtration (F,,)nen-

Lemme 3.4.1. Si (X,,,n € N) une sous-martingale positive,

—_

1
Vo € Ry, P(max X > 2) < —E[1( oy x50 X] < “E[X,].
X xr

0<k<

Preuve. Pour n = 0, il s’agit de I'inégalité de Markov (1{x,>z} < %) Nous allons montrer
ce résultat par récurrence et supposer le résultat vrai jusqu’au rang n. On a

{o<r1£1<a§+1Xk > )= {max Xi >z} U { max Xk <z, Xp41 >}

et par conséquent, en utilisant 'hypothese de récurrence puis X,, < E[X,,.1|F,], il vient

P( max Xy >z) = P(max Xy > z)+ P(max Xy <z, X, 41 > )
0<k<n+1 0<k<n 0<k<n

1 )(n+1

< ;E[]-{Ogikax Xk>$}X ] + ]E[]-{ max Xk<an Xn+1>$}7]
1

< ; (E[l{oglkax Xk>J:}Xn+1] + E[]-{ max Xk<a: Xn+1>J:}Xn+1]>
1

= e xeon Xl O

Théoréme 3.4.2 (Inégalité de Doob). Soit (M,,n € N) une martingale réelle de carré

intégrable. On a :
E[ max M?] < 4E[M?].

0<k<n

En particulier, ElsupM?] < 4supE[M?], ces termes pouvant étre éventuellement infinis.
neN neN

Preuve. D’apres l'exercice 3.1.5, (|M,|,n € N) est une sous- martingale positive et on peut

2 _
donc utiliser le lemme précédent. Puisque Om]?jc M = (Oriikax | My|)? =2 f xl{x<or§nl?§n‘ My,
on obtient :

+oo
E[max M]] = 2/ zP( max |My| > z)dx (Théoréme de Fubini)
0<k<n 0 0<k<n

+o0
< 2/ E[1{ max [My|>2}|Mn|]dz (d’apres le lemme précédent)
0 0<k<n

+oo
= 2E {/ 1f max |Mk>m}|Mn|dx] (Théoreme de Fubini)
0 0<k<n

= < 2 2 .
2K [@B§|Mk||M ] <2 /E[ogliing] E[M?]. (par Cauchy-Schwarz)
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Il vient alors E[ max M?] < 4E[M?]. De cette inégalité, on déduit E[ max M?] < 4supE[M?],

0<k<n 0<k<n neN
puis par convergence monotone E[supM?] < 4dsupE[M?]. O]
neN neN
Remarque 3.4.3. En examinant la preuve, on voit que ce résultat est valable également
st M, est une sous martingale positive de carré intégrable. D’autre part, on peut montrer
de facon similaire que pour p > 1,

p

E[ max M?] < <L) E[M?]
0<k<n p—1

des lors que M, est une martingale (ou sous-martingale) positive telle que ¥Yn, E[|M,|F] <

0.

3.5 Théorémes de convergence des Martingales

Cette section est dévouée a des résultats importants de convergence des martingales.
Comme précédemment, on se place sur un espace de probabilités (€2, F,P) muni d’une

filtration (F,,n € N).

Théoréeme 3.5.1. Soit (M,,n € N) une (F,)-martingale réelle de carré intégrable. Si on

a supE[M?] < +oo, alors M, converge p.s. et dans L* vers une variable notée M., i.e.
neN

M, — My ps. et E[(M, — My)?] — 0.

n—+oo n—+oo
Enfin, on a Vn € N,E[My|F,] = M,.

Preuve. Nous commencons par prouver la convergence p.s. Rappelons tout d’abord qu'une

suite (z,)nen de réels converge si et seulement si ¢’est une suite de Cauchy, i.e. sup |4, —
p,q€eN

Tniq] — 0. Nous allons montrer que, presque strement X,, = sup |M,4,— M4 — 0
n—-+00 p,gEN n—-+0o0o

ce qui assurera que p.s., (M, )nen est une suite de Cauchy et donc que M,, converge p.s.
La suite (X,,) est par construction positive et décroissante, elle converge donc p.s. vers une
v.a que 'on note X . Par ailleurs, on a grace a I'inégalité triangulaire

Xn < 28up|Mn+p - Mn‘

peN

Il est aisé de voir que (M4, — M,)pen est une martingale par rapport a la filtration
(Fnip)pen. Grace a l'inégalité de Doob, il vient

E[szz] < 4E[Sup(Mn+p - Mn)z] < 16supE[(Mn+p - Mn)z]

peEN peN
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Par ailleurs, E[(My4,—M,)?] = E[MZ2, ]-2E[E[M, M, ,|F.)]+E[M?] = E[M?, |- E[M?].
Par conséquent (F[M?]),en est une suite croissante, et supE[M?] = lim;_,, o, E[M?]. On

keN
en déduit :

E[X7] < 16( lim E[M] - E[M;])

k——+o00

Mais par convergence dominée (0 < X,, < Xj), E[X?] — E[X2] alors que le terme de

n—+00
droite tend clairement vers 0. On en déduit E[X2] = 0, puis X, = 0 p.s. ce qui donne la

convergence p.s.

Montrons maintenant la convergence L?. On a clairement | M| < sup|M,| et donc M,
neN
est de carré intégrable puisque l'inégalité de Doob donne

E[MZ] < E[supM;] < 4supE[M;]

neN neN

La suite (M, — M,)? converge p.s. vers 0 et est dominée par 4supM? et le théoreme de
neN

Lebesgue assure E[(M,, — M,)?] — 0.

n—-+4o0o

Il reste a prouver que E[M|F,] = M,. Soit A € F,,. On a pour p > 0, E[M,;,14] =
E[M,14], puis en faisant tendre p — +o00, on obtient par le théoreme de convergence
dominée E[My14] = E[M,,14]. O

Voici deux exercices qui mettent directement en application ce résultat.

Exercice 3.5.2. On considére un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration (F,)nen
et X € L*(Q, F,P). On pose M,, = E[X|F,]. Montrer que M,, converge p.s. et dans L*.

Exercice 3.5.3. On considere une suite de v.a.r. (X,,n € N*) i.i.d. et on note pour a > 0
etneN, So=3" | =X et S§=0.

1. On suppose de Xy est bornée et a > 1. Montrer que S converge presque sturement
vers une v.a. S qui est finie, p.s.

2. On suppose que Xy est de carré intégrable t.q. E[X1] = 0 et a > 1/2. Montrer que
S& converge presque sturement vers une v.a. SS qui est de carré intégrable. Calculer

E[(5%)%]-

Le but de I'exercice suivant est de donner un résultat de convergence pour les martin-
gales (et surmartingales) positives.

Exercice 3.5.4. 1. Soit (Y,,,n € N) une surmartingale positive par rapport d une fil-
tration (F,)nen. Montrer que X,, = e est une sous-martingale telle que ¥n,0 <
X, < 1. (on pourra utiliser Uezercice 3.1.5).

2. D’aprés Uexercice 3.2.4, nous savons qu’il existe un unique processus (Cp,n € N)
prévisible, intégrable et croissant tel que :
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- C() =0,

- M, = X,, — C, est une (F,)-martingale.

On pose pour p € N*, 7, = inf{n € N*,C,,11 > p} (inf() = +00). Montrer 7, est un
temps d’arrét par rapport a la filtration (Fy)nen-

. Montrer que C,, converge p.s. vers une v.a. Cy lorsque n — —+o00. Montrer que

E(C,) < 2, puis que E(Cx) < 2. En déduire que P(Cy < +00) = 1, puis que
Q= UpEN*{Tp = +OO}'

. On considere M, n, la martingale M,, arrétée en 7,. Montrer que M. r, converge

p.s. vers une v.a. £ de carré intégrable telle que E[EP|F,] = My nn. En déduire que
lim,, M, eziste sur {1, = 400}, puis sur Q. On note M., cette limite.

. Montrer enfin que la sous-martingale (X,,,n € N) converge p.s vers Xoo = My —Cip.

En déduire que la surmartingale que Y,, converge p.s. vers Yo, = —In(X), et montrer

que l'on a :
Vn € N, E[Y,|Fn] <Y,..

. Application : on se donne une suite de v.a. (Z,)p>1 i.0.d. de loi P(Z, = 3/2) =

P(Zy = 1/2) = 1/2. On définit Yy = 1 et Y,, = [[_, Z; pour n > 1. Vérifier que
Y, est une martingale par rapport a la filtration F,, = o(Zy,...,Z,). Montrer que
Y, converge p.s. vers Y. En étudiant log(Y,,), retrouver ce résultat et montrer que
Yo = 0. La martingale (Y,,,n € N) vérifie-t-elle sup,,.y E[Y,?] < 400 ?



Chapitre 4

Chaines de Markov a temps discret

4.1 Premieres définitions

Nous nous plagons comme précédemment sur l'espace de probabilité (2, F, P).

Définition 4.1.1. Soit E un espace d’état au plus dénombrable. On dit que (P(x,y),x €
E,y € E) est une matrice de transition d’une chaine de Markov si pour tout v € FE,
(P(z,y),y € E) est une loi de probabilité sur E (i.e. Vy, P(z,y) > 0 et > p P(z,y)=1.)

Donnons trois exemples de matrices de transition :

— FE = {0,1}, on se donne p,q € [0,1] et on définit P(0,1) = p = 1 — P(0,0) et
P(1,0)=q=1-P(1,1).

— F =7, on pose pour x € Z, P(x,x +1) = P,z — 1) = 1/2 et P(x,y) = 0 si
y & {x — 1,2+ 1}. C'est la matrice de transition de la marche aléatoire standard
sur Z.

— Pour un ensemble E quelconque, I(z,y) = 1l{z—,) est une matrice de transition
appelée identité.

Si P et ) sont deux matrices de transition sur F, il est facile de voir que la matrice

produit PQ définie par

Vz,z € E,PQ(x,2) = ZP(Jr,y)Q(%Z)

yekE

est également une matrice de transition. Pour [ € N, on note P! la matrice de transition
correspondant au produit P... P avec la convention P°(z,y) = I(z,y). D’autre part, si

[ fois

(u(x),z € E) est une loi de probabilité sur £ (i.e. Vo, u(x) > 0et Y- _pp(x) =1) et si P
est une matrice de transition sur F, on définit (uP(z),z € E) par :

Ve € B, uP(x) = Z,u(z)P(z,x).

zeE

45
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Il s’agit d’une loi de probabilité sur E puisque pour tout z € E, uP(x) > 0 et

ST uP() =Y u(z) (Z P<z,x>) =Y ue) =1

zeE zeE zel z€E

Enfin, pour une fonction f: F — R et une probabilité (u(z),x € E) sur E, on définit

pf = ul@) (@) € R

zel

lorsque cette somme a un sens, i.e. lorsque f est positive ou ) _ppu(x)|f(x)| < co. Pour
une matrice de transition P sur E, (P(z,y),y € E) est une loi de probabilité sur E et on

définit Pf : E — R la fonction Pf(x) =>_

yer P(x,y) f(y) lorsque cette somme a un sens.

Définition 4.1.2. Soit E un espace d’état au plus dénombrable. On dit que le processus
(Xn,n € N) est une chaine de Markov sur E si pour tout xg, ..., Ty € E,

]P)(Xn—l—l = ZL‘n+1|Xn = Tp,y ... ,XO = IL‘Q) = ]P)(Xn—l—l = ZL‘n+1|Xn = ZL‘n) (41)
Cet éqgalité est appelée propriété de Markov.

Autrement dit, pour une chaine de Markov, la loi du prochain état visité ne dépend de
sa trajectoire passée qu’a travers ’état dans lequel il se trouve.

Remarque 4.1.3. Plus généralement, lorsque ’espace de probabilité (Q, F,IP) est muni
d’une filtration (Fp)nen, on dit qu’un processus (X,,n € N) a valeurs dans E est une
chaine de Markov sur E par rapport a la filtration (F,)nen St c’est un processus (Fy)-
adapté tel que Vy € E,P(X,11 = y|Fn) = P(Xn11 = y|X,). Il est facile de voir qu’une
(Fn)-chaine de Markov est une chaine de Markov au sens donné ci-dessus. En revanche,
si une chaine de Markov est toujours une chaine de Markov par rapport a la filtration
engendrée par (X,,,n € N), elle ne l’est pas nécessairement pour une filtration plus grande.

Lorsque (X,,,n € N) est une chaine de Markov sur E, on note pour z,y € E, P,(x,y) =
P(X,41 = y| X, = x). C'est une matrice de transition, appelée matrice de transition a
'instant n. Lorsque cette matrice de transition ne dépend pas de n, on dit que (X,,n € N)
est une chaine de Markov homogéne en temps. Dans ce cours on ne considerera que des
chaines de Markov homogenes en temps.

Définition 4.1.4. On dit qu’une chaine de Markov (X,,,n € N) est homogéne de matrice
de transition P si :

Vne NJVa,y € B, P(X,11 =y| X, =2) = P(x,y).
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Pour une chaine de Markov de matrice de transition P, on dira qu’une probabilité (ou
plus généralement une mesure) p sur E est invariante si uP = p, i.e.

Yy € B, Y pla)P(z,y) = p(y).
z€E
Une telle probabilité existe toujours lorsque E est fini (cf exercice 4.1.5). Si X, suit une
loi de probabilité invariante p, alors P(X,11 = y) = > pP(Xpy1 = 9, Xy = ) =
Y owen P(Xnp = y| X = 2)P(X,, = 2) = Y cp pu(2) P2, y) = p(y) et Xyq suit également
la loi . Par conséquent, si Xg suit une loi invariante i, pour tout n € N, X, est distribuée
selon la méme loi invariante.

Exercice 4.1.5. On suppose que E est un espace avec un mombre fini d’états et on
considere (X,,n € N) est une chaine de Markov sur E de matrice de transition P.

1. Vérifier que l’ensemble des probabilités sur E forme un ensemble convexe compact.

2. Soit i une probabilité sur E. On pose i, = %ZZ;& wP*. Vérifier que p, est une
probabilité sur E et montrer que p, P — i, j 0 dans R¥.
—

3. En déduire alors qu’il existe une probabilité invariante pour la matrice de transi-
tion P.

La proposition suivante décrit la loi d'un processus de Markov.

Proposition 4.1.6. Un processus (X,,n € N) est une chaine de Markov sur E de matrice
de transition P et de loi initiale p (i.eVx € E, u(z) = P(Xo = x)) si, et seulement si, pour
tout xg,...,x, € F,

P(Xo =z, ..., Xpn =x,) = p(xo)P(xo, 1) ... P(Tp_1,T0). (4.2)

Preuve. Commengons par le sens direct et supposons que (X,,,n € N) est une chaine de
Markov sur E. Nous allons montrer (4.2) par récurrence sur n. Pour n = 0, il n’y a rien a
montrer et nous supposons le résultat vrai au rang n — 1. On a en utilisant la propriété de
Markov

]P(XO = To,y- .- 7Xn = l‘n) = P(XO = T0y-- -, anl = .’L‘nfl)P(Xn = xn‘anl = Tp—1y--- 7X0 = SU(])
= ]P)(anl =Tp_1,..., X0 = xO)P<xn717xn)7

et on conclut en utilisant la propriété de récurrence.
Réciproquement, si (X,,,n € N) satisfait (4.2), on a pour n € N et xqg,...,T,41 € E,

P(XO = To,y--- 7Xn = Tp, XnJrl = .Tn+1)
]P)(XQ :ZL'Q,...,Xn :ZL'n)

— P(.Tn7.rn+1).

P(Xpi1 = Zpy1|Xn = Ty, Xog = 20) =
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D’autre part on a,
]P)(Xn = Tn, Xn+1 = xn—l—l)
P(X, = x,)

Zx()’...’mn_leE w(xo)P(zo, 1) ... P(p_1,2,) P(Tpn, Tny1)
Zxo,...,mn_leE p(xo)P(zo, 1) ... P(xp_1, %)
(luPn)(xn)P(xnaxn-i-l)
(nP")(zn)
Ainsi, P(X,11 = 2p1| Xn = @, -, Xo = 20) = P(Xoi1 = 2001 | X = 20) = P(x0, Tpy1)-

]

P(Xn+1 = anrl‘Xn = xn) =

— P(.Tn, xn+1>.

De cette proposition, nous déduisons trois corollaires intéressants.

Corollaire 4.1.7. Si P est une matrice de transition sur E et (X,,n € N) un processus
tel que P(Xp11 = Tpi1|Xn = Tny .., Xo = x9) = P(2p, Tpi1) pour o, ..., xo1 € E, alors
(Xn,n € N) est une chaine de Markov sur E de matrice de transition P.

Preuve. 11 s’agit de montrer que P(X,, 11 = z,1|X, = Zn,..., X0 = 29) = P(Xp11 =
ZTnt1| Xy = ). On observe que dans le sens direct de la preuve précédente, on n’utilise que
la propriété P(X, 11 = Tpi1|Xpn = @0, ..., Xo = 29) = P(xy,, T,11). Par conséquent, on ob-
tient ici de fagon similaire que P(Xy = xq, ..., X, = x,) = P(Xo = x9) P(x, 1) . .. P(xy_1, Ty).
Cela prouve, en utilisant le sens réciproque de la proposition précédente, que (X,,n € N)
est une chaine de Markov sur £ de matrice de transition P. O

Corollaire 4.1.8. Soit ¢ € N et (X,,,n € N) une chaine de Markov sur E de matrice de
transition P et de loi initiale . Alors, le processus (X,4q,n € N) est une chaine de Markov

sur E de matrice de transition P et de loi initiale uP?. En outre, conditionnellement a
Xy (Xoggsm €N) et (Xo,...,X,) sont indépendants.

On résume en général ce dernier résultat en disant que “le passé et le futur d’une chaine
de Markov sont indépendants conditionnellement au présent”. On peut montrer facilement
qu’'un processus (X, n € N) a valeurs dans F qui satisfait cette propriété vérifie la propriété
de Markov de la définition 4.1.2. Ces deux propriétés sont en fait équivalentes, et on
les appelle toutes deux “propriété de Markov”. Nous avons prouvé ici le sens réciproque
seulement dans le cas homogene en temps, mais la preuve s’étend sans probleme au cas
non-homogene.

Preuve. Puisque P(X, = z) = >, . cpP(Xo = 2o,..., X, = z¢) on a d'aprés la
proposition précédente,

P(X, =1x,) = Z (o) P(zo, 21) . .. P(34-1,24) = (1P?)(2q).

0., Tqg—1€E
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Donc X, est de loi pP9. Par ailleurs, on a pour z, ..., 24, € E,
IP)(Xq = .[L'q, ey Xq+n = .[L'q+n)
= > plxo)P(wo, 1) - P(xg—1, ) P(%g, Tg1) - - - P(Tgin—1, Tgn)

Z0,...Tq—1€EE
= (P9 (xg)P(xg, xgs1) - .. P(Xgin—1,Tq+n) ce qui prouve la premiere partie du résultat.

Pour l'indépendance, on a pour xo, ..., Zgt, € E,

P(Xo=z0,... Xy =g, ..., Xgtn = Tgn| Xy = 24)

= s 1(20) P, 21) - P21, 80) 5 =28 P (g, Tg11) - - Pqn 1, Tgin)
=P(Xo=x0,... Xy =24 X, = 2)P(X; =24, .-, Xgin = Tgin| Xy = 74). O

Corollaire 4.1.9. Soit (X,,,n € N) une chaine de Markov sur E de matrice de transi-
tion P. Soit e N et A€ 0(Xop,...,X,). On a

P(A X, =2¢, s Xntg = Tntg) =P(A, X, =2)P(zg, Tgt1) - - - P(Tgn—1,Tgin). (4.3)

Preuve. C’est clair si A = {X¢ = x¢,...,X4-1 = x4_1} pour o, ...,r,—1 € E, puis par
o-additivité, on obtient ce résultat pour tout A € o(Xo,...,X,). O

Définition 4.1.10. Soit x € E. On note P, la loi de probabilité sachant {Xo = x} ou, ce
qui est équivalent, la loi de probabilité de la chaine de Markov issue de x (i.e. de loi initiale
(o) = Lizg=g}). Sous Py, on a pour xg,...,x, € E :

P (Xo =g, ..., Xpn = 2n) = Ligg=ay P(z,21) ... P(Tp—1, Tn).

Nous allons désormais donner un moyen générique de construire des chaines de Markov.
On se donne un espace d’état £ au plus dénombrable, F' un ensemble quelconque et
¥ : E X F — E une application. On se donne également une suite de v.a. (U,,n € N) i.i.d.
a valeurs dans F' et o € E. On définit alors pour n € N,

Xo =19
Xn+1 - w(Xna Un)
C’est une chaine de Markov de matrice de transition P(x,y) = P(¢(x,Uy) = y). En effet,

P((xn, Up) = Tpy1, X = Tpy ..., Xo = )
P(Xn :l‘n,...,XQ :ZL‘Q)
= P(d’(“’na Un) = xn+1>

P(Xpi1 = Zny1|Xn = T, . .., Xog = 209) =

puisque U, est indépendante de X,..., X,,.

Avant de conclure cette section, nous voulons donner un exemple de processus discret
qui ne satisfait pas la propriété de Markov. Nous proposons ici une marche aléatoire sur Z
qui tient compte du dernier mouvement effectué, c’est a dire qui a de 'inertie. On se donne
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a € (—1,1)\{0} et une suite de v.a. (By,)nen i1.d de loi de Bernoulli de parametre 1£2. On
pose Xy = 0 et X; une v.a. indépendante telle que P(X; =1) =P(X; = —1) =1/2, et

Vn Z ]_, Xn+1 = Xn + (QBn - ]-)(Xn — Xn—l)-

Il est facile de voir que Vn € N, | X, 11 — X,,| = 1, et pour = € Z,

1 1—
P(Xpi = 241X, = 2, Xy = 2—1) = ;O‘,]P(Xn+1 = a—1X, =&, X1 = 0-1) = — “

11—« 1+«
P(X,1=2+1|X, =2, X,,.1 =2+1) = T,]P’(Xnﬂ =z—1|X, =2, X, 1 =2+1) = 5

S’il s’agissait d’'une chaine de Markov, on aurait P(X,,1 =2+ 1| X, =2, X, 1 =2 —1) =
PXp=2+1X,=2)=PX,y1 =2+ 1|X, =2,X,_1 =2+ 1) ce qui est impossible
car a # 0.

Exercice 4.1.11. Montrer que (X,11 — X,,n € N) est une chaine de Markov sur {—1,1}

dont on donnera la matrice de transition. Montrer que pour tout n, P(X,41 — X,, = 1) =
P(X,1—X,=-1)=1/2.

Exercice 4.1.12. Montrer que si « = 0, (X,,,n € N) est une chaine de Markov qui est la
marche aléatoire standard sur 7. issue de 0.

4.2 Modéliser avec une chaine de Markov

4.2.1 Risque de crédit, et notations

Nous commencons par donner ici une application en finance des chaines de Markov.
Régulierement au cours de 'année, des agences de notations émettent des notes (ratings)
évaluant la qualité de crédit d’entreprises, d’états ou de collectivités locales. Ces notes
refletent la capacité de chaque entité a rembourser sa dette et sont établies grace a des
analyses financieres effectuées sur leur activité. Dans le monde, les principales agences
de notations s’appellent Fitch, Moody’s et Standard & Poors. Chacune de ces agences
a son propre systeme de notation, méme si leur principe de notation est similaire. Nous
considererons dans ce paragraphe le systeme de notation simplifié suivant :

— La note A est réservée aux entités en tres bonne santé financiere et présentant tres

peu de risque de faillite.

— Lanote B est attribuée a des entreprises ou collectivités en bonne situation financiere,

mais qui pourraient étre affectées par une évolution défavorable du marché.

— La note C' est donnée a des entreprises étant sujettes a des difficultés financieres.

— La note D signifie que I'entité n’est plus capable de rembourser sa dette.
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Pour simplifier également, on suppose que les notes sont publiées chaque année. On note
X, la note d’'une entreprise au cours de la n + 1-eme année. On modélise (X,,n € N)
comme une chaine de Markov sur {A, B, C, D}, et on suppose que la matrice de transition
vaut

0.9 0.09 0.009 0.001

0.14 0.7 0.14 0.02

0.01 04 04 0.19

0 0 0 1

Par exemple, la probabilité de passer d'une note A a la note C' vaut 0.009. Cette matrice
est en général estimée a partir de données historiques.

On souhaite évaluer le prix d'une assurance qui paye la somme nominale 1 lorsque
Ientreprise fait faillite au cours des cinq premieres années. Ce type de contrat permet de
se couvrir si on a prété de 'argent a une entité susceptible de faire défaut. Ces contrats
sont couramment échangés sur les marchés financiers avec une structure de paiement plus
complexe et sont appelés Credit Default Swaps. La somme que paye ce contrat d’assurance
est la variable aléatoire 1;x,—py, et sa valeur moyenne est donc E(1ix,—py) = P(Xy =
D) = pP'ep ot p est la loi initiale et ep = [0 0 0 1]'. Un calcul effectué sous Scilab donne

Plep = [0.0254844 0.1384316 0.3603744 1]'.

Le prix de I'assurance vaut donc 0.0254844 si I’entreprise était notée A en 0, 0.1384316 si
elle était notée B et 0.3603744 si elle était notée C'.

Nous voulons maintenant étudier le comportement de la chaine en temps long (n —
+00). Nous avons vu que la loi de X, est donnée par uP". Pour calculer la puissance d'une
matrice, une méthode efficace est de la diagonaliser bienstr si cela est possible. Dans le cas
présent, nous faisons cela sous Scilab et obtenons P = QDQ~! avec

0.9765546 0 0 0 —0.7155985 —0.4242392 0.0315169 0.5
D— 0 0.7566726 0 0 Q= —0.5680420 0.6085537 —0.3165533 0.5
a 0 0 0.2667728 0|’ °  |—0.4065058 0.6705844 0.9480510 0.5
0 0 0 1 0 0 0 0.5
0 0 01
4 n nM)—1 ; -1 0001 S
Par conséquent, P" = QD"Q —  Qdiag(0,0,0,1)Q~" = . Ainsi, pour
n—+00 0 00

0001
toute probabilité initiale 4, on obtient que puP" —J>r [0 00 1], c’est a dire que X,, converge
n——+0o0

en loi vers une variable aléatoire de loi 1{,—p;. Autrement dit dans ce modele, toute entité
finit tot au tard par faire faillite.
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4.2.2 Modélisation de I’évolution d’une population

Dans ce paragraphe nous allons étudier un modele proposé par Galton et Watson pour
modéliser le nombre d'une population d’individu. C’est en en 1873 que Francis Galton
s’est penché sur ce probleme, car il avait remarqué 'extinction de noms de famille de la
noblesse anglaise, et il souhaitait modéliser et comprendre ce phénomene. Un an plus tard,
il proposa avec le concours d’Henry William Watson le modele que nous allons présenter
ici, et qui porte le nom de modele de Galton-Watson dans la littérature.

Dans ce modele, I’évolution de la population est modélisée par un processus (X,,,n € N)
a valeurs dans N, ou X, représente le nombre d’individu a la n-ieme génération. On suppose
que chaque individu ¢ de la génération n donne naissance a (;,, enfants qui appartiennent a
la génération n + 1, et meurt. Par conséquent, le nombre d’individus a la génération n + 1
est donné par :

Xn
XnJrl - E C@',n-
=1

On fait de plus I'hypothese que (; ;4,7 € N) est une famille de v.a. i.i.d. a valeurs dans
N. On note pp = P(¢1,1 = k) et G la fonction génératrice de (j; :

r € (0,1, G(x) =E() =) prat.

keN

On suppose que (;; est de carré intégrable, si bien que G est C* sur [0, 1) et C? sur [0, 1].
On note m = E[(y1] et 0® = Var[(; ;]. Enfin, on prend X, = 1 comme population initiale.

Le processus (X,,,n € N) tel qu’il est défini est une chaine de Markov sur N. En effet,
pour xg,...,x,11 € N, on a

P(Zz)inl Ciyn = Tn+1, Xn =Tn,--- 7X0 - xO)
]P)(Xn :l‘n,...,XQ :l‘o)
P(leil Ci,n = Tn+1, Xn =Tn,--- 7X0 - "L‘O)
]P)(Xn :l‘n,...,XQ :l‘o)
MZ?& Ci,n - :an)IP’(Xn =Tpn,...,Xo= 370)
P(X, = 2, ..., Xo = o)

= B(S Gin = i),
i=1

P(Xpi1 = Tpy1| Xn =2, . Xo =20) =

car X, est une fonction de ({;,,7 € N,p <n — 1) et est donc indépendant de ((;,,¢ € N).
On pose ainsi P(z,y) = P37, (1 = y). Clest bien une matrice de transition (qui ne
dépend pas de n), et on a P(X,.1 = 2,11/ X, = Tp, ..., Xo = x9) = P2y, Tpy1). Ainsi,
(Xn,n € N) est bien une chaine de Markov de matrice de transition P.
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On s’intéresse a la probabilité d’extinction de la population. En posant 7 = inf{n €
N, X,, = 0}, elle s’exprime P(7 < 00). Il est facile de voir que si X,, = 0, alors X,,;x =0
pour k € N. Ainsi on obtient :

P(r <n)=P(X, =0), puis P(X,, =0) — P(r < c0). (4.4)

n—-+o0o

Enfin, il est clair que la population s’éteint immédiatement si py = 1 et ne s’éteint
jamais si pg = 0. On élimine ces cas triviaux et on suppose

0<p <1
Pour n € N, on écrit 1'événement {X,; = 0} comme union disjointe d’événements :
{Xo11 =0} ={X,, =0} U (Wpen{ Xy, =k, VI <i <k, = 0}).

Ainsi, P(Xp11 = 0) =P(X,, = 0) + > o P(X, = £, V1 <0 <k, (i, = 0). Comme X, est
indépendant de ((;,,7 € N), on en déduit que P(X,, = k,V1 <i <k, (., = 0) = P(X,, =
E)P(V1 < i < k,(p = 0) = P(X,, = k)p§. On introduit G,(z) = E[lz*"] = >, P(X, =

k)z*, la fonction génératrice de X,,. On voit que

P(X,01 = 0) = Gn(po)- (4.5)

Lemme 4.2.1. La fonction génératrice de X,, est donnée par Gp(x) = Go---0G(x).
~—— ——

n fois

- Sim <1,Vz e (0,1], Gu(2) N 1.
n——+0o0
- Sim > 1, G admet un unique point fire n € (0,1) et Vo € (0,1), Gp(x) =
n—-+00

Grace a ce lemme, (4.4) et (4.5), il vient que la probabilité d’extinction dans le modele
de Galton-Watson vaut P(7 < oo) =1sim < 1let P(1 <o) =n€ (0,1) si m > 1.

Preuve. On a par double conditionnement G ;(z) = E[zXm+1] = E[E[z21 6n| X, ]]. Puis
en utilisant que X,, 1L (;, % € N) et la proposition 2.2.16, il vient que E[xzj‘:nl G | X, ] =
G(x)%, puis Gpi1(x) = G,(G(x)). Puisque Go(z) = z, on conclut par récurrence que
Gu(x) =Go---0G(x).

Tout d’abo?éilsremarquons que G est convexe, strictement croissante, puis que G(1) =1
et G'(1) = m. Elle est méme strictement convexe des qu’il existe k > 2 tel que py > 0, ce
qui est nécessairement le cas si m > 1.

Sim < 1, G étant au dessus de sa tangente en 1, il vient que G(x) > = pour = € (0, 1).
C’est également le cas si m = 1. En effet supposons par I'absurde que G(n) = n € (0,1),
alors puisque G est convexe et au dessus de sa tangente en 1, il vient que G(x) = = pour
x € [n,1]. Par unicité du développement en série entiere, il vient p; = 1 puis py = 0 ce
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qui contredit I'hypothese faite. Par conséquent pour z € (0,1), x < G(z) < 1. La suite
(Gn(x)), est donc strictement croissante bornée par 1, elle admet une limite [ € (0, 1]. La
suite (Gp41(x)), possede la méme limite et par continuité de G sur [0,1], G(I) = . Et
nécessairement [ = 1.

Si m > 1, on effectue une étude de la fonction G(z) — z. Elle est nulle en 1 et vaut
po > 0 en 0. Sa dérivée G'(x) — 1 est strictement croissante puisque G est strictement
convexe, vaut p; —1 < 0en 0 et m —1 > 0 en 1. Elle est donc négative puis positive sur
[0,1]. Ainsi, G(z) — z est strictement décroissante puis strictement croissante sur [0, 1] et
s’annule donc en un unique point n € (0,1). Si z € (0,7n) (resp. z € (n,1)), on a également
x < G(x) < n (resp. n < G(z) < z). La suite (G,(z)), est strictement croissante (resp.
strictement décroissante) et un raisonnement analogue & celui du cas m < 1 assure que
Gn(z) — n. O

n—s+oo

L’exercice suivant permet de décrire plus précisément le comportement de I’évolution
de la population lorsque m > 1.

Exercice 4.2.2. On suppose m > 1, et on pose M,, = m™"X,,.

1. Montrer que (M,,n € N) est une martingale par rapport a la filtration engendrée par
(X, n € N). En déduire la valeur de E[X,,].

2. Calculer E[X?2,,|X,]. En déduire que Var(M, 1) = Var(M,) + o?/m*™ puis que
2

Var(M,) = -Z;2=1,

mr+ -1

3. Montrer que la suite (E[M?2])nen est bornée. En déduire que M,, converge p.s. et dans
L? vers une v.a. positive M.

4. On note pour x € (0,1], ¢(z) = E[zM=]. Vérifier que ¢ est bien définie, continue
et croissante sur (0,1]. Montrer que Elz*"+] = G(E[z*"]), puis en déduire que
¢(x) = G(o(a'/™)).

5. Vérifier que gl:_)l%(b(l’) = P(M,, = 0). Calculer E[M.], puis obtenir grace a la ques-
tion précédente que P(Ms, = 0) = n. En déduire que les événements {M, = 0} et
{T < 00} sont identiques a un ensemble négligeable prés. Que dire de ’évolution de
la population si il n’y a pas extinction ¢

4.3 Propriété de Markov forte et excursions d’une
chaine de Markov

On considére un espace d’états au plus dénombrable E, (X,,n € N) une chaine de
Markov de matrice de transition P et (F,)qen la filtration engendrée par cette chaine de
Markov.
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On note E*® = U,enE™ ! 'ensemble des suites finies sur £. C’est un espace dénombrable
puisque c’est une union dénombrable d’espaces dénombrables. Pour y € E*°, il existe un
unique entier [ € N t.q. y € E'! que 'on note I(y) et qui est appelée longueur de la suite .
La loi d’une variable aléatoire Y : 2 — E*° est caractérisée par (P(Y = y),y € E*) ou, ce
qui est équivalent, par (P[Y = (vo,...,yn)],y € EN,n € N). Comme P[Y = (yo,...,yn)] =
PlY = (Yo,---,¥n), L(Y) = n], cette loi est également déterminée par

(PlY = (5o, .., yn), l(Y) =n],y € EN,n € N),

ce qui est une écriture parfois plus commode que la précédente. Enfin, deux variables
aléatoires & valeurs dans E* sont indépendantes si Vyl,y?> € E* P[Y; = ¢y, Y, = 3] =
P[Y; = y!]P[Y, = %?], ou de maniere équivalente si Vy',4? € EN,Vny,ny € N,
PIY1 = (yh, - U ), (Y1) =m0, Yo = (43, -, y2,), 1(Ya) = o)
Z B[ = (5 oyl ), L) = malPY = (5B, 32,), 1(Ya) = ma].

Ce type de variable aléatoire intervient lorsque 1'on considere un processus jusqu’a un
temps aléatoire. Nous allons en rencontrer beaucoup dans cette section.

Théoréme 4.3.1 (Propriété de Markov forte). Soit 7 un temps d’arrét par rapport a
(Fn)nen tel que P(1 < o0) > 0. Alors, conditionnellement a {7 < 0o}, (Xyin,n € N) est
une chaine de Markov de matrice de transition P et de loi initiale celle de X, sachant {1 <
oo}. En outre, conditionnellement a {T < oo} et X;, la chaine de Markov (X,4,,n € N)
est indépendante de (Xo, ..., X;).

Preuve. On se donne xy,...,z, € E. On calcule : P(X, = zqg,..., X;1y = Tp|T < 00)
= 1P’(7-<oo)]P)(XT =20, .., Xoin = Tp, T < 00)
= ]P’(T<oo) Doen P(Xr = o, Xy = 2, 7 = 1)

= P(T<OO) ZleN (Xi=x0,.. ., Xign =Tp, 7 =1)

= T<OO ZleN (X =0, 7 =1)P(x0,21) ... P(xy_1,x,) d’apres le corollaire 4.1.9

= P(X,; = x| < 00)P(x0,21) ... P(@p—1, T0),

puisque Y, . P(X; = 29,7 = 1) = P(X; = 29,7 < 00). Cela prouve la premiere partie du
théoreme. Remarquons qu’un calcul tout a fait analogue au précédent donne :

P(X; =20,..., Xrgn = 2|7 < 00, X, = ') = Lyypmany P20, 21) .. P(@p1,2).  (4.6)

Il reste a établir 'indépendance. Pour cela, nous devons calculer la loi de (Xo, ..., X;1,)
conditionnellement & {7 < oo} et X,. Soit (7, )neny € EN et [ € N.
P(Xo=x0,...,Xiun = Tpn, 7 =1/ X; =2/, 7 < 0)
1o, o
= mP(XO = To,- .- 7Xl+n = Lgn,T = l)
= %P(XO =20,...,X;=x;, 7T =P, x111) ... P(x14n_1, T 1) (corollaire 4.1.9)

=P(Xo=2,...,.X; =2, 7 =X, = 2,7 < 0) }{ml:x/}P(aj’,le) . P(a:Hn,l,an)J

~~

=P(Xr=x,... Xr4n=Cr4n|Xr=1',7<00) d’apres (4.6)
Cela prouve I'indépendance voulue. O
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Le corollaire suivant correspond a un cas particulier tres important.

Corollaire 4.3.2. Si 7 est un (F,)-temps d’arrét fini p.s tel que X, = x p.s., alors
(Xrin,n € N) est une chaine de Markov indépendante de (Xo, ..., X;). Elle a pour matrice
de transition P et est issue de x : elle suit donc la lot de probabilité P,.

Nous sommes désormais en mesure de définir les excursions d’une chaine de Markov.
On considére toujours la méme chaine (X,,n € N) et on définit pour = € F :

7O —inf{n € N, X,, =2} et pe N, 7 = inf{n > 7Y + 1, X, = 2}.

x
Ce sont des temps d’arrét par rapport a (Fy,)nen et v représente le p + 1-ieme temps

d’atteinte de la valeur x par la chaine de Markov. Ces temps peuvent étre finis ou infinis, et
la suite (ngp ))peN est strictement croissante jusqu’a ce qu’elle atteigne +o0, si elle 'atteint.
On définit également

7, = inf{n e N* X,, =z} = 1{XO:m}T£1) + 1{X07,gm}7'£0)
qui est le premier temps d’atteinte de x apres I'instant initial.

Définition 4.3.3. On définit pour n > 1,
E™ = {(xg,...,1,) € E" t.q. xg =x, =x et 2; # 1 pour 1 <i<n—1},
que ['on appelle ensemble des excursions autour de x de longueur n et
Exc(z) = Ups B C E®

lensemble des excursions autour de x.

Si I'on se place sur {T;,E’” < 00}, on peut définir :

— D* = (Xo,..., X _©) le début de la chaine de Markov. (D* = (v) si X, = )

— Pour [ € {1,...,p}, &' = (X, a0, X a-0, s, X ) la l-ieme excursion de la
chaine de Markov autour de z. Ce sont des variables aléatoires a valeurs dans Exc(z).

- R"= (X _@_,,n €N), lereste de la chaine.

Nous avons le théoreme général suivant.

ngp) < oo} ona:

Théoréeme 4.3.4. Avec les notations précédentes, conditionnellement a {
— le début D*, les excursions €51, ..., %P et le reste R® sont indépendants,
— R® est une chaine de Markov de loi P,
— les excursions sont identiquement distribuées et suivent la loi de l'excursion (Xo, ..., X,,)

sous P, sachant {7, < co}. On note £* cette loi.
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3

D—l 5—1,1 5—1,2 5—1,3 R—l

F1GURE 4.1 — [llustration du découpage ci-dessus pour une marche aléatoire sur Z jusqu’a
la troisieme excursion autour de —1.
Preuve. Tout d’abord, nous notons pour ! € N, %m(l) le I-eme temps d’atteinte de = par le processus
(XTI(O)+n,TL e N): 0 = inf{n > 0y LX 0, =z}et #9 = 0 sur {T;,EO) < 00}. On a
clairement par construction :

ngl) = ?ggl) + ngo).

PourerN,nEN,io<i1<---<z'p€N, on calcule
1
A= P(Dm == (mo,...,xio),ng = (xio,...,xil),...,ngp = (xip_l,...,ﬁﬂip),Rg = CCZ'p,...,Rﬁ =

0 . :
:cl-p+n|7;,§p) <o00) =P(Xg==x0,...,Xip4n = xiern,T;,g ) = 00, - - ,Tm(p) = Zp|’7'm(p) < 00)
_ — 0)_, (P) _;
P(Xo= X'L n=—3=Ij nyTxe  —0y--yTx  — : -~ T
— PXo=r0 o Xipen=TipinTs =0T =) puicoue 7P = 7@ 4 O (7P < 0o} = {7V <
]P’(ngp)<oo)

00, ngo) < 00}. En divisant numérateur et dénominateur par ]P’(Téo) < 00), on obtient :

0 . . 0
o P(onxo,...7xip+n,T£ ):ZQ,...7TSEP):ZP|T£ )<OO)

A=

]P’(ﬂgp)<oo|’r£0)<oo)
dépend de (Xg,..., X (0)) dépend de (X (0) ,neN)
Ty Ty N

0
P(Xo = o, ..., Xq, :xio’Tag ) =

. B B ~(1) _ - . - . . o
ZOino = xio,...,XZ-ern —CCZ'ern,’Tx( ) =1 —’Lo,...,’Tx(p) =1p —Z(]|T;E )<oo

)

B P(7P) <oo|7{") <o0)
En appliquant la propriété de Markov forte au numérateur et au dénominateur, il vient :
(p)

a_. . o
Py (Xo=2i s s Xiptn—ig=Tip+n:Ta  =01—105..sTg  =ip—1i0)

A=P(Xg =20, ..., Xig = @i, 7 = ip|7s”) < 00)x

lP’z(ngp)<oo)
— P(X, = X, = g 20— (0 P.(Xn = 2 X, o (1) _
= ( 0 = Z0y---yAXig = Ljg, Tz~ = ZO‘Tx < OO) X x( 0 = Tigy- -+ Niptn—iyg — Tiptn, Tx = =
i1 — 10, - - ,ngp ) = ip — iolTép ) < 00). En reprenant exactement le méme raisonnement, on obtient
1 . . P . . D
que Pz (Xo = g, ., Xipyn—io = xiern,ng ) — 11— 10, ... ,ng ) = ip — 20|ng ) < 00)
i . !
= PI(XO = Ty, .- ,Xl'lfl'o = CEil,ng ) =11 — Z(]|Tg(; ) < OO)
1 . —1 . —1 .

xPy(Xo =4,y Xipyn—i; = xiern,T;,g ) = To—101,... ,T;,Ep ) — zp—21|7'm(p ) < 00) en appliquant

(

s . (1 . . . .
la propriété de Markov forte pour le temps d’arrét 7 ). Puis en itérant ce méme raisonnement

encore p — 1 fois, il vient :
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A= P(XO =20, 7)(2‘0 = xio,Tg(;O) _ Z.O‘Tx(O) < OO)

X Px(XO = Tjyy- - - ,XZ‘I,Z‘O = xil,ngl) = ’il — 7:0|7—$(1) < OO)

X X Pm(XO = Tip_1s--- ’Xl'p*l'p—l = Lip, Tm(l) = Z'p - Z'p71|7'a(cl) < OO)

X Pp(Xo = 24,y - -, Xippn = Tip4n) ce qui est le résultat voulu. ]
Si les variables D%, £%1, ... £%P sont indépendantes, leurs longueurs sont en particulier

indépendantes ce qui donne le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.5. Conditionnellement a {ngp) < oo}, les v.a. ngo),ﬁgl) — ngo), o ,Tép) —

727V sont indépendantes, et les v.a. 7 — 70 7P — 27D sont identiquement dis-

tribuées.

Remarque 4.3.6. Il est important de remarquer que la loi d’une excursion £ ne dépend
pas de la loi initiale de la chaine de Markov. Pour e = (x,x1,...,T, 1,2) € EXC(x), on a

P*=e) = P(Xi=21,...,Xpn1=Tp_1,7p = |7, < 00)
P.(Xy=21,...,Xp 1 =21, X,y = 7)
quN* ]P)(Tx = Q)
P(x,z1)P(z1,x2) ... P(xp_1,7)
quN* Zzl,...,zq,l;éa; P(z,21)P(21,29) ... P24-1,7)

et cette loi ne dépend que de la matrice de transition P.

4.4 Récurrence, transience et irréductibilité

Comme précédemment, on considere une chaine de Markov (X,,n € N) de matrice de
transition P. On note pour = € F,

Nx - Z ]—{Xn:m}a

neN

le nombre (éventuellement infini) de fois que la chaine visite I’état x. Remarquons que 'on
a également N, = sup{p € N, P < oo} + 1 (avec pour convention sup ) = —1).

Définition 4.4.1. Un état x € E est dit récurrent si P,(1, < o0) =1, il est dit transient
lorsque Py (1, < 00) < 1.

On se place sous P, si bien que 7, = 7 et le début D* = (). On suppose que x est
récurrent et nous allons réétablir dans ce cas particulier les résultats du Théoreme 4.3.4.
La preuve est en effet plus lisible dans ce cas, car il n’y a plus de conditionnement. Grace
au Corollaire 4.3.2, (X, ;,,n € N) est une chaine de Markov issue de x, de matrice de

transition P, indépendante de I'excursion %! = (X, ..., X, ). Par conséquent 7@ W
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qui est le premier temps d’atteinte apres 0 de x par (Xrél)m’ n € N) a méme loi que 7 et
est fini p.s. En appliquant la propriété de Markov forte a cette nouvelle chaine de Markov,
il vient que la chaine (XTSEQ) i E N) est indépendante de £%2, issue de x et de matrice de
transition P. En itérant p fois, on obtient que :

g9 AL €2 6P, (X py4nsn € N)
&2 A €908 (Xrpyansn EN)

9P 1L (XT(p)_;,_n, n c N)

Par conséquent, £&1, €32, £oP, (X+(p)tn,n € N) sont indépendants et la suite des ex-
cursions (£%"),en- est une suite de v.a. indépendantes et distribuées selon la méme loi. En
effet, pour 2z € Exc(x), P (6" =2) =P, (Xo=2, X1 =21,.. ., Xp 1 = 2,1, X = 7) =
P(z,2)P (21, 22) ... P(zp-1, ). En particulier, leurs longueurs

ngl), . ,ngp) — Tép_l), ... sont 1.i.d.
Ainsi, puisque P.(7, < o0) = 1l et 7, = 7D sous P,, elles sont toutes finies p.s. Par

conséquent pour tout p € N, 7P est fini p.s. et N, =sup{p € N, P < oo} +1=+4o00.
Lorsque z est transient et k € N*, on obtient en utilisant la propriété de Markov forte :

Po(N, =k) = Pu(ra <00, ix, -} =k — 1)

neN

= Pu(7e < 0)Po() 1ix,, 0may = k — 1|70 < )

neN

= P.(7n < 0)P,(N, =k —1).
On en déduit le résultat suivant.

Proposition 4.4.2. Six € E est un point récurrent, P, (N, = +00) = 1. Sous P, la suite
des excursions (£%%);en+ autour de x est bien définie et est i.i.d.
Sinon, x est transient, et N, suit une loi géométrique de paramétre 1 —P,(1, < 00) :

Vk € N*, Po(N, = k) = P.(7, < 00)* (1 — P,(7, < o0))
sous P,. En particulier, P,(N, < +00) = 1.

Donnons un exemple en considérant la chaine a deux états {0,1} t.q. P(0,1) = p =
1—P(0,0) et P(1,0) =qg=1—P(1,1). On suppose p,q > 0 et on considere les excursions
(€%);en+ autour de 0. Alors,

p(l—q)" tgsin>0
1—psin=0.

Po(¢% = (0,1,...,1,0)) = {

n fois
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On dit que I'état = conduit a I’état y (et on note x --» y) si I'on a une probabilité
strictement positive d’aller en un temps fini a I’état y en partant de z, i.e. si P, (7, < 00) >

0.
Lemme 4.4.3. Ona :z --»y <= 3dn e N*, P"(z,y) > 0.

Preuve. Supposons x --+ y. Comme {1, < oo} = Upen+{X, = y}, Pu(r, < 00) <

Y nen P(x,y) et il existe n € N* tel que P*(z,y) > 0. Réciproquement, comme {X,
y} C {1y <n}, P*(x,y) > 0 implique nécessairement que P,(7, < co) > 0. O

Nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.4.4. Soient x,y € E. Si x est un état récurrent et si x --+ y, alors y est
un état récurrent ety --» x. En outre, P, (N, = +00) =P, (7, < +00) = 1 et la probabilité
qu’une excursion autour de x passe pary est strictement positive : P(y € £*) > 0.

Preuve. On note {y € £%"} I'événement : “la n-iéme excursion passe par y”. Comme z
est récurrent, on a sous P, : {7, < 0o} = Upen{y € £*"}. Ainsi, 0 < P,(1, < 00) <
Yonen Pa(y € 5™) =3 Py € €7) et donc P(y € £*) > 0. On remarque maintenant que
pour tout n € N,

Ny 2 Z Liyegesy-
i=1

Les v.a. 1gyc¢xiy sont indépendantes et suivent une loi de Bernoulli de parametre P(y € £%).
Par la loi forte des grands nombres, il vient que £ 3% | 11 ceoiy = P(y € &%) P,-p.s.,
n—-+0oo

et en particulier " | 1g eeeiy LT, oo P,-p.s. On en déduit que P,(N, = +00) = 1.
En particulier P,(7, < +00) = 1, et en utilisant la propriété de Markov forte en 7, il
vient d'une part P,(N, = +o00) = P,(1, < 400)P, (N, = +0o0) puis P, (N, = +o0) = 1
(y est ainsi récurrent) et d’autre part P,(N, = +o00) = P, (7, < 4+00)P, (N, = +00) puis
P, (N, = +00) =1 (et donc y --» x). O

On dira que deux états x,y € E communiquent entre eux si x --» y et y --+ x, et on
note dans ce cas r «--+ y. On dira qu’une chaine de Markov est irréductible si

Ve,ye E, x «——»y. (4.7)

Dans ce cas et grace a la proposition 4.4.4, les états sont soit tous récurrents, soit tous
transients. Dans le premier cas, on dit que la chaine est irréductible récurrente. Alors dans
ce cas, toujours grace a la proposition 4.4.4, on a P(N, = +00) = P(1, < o0) = 1 quelque
soit la loi initiale de X, car P(N, = +o00) = > _P(Xy =y)P,(N, = +o0) = 1.

yelE

Proposition 4.4.5. Soit (X,,,n € N) une chaine de Markov de matrice de transition P
wrréductible. Si elle posséde une probabilité invariante p, alors la chaine est récurrente.
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Preuve. On considere la chaine de loi initiale p et y € E tel que u(y) > 0. D’apres la
proposition 4.4.2, soit y est récurrent et alors E,(N,) = 400, soit y est transient et alors
E,(N,) < 400 puisque N, suit une loi géométrique sous P,. On a :

>, 1{Xn=y}] =Y P(X,=y)=> uly) = +oc.

neN neN neN

E[N,] = E

Par ailleurs, E[N,] = > _.P(X, = 2)E[N,| Xy = 2] = > _pu(z)E,[N,]. Grace a la
propriété de Markov forte en 7, E, [N,] = E,[E, [Ny|1{ o_ )] =E.[1 E,[N,]] =
Ty

<oo} {T50)<OO}

P, (s < o0)E,[N,]. Par conséquent,

+oo = E[N,] = (Z N(x)IP)x(TgSO) < OO)) Ey[Ny]

zeE

Puisque la chaine est irréductible, on a 0 < P, (7" < 00) et donc 0 < Y oveE ()P (7 <
00) < 1. Par conséquent E,[N,| = +o00. L’état y est donc récurrent et la chaine est donc
irréductible récurrente. 0

Néanmoins, il existe des chaines de Markov non irréductibles qui possedent une proba-
bilité invariante comme le montre 1’exercice suivant.

Exercice 4.4.6. Soit E un espace d’état dénombrable et yo € E. Vérifier que P(z,y) =
1gy—yoy définit une matrice de transition. Montrer que cette chaine n’est pas irréductible,
mats admet 1g,—,y comme probabilité invariante.

Grace a 'exercice 4.1.5, nous déduisons de la proposition 4.4.5 le corollaire suivant.

Corollaire 4.4.7. Une chaine de Markov irréductible a valeurs dans un espace d’états fini
est récurrente.

L’exercice suivant propose une preuve plus directe de ce résultat.

Exercice 4.4.8. On considere une chaine de Markov irréductible sur un espace E fina.

1. Montrer que quelque soit la loi initiale, EyeE Ny = 400 et en déduire que pour tout

x e E, il existey € E t.q. Po(N, = +00) = 1.
2. Montrer que P, (N, = +00) = Pw(nfo) < 00)Py (N, = +00) et en déduire le corollaire
précédent.

On conclut cette section avec un lemme utile concernant les mesures invariantes pour
une chaine de Markov récurrente. Une mesure invariante est une mesure v sur E telle que
— ? O 3 —
vP =v, cest adire Vo € E,v(z) =3 pv(y) Py, ).
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Lemme 4.4.9. Si v est une mesure invariante pour une chaine de Markov irréductible
telle qu’il existe vy € E, 0 < v(zg) < oo. Alors on a :

Ve e E,0 <v(x) < oo.
En particulier une probabilité invariante p satisfait nécessairement Vr € E, u(z) > 0.

Preuve. 1l est facile d’établir par récurrence vP™ = v pour n € N. Soit x € E. La chaine
étant irréductible, xy --+ x et grace au lemme 4.4.3, il existe n € N tel que P"(zg,x) >
0. On en déduit v(z) = >° pv(y)P"(y,x) > v(xo)P"(z9,x) > 0. Puisque on a aussi
x --» xo, le méme raisonnement assure qu’il existe m € N tel que P™(x,x9) > 0 et
v(xg) > v(x)P™(z,x0) et donc v(z) < oo. O

4.5 Théoreme ergodique

Dans toute cette section, on considere une chaine de Markov irréductible et récurrente
de matrice de transition P. Nous avons la dichotomie suivante.

Théoréme 4.5.1. Soit (X,,n € N) une chaine de Markov de matrice de transition P
wrréductible et récurrente. Alors, on est dans l'un des deux cas suivants :

Ve € B, E.[r.] < +oo et la chaine est dite récurrente positive,

Ve € E, E,[r.] = 400 et la chaine est dite récurrente nulle.

Nous donnons ici une preuve probabiliste directe de ce résultat qui exploite et met en
valeurs les résultats sur les excursions. Dans une premiere lecture, on pourra admettre ce
résultat.

Preuve. On suppose que E,[7,] < oo pour un certain x € E, et il s’agit de montrer

qu’alors, E,[r,] < oo pour tout y € E. La proposition 4.4.4 nous assure que ]P)m(T?SO) <

o0) = 1. Puisque 7'351) = 7'@50) +inf{n > 0,X ©_, =y} la propriété de Markov forte donne
Ty n

B[] = B, [77] + E,[7,]. Nous allons montrer que E, [7\”] puis E,[7s"] sont finis ce qui
prouvera le résultat. En fait, il suffirait méme de montrer seulement que E, [7'351)] < 00,

mais nous donnons d’abord la preuve de E, [Ty(o)] < oo qui est plus facilement accessible.

(0) _ y~oo (0) oo _(p) :
Onam =3 " 71 oy < Dopei T 1{T£p_1)<T150)<T£p)}. Observons mainte-

nant que 1{T£p—1)<7_150)<7_£p)} = 1{y¢é’x,1} R 1{y¢£x,p—1}1{ye§z,p} et que, sous P,, T;L('p) — €:1 Tm(i)_

e P17 on 1(€™") désigne la longueur de la i-éme excursion. On a donc, puisque

(r0 ) <70
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les excursions sont i.i.d. de loi &7,

E 771 00,0 ,w)] = ZE "gygerny - - Lygerr—1pLigegony]
= (p — DP(y & £°)P*P(y € E)E[(E") L gyger)]
+P(y & )P E[I(E7) L yeeny]-

Notons que E,[7,] = Eu[7o1ir,<r}] + Eo[olir,<ny] = E[L(§7) 1iyeery] + E[I(§7) 1iygesy], et
par conséquent E[[({%)1yeeny] < 00 et E[l(§7)1yge=y] < 0o. Ainsi, on obtient en sommant

E:B[T?SO)] < ZEx[TI(p) (p P ( <T(p)}] < Q.
p=1

La preuve pour établir E, [ ] < 0o suit exactement le méme principe. On introduit pour

une excursion &%, n, (&%) = Zl(io) 1¢ez—yy le nombre de fois que I'excursion passe par y.

On écrit :

oo
<) )

To Loy = 13 P CPNUI SRUSIFNUPNOIS
p=1

p=1 ¢g=1 i=1
(4.8)
Remarquons que 1{ P=1) (D (p)}l{ L PROPNONE = L, (ema)=1} Lin, (o)1) [ [icp, izq Liny (e29)=0}

pour g <petl o _ m <p>} (D @ o q>} = Ln,(rr)22) [icp Liny (ev)=0} POUT ¢ = p.
Comme les excursions sont i1 d, pour ¢ < p, on a

E. [Z(Sx’i)1{T<p—1><T<1)<T<p>}1{T£q—1)<T<o><T<q)}]
P(ny(§7) = DP(y & )P E[U(E") Ln, en)>py] sii=p
= 4 P(ny (&%) = DP(y & )P °BlI(E7) Lin, (e)-1y) si i = ¢
P(ny(£7) = 1)P(ny (£7) = DP(y & )P E[I(£") L {ygeny] sinon.
et pour g = p,
P(y & £ )P EIU(E") Lin, (ery>y] sl i = p
P(ny (%) = 2)P(y & €7 2E[l(6)1(ygery] sinon.

En sommant sur ¢, on obtient les majorations suivantes :

E.[1(&™) 1{ngp_l)<’7'_150) <T§1)<T§")}] - {

E E,| =) 0 o L a0 )]

3 {2% € E)B(y & € 2EE ) L pyeeny] + (p — DBy € £7)2Py & € ElI(E") Lygeny] si q < p
= L= DGy 2 € Ell(E) L yeen)] + Bly € €)B(y & € 2E[1(E) Lpygeny] si g = p
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En utilisant (4.8), et puisque E[[({%)1yece=y] < 00 et E[I(£%)1ygexy] < 00, on obtient que

oo p p
MT<Y DY R D 0 oy L e o )] < 00,

p=1 g=1 =1
cette somme pouvant en effet étre majorée par :
p1 {(p -1 [2P(y € EMP(y & €7)P B ll(E) 1 yeeny] + (p — 2)P(y € £°)*P(y ¢ E“)"‘SEx[l(ﬁ’”)l{yggm}}]
+ (0= DP(y ¢ €°)P Ea[l(6) 1 {yeeay] + Py € E°)P(y & £7)P2Eq [l(ﬁz)l{yggw}}} < 0. O

Proposition 4.5.2. Soit (X,,,n € N) une chaine de Markov de matrice de transition P
wrréductible et récurrente. On pose pour x € E :

Te—1
Vy € F, Vm = Z 1{Xn y}]
La mesure v, est invariante (i.e. vz(y) = Y ,cpVa(2)P(2,y)) et telle que v,(z) = 1.

En outre, v,(E) = E.[.], et si (Xn,n € N) est récurrente positive, (]E”‘[(y)])yeE est une

probabilité invariante.

Une autre écriture de v est la suivante : v,(y) = E, [Z (&) e 1:y}] =F [ng:))_l Ligr—y |-

C’est a dire que v(y) est le nombre moyen de visites de letat Yy lors d’une excursion de la
chaine autour de x. Grace au lemme 4.4.9, on sait que 0 < v,(y) < +o0 pour tout y € E.

Preuve. Tout d’abord, remarquons que par le théoreme de Fubini,

ve(y) =

>, 1{n<m}1{xn=y}] = Eu [Lixizay - Lxuray Lixan] - (4.9)
n=0 =

On a utilisé ici que 1{r,>n) = Lix, 24} - - - 1ix,22}. D’autre part sous P, puisque 7, < 0o
(la chaine est récurrente), on a Xo = = = X,. Ainsi, v,(y) = E; D77, Lix, =] =

E; [3o0i1 Lngra Lixa=yt) = Bo [X0l0 Linrigr Lixn=t] = 2onco Bo [Lin<n Lixnn=y}] =
S o Ee [Lix 20} - - Lixp 201 L{X,s1=yy] - En utilisant la proposition 4.1.6,

Em [1{){17533} c. -1{Xn7é:v}1{Xn+1=y}} = Z P(.T,:L’l)P<SL’1,$L’2) .. .P(xn,l,xn)P(:L’n,y)

L1y TnFT

= > E [z Lo Lxezen] P@n,y)
TnFT

Tn€FR

Par conséquent, on a en utilisant (4.9) puis le théoreme de Fubini, il vient

= Z ZEx [1{X17ém} v ]—{Xn;zém}]-{Xn:z}] P(Za y) = Z V$(Z)P(Z7 y)

n=0 zeFE zeE
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Enfin, v,(E) = > cpva(y) = E; [ZT“_l 1] = E,[r] est fini lorsque la chaine est

n=0
va(y)
vz (E)

récurrente positive, et dans ce cas est une probabilité sur E qui est bien invariante. [

Nous somme désormais en mesure d’énoncer le résultat principal de cette section.

Théoréme 4.5.3. Soit (X,,n € N) une chaine de Markov de matrice de transition P
irréductible et récurrente. Soit f : E — R telle que v,|f| < oc. Alors,

" X
—an:o f(X) — v f p.s.
> ko L{Xy=a} nortoo

Preuve. En utilisant la décomposition f = f* — f~, il suffit de prouver ce résultat pour
f(z) > 0. On note N} = >/ _,1{x,=a}, €t on utilise le découpage de la chaine introduit
pour les excursions. On a :

n (D®)-1 Nr—1 [i(emh)—-1 n
DX = D O+ > D FEY |+ DD f(X).
k=0 k=0 i=1 k=0 fmr (N
Pui >0 N X,) < Zl(g%Nﬂ?)_l =N ot il vient I d ‘-
uisque f >0, on a e N) F(Xk) <>k (&) et il vient 'encadrement :
I(D%)—1
e LG n Np o igm)-1 > f(D)
1 z,0 E = f(Xk) 1 T, k=0
w2 | 2 e | == < ) FE&) |+
T =1 k=0 z T =1 k=0 z

Maintenant, on a puisque la chaine est récurrente N* — N, = 400 p.s. et [(D*) < 00
n—-+00

p-s., ce qui implique ngg)_l f(D?) < oo p.s. D’autre part, les excursions étant i.i.d., on a

par la loi forte des grands nombres : % H <Z§€(§)¢)71 f( ;”)) e E[Zﬁ?fl f(ED] =

1(€%)—1 , .
E[ k(io) ZyeE fW) =y = ZyeE f(Wve(y) = vof, p-s. Par conséquent, on obtient
ShofD o, f oo [

grace a l'encadrement : o
z n—-+o0o

On obtient immédiatement le corollaire suivant

Corollaire 4.5.4. Soit (X,,n € N) une chaine de Markov de matrice de transition P

irréductible et récurrente. Soient f,g: E — R telles que v,|f| < 00, v,|g| < 0o et v,.g # 0.
Alors,
n X .
Zizzo f(Xy) s Vo f p.s.
D k0 9(Xk) notoo vig
Proposition 4.5.5. Soit (X,,,n € N) une chaine de Markov de matrice de transition P
wrréductible et récurrente.
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— Si elle est récurrente positive, elle admet une unique probabilité invariante définie
par

et si f: E — R est telle que u|f| < oo,

1 n
o kz—o f(X5) n_>—>+oo puf p-s.

— Si elle est récurrente nulle, elle n’admet pas de probabilité invariante et si f : E — R
est t.q. vg|f| < o0,

1 n
Ekz_of(Xk) njooo D-s.

Preuve. Lorsque la chaine est récurrente positive, v, (FE) = E,(7,) < co. En prenant g = 1,

le corollaire 4.5.4 donne %ZZ:O f(Xk) —J>r ]E"”(”f 7 DS Si i est une probabilité invariante
n—4oo TEE

et que X a pour loi g, on a E[1{x, 3] = u(y) pour tout k > 0 et donc E[2 37 11y, =] =
n+1 Va (Y)

p(y). Par ailleurs, %EZZO 1{x,—,} converge p.s. vers et est dominé par ”T“ < 2.

n Ez (72
Ainsi, le théoreme de convergence dominée assure que E[% (Z)Zo 1¢x,—y}] tend vers IEV;((EZ)’
et par conséquent (o)
Vy € E, uly) = E,(r)
Il y a donc une unique probabilité invariante p. Puisque v,(z) =1, on a u(z) = m. Le
choix de z étant arbitraire, on a en fait Vo € E, u(x) = ]Ex(lm).
Lorsque la chaine est récurrente nulle, montrons tout d’abord que % ZZ:O f(Xk) . _>—>+OO

0 p.s. lorsque v,|f| < oo. Quitte & utiliser la décomposition f = f* — f~, on peut
supposer [ positive. Soit A C E un ensemble fini. On a clairement HLHEZZO f(Xg) <

ZZ:() f(XIc)

ST AN et par conséquent le corollaire 4.5.4 assure

: 1 < Uy
hmsupEZf(Xk) < ” (/fl) p.S.,
k=0 v

n—-+o0o

et ce quelque soit A fini. Puisque E est dénombrable, il existe une suite croissante d’en-
sembles finis t.q. U,4, = E. Ainsi, v,(4,) — v.(F) = 400 et on en déduit que

—+o0
limsup = > f(X)) < 0. Comme f est posqitive, LS o F(Xy) Tl 0 p.s. Suppo-
sons désormais qu’il existe une probabilité invariante p et considérons une chaine de Mar-
kov issue de cette loi invariante. Le méme raisonnement que précédemment donne alors
que E [L 370 1ix,—yy] = “Hu(y) tend a la fois vers u(y) et 0 quel que soit y € E, et par
conséquent u = 0 ce qui est contradictoire. O
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Une conséquence importante de cette proposition et de la proposition 4.4.5 est la sui-
vante.

Corollaire 4.5.6. Une chaine de Markov irréductible admet une probabilité invariante si
et seulement si elle est récurrente positive.

En fait, de maniere plus générale, lorsqu’une chaine de Markov est récurrente, il existe
une unique mesure invariante a une constante multiplicative pres. C’est 'objet de 1’exercice
suivant.

Exercice 4.5.7. On considere (X,,,n € N) une chaine de Markov de matrice de transi-
tion P irréductible et récurrente. On se donne une mesure invariante v : E — (0, 4+00) et
xo € E, nous allons montrer que Yy € E,v(y) = v(x0)Va, (Y).
1. Montrer qu’il existe o : E — (0,400) t.q. vz, (y) = a(y)v(y).
2. On pose pour x,y € F, f’(x, y) = %. Vérifier que P est bien définie sur E x E
et est une matrice de transition. Montrer que pour k > 1, P*(x,y) = %Pk(y,x).
En déduire qu’une chaine de Markov (X’n,n € N) de matrice de transition P est
irréductible.
3. On pose N, = 3.0 L%,y Vérifier queEg _, [N,] = Ex,—2[N,], et en déduire que

(Xn,n € N) est récurrente.

4. Veérifier que Po = «, puis montrer que sous Pg _ oz(f(n) est une martingale pour
la filtration engendrée par (X,,n € N).
5. Pour x € E, on pose 7, = inf{n € N*, X,, = x}. Montrer que Ex _, [a(Xzan)] =

a(x), puis en déduire que a(x) = a(xg). Conclure.

6. Prouver, a l'aide de ce résultat, le théoreme 4.5.1 (observer d’abord que la mesure v,
est proportionnelle d vy, ).

Au cours de cet exercice, nous avons vu que si v est une mesure invariante pour la

v(y)P(y,x)
v(z)

matrice de transition, P(x,y) = est également une matrice de transition. Si « est

une mesure sur E, on a

P(z, y)v(z)

aP(z) = a(y)P(y,z) =Y a(y) o)

yek yek

= v(0)P= (),

si bien que P permet de transformer un produit mesure-matrice en un produit matrice-
fonction. Pour cette raison, on appelle parfois P la matrice duale de P.

Pour conclure cette section, nous faisons un tableau récapitulatif des résultats obtenus
pour les chaines de Markov irréductibles. Lorsque E est fini, une chaine irréductible
est récurrente positive (cf. exercice 4.1.5).
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Caractérisation Proba. invariante | Théoreme ergodique
réc. >0 | Vr, E.lr.] < oo oui, u(z) = == | 230 F(Xp) — ufps.
Ex[rz] | m £<k=0 n—r+00
. X
réc. nulle | Va, P, (7, < o0) =1, E.[r,] = 00 | non % njmo vof p.s.
transiente | Vo, P, (7, < 00) < 1 non non

TABLE 4.1 — Récapitulatif des propriétés des chaines de Markov irréductibles.

4.6 Problemes résolus autour de la théorie ergodique

Au cours de la section précédente, nous avons établi un résultat de convergence concer-
nant des moyennes effectuées sur toute la trajectoire d'une chaine de Markov (X,,n € N).
Néanmoins, dans certains cas, on voudrait avoir des résultats de convergence sur la loi
de X, plutot que sur une moyenne trajectorielle. Prenons I’exemple concret du battage de
carte (on verra pourquoi on peut assimiler le battage de cartes a une chaine de Markov). On
souhaite en général que le jeu, apres ’avoir battu n fois, soit uniformément réparti. Ce qui
nous intéresse est donc de connaitre comment sont distribuées les cartes apres n battages,
et le théoreme ergodique établi a la section précédente ne nous permet pas de répondre
a ce probleme. Une autre question est de savoir a partir de combien de battages on peut
considérer le jeu uniformément réparti.

Cette section est rédigée sous forme d’une succession de problemes résolus. Son ob-
jectif est de prouver un résultat classique de convergence en loi des chaines de Markov
apériodiques, et de présenter des applications de ce résultat. Ces problemes s’enchainent
de maniere logique, et pour résoudre un probleme, il est préférable d’avoir lu les problemes
précédents. Les résultats principaux des trois premiers problemes sont récapitulés dans des
propositions ou théoremes.

4.6.1 Périodicité d’une chaine de Markov

Définition 4.6.1. Une chaine de Markov de matrice de transition P est dite périodique
de période d € N s’il existe une partition Cy,...,Cyq (i.e. ¥Vi,C; # 0 et Vi,5,C;NC; = 0)
telle que, en posant Cy = Cy, on ait :

Vke{l,....d}Vr e Cy, Y Plz,y) =1 (4.10)

yeCk

Une chaine est dite apériodique lorsque sa plus grande période est 1.

Autrement dit, lorsqu’'une chaine de Markov est périodique de période d, on peut
découper l'espace d’états en sous-ensembles distincts C, ..., Cy tels que la chalne passe
certainement d’un état de C} a un état de Cy 1 lorsque k < d, et d’'un état de C; a un
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état de (. Le probleme qui suit est une étude des chaines de Markov irréductibles et
périodiques ou apériodiques.
Enoncé : On considere une chaine de Markov de matrice de transition P irréductible.

1. Caractérisation de la plus grande période. Pour z € E, on définit 7 (z) = {n €
N*, P*(x,x) > 0}. Comme la chaine est irréductible, cet ensemble est non vide et on
note d, le plus grand commun diviseur des entiers de cet ensemble.

(a) Vérifier que si m,n € T(x) et ¢ € N*, alors m +n € T(x) et gn € T (z).

(b) Montrer que si z,y € E, d,/d, (rappelons que cela signifie d, divise d,, i.e.
do € N*,d, = ad,). En déduire que d, = d,;, et par conséquent Vo € E,d, = d.

(c) On suppose que la chaine est périodique de période d, montrer que d/d.

(d) Soit xg € E. On définit pour [ € {0,...,d — 1},

Cy={y € E,3In € N, P (z4,y) > 0},

et Cy = Cy. Montrer que (7, ..., Cy forme une partition de E, puis que la chaine
est périodique de période d.

(e) Déduire de ce qui précede que d est la plus grande période de la chaine de
Markov, et que elle est apériodique si et seulement si d = 1.

2. On suppose désormais la chaine apériodique. Soit x € F.

(a) Montrer qu'il existe ny,...,n; € T(z) et ay,...,q; € Z tels que Eizl a;n; = 1.

(b) On pose N =S |oy|n;. Montrer que N € T(z) et N +1 € T (x).

(©)

(a)

Nous résumons les résultats principaux de cet exercice dans la proposition suivante.

Montrer que pour tout n > N% n € T (x).
En déduire que : Vz,y € E, In,, € N*, Vn > n,,, P*(z,y) > 0.

Proposition 4.6.2. Pour une chaine de Markov de matrice de transition P irréductible, le
pgced de T (x) = {n € N*, P"(z,x) > 0} ne dépend pas de x, et c’est la plus grande période
de la chaine. Lorsque la chaine est apériodique, Vr,y € E, 3ng,, Yn > ngy, P"(z,y) >0

Solution :
1. (a) 1l suffit de remarquer que P™t"(z,x2) > P™(x,z)P™(z,z) pour avoir m + n € T(z), et une récurrence
immédiate donne gn € T ().

(b) Soit n € T (x). Puisque la chaine est irréductible, on a par le lemme 4.4.3 qu’il existe k,I € N* tels que
Pk(y,z) > 0 et P!(x,y) > 0. Par conséquent, P*t!(y,y) > P¥(y,z)P'(x,y) > 0 et donc k+1 € T(y). De
méme, PF+7+l(y y) > P*(y, 2)P" (z,x) P (z,y) > 0et k+1+n € T(y). Comme dy divise k+1 et k+1+n,
on a dy/n. L’entier n étant arbitrairement choisi dans 7 (z), il vient dy /dz.

(¢) Sid=11iln’y a rien & vérifier. Sinon, il existe une partition A1,..., Ay telle que (en posant Ag = Ay),
Vk €{1,...,d},Vz € Ax_1,Vy & Ak, P(z,y) = 0. Soit z € Ag. On note i(n) le reste de la division euclidienne
de n par d.

P (z,z) = Z P(z,z1) ... P(zn—1,x) = Z P(z,z1)... P(Tn—1,x)

21Ty 1EE T1€A (1) Tn—1€Ai(n_1)

est nul si i(n — 1) # d — 1, i.e. si i(n) # 0. Par conséquent, d/n sin € T(z) et d/d, = d.
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(d) Le fait que U;C; = E provient directement du fait que la chaine est irréductible. Montrons que ’on a bien une
partition. On raisonne par ’absurde et on suppose qu’il existe 1 <1 <!’ et y € C;NCys. Alors, par définition il
existe n,n’ € N, P4+ (24, 4) > 0 et P”/d+l/(mo,y) > 0. Puisque la chaine est irréductible, il existe k € N* tel
que P*(y,z0) > 0. On a alors que nd +1+k € T(x0) et n’d +1' +k € T(x0), et donc dg,/(n’ —n)d + (I’ —1).
Comme dg, = d, il vient que d/lI’ — [ ce qui est impossible puisque 0 < I’ — 1 < d.

Enfin montrons que la chaine est périodique : il s’agit de montrer que si z € Cy avec I € {0,...,d — 1} et
si P(z,y) > 0, alors y € Cj41. Si @ € Cj, il existe n t.q. P4+l (29, ) > 0. Par conséquent, si P(z,y) > 0,
Prd+itl(zg,y) > 0 et donc y € Cpy 1.

(e) La chaine est périodique de période d, et toute autre période divise d. La période maximale de la chaine est
donc d, et par définition la chaine est apériodique ssi d = 1.

2. (a) Puisque d; = 1, il existe n1,...,n; € T(z) tels que leur pged est 1 et Pexistence de ai,...,q; € Z est assurée
par le Théoréeme de Bézout.

(b) En appliquant itérativement la question 1.(a), on obtient N € T (z). De méme, en écrivant N+1 = Zli:1 (Jeas |+
a;)n; on obtient que N +1 € T (x) car |a;| + a; € N.

() Pour 0 < k< N —1, on écrit N2+ k= (N — k)N + k(N + 1) et grace a la question précédente et la question
1.(a), il vient N2 + k € T(x). Ensuite, tout entier n > N? peut s'écrire n = N2 + k + qN avec ¢ € N et
0 < k < N — 1. Par conséquent grace & la question 1.(a), n € T(z).

(d) Soit y € E. La chaine étant irréductible, il existe k € N* t.q. P*(z,y) > 0. Pour tout n > N2 + k, P*(x,y) >
P F(z, x)P*(z,y) > 0.

4.6.2 Couplage de chaines de Markov

Le probleme qui suit est une introduction au couplage, dont nous verrons une belle
application au probleme suivant pour prouver un théoreme ergodique. La technique de
couplage repose comme on le verra sur la propriété de Markov forte, et par conséquent
peut s’appliquer a des processus Markoviens plus généraux que les chaines de Markov.

Enoncé :

1. Chaine de Markov produit. On considere deux espaces d’états dénombrables F
et E'. Soient P et P’ deux matrices de transitions respéctivement sur E et sur E'.
On définit pour (z,2'), (y,y') € E x E',Q((z,2'), (v,y')) = P(z,y)P'(2',y’). Vérifier
que Q) est une matrice de transition sur £ x E’. On appelle ) matrice produit et une
chaine de Markov (X, X) associée une chaine produit.

2. Le couplage d’une chaine de Markov. Le couplage consiste a considérer le pro-
duit d’'une chaine avec elle-méme, c’est a dire que I'on prend E' = E et P/ = P. Puis
on introduit 7 = inf{n € N, X,, = X/ }.

(a) Vérifier que 7 est un temps d’arrét par rapport a la filtration engendrée par
(X s X ;)neN-

(b) Montrer que conditionnellement a {7 < 400}, (Xrin, X. ., Jnen et (XL, Xrin)nen

T T

sont des chaines de Markov qui ont méme loi.
On résume le résultat pricipal de cet exercice.
Proposition 4.6.3. Soient E un espace dénombrable, P une matrice de transition sur E et

(Xn, X)) une chaine de Markov sur E X E construite par couplage, c¢’est a dire de matrice de
transition Q((x,2'), (y,vy")) = P(z,y)P'(«',y"). On pose T = inf{n € N, X,, = X/ }. Alors,
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conditionnellement a {1 < 400}, (Xrin, XL, )nen €t (XL, Xrin)nen sont des chaines de

T

Markov qui ont méme loi.

Solution :
1. L’espace Ex E’ est dénombrable comme produit d’espaces dénombrables. Soit (z,z’') € ExXE’,ona Q((z,z'), (y,y’)) =

P(a,y)P'(@,y/) > 0pour (y,y) € EXE' et e p e P@,0)P' @', y) = (Lyen P@,9)) (Syem P/ 1)) =
1.
2. (a) {7 <n} =U;<n{Xi = X/} est mesurable par rapport a la tribu o((X;, X}),i < n).

(b) Observons que les chaines (X, X} )nen et (X, Xn)nen ont toutes deux la méme matrice de transition Q.
D’apres la propriété de Markov forte appliquée & (Xn, X}, )nen, conditionnellement & {7 < +oo}, (X74n, X;.,_n)neN
est une chaine de Markov : sa matrice de transition est @Q et sa loi initiale est la loi de (X, X)) sachant
{7 < +00}. De méme en appliquant la propriété de Markov & la chaine (X}, Xn)nen, on obtient que condi-
tionnellement & {7 < +oo}, (X7, , Xr4n)nen est une chaine de Markov de matrice de transition est Q et de
loi initiale (X7, X+). Comme sur {7 < 400}, Xr = X/, on a que conditionnellement & {r < o0}, (X7, XZ)
et (X7, Xr) ont méme loi (elle sont méme égale p.s.). On en conclut que les chaines (Xrin, XL, )nen et
(x!

+ins Xr4n)nen ont la méme loi.

4.6.3 Un second théoreme ergodique

Enoncé : On considére une chaine de Markov (X,,,n € N) irréductible récurrente
positive et apériodique. On note u sa probabilité invariante (cf. Proposition 4.5.5).

1. Montrer qu'une chaine (X,,, X/ )nen construite par couplage est irréductible récurrente
positive. (On pourra utiliser la proposition 4.6.2.)

2. En déduire que 7 = inf{n € N, X, = X } est fini p.s., puis que les chaines de Markov

(Xrin, XL )nen et (X2, Xoin)nen ont méme loi.

3. Soient k < n, y € E. Montrer que P(X,, =y, 7 = k) = P(X] = y,7 = k), puis que
P(X,=y,7<n)=P(X] =y,7 <n). En déduire alors que

IP(Xn = y) —P(X, = y)| <P(r > n).

4. En choisissant convenablement la loi de X{, en déduire que pour tout y € E, P(X,, =
y) = pu(y).

n—-40o

Ce probleme montre le résultat important suivant.

Théoreme 4.6.4. Soit (X,,,n € N) une chaine de Markov irréductible, récurrente positive
et apériodique. On note p sa probabilité invariante. Alors, X,, converge en loi vers une v.a.
de loi .

Solution :

1. Tout d’abord, observons que Q"((z,z’), (y,y’)) = P"(x,y)P"(z’,y’). Grace a la proposition 4.6.2, on obtient que
cette quantité est strictement positive pour n assez grand, et la chaine est donc irréductible. Pour prouver qu’elle est
récurrente positive il suffit de prouver qu’elle a une probabilité invariante d’apres le corollaire 4.5.6. Il facile de voir
que p(z)p(z’) est une probabilité sur E X E invariante pour Q.

2. Soit & € E. Puisque (Xn, X} )nen est récurrente positive, T((S?I) = inf{n € N, X, = X/, = z} est fini p.s., et
comme T < T((S?x), T est également fini p.s. Grace a la question 2b du probléme précédent, les chaines de Markov

(X.,-+n,X;_+n) et (X! Xr4+n) ont méme loi.

T+n?



72 Chaines de Markov

3. Grace a la question précédente, P(Xn =y, 7 =k) =P(Xrypp =y, 7=k)=P(X, ,_, =y, 7=k) =P(X],,7=k),
et en sommant sur k, P(X, = y,7 < n) = P(X], = y,7 < n). Ensuite, on écrit P(X,, = y) = P(Xp, = y,7 <
n)+P(Xn =y, 7 >n) <P(X}, =y, 7 <n)+P(t >n) <P(X], =y)+P(r > n). De la méme maniére, on obtient
P(X], =y) <P(Xn =y) + P(7 > n) et donc |P(Xn =y) — P(X}, =y)| <P(r >n).

4. On choisit p pour loi initiale de X, si bien que pour tout n, P(X], = y) = pu(y). Comme 7 est fini p.s, P(r >n) — 0

n—-+oo
et donc |[P(Xn =y) — pu(y)] — O

n——+oo

Exercice 4.6.5. On considére un jeu de carte composé de N > 2 cartes que l’on sou-
haite battre afin qu’il soit réparti uniformément. On numérote arbitrairement ces cartes
de 1 a N, et une configuration du jeu sera modélisée par une permutation o € Sy : o(1)
est la premiére carte du dessus, 0(2) la seconde, etc. On propose le mode opératoire sui-
vant pour battre les cartes : on prend la premiére carte que l'on remet dans le paquet de
maniere aléatoire et uniforme entre la deuxieme et la derniére place. Pour 0,6 € Gy,
on note P(o,5) la probabilité d’obtenir aprés un battage la configuration 6 a partir de la
configuration o.

1. Donner la valeur de P(o,&) et vérifier qu’il s’agit d’une matrice de transition.

2. Montrer qu’une chaine de Markov (o,,n € N) de matrice de transition P est irréductible,
et apériodique dés que N > 3 (utiliser la proposition 4.6.2).

3. Vérifier que p = % est une probabilité invariante. En déduire que o, converge en loi

vers une v.a. uniforme sur Gy.

Exercice 4.6.6. Donner un exemple de chaine de Markov irréductible récurrente telle que
la chaine construite par couplage n’est pas irréductible.

4.6.4 L’algorithme d’Hastings-Metropolis et recuit simulé

On se place sur un espace dénombrable F, et on se donne une mesure de probabilité p
sur £. On souhaite simuler une v.a. de loi p sur £. Commencons par remarquer que si 'on
connait p parfaitement, il est facile de simuler une telle loi. En effet, £/ étant dénombrable,
on peut numéroter les états : £ = {xg,x1,...} et on note p; = p(z;). Alors, si on tire une
loi uniforme U sur [0, 1], et que I'on choisit z; si E;;B p; <U < E;':o p;, on simule bien
une v.a. de loi p sur E.

L’algorithme d’Hastings-Metropolis permet de simuler p lorsqu’on ne la connait qu’a
une constante multiplicative pres. Cette hypothese peut sembler surprenante d’un premier
abord, mais est fréquente, notamment en physique statistique. En effet, souvent dans ce
cas F représente les différentes configurations possibles d'un systeme et 'on sait que la
probabilité de chaque configuration est p(z) = cexp(—FH (z)) ot H(x) > 0 décrit I’énergie
du systeme dans la configuration x. Le parametre § et la fonction H(x) sont en général
bien connus. La constante c¢ vaut alors bien évidemment 1/(3 " _pexp(—BH(r))), mais
comme le nombre de configurations possibles est en général “tres grand”, ce calcul est
trop couteux. L’idée de l'algorithme d’Hastings-Metropolis est de construire une chaine
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de Markov (X,,,n € N) apériodique irréductible de probabilité invariante p. Ainsi pour n
grand, grace au théoreme ergodique 4.6.4, X, suivra une loi proche de y. Une application
importante de cet algorithme, on le verra, est de fournir un moyen d’approcher le minimum
de la fonction H. Dans ce cas, on parle de recuit simulé.

Enoncé : Soit p une probabilité sur E telle que Vo € E, u(xz) > 0. On se donne une
matrice de transition P irréductible et apériodique et telle que P(z,y) >0 — P(y,x) >
0.

1. On considere une famille de réels (a(x,y))s er telle que 0 < a(z,y) < 1. On pose
Qz,y) = a(z,y)P(z,y) siz #y et Qz,x) =1-% ,, Qz,y).
(a) Vérifier que () est une matrice de transition sur £. Montrer qu’elle est irréductible
et apériodique.

(b) Montrer que si u(x)Q(x,y) = p(y)Q(y, z), alors u est une probabilité invariante
de @. Donner un choix de (a(z,
cette condition.

(¢) On prend a(x,y) = min(l,%) si P(xz,y) > 0 et a(z,y) = 1 sinon. Ce

choix ne nécessite en effet de ne connaitre 1 qu’a une constante multiplicative

Y))aeyer € (0,1]F*F qui permet de satisfaire

pres. Montrer que p est une probabilité invariante de () et qu’'une chaine de
Markov (X,,,n € N) de matrice de transition @) est récurrente positive. Donner
le comportement asymptotique de X,.

2. Algorithme d’Hastings-Metropolis. On souhaite désormais étre capable de simu-
ler une chaine de Markov de matrice de transition (). On se donne une famille de v.a.
(Youn € Nyx € E) a valeurs dans E, indépendantes et de loi P(Y,, . = y) = P(z,y),
et une suite de v.a. indépendantes (U,,n € N) de loi uniforme sur [0, 1].

(a) Comment simuler Y,, , a partir d'une loi uniforme sur [0, 1] ?

(b) Montrer que X, 11 = Y, x,l{v,<a(x0,Yox,)} T Xnl{U,>a(X, Ysx,)} définit une
chaine de Markov de matrice de transition Q).

3. Recuit simulé. On considere désormais une probabilité donnée par une fonction
H:E—R':
pp(x) = cgexp(—LH ().
On définit Hyi, = min{H (z),z € E} et H={x € E, H(x) = Hpn}.

(a) Montrer que si H(z) > Hyin, p15() ﬁ:oo 0.
(b) On suppose E fini, montrer que H # 0, et que si @ € H, ug(z) 5 — 1/(#H).
—+o00
Que se passe-t-il alors si I’on utilise I'algorithme d’Hastings-Metropolis pour un
£ “grand” ?

Solution :
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1. (a) Comme a(z,y) > 0, il est facile de voir que P(z,y) > 0 = Q(z,y) > 0, puis que P"(z,y) > 0 =
Q" (z,y) > 0. Par conséquent, Q est irréductible. En outre, comme P est apériodique, grace & la proposi-
tion 4.6.2 il existe ngz € N t.q. {n > ngz} C {n € N,P"(z,z) > 0} C {n € N,Q"(z,x) > 0}. Par conséquent,
le pged de {n € N,Q™(z,x) > 0} est 1 et Q est apériodique.

(b) Sip@)Q(z,y) = nY)QY, ), Xy p n@)Q(x, y) = n(y) Xy e p QY, ) = pu(y). Cette condition s’écrit p(z)a(z, y) P(z,y) =
u(y)a(y, ) P(y, ). On pourrait prendre a(z,y) = u(y)P(y,z) + 1{p(s,y)=0) PoOur satisfaire cette condition.

Mais on prend a(z,y) = min(l, %

effet de ne connaitre p qu’a une constante multiplicative pres.

) si P(x,y) # 0 et a(z,y) = 1 sinon, car ce choix ne nécessite en

(c) D’apres la question précédente, u est une probabilité invariante de @ et grace au corollaire 4.5.6, (Xn,n € N)
est récurrente positive. Comme elle est également apériodique, le théoréeme 4.6.4 assure que X, converge en
loi vers une v.a. de loi p.

2. (a) Yn,z suit la loi discréte connue P(z,y) sur E, et il a été rappelé au début de la section 4.6.4 comment simuler
une telle v.a.

(b) En utilisant I'indépendance des différentes variables, on a si y # z P(Xp4+1 = y|Xn =2) = P(Yn,e =y, Un <
a(x,Yn,z)) = P(Yno = y,Un < a(z,y)) = P(Yn,z = y)P(Un < a(z,y)) = P(z,y)a(z,y) = Q(x,y) et donc
P(Xnt1=a[Xn=2)=1-3 . P(Xny1 = y[Xn =2) = Q(z,2).

3. (a) Si H(x) > Hmin, il existe ' € E t.q. H(z’) < H(x). Or, la constante de normalisation satisfait cg =
1/(21613 exp(—BH(z))) < exp(BH(z')) et on a donc pg(x) < exp(—B[H(z) — H(z')]) B—>_->H><> 0.

(b) Comme FE fini, H atteint son minimum. On a donc :

1 1
T HHA S, g oxp(—BlH (@) — Hpgn]) 6too #H

pg(x)

En prenant 8 “grand”, la mesure de probabilité ;15 se concentre sur les éléments de E qui réalisent le minimum
de H. Comme X, converge en loi vers une v.a. de loi ug, pour n grand, H(X,) sera proche du minimum
Hyphin. L’algorithme d’Hastings-Metropolis permet donc ici d’approcher un minimiseur de la fonction H. On
parle alors de recuit simulé.

Une application intéressante du recuit simulé est donnée dans l'exercice suivant.

Exercice 4.6.7. (Probleme du voyageur de commerce.) Un voyageur de commerce doit
passer par N wvilles (numérotées de 1 a N ), et souhailte connaitre le plus court trajet pour
effectuer son périple. On modélise un parcours par une permutation o € Gy : le voyageur
part de la ville 0(1), va a 0(2), et ainsi de suite jusqu’a o(N) et il retourne alors a la ville
wnitiale. La distance a minimiser est donc

0 €6y, H(o) =d(o(1),0(2)) + -+ d(o(N —1),0(N)) + d(o(N),o(1)).
1. Donner une estimation de 20!. En déduire que minimiser H en examinant tous les

parcours possibles demande un temps excessif dés que N > 20.

2. Proposer une matrice de transition P sur Gy qui soit irréductible et apériodique.
(On pourra s’inspirer de l’exercice 4.6.5.)

3. Construire alors une chaine de Markov (o,,n € N) a valeurs dans &y irréductible
apériodique et de loi invariante ug(o) = cgexp(—FH(o)). Si l'on choisit 5 “grand”,
expliquer pourquoi o, est proche d’un minimum de H lorsque n est grand.
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4.6.5 Vitesse de convergence vers la loi invariante

Dans cette section, nous nous posons la question de savoir a quelle vitesse une chaine
de Markov (X,,,n € N) irréductible, apériodique, récurrente positive converge-t-elle vers la
probabilité invariante pu. Autrement dit, a partir de quelle valeurs de n peut on considérer
la loi de X,, “proche” de u? C’est une question qui est importante et qui intervient natu-
rellement lorsque 1’on souhaite mettre en oeuvre I'algorithme de Hastings-Metropolis. Pour
donner une prémiere réponse a ce probleme, nous allons introduire la norme en variation
d’une application m : £ — R par

Vim) =Y |m(z)], (4.11)

zeFE

et étudier la convergence de la loi de X,,, P(X,, = z), vers u(x) pour cette norme.
Enoncé : Soit E un espace d’états dénombrable.

1. Etude de la norme en variation.

(a) Vérifier que V(E) = {m : E — R, V(m) < oo} est un R-espace vectoriel
contenant toutes les probabilités sur F, et sur lequel V est une norme. Montrer
que l'espace (V(F), V) est complet.

(b) Soit (X,,), une suite de v.a. a valeurs dans E. On pose p,(z) = P(X,, = x) pour
x € E. Montrer que si p est une probabilité sur £ t.q. V(p, — ) — 0, alors

n—o0
X, converge en loi vers une v.a. de loi pu sur F.

2. La condition de Doeblin. ! On considére désormais une chaine de Markov (X,,,n €
N) de matrice de transition P, qui satisfait la condition de Doeblin :

il existe une probabilité 7w sur E, [ € N*, a > 0,t.q. V,y € E, P'(z,y) > an(y).
(a) Montrer que si p et ' sont des probabilités sur E,
V(uP' = p'PY)y < (1= a)V(n—p).

(b) En déduire qu’il existe une unique probabilité invariante u pour P!, puis montrer
que u est également I'unique probabilité invariante pour P. Que dire de la chaine
si elle est irréductible ?

(c) Montrer que V(i — p,) < (1 — a)?/H _Inax 1V(,u — p;). En déduire que X,

7=0,...,l—

converge en loi vers une v.a. de loi u, et décrire qualitativement cette conver-
gence.

1. Une recherche “Wolfgang Doeblin” ou “Vincent Doeblin” sur votre moteur de recherche favori vous
permettra de découvrir la vie breve, riche et mouvementée de ce mathématicien.
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Solution :

1. Etude de la norme en variation.

(a)

(b)

(b)

Gréce a l'inégalité triangulaire, I’espace V(FE) est un R-espace vectoriel et V une norme sur V(E). Il contient
toute probabilité p sur E puisque Y _ .5 |u(z)| = 1. Maintenant, considérons une suite d’applications m, :
E — R qui satisfait le critere de Cauchy. Soit € > 0. Il existe N > 0 t.q. Vp,q > N, V(mp—mg) < e. Soitz € E.
On a |mp(z) — mq(z)] < V(mp —myq), et par conséquent (mn(x))n est une suite de Cauchy réelle. On note
m(z) sa limite. Grace au lemme de Fatou par rapport & la mesure de comptage, V(m) < Egir;gV(mn) < o0.

Toujours par le lemme de Fatou, on a pour p > N,

V(mp —m) <liminfV(mp —mg) <e.
q—r+oo

Pour une fonction f bornée (If| < K), on a | S,ep f@)pn(®) = Xpep F@h)] = | Saep F@)@n(@) -
W) € S @) pn(@) = p@)] < KV(pn — )~ 0. Ainsi, E[f(Xn)] — Scp; [(@)al@):

Soient p, @’ deux probabilités sur E. On a :

uP y) — W' PH(y) = 3, cpln(@) — @' @)]PY(z,y) = 3, cplul@) — / (@)][P(z,y) — an(y)] (remarquer que
e slil@) — i (@)n(y) = 0). Par conséquent, (1P (y) — p' PL(y)| < Saep (@) — 1 @)|[PH,y) — an(y),
et en sommant sur y € E, il vient V(uP! — /P! < (1 — &)V (u — /).

Si w et p/ sont invariantes pour P!, ona V(u—p') = V(uP!' -/ PY) < (1—a)V(u—p'), et donec V(u—p') =0
i.e. = p'. Il reste & montrer I'existence d’une probabilité invariante pour P!. Soit p’ une probabilité, on a
V(y/ Pinitn2) _ yrplniy < (1 — @)™ V(' P2 — /) < 2(1 — a)™. Par conséquent, (i P'™),, satisfait le
critere de Cauchy et converge dans V(E). On note u cette limite. Comme /P! > 0 et V(u/ P!™) = 1, il vient
que g est une probabilité sur E. Enfin, puisque V(u/ Pt — 1/ piny < (1 — )"V (u/ P — 1) nﬁ—ioo 0, on

obtient V(P! — u) = 0 et p est invariante pour P!.

1l est clair qu'une probabilité invariante pour P est invariante pour P!, est p est donc la seule probabilité

invariante possible pour P. On a V(u/ P'*t1 — 1/ PIn) = V(i P)P"™ —p/ P'?) < (1—)" V(' P— ) e 0,
n—-—+oo

et donc V(uP — pu) = 0. Ainsi pP = p, et si la chaine est irréductible, elle est récurrente positive.

Soit n € N*. On écrit n = |n/l)l +j avec 0 < j < 1 — 1. V(u — pp) = V(uP/HU — p;pH/UY < (1 -

a)l"/UV (u — pj). La convergence est donc géométrique de raison (1 — a)!/!. Plus « est proche de 1 et plus !

est petit, plus la convergence est rapide.

Exercice 4.6.8. 1. Montrer qu’une chaine de Markov qui satisfait la condition de Doe-

blin est apériodique.

2. On suppose un espace d’état E fini. Montrer qu’une chaine irréductible et apériodique

satisfait la condition de Doeblin. (On pourra montrer que sa matrice de transition

satisfait Vr,y € E, P(x,y) > 0 pour | assez grand.)



Chapitre 5

Le Mouvement Brownien

5.1 Le mouvement brownien

Le mouvement brownien porte le nom du botaniste Robert Brown qui, en 1827, s’intéressa
au mouvement du pollen dans I’eau. La particularité des trajectoires observées est d’étre
tres erratique si bien que la notion de vitesse n’a alors plus de sens. Au début du XXeme
siecle et de facon tout a fait indépendante, Louis Bachelier et Albert Einstein ont utilisé
le mouvement brownien pour modéliser d’autres trajectoires. Le premier pour décrire le
cours d’une action en bourse tandis que le second s’intéressait a la diffusion de particules.
Mais ce n’est qu’en 1923 avec Norbert Wiener que le mouvement brownien a été défini de
maniere rigoureuse d'un point de vue mathématique.

Définition 5.1.1. Soit (Q, F,P) un espace de probabilité et I = Ry ou [0,T]. On ap-
pelle mouvement brownien (standard) réel sur I une famille de variables aléatoires réelles
(Wi, t € 1) telle que :
1. Wy =0
2. Pour tout s,t € I t.q. s < t, Wy — Wy suit une loi gaussienne centrée de variance
t—s.
3. Pour tout n € N* et tout t1,...,t, € I tels que 0 =ty < t1 < ty < --- < t,, les
accroissements (Wy, — Wy, _ ;1 <1 < n) sont indépendants.

4. Presque sirement, les trajectoires t — Wy sont continues. C’est a dire que P({w,t —

Dans ce cours, nous admettrons l'existence du mouvement brownien. Le mouvement
brownien est en général noté (W;, ¢t > 0) en référence a Wiener ou (By,t > 0) en référence a
Brown. D’apres la définition, W; est une v.a. réelle de loi (0, t), elle a donc pour densité :

33‘2

1
— X —— .
o p( 21t)

77

Ve € R,
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Voici quelques calculs immédiats : E[W,;] = 0, E[W?] = ¢, et
Vi, s € I, E[W,W,] = s At. (5.1)

Grace aux propriétés 2 et 3 de la définition du mouvement brownien standard, on obtient
que (Wi, —W;,_,,1 <i < n) est un vecteur gaussien de matrice de covariance diag(ty,to —
t1,...,ty, — tn_1). Par conséquent, (W, ,...,W; ) est un vecteur gaussien centré et de
matrice de covariance (¢; A t;)1<; j<n-

Définition 5.1.2. Soit I un intervalle de R. On appelle processus sur I a valeurs dans un
espace mesurable (E,E) une famille de v.a. (X, t € I) telle que pourt € I, X; : Q — E.
Lorsque E = R (resp. E = R?), on dit que le processus (X, t € I) est a valeurs réelles
(resp. wvectorielles). Dans ce cas, on dit que le processus est continu si ses trajectoires
t — Xi(w) sont p.s. continues.

Définition 5.1.3. Un processus réel (X;,t € I) est un processus gaussien si pour tout
n € N* et tout t1,...,t, €I, (Xy,,...,Xy,) est un vecteur gaussien.

Avec ces définitions, un mouvement brownien standard est un processus gaussien continu.

Exercice 5.1.4. Soit (W;,t > 0) un mouvement brownien standard. Pour T > 0, on
appelle pont brownien entre 0 et T' le processus pl = W; — %WT défini pour t € [0,T].
Montrer que (Wi, t > T) est indépendant du processus (pl,t € [0,T]), c’est a dire que
(Ways ..., Wa,) est indépendant de (pf,...,pl ) pour tout n € N*, t1,...,t, € [0,T] et
Upyoooy Uy > T,

Le mouvement brownien satisfait les propriétés suivantes.

Proposition 5.1.5. Soit (W;,t > 0) un mouvement brownien standard réel sur R,. Nous
avons les propriétés suivantes.

1. (Symétrie) (—Wy,t > 0) est un mouvement brownien standard.

2. (Invariance par translation) Si T > 0, (Wir — Wrp, t > 0) est un mouvement brow-
nien standard.

3. (Changement d’échelle) Si A > 0, (\/LXW)\t,t > 0) est un mouvement brownien stan-
dard.

4. (Retournement du temps) Si T > 0, (Wp — Wp_y,t € [0,T]) est un mouvement
brownien standard.

La preuve de ces propriétés est une application directe de la définition du mouvement
brownien standard et est laissée en exercice. Ces propriétés se visualisent sur les figures 5.1
et 5.2 : si on enleve les graduations en temps et en espaces, les deux trajectoires qualita-
tivement se ressemblent et sans elles on serait incapable de mettre une échelle (propriété
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0.5

-1.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 5.1 — Un exemple de trajectoire brownienne (standard) sur [0, 1].

-0.3 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10

FIGURE 5.2 — La méme trajectoire brownienne sur [0, 1/10].
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3), de dire si les trajectoires sont parcourues ou pas dans le sens du temps (propriété 4).
Enfin, méme avec les graduations, on est bien incapable de dire si on a tracé W; ou —W,
(propriété 1) ou méme Wy 7 — Wy pour un certain 7" > 0 (propriété 2).

Définition 5.1.6. Soit (0, F,P) un espace de probabilité et I =R, ou [0,T]. On appelle
mouvement brownien réel sur I issu de x € R, de dérive p € R et de coefficient de diffusion
o > 0 une famille de variables aléatoires réelles (Wy,t € I) telle que :

1. W(]:.CL’

2. Pour tout s,t € I t.q. s <t, Wy — W suit une loi gaussienne de moyenne u(t —s) et
de variance o*(t — s).

3. Pour tout n € N* et tout ty,...,t, € I tels que 0 =ty < t; < ty < -+ < t,, les
accroissements (Wi, — Wi,_,1 <1 < n) sont indépendants.

4. Presque surement, les trajectoires t — Wy sont continues.

On peut montrer (nous 'admettrons ici) quun processus (Z, t > 0) a valeurs réelles
qui satisfait les propriétés suivantes :

1. ]P(ZO = .T) = 17
2. (Stationnarité des accroissements) Vt,u > 0, Z; 1, — Z, i Zy — Zy.

3. (Indépendance des accroissements) pour tout n € N* et tout 0 = tg < t; <ty <--- <
tn, les accroissements (Z;, — Z;,_,,1 < i < n) sont indépendants,

4. les trajectoires de (Z;,t > 0) sont p.s continues,

est un mouvement brownien issu de x pour une certaine dérive u et un certain coefficient
de diffusion o. Un processus qui vérifie les propriétés 1 a 3 est appelé un processus a
accroissements indépendants et stationnaires (PAILS). Cest le fait d’imposer la continuité
(propriété 4) qui permet d’obtenir que les accroissements suivent des loi gaussiennes. Il
existe des PAIS non continus, et le processus de Poisson que nous verrons plus tard en est
un exemple. Tous les PAIS a valeurs réelles sont en fait bien répertoriés et portent dans la
littérature le nom de Processus de Lévy.

Exercice 5.1.7. Soit (z,r,0) € R x R x R%.

1. Montrer que si (Wi, t > 0) est un mouvement brownien standard, alors (x + ut +
oWy, t > 0) est un mouvement brownien issu de x, de dérive p et de coefficient de
diffusion o.

2. Montrer que si (W, t > 0) est un mouvement brownien issu de x, de dérive p et de

coefficient de diffusion o, (W,t > 0) est un mouvement brownien standard.

Grace a cet exercice, nous voyons qu’'un mouvement brownien général peut s’exprimer a
partir d’'un mouvement brownien standard a travers une transformation affine. Pour cette
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raison, nous ne consideérerons par la suite que des mouvements browniens réels
standards et appellerons par défaut mouvement brownien réel un mouvement
brownien standard.

Nous donnons désormais la définition d’un mouvement brownien a valeurs dans R? :

Définition 5.1.8. Soit (0, F,P) un espace de probabilité et I =R, ou [0,T]. On appelle
mouvement brownien & valeurs dans R? sur I issu de x € RY, de dérive p € R? et de
matrice de diffusion T' € S, (R?) une famille de variables aléatoires réelles (Wy,t € I) telle
que :

1. W(] =
2. Vs, t €1 t.q. s <t, Wy — W; est un vecteur gaussien de loi Ny(u(t —s),T'(t — s)).

3. Pour tout n € N* et tout ty,...,t, € I tels que 0 =ty < t; < ty < -+ < t,, les
accroissements (Wy, — Wy, _,1 <1 < n) sont indépendants.

4. Presque surement, les trajectoires t — Wy sont continues.
Lorsque x =0, u =0 et I' = Iz, on dit que le mouvement brownien est standard.
Exercice 5.1.9. Soit (W;,t > 0) un mouvement brownien standard dans R?. Soient x €

R", u € R" et M € M, 4(R) une matrice réelle. Montrer que (x + ut + MW, t > 0) est
un mouvement brownien dans R™ issu de x, de dérive p et de matrice de diffusion MM*.

Avant de conclure cette section, nous allons expliquer comment simuler une trajectoire
brownienne sur une grille de discrétisation réguliere t = iT/N, i =0, ... N. Commencons
par le cas du mouvement brownien réel standard. Dans ce cas, les v.a. VVtiN+ Wiy, =
0,..., N — 1 sont indépendantes et de loi N'(0,T/N). Par conséquent, si Gy, ..., Gy sont
N gaussiennes centrées réduites,

W. : loi T T

( tﬁl_mfv’zzo""’N_l):<\/;G1,...,\/;GN>
Won.i= i [ [T /T T~

( tfv’z_l""7N)—< NGla N(G1+G2),..., N;GZ>

Pour simuler une trajectoire brownienne, il est ainsi suffisant d’étre capable de simuler

et done :

une suite de v.a. gaussiennes centrées réduites indépendantes. Rappelons ici que la plupart
des langages de programmation fournissent une fonction random qui génere une suite de
nombres (pseudo)-aléatoires qui se comporte comme une suite de v.a. uniformes sur [0, 1]
indépendantes. Pour simuler a partir de cette fonction random des v.a. gaussiennes centrées
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réduites indépendantes, plusieurs méthodes existent et nous rappelons ici la méthode de
Box-Muller : si U; et U sont deux v.a. indépendantes uniformes sur [0, 1],

N1 = /—2In(Uy) cos(2wUs) et Ny = /—21n(U;) sin(27Us)

sont deux v.a. gaussiennes centrées réduites indépendantes.

Faisons maintenant quelques remarques a propos de la méthode de simulation présentée
ci-dessus. Tout d’abord, il est facile de voir que la méthode proposée s’étend aisément au
cas ol la grille de discrétisation 0 = ¢ < I < ... <t} = T n’est pas uniforme : il suffit

de renormaliser G; par |/t — ¢V | au lieu de \/T/N. Une autre remarque importante est

que Pon peut raffiner la grille au fur et & mesure. En effet, pour ¢ € (¢, ,), Wy — Wyv —
4N

ﬁ(wfﬁv+l — Wy~ ) est indépendant de (Wywv,j = 1,..., N). Cela peut étre vu comme

i+1" Y ? g J

une conséquence du résultat sur le pont brownien établi a ’exercice 5.1.4, mais nous le

_+N
redémontrons directement. Puisque (W, =W,y — e (Win —Wyn), Wiv,j = 1,..., N) est
% ? J

N
N -t i+l
. . . - t—tN
un vecteur gaussien, il s’agit de vérifier que E [(Wt — Wv — W(VVM+ L thv)> Wtz_v:| =
i i+17 i i J
s o1z . gy . t—tN
0. Ceci découle immédiatement de 5.1. Par conséquent, W, — W~ — W(Wtﬁ o W) est
@ i+1 Y i i
. , . AN -t . ., .
une v.a. gaussienne centrée de variance —“5x— 5= indépendante de (Wy~,j =1,...,N).
i+1" Y J

+
Par conséquent, une fois que (W,v,7 = 1,..., N) sont simulées, on peut simuler W, en
J

tirant une v.a. gaussienne GG centrée réduite indépendante des précédents tirages et en
prenant :

t—tN tN )t —tN) -
S L _Wtw\/(m )t —t) -

N L N N
1~ b * tiyn — b

SRR AR ==t _ 1N N
Dans le cas particulier ¢t = - N = Tt — ).

En utilisant récursivement ce procédé, on peut ainsi obtenir sur un intervalle de temps fixé

le plus utilisé en pratique,

de plus en plus de points de la trajectoire brownienne. Il existe une preuve de 'existence
du mouvement brownien constructiviste appelée construction de Paul Lévy qui consiste a
définir récursivement le mouvement brownien aux points (t2° = iT/2",i = 0,...,2"), et
de prouver que ces points forment a la limite n — 400 une courbe continue qui satisfait
effectivement les propriétés du mouvement brownien.

Maintenant que nous avons décrit précisément comment simuler un mouvement brow-
nien réel standard, il est tres simple de générer des trajectoires de mouvements browniens
réels ou vectoriels généraux. Pour un mouvement brownien réel issu de z, de dérive p
et de coefficient de diffusion o, il suffit de prendre (z + ,utj»v + cht;v,j =1,...,N) ou
(Wt§v, j=1,...,N) est la trajectoire d’'un mouvement brownien standard, grace a l'exer-
cice 5.1.7. Pour un mouvement brownien standard dans R?, il est suffisant de générer d
trajectoires browniennes (standard) réelles indépendantes. Ensuite, pour simuler un mou-
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vement brownien général a valeurs dans R? issu de z, de dérive p et de matrice de dif-
fusion T', il suffit grace a lexercice 5.1.9 de prendre (x + utév + MWtév,j =1...,N)
ol (Wté_v, j=1,...,N) est un mouvement brownien standard dans R, et M € Mgy4(R)
est une matrice telle que MM* = T'. Il existe en général plusieurs matrices M qui satis-
font cette équation. Une méthode souvent utilisée pour obtenir une telle matrice M est la
décomposition de Choleski. Elle est présentée dans I’exercice suivant.

Exercice 5.1.10. Soit S = (s;j)1<ij<a une matrice symétrique définie positive sur RY.
Nous allons montrer qu’il existe une unique matrice triangulaire inférieure L = (1;j)1<i j<a
telle que S = LL*.

1. Montrer que s11 > 0, et que l'on a nécessairement ly; = \/s11 et Ly = Si1/+/511-

2. En écrivant que

el 21 ]
(li1>2§i§d Iy 0 (lij)2§i,j§d ’

donner une construction itérative de L, et vérifier que la matice L est unique.

3. Donner une méthode de simulation pour un mouvement brownien en dimension 2 de

1
dérive nulle et de matrice de diffusion l /1)] pour p € (—1,1).
p

On veut étendre cette construction au cas ou S est positive, mais pas nécessairement définie.
On suppose que S est de rang r < d et que ses r premieres colonnes sont indépendantes.

5. Montrer qu’il existe A € M, 4—.(R) telle que (sij)1<i<dr<j<da = (Sij)1<i<di<j<r X A,
puis en notant S, = (Si)1<i<r1<j<r quUe

g[8 s
~|ars, Ats,AlC

Montrer que S, est de rang r et en déduire qu’elle est définie positive. En déduire
qu’il existe une matrice L, triangulaire inférieure telle que L,.L} = S,., puis que

S =LL" cwecL:[Lr 0}

A*L, 0

5.2 Les processus a temps continu

L’objectif de cette section est fournir un cadre théorique minimum a ’étude des pro-
cessus. On se place sur un espace de probabilité (2, F,P) et on consideére un intervalle .
Nous allons commencer par préciser ce que I'on entend par la loi d'un processus.

Un processus (X;,t € I) a valeurs dans 'espace mesurable (F, ) est une famille de
v.a. a valeurs dans (F, £). Il peut également étre vu comme une application partant de €2
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a valeurs dans E,
X: Q— FE!
W = (Xt(w))tef

et pour voir X comme une variable aléatoire, il est nécessaire au préalable de munir E'
d'une tribu qui rende X mesurable. On définit ainsi £97 comme la tribu de E! engendrée
par les ensembles

{r e B' a(ty) € Ay,...,x(ty) € A}, neN* A, ... A, €& ty,... ,t, €1
Autrement dit, £ est la plus petite tribu de E? qui rende les applications coordonnées

ét : (EI7£®I) - (E,S)
(#(s))ser = x(t)
mesurables pour tout ¢ € I. On vérifie alors facilement que X : (Q, F) — (ET,E®7) est
mesurable : en effet, pour ¢,...,t, € T et Ay,..., A, € & N {Xy, € A} € F. Par

conséquent, un processus peut étre vu comme une variable aléatoire & valeurs dans E, et
sa loi est caractérisée par

P(Xy, € Ay,..., Xy, € Ay),neN" Ay, ... A, €& ty,... 1, €L
On en déduit la proposition suivante.

Proposition 5.2.1. Soient (X, t € I) et (Y, t € J) deux processus a valeurs dans (E,E).
— Ils ont méme loi si les intervalles I et J sont identiques et si pour tout n € N*,
Al,...,An €& et ti,...,tn GI,

P(Xy, € Ay,..., Xy, € A,) =P(Y,, € Ay,..., Y, € Ay).

— Ils sont indépendants si pour tout n € N*, Ay,... A, By,...,B, € &, t1,...,t, €
[781,...,Sn€ J,
P(Xy, € Ay,..., Xy, € A, Yy, € By,..., Y, €B,)
=P(Xy, € Ay,..., X, € A)P(Y,, € By,..., Y, € B,).

Comme toujours, nous avons ’écriture fonctionnelle équivalente qui est souvent plus
commode. La preuve est laissée en exercice.

Proposition 5.2.2. Soient (X;,t € I) et (Y, t € J) deuz processus a valeurs dans (E,E).
— Ils ont méme loi si I = J et si pour tout n € N*, ty,....t, €l et f: (E"E® - ®
E) — (E,E) bornée mesurable,

E[f(Xtm s 7th)] = E[f(}/;fl? s ,Y}n)]
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— Ils sont indépendants si pour tout n € N*, t1,... t, € I,s1,...,8, € J et f,g :
(E"ER---®E&)— (E,E) bornées mesurables,

Elf (Xe, - X )g(Yars o Yo )l = E[f (X, Xo)[B[g (Y, -, Vi)

La condition d’indépendance écrite ici pour deux processus, s’étend naturellement a
plus de deux processus. En pratique nous ne considererons que des processus a valeurs
dans R (resp. R?).

Remarque 5.2.3. Parfois, pour prouver l’égalité en loi (resp. l'indépendance) de deux
processus, il est commode d’avoir plus de réqularité pour les fonctions f et g. Lorsque
E = R4, grdace au Théoréme 1.2.1 rappelé au premier chapitre, il est suffisant de prouver
que pour fi,..., fn : RY—= R (resp. g1,..., g, : RE = R) C® et bornées, on a :

(resp. B[] fi(X)a(Ya) | =B (J] fi(Xe) | E H%’(Ya) ).

i=1 =1
Proposition 5.2.4. Soit (Q, F,P) un espace de probabilité, (Wi, t > 0) un mouvement
brownien réel et T > 0. Alors, les processus (Wi, t € [0,T]) et (Wryy — Wrp,t > 0) sont

deux mouvements browniens indépendants.

Preuve. 11 s’agit de vérifier I'indépendance, le fait que ce sont des mouvements browniens
a déja été vu (cf. proposition 5.1.5).
Soient n € N* ] < --- <t,, s <...,8, et f,g:R" — R mesurables bornées. On pose

A= ]E[f(th) R Vth)g(WT—i-sl - WT? ) WT-i-sn - WT)]

On considere 'application linéaire « : (z1,...,2,) — (21,21 + X9, ..., 21 + -+ + x,). 1
vient que : A = E[f o a(W;,, Wy, — Wy, , Wy, = Wi, )g 0 a(Wrys, — Wp, Wryg, —
Wrisyy oo s Wrys, — Wris, )], En utilisant le fait que les accroissements (W, , Wy, —

Wiyoo o W, =W W =W Wiy, =W, Wryg, — Wragy s oo, Wris, — W, ) sont
indépendants, il vient que

A=E[foa(Wy , Wy, —Wy,..., Wy, — W, )]

X E[g © Q(WT+51 - WT7 WT+82 - WT+S17 R WT-I—Sn - WT"‘Snfl)]

=E[f(Wy,.... W)IE[gWris, — Wr, ..., Wris, — Wr)]. O

Exercice 5.2.5. Montrer que (Wy,t > 0) est un mouvement brownien standard a valeurs
dans R? si et seulement si ses coordonnées (Wit >0),i=1,...,d sont des mouvements
browniens réels indépendants. (On pourra se contenter de faire le cas d = 2)
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Comme dans le cadre discret nous allons définir la notion de filtration. Dans la suite
de cette section, nous nous plagons sur un intervalle

I=00,7] ou Ry.

On appelle filtration une famille (F; ) croissante de sous-tribus de F, c’est a dire vérifiant :
Vs,tel,s<t — Fs C Fy.

Heuristiquement, la filtration (F;);c; représente 'information connue sur les aléas a l'ins-
tant . Un processus (X;,t € I) a valeurs dans un espace mesurable (E, &) est dit (F;)-
adapté si

vVt € I, X; est F;-mesurable.

Lorsque l'on a un processus (X, ¢ € I), on peut construire la filtration suivante :
(0(Xurs < 8))icr.

On Pappelle filtration engendrée par le processus (X, t € I), et c’est la plus petite filtration
qui rende le processus (X, t € I) adapté.

Pour des processus (X;,t € I) & valeurs réelles (ou R?), il est naturel dans certains
problemes de vouloir considérer des quantités comme l'intégrale de ce processus. Mais
pour que cela ait un sens, il est necessaire de savoir si ¢t — X;(w) est mesurable. On dira
que le processus (Xy,t € I) est progressivement mesurable si pour tout t € I,

X : ([0,t] x Q,B(]0,t]) @ F) — (R, B(R))
(s,w) — Xs(w)

est mesurable. Dans ce cas, f(f Xsds est bien définie sur {fot | Xs|ds < oo}. Un processus
progressivement mesurable est adapté, mais la réciproque n’est pas vraie. Néanmoins, on
peut montrer qu'un processus adapté continu (ou méme seulement continu a droite) est
progressivement mesurable. Et comme nous ne considererons que des processus continus,
nous n’aurons pas a nous soucier de ce détail technique.

Définition 5.2.6. On se place sur un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration
(Fi)ier- Un temps aléatoire est une v.a 7 : Q@ — [ U {+o0}. Un temps aléatoire T est un
(Fy)-temps d’arrét si

Vtel,{r<tleF.

Exercice 5.2.7. Montrer que si T est un (F;)-temps d’arrét, on a pour tout t > 0, {17 <
ty € Fy et {r =t} € F;. (On pourra écrire que {1 < t} = Upen+{7 <t —1/n}.)
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Il est immédiat de voir que si 7 est déterministe (i.e. P(7 = s) = 1 pour un certain
s € I), T est un temps d’arrét. Donnons un exemple plus intéressant de temps d’arrét. Soit
(Wi, t > 0) un mouvement brownien et (F;):>o la filtration qu’il engendre. On pose pour
a >0,
7, = inf{t > 0,W; > a}, (inf ) = +00)

le premier temps ou le mouvement brownien passe au dessus de a. Comme les trajectoires
du mouvement brownien sont p.s. continues, on voit que 7, = inf{t > 0,W; = a}. Pour
montrer que 7, est un temps d’arrét, il suffit de montrer que pour ¢t > 0, {7 <t} € F;. On
a {1 <t} = UsepogiWs > a} = Mpen Usejog {Ws > a — 1/n} = Npens Usepgnq {Ws >
a—1/n}. L’ensemble Uscpo gnq{Ws > a—1/n} est Fi-mesurable comme union dénombrable
d’ensembles Fi-mesurables, et {7 < t} est F;-mesurable comme intersection dénombrable
d’ensembles JF;-mesurables. Ici nous avons utilisé le fait que les trajectoires du mouvements
brownien sont p.s. continues pour obtenir que U jog{Ws > a} = Npen+ Usepg {Ws >
a—1/n} et Useioq{Ws > a — 1/n} = UscjognqiWs > a — 1/n}, ces égalités étant vraies a
un ensemble négligeable pres.

En revanche o = sup{t € [0, 1], W, < 0} (sup® = +o0) n’est pas un temps d’arrét. En
effet, on a {o <t} = {Vu € (¢, 1], W,, > 0}, et heuristiquement, nous devons connaitre le
futur de W entre les instants ¢ et 1 pour déterminer si o < ¢. L’événement {o < ¢} ne peut
donc étre F;-mesurable car F; ne contient que I'information sur le passé de la trajectoire.
Une preuve rigoureuse de ce résultat est proposée a 1'exercice 5.4.8.

Proposition 5.2.8. Si 7y et 75 (resp. (Tn)nen+) sont deux (resp. est une suite de) (F)-
temps d’arrét, Ty Ao et TV Ty (T€Sp. Npen+Tn €t Vpen+Tn) sont deuz (F;)-temps d’arrét.

La preuve de ce résultat est identique a celle pour les temps d’arrét dans les filtrations
discretes et est laissé en exercice.

Définition 5.2.9. Soient (2, F,P) un espace de probabilité muni d’une filtration (Fi)ter
et T un (Fi)-temps d’arrét. On définit :

F.={ACQtqgVtel,An{r <t} e R}
C’est une tribu qui représente l'information connue jusqu’en T.

Le fait qu’il s’agit d’'une tribu est laissé en exercice. On peut également vérifier que si
T =t p.s. (i.e. 7 est un temps d’arrét déterministe), F, = JF; si bien que les deux notations
coincident.

Exercice 5.2.10. On consideére deux (F;)-temps d’arrét 7 et o tels que 71 < 1. Montrer
que F;, C F,.
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Definition 5.2.11. Soit (Q, F,P) un espace de probabilité muni d’une filtration (F;)er-
On dit qu’un processus (X;,t € I) a valeurs réelles (ou dans R?) est une (F;)-martingale
s%

-Vt el, X, est Fy-mesurable et intégrable.

- Vs,tel,s<t = E[X;|F]=X,.

Comme dans le cas discret, on appelle (F;)-surmartingale (resp. (F;)-sous-martingale)
un processus (X, ¢t € I) adapté tel que pour tout ¢t € I, X; est intégrable et pour tout
0 <s <t E[Xy|F] < X, (vesp. E[X|F] > X,).

Il est facile de voir quun mouvement brownien réel (ou dans R?) est une martingale
par rapport a la filtration qu’il engendre. En effet soient s,¢t > 0 tels que s < t. Grace
a la proposition 5.2.4, W, — Wy est indépendant de (W,,u € [0,s]) et donc de la tribu
Fs=o0(Wy,u € 10,s]). On en déduit :

E[M/t|f8] = E[VVt - W8|f8] + WS = E[Wt - Ws] + Ws = Ws~

Remarque 5.2.12. Lorsqu’on a un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration
(Fi)ier, on dit que (Wi, t € 1) est un mouvement brownien par rapport a la filtration (Fy)ier
si l’on a les trois propriétés suivantes.

— Le processus (W, t > 0) est un mouvement brownien.

— Le processus (W, t > 0) est adapté par rapport a la filtration (Fi)e;-

— Pour tout s > 0, (Wyys — Wy, t > 0) est indépendant de F.
Bien évidemment, un mouvement brownien est un mouvement brownien par rapport a la
filtration qu’il engendre.

Exercice 5.2.13. (Inégalités maximales) On se place sur un espace de probabilité (2, F,P)
muni d’une filtration (F;)i>o
1. Soient (My,t > 0) une (F;)-martingale continue, T > 0 et N € N*. Montrer que
(M%,k € N) est une martingale par rapport a la filtration discréte (]:%,k: € N)
définie par FY = ]-"%. En déduire grace a l'inégalité de Doob que :

E[ max Mir] < 4E[M7)].
0<k<N N

2. En déduire que :
E[max M?| < AE[M?2].
[ max M7) < 4E(M)
3. De maniere analogue, montrer [inégalité maximale pour les sous-martingales conti-
nues positives i.e. si (X¢,t > 0) est une (Fi)-sous-martingale continue positive,
E[X7]

P(max X; > z) < .
t€(0,T] x
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5.3 Propriété de Markov du mouvement brownien

Dans cette section, nous allons étudier la propriété de Markov du mouvement brownien.
Comme dans le cas discret, un processus (X;,¢ > 0) satisfait la propriété de Markov si
pour tout 7' > 0, la loi du processus futur (Xr, ¢ > 0) sachant la trajectoire passée
(X:,0 <t < T) est la méme que la loi du processus futur (Xri¢ ¢ > 0) sachant 1'état
présent Xp. En d’autres termes, la meilleure description que 'on a de I'évolution future
du processus a partir du passé est aussi la meilleure description que l'on a connaissant
seulement 1’état présent. On dit ainsi parfois que 'information utile du passé pour décrire
le futur se résume au présent. Voici une définition mathématique de cela.

Définition 5.3.1. Un processus (X, t > 0) a valeurs dans un espace mesurable (E, &) est
un processus de Markov si pour tout T >0, T <ty < --- <t, et f: (E"E®") — (R, B(R))
mesurable bornée,

E[f(Xey,. ., Xe)I(Xe, 0 <t <T)] = E[f (X, - -+, Xi, )| X7

Pour un processus de Markov, le futur et le passé sont indépendants conditionnellement
au présent. Soient T'> 0, T <t; <--- <t et 0 <wu; <--- <wu, <T.Isagit de montrer
que pour f,g: (E™ E¥") — (R, B(R)) mesurables bornées, on a

Elf (Xeys - Xe,)9(Xuy, -+, X[ X7] = E[f (Xt - Xe ) XT]E[9( Xy - - X, )| X7
(5.2)
On utilise un double conditionnement :
Elf (X5 Xe,)9(Xuy, - -+, X, ) [ Xr]
= E[E[f(tha L 7th) g(Xulv tee 7XUn)J |(Xt>0 S t S T)HXT]
U(Xt,Ogtg}r) mesurable
EE[f(Xe, ., Xe)|(Xe, 0 <t < D)]g(Xuys - -5 X )| X7
=E[E[f( X4, .., Xe,) | X7|9(Xuys - -+, Xu, )| X7] grace a la propriété de Markov
E[f (X4, -, X)) | X7 Elg(Xay,s - - X, )| X7] car E[f(Xy,, ..., X)) | Xr] € o(X7).
Réciproquement, si un processus (X;, ¢ > 0) satisfait (5.2), on a :
E[E[f(thv cee 7th)|XT]g(Xu17 L 7Xun)]
E[ [E[f(Xtm s 7th)|XT]g(Xu1v tee 7Xun)|XT”
=EE[f(Xes -, X)) [ XTE[g(Xuy s - -+, X, ) [ X7]]
EE[f( Xy, X)) g(Xuys - -+, Xu, )| X7]] grace a (5.2)
= [f(Xtu"'7th)g(Xu1a"'7Xun)]'
Par conséquent, E[f(Xy,,..., X, )| X7 = E[f (X4, .-, Xe,)|(Xe, 0 <t < T)] et (X, >0)
est un processus de Markov. Nous venons ainsi de prouver la proposition suivante.

Proposition 5.3.2. Un processus (X;,t > 0) est un processus de Markov si et seule-
ment pour tout T > 0, les processus (X;,0 < t < T) et (Xqpiq,t > 0) sont indépendants
conditionnellement a Xr (equation (5.2)).



90 Le Mouvement Brownien

Proposition 5.3.3. Le mouvement brownien satisfait la propriété de Markov.

Preuve. D’apres la Proposition 5.2.4, (W;,0 <t < T) et (Wyr — Wp,t > 0) sont deux
mouvements browniens indépendants. Soient f : R® — R mesurable bornée et T' < ¢ <
- < t,. On a donc par la Proposition 2.2.16 E[f(W;,,..., W, )|(W,0 <t < T)] = ¢(Wr)
ou
(z) =E[fWy-r+a,.... Wy 7+ )],

et par conséquent E[f(Wy,,..., W, )|(W,,0 <t <T)| =E[f(Wy,,...,W,)|Wr]. O

Nous allons désormais montrer la propriété de Markov forte. Comme dans le cas discret,
on parle de propriété de Markov forte lorsque 1'on peut écrire la propriété de Markov pour
un temps d’arréet 7 au lieu d’un temps déterministe 7T'. Puisque dans ce cours nous ne verrons
cette propriété que pour le mouvement brownien, nous nous contentons de I’énoncer dans
ce cadre sans donner la définition générale.

Proposition 5.3.4. Soit (W;,t > 0) un mouvement brownien et T un temps d’arrét par
rapport a la filtration (F;)e>0 engendrée par ce mouvement brownien tel que P(1 < 0o) = 1.
Alors, Wiy, — Wt > 0) est un mouvement brownien indépendant de F,. En particulier
sachant F,, (Wiir,t > 0) est un mouvement brownien issu de W,.

Preuve. Nous voulons montrer que (W, — W, t > 0) est un mouvement brownien
indépendant de F,, c’est a dire que

E[lAf(WT+81 - W’T‘) R W'r-i-sn - WT)] = P(A)E[f(wsm R Wsn)] (53)

pour toute fonction f : R™ — R bornée mesurable et tout ensemble A € F,.. Commencons
par le cas ou 7 prend un nombre dénombrable de valeurs T}, k € N, avec T < Tj,1 pour
k>0.Soient A€ F,,0<s <---<s,et f:R"— R une fonction bornée mesurable. On
aAN{r =T} = An{r < T )\NA{7 =T}_1} € Fr,,puis : E[1af(Wrps, =W, ..., Wois, —
;)]
= E jen Lantr=13f Wrss = Wrypo oo, Wi, — W)
= ZkeNE[lAﬂ{T:Tk}f(WTk-FSl - WTk’ SRR WTk—i-sn - WTk )]
——
eFr,

= > ren Ellangr=1 3 /E[f Wr 46, — W, Wiy, — Wr)]
= [ZkeN P(A N {7_ = Tk})] E[f(Wsp SR Wsn)] = P(A)E[f(wsp SRR Wsn)]

Maintenant nous souhaitons prouver cela pour 7 quelconque. Pour N € N*, on pose

N) _ [7N]
N

7 ou [z] désigne pour x € R la partie entiere supérieure de x. Il s’agit d’'un

temps d’arrét par rapport a (F;)s>o. En effet, pour £ € N*

k-1 k
{t™) =k/N} = (K <7=<FteFs
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et {T™) <t} = U v {7V = k/N} € F,. En outre, pour A € F,,ona An{r™V) = k/N} €
Fi/n. Par conséquent on obtient en décomposant comme précédemment sur les événements
{rN) = k/N} que

E[lAf(WT(N)+SI —W_ vy, ..., WT(N)+Sn - W (N))] = P(A)E[f(Wsl, R Wsn)] (5.4)

T

Grace a la remarque 5.2.3, il est suffisant en réalité de prouver (5.3) pour f(z1,...,2,) =
[T, fi(z:) ou les fonctions f; sont C* et bornées. Dans ce cas, puisque 7 N T
——+o00

T

FWeen o, =Woens oo, Won o, =Wew) = f(Wepsy =W, o, Wiy, — W) par conti-
nuité de f et du mouvement brownien. La fonction f étant bornée il existe My > 0 t.q.
La|fWrssy, = Wo, oo, Weiy, — W2)| < My. En appliquant le théoreme de convergence do-
minée, il vient que : E[1a4f(W, v o, = Wowv, oo, Woan g, — Woaw)] N_:>LOO E[1af(Wris, —
Wy, Weys, — W) puis (5.3) grace a (5.4).
I nous reste & montrer que sachant ., (W, t > 0) est un mouvement brownien issu de
W.. Soient f : R™ — R mesurable bornée et 0 < t; < --- < t,,. Puisque (Wy,, — W,,t > 0)
est un mouvement brownien indépendant de F,, on a E[f(W, 14, ..., Wiy, )| Fr] = (W)
ouY(z) =E[f(Wy, +x,..., W, + x)], ce qui prouve le résultat. O
Exercice 5.3.5. (Principe de réflexion) On se donne (Wi, t > 0) un mouvement brownien.
Pourt >0, on pose Sy = supyeoy Ws €t pour b >0, on pose 7, = inf{t > 0, W, > b}.
1. Montrer que {S; > b} = {m, < t}.
2. On admet que P(m, < oo) = 1 (c¢f. (5.6)). Montrer que (W, 4t — Wy,,t > 0) et
(Wr, — Wit t > 0) sont deux mouvements browniens qui sont chacun indépendants
de F,.

3. Pour a < b, montrer que P(S; > b,W; < a) =P(n, <t, Wy — W,, <a—b), puis que
P(S; > b, W, <a)=P(W; >2b—a).

4. En déduire que P(Sy > b) = 2P(W; > b), puis que pour tout t > 0, Sy et |Wy| ont
méme loi. Les processus (Si,t > 0) et (|Wy],t > 0) ont-ils méme loi ?

5. Calculer la loi de 1, et retrouver l'expression donnée en (5.7).

6. Calculer la densité de la loi de (Sy, W;) et obtenir ensuite la loi de Sy — Wy et de
2S5, — W,. En écrivant S; — W, = SUPse[o,t}(Ws — W), retrouver cette loi par un
argument de retournement du temps.

5.4 Martingales usuelles associées au mouvement brow-
nien

Dans cette section nous allons construire des martingales a partir du mouvement brow-
nien. Avant cela, nous allons énoncer et prouver le théoreme d’arrét pour les martingales
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continues, qui est tout a fait analogue a celui rencontré pour les martingales discretes.

Théoréme 5.4.1. On se donne un espace de probabilité (2, F,P) muni d’une filtration
(F)eso et (My,t > 0) une (F;)-martingale a trajectoire p.s. continues. Soit T un (Fy)-
temps d’arrét borné : 3K > 0,P(1r < K) = 1. Sous ces hypothéses, on a :

Preuve. Soit N € N*. Il est facile de vérifier que (M E ,k € N) est une martingale par
rapport a la filtration discrete (.F%)keN. On pose 7™V) = [N7] : il s’agit d'un temps d’arrét

dans cette filtration discrete. En effet,

k—1 k
{T<N>:k}:{k—1<NT§/€}={T<T§N}6JT%.

En outre, 7V) < [NK] est borné, et d’apres le Théoreme d’arrét des Martingale discretes
il vient que :

E[M, 0] = E[My). (5.5)
N
A ce stade, puisque la martingale M est continue et puisque TEJVV) converge vers 7 lorsque

N — 400, M _v) converge presque surement vers M, (remarquer ici qu’en fait, on utilise
N

F(N)
N

passer a la limite dans (5.5) pour obtenir le résultat. Malheureusement, ce passage a la

seulement la continuité a droite de la martingale puisque > 7). On voudrait ainsi

limite est délicat a prouver. Il fait 'objet de 'exercice suivant. O
Exercice 5.4.2. Cetle exercice permet de justifier le passage a la limite dans (5.5) pour
obtenir le théoreme d’arret.

1. Montrer que si o est un (F;)-temps d’arrét borné prenant un nombre dénombrable de
valeurs, et si t est tel que P(o <t) =1, E[My|F,] = M,.

2. Montrer que Tva) est un (Fy)-temps d’arrét borné par K + 1. Déduire de la question
précédente que E[My 1| F ] = M

N) .
3. Montrer que si X est mtégrj’vable, on aN:
Ve >0,30 >0,VA € F,0<P(A) <6 = E[|X]|14] <e.
4. Soit € > 0. Puisque Mg 1 est intégrable, il existe 6 > 0 tel que
VAe F,0<P(A) <6 = E[|Mgi1]14] <e.

Montrer a l'aide de la question 2 que pour C' > El

| Mk +1]]
—=5, on a

EIM .0 Lnr o 1503] S €
N N

(On dit que la famille (M n), N € N*) est uniformément intégrable.)
N~
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5. On rappelle que M) converge presque strement vers M.. Vérifier en utilisant le

N
Lemme de Fatou que M, est intégrable. En déduire que Uon a E[M 1, >cy] < €,
quitte éventuellement a prendre C' plus grand. Montrer que pour N assez grand,
E[|M vy — M, |] < 3¢ puis que E[|M vy — M,|] N 0. En déduire a partir de (5.5)
~ N —+00
que

(Indication : poser pc(x) = x1lizeic,cpy+Clizs>cy —Clig<—cy et écrire |M v —M:| <
N
(M) — dc(M, )|+ [¢c(M, ) ) = dc(My)| + |¢c(Mr) — M-|.)
N N N

Nous allons maintenant introduire les martingales browniennes usuelles.
Proposition 5.4.3. Soit (W;,t > 0) un mouvement brownien réel et (Fy,t > 0) la filtration
qu’il engendre. Alors,

1. (W2 —t,t > 0) est une (F;)-martingale,

2. (exp(AW, — ’\—;t),t > 0) est une (F)-martingale, quelque soit X € R (Martingales

exponentielles).

Preuve. 1l est clair que W72 — t est intégrable pour tout ¢ > 0, et pour s € [0,¢], on a
W2=W2+4 2W,(W; — W,) + (Wy — Wy)?, si bien que I'on obtient :

E[W?|F] =W+ (t - ).

On en déduit alors que (W2 —t,t > 0) est une (F;)-martingale.
De méme, il est facile de voir que exp(AW;) est intégrable, et en écrivant exp(AW;) =
exp(AWs) exp(A(W; — Wy)), il vient que

Blexp W) I7] = expA) exp (-t - 9)).

On obtient ainsi que Elexp(AW; — A;t)\]—"s] = exp(AW; — A725) O

Une application importante des martingales exponentielles est qu’elles permettent de
calculer les lois des temps d’atteinte du mouvement brownien. Pour a > 0, on pose

7, = inf{t > 0,W; > a} = inf{t > 0, W, = a}.

Nous avons vu qu’il s’agit d’'un temps d’arrét par rapport a la filtration brownienne.
Quelque soit t > 0, 7, At est donc également un temps d’arrét, évidemment borné par .
Le théoreme d’arrét appliqué aux Martingales exponentielles donne donc pour A € R :

)\2
E[exp()\WTaAt — 77'@ AN t)] =1.
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On se restreint alors a A > 0. Puisque W, »; < a, il vient que |exp(AW, n; — ’\;Ta At)] <
exp(Aa). En outre, exp(AW, A+ — )‘—;Ta At) N exp(Aa — )‘—;Ta)lm@o, et le théoreme de
—+o0

convergence dominée assure donc que

)\2
E {exp <)\a — 7@) 1Ta<oo} =1.

Puisque |exp ()\a — )‘;Ta) 1., <oo] < exp(a) pour X € (0,1] et exp ()\a — ’\727',1) 1. <o =

1, <00, le théoreme de convergence dominée assure que
P(7, < +00) = 1. (5.6)
On pose alors u = A\?/2. On obtient la loi de 7, a travers sa transformée de Laplace :
Yu > 0, Elexp(—ur,)] = exp(—v2ua).

Il s’agit d’une loi stable, et on peut montrer que sa densité est

2

a a
Wexp(—g)l{tﬂ)}. (57)

L’exercice qui suit prouve ce résultat.

Exercice 5.4.4. Soit o, une loi de densité ﬁexp(—%)l{bo}, nous voulons montrer
que Elexp(—uo,)] = exp(—+v/2ua), pour u > 0 ce qui assurera que T, 5,
1. En faisant un changement de variable convenable, montrer que Elexp(—uo,)] =
f(ua®) ot f(z) = Elexp(—x/N?)] avec N ~ N(0,1).
2. Montrer que f'(x) = —\/%f(:p), f(0) =1 et en déduire le résultat. (Indication : faire

le changement de variable y <> @)

Y

Exercice 5.4.5. Pour a <0, on pose
7, = inf{t > 0,W; <a} =inf{t > 0,W; = a}.

1. Montrer sans calcul que 7, et T_, ont la méme loi.

2. En reprenant la méme démarche que pour a > 0, prouver directement que pour a < 0,

E [exp <—%27'a)} = exp(Aa) lorsque A < 0.

Pour conclure, nous résumons les résultats sur les temps d’atteinte dans la proposition
suivante.

Théoréeme 5.4.6. Soit (W, t > 0) un mouvement brownien et pour a € R, on note
T, = inf{t > 0, W, = a} le premier temps d’atteinte de a. Alors,

P(7, < 00) = 1 et Elexp(—ur,)] = exp(—v2ulal).



5.5. ETUDE DES TRAJECTOIRES DU MOUVEMENT BROWNIEN 95

Exercice 5.4.7. Montrer en utilisant les transformées de Laplace que 1, a méme loi que
a’ty. Retrowver ce résultat en utilisant la propriété de changement d’échelle du mouvement
brownien a partir de lexpression 7, = inf{t > 0,W; < a}.

Exercice 5.4.8. On se donne un mouvement brownien et F; la filtration qu’il engendre.
L’objet de cet exercice est de montrer que o = sup{t € [0,1], W, < 0} n’est pas un temps
d’arrét. On considére t €0, 1].

1. Montrer que {o <t} = {W; > 0,inf{u > t,W, <0} > 1}.

2. Montrer que Wu = Wi — Wy est un mouvement brownien indépendant de JF;, puis
que {o <t} ={W; > 0,inf{u >0, W, < -W;} > 1 —t}.

3. On pose 1, = inf {u>0,W, =a} et pla) = P(r, > 1 —t). Vérifier que pour tout
a#0,0 < p(a) < 1. Montrer que E[1i,<y|F:] = p(—Wi) 1w, >0y et en déduire que
o<t} ¢ F.

4. On se propose de prouver que o n’est pas un temps d’arrét d’une autre facon. Montrer
que Wo = Wilgw, <oy, puis que E[W,] < 0. Conclure.

Exercice 5.4.9. Soit (W;,t > 0) un mouvement brownien et pour a > 0, 7, = inf{t >
0,W; = a}. Montrer que (1,,a > 0) est un processus & accroissements indépendants et
stationnaires, c’est a dire que :

—pour0<a; <ag <--- < ay,

Tays Tay — Tays - -+ Tan — Ta,_, SONt indépendantes,

. o loi .
— (stationnarité) Toip — Ta = Toan — Tp pour a,b,h > 0. En d’autres termes, la loi de

Tath — Ta Ne dépend pas de a.

5.5 Etude des trajectoires du mouvement brownien

Dans cette section, nous allons étudier les trajectoires browniennes et établir notamment
que ces trajectoires sont continues mais dérivables nulle part. Nous allons commencer par
prouver que le mouvement brownien oscille, passe une infinité de fois par 0 lorsque ¢t — +o0,
et prend presque sturement des valeurs arbitrairement grandes.

Proposition 5.5.1. Soit (W;,t > 0) un mouvement brownien standard. Alors, on a p.s.

limsup Wy = +o0 et liminf W, = —o0.

t—+oo t—+00

En particulier, imsup,_, , . |W;| = 400 et liminf, , . |W;| = 0 presque sirement.
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Preuve. Rappelons que par définition, on a limsup, ,, W = lim; o sup,>; W, et de
méme liminf; , ;oo Wy = lim;_, |  inf,>; W,,. Par symétrie du mouvement brownien, (W;,t >
0) a méme loi que (—W;, ¢t > 0). Par conséquent, liminf, ,,., —W; et liminf, ,,. W, ont
méme loi. Puisque liminf, , o =W} = —limsup,_,, ., W4, on en déduit que limsup,_, , .. W;
a méme loi que — liminf;, , . W, et il est suffisant de prouver que limsup,_,, . W; = +00
presque sturement.

Nous allons en réalité prouver que sup,~; W, = +00 p.s. ce qui prouvera le résultat.
On écrit sup,>; Wy = sup,>o(Wiry — Wi) + Wi D’apres la proposition 5.2.4, (Wi, —
Wi, u > 0) est un mouvement brownien indépendant de W;. On pose pour a € R, 7, =
inf {u, Wiy, — Wy > a} @ 7, est indépendant de Wy, et grace au théoreme 5.4.6, P(7, <
o0) = 1. Ainsi, P(sup(Wy, — W) > a) = 1, et comme ceci est vrai pour tout a > 0, il

u>0

vient que P(sup(Wip, — W;) = +00) = 1. Comme W, prend p.s. des valeurs finies, on en
u>0

déduit que
P(sup W, = +00) = 1.

u>t

Il est clair que limsup,_,, . |W;| = +00 et il reste a montrer que liminf;, ,, . |[W;| =0
p.s. Puisque limsup, , . W; = 400 et liminf, ., Wy = —00, on peut construire p.s. une
suite t; < --- < t, < ... d'instants tendant vers +oo tels que Wy,, > 1 et Wy, < —1.
Le mouvement brownien étant continu p.s., le théoreme des valeurs intermédiaires assure
que pour tout ¢ € N* il existe w; € (t;,t;41) tel que W,, = 0. On en déduit alors que
liminf, ,, o |[W;| = 0 p.s. O

Proposition 5.5.2. Si (W;,t > 0) est un mouvement brownien, alors pour o > 1/2,

1
— sup |Ws 7 0,p.s.

1% o<s<t —+o0

Wi

En particulier =* . —+> 0, p.s. et (tWyy,t > 0) est également un mouvement brownien.
—+o00

preuve. Nous allons commencer par prouver la convergence en probabilité vers 0 qui est
plus facile a établir. Observons que W} = t%Wutza est un mouvement brownien grace a la

propriété de changement d’échelle. En outre, on a :

1
Lo (Wil= sup W

t OSSSt OSUStI_QO‘
Par conséquent, pour tout & > 0, P(z supg<,<; [Ws| > €) = P(supgcy<pi—20 |[Wa| > €). Or,
puisque le mouvement brownien (W;,¢ > 0) est continu p.s. et tel que Wy = 0, il vient que
SUPg<y<si-2a |[Wo| converge p.s. vers 0 lorsque ¢t — +o00 (et donc en probabilité). Ainsi,

1
P(— sup |Wy| >¢) — 0.

e 0<s<t t—+o00
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La convergence p.s. est plus délicate a prouver : il s’agit de montrer que Q= {Ve >
0,37Vt > T, supgc,<; [Ws| < €} est un événement de probabilité 1. On pose t,

C"™ pour C' > 1. Il est en réalité suffisant de montrer que 5 supg<.<;, |Ws| converge

tOé
p.s vers 0. En effet, si tel est le cas, p.s. pour tout ¢ > 0 il existe N € N* tel que
= sup0<s<tn Wy < e/C* pour n > N. Ainsi, pour t > CV, t € [t,, t,11) pour un certain
n > N et Sup0<s<t (W < cna

On pose poure >0, S =5 " l{ta S

ce qui assurera que S est fini p.s. et donnera la convergence p.s. En prenant l'espérance et

SuPg<s<cnt |Ws| < e
>}~ Nous allons montrer que E[S] < oo

en utilisant la propriété d’échelle comme précédemment, il vient

:ZIP’( sup |W,| > e).

n—1 O0<usty
On note 7, = inf{t > 0,W; = a}. On a

{ sup |W,l>e}C{rn< t,ll_m} U{r.< t}z_%‘}.

0<u<tl—2e

Par conséquent, P(supy <120 [Wy| > €) < P(r. < ,72%) + P(1_. < t,7°%) = 2P(1. <

1—2« 2 c
th=2ey = 2f0t" soze 2dt car 7. et 7_. ont méme loi. On pose ¢(t) = #Fe . On a

3
52
@' (t) = e % (e — 6t), et p(t) atteint son maximum en ¢ = % qui vaut : (%)36*3. Par

conséquent, E[S] <> £ (5%)3 e 372 < oo,

Puisque % SUPg< <y | Wl T 0, p.s. , la convergence p.s. de W, /t vers 0 est alors triviale,
et assure que tWy, tend p.s. vers 0 lorsque ¢ — 0. Le processus (tW;,t > 0) satisfait
également les autres propriétés (2, 3 et 4 de la définition 5.1.1) du mouvement brownien,
ce qui est laissé en exercice. O

Exercice 5.5.3. Montrer a l’aide de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev et de ["inégalité
de Doob (Ezercice 5.2.13) que

4t
P(sup |[W,|>¢) < =

0<u<t
En déduire que Y~ P(Supgc, <120 [W,| > €) < 00,

Nous sommes désormais en mesure de prouver que le mouvement brownien est dérivable
nulle part.

Proposition 5.5.4. Soit (Wy,t > 0) un mouvement brownien et t > 0. On a

= 400 et liminf M

lim su
P h—0

h—0

’WtJrh_Wt — 0 ps

En particulier, le mouvement brownien n’est p.s. pas dérivable en t.
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Preuve. Le processus W, = W, ., — W, est un mouvement brownien, et grace a la proposi-

tion précédente W, = uW, /u €galement. Or, w = ’% = |W1 /n]- On conclut alors
grace a la proposition 5.5.1. O

5.6 Le processus de Poisson (exercice corrigé)

Cette section a pour objet de présenter le processus de Poisson, qui intervient dans la
modélisation d’événements ponctuels, par exemple pour modéliser des files d’attente.

On se donne une suite de v.a. i.i.d. &, ..., &,, ..., distribuées selon une loi exponentielle
de parametre A > 0. Pour k£ € N*, on pose T = Zle &;, et on définit pour t > 0,

Ne=) 1.
k=1

Le processus (IV;,t > 0) est appelé processus de Poisson d’intensité A. On note (F, ¢t > 0)
la filtration qu’il engendre.

1. Montrer que T}, i — 400, p.s. En déduire que V¢t > 0,P(N; < +00) = 1 puis que
—+00
2. Montrer que N; suit une loi de Poisson de parametre \t.

3. Calculer pour t; < --- <t, et ky,...,k, €N,
P(Ny, = k1, Niy — Niy = Koy oo, Ny — Ny, = ki)

En déduire que Nt17 th — Nt17 e Ntn — Ntn_
de Poisson dont on précisera le parametre, puis que le processus de Poisson est un

, sont indépendantes et suivent une loi

processus a accroissements stationnaires indépendants.

4. Montrer que (Ny,t € [0,T]) et (Nyiy — Np,t > 0) sont indépendants et que (Npiy —
Nr,t > 0) a méme loi que (N, t > 0).

5. Montrer que (N; — At,t > 0) est une (F;)-martingale.

P(Np=Nr=1) _, \ o BOVra=Nr=h)

t t—0 t
pour toute fonction f: R — R,

E[f(NTth) - f(NT)‘]:T] N

t t—0

6. Montrer que t—>0 0 pour k£ > 2. En déduire que
—

A(f(Nr +1) = f(Nr)).

Solution :

1. D’apreés la loi forte des grands nombres, T . — 1/X p.s. et en particulier, T} X — 400 p.s. Par conséquent pour
—+oo —

k
—+oo
t > 0, 'événement {w,IN,Vk > N, T} >t} est de probabilité 1, et donc P(N; < oco) = 1. Enfin,

Q\{Vt > 0, Nt < oo} = {3t > 0, Nt = 400} = Up»0{Nt = 400} = Ugen{Ng = +o0},

la derniere égalité venant du fait que le processus de Poisson est un processus croissant. Par conséquent, il vient par
o-additivité
P(Q\{Vt > 0, Ny < co}) = 0 puis P({Vt > 0, N; < oo}) = 1.
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2. P(Ny =0) =P(& > t) = exp(—At).
P(N: = k) =P(T), <t < Tpp1) = [ [S Mtlexp(-A S F ] 2y)

On effectue le changement de variable

NS mistanit o @1 Eha

S1 1 0 ... 0 x1

Sk+41 1 e e 1 Lh+1

de Jacobien 1, et de domaine image {0 < s1 < s2 < --- < Sg41}. On obtient ainsi
_ _ k+1_—As _ Yk _—)Xt _
P(Ne = k) = f{0<s1 <sp<-<spy1) AP e R L () <t <sgoy 1} A81 - - Ak = ATe f{0<31<52<---<sk§t} dsy...dsp =
ARkt e s 1y s ik
2z e "t On a utilisé ici Paire f{0<51<82<-~-<skﬁt} dsi...dsg = 7.
3. On effectue le méme calcul que précédemment :
]P(Nh =k1, Nty — Nty = ko, ..., N, — N¢, = kn) = P(Tkl <t < Tk1+17 ce. 7Tk1+---+kn <tp < Tk1+---+kn+1)

—Asyn
i kit Tig kit
A2 iTle i l{sklﬁt1<sk1+1}"'1{52?:1 kiftn<szz‘:1 ki+1}d81...d82?:1 ki+1

AZisg kig=Atn 1, <
Q<

= fo ks
{0<s1< <SZ-?:1 k1+1}
a1 dsy...dssn
t1<s s _ <tn<s _ 1 n ok
ky+1) { S L ki+1} ot ke
k 3 —Xt1yk1 k1 — _ X . —A(tp =ty —
= \Xi=1 kie*”ni (ta—tp)*2 (tn—tn_1)*n e MR e m A2t AR2 (1)t )R2 P L T O L)
3 Too! T Tq! Kool Ton! :
Les accroissements du processus de Poisson sont donc indépendants et suivent une loi de Poisson de parametre \ fois

= f{0<s1 <sp<e<sym gy <tn}

la taille de I'intervalle. En particulier, Nyip — Nt et Ngyp — Ns ont méme loi pour s,t,h > 0 : la loi des accroissements
est donc stationnaire. Le processus de Poisson est donc a accroissements indépendants et stationnaires.

4. La preuve donnée pour le mouvement brownien (Proposition 5.2.4) s’adapte telle quelle.
La vérification de I'intégrabilité est immédiate. Grace & la question précédente, on a pour t > s E[N¢|Fs] = Ns +
E[Nt — N5|Fs] = Ns + A(t — s), ce qui donne la propriété de martingale.

k

6. Puisque (Np4t— Np,t > 0) a méme loi que (N¢,t > 0), P(Npyt— Npr = k) = e_kt% et on obtient alors facilement
les limites. En outre, par indépendance de (Np4t — Np,t > 0) et (N¢,t € [0,T]), on a que E[f(Ny1¢) — f(Nr)|Fr] =
Y (Nr) ot

k
CO e+ - 1@

Y(x) =E[f(Nrye — Nr +2) — f(2)] =E[f(Ne +2) — f(z)] =e D
k=1

Le passage a la limite est alors immédiat.
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Chapitre 6

Interprétation probabiliste d’EDP

Ce chapitre a pour objectif de donner une breve introduction au calcul stochastique
afin de faire le lien entre probabilités et EDP. Il ne s’agit donc pas ici de présenter une
construction rigoureuse et détaillée de I'intégrale stochastique, mais plutot de donner une
idée intuitive de cet objet. Surtout, nous voulons présenter les principaux résultats associés
a cette intégrale, et notamment la formule d’It6. Dans la premiere section, nous allons faire
le lien entre le mouvement brownien et ’équation de la chaleur. Ensuite, afin de généraliser
ce lien entre processus aléatoires et équations aux dérivées partielles, nous sommes amenés
a donner quelques bases du calcul d’'Ito. Cela nous permet de présenter les équations
différentielles stochastiques, et leur lien naturel avec des EDP paraboliques (Feynman-
Kac). Nous nous bornerons a étudier cela en dimension 1, bien que la plupart des résultats
présentés s’étendent sans encombre a une dimension quelconque.

6.1 EDP de Feynman-Kac pour le mouvement brow-
nien

Dans cette section, nous notons pour ¢t > 0 et x € R, p(t,z,y) la densité a 'instant ¢
du mouvement brownien issu de x, c’est a dire :

Yy e R, p(t,z,y) = \/;_mexp (—%) . (6.1)

Nous avons la propriété remarquable suivante.

Proposition 6.1.1. Pourt > 0,2z € R,y € R, nous avons :
Lo
atp(tv z, y) = §amp(t7 Z, y)

101
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Preuve. 1 suffit de dériver et de vérifier ce résultat. Plus précisément, on a Oyp(t, z,y) =

\/ZI—M exp ( € Qf) ) [(y%ﬁ) — —} D’autre part, on a en dérivant deux fois par rapport a x,
O.p(t, z,y) = 7 ;rt exp (—%) puis ?p(t, x,y) = 20,p(t, z,y). O

Nous en déduisons le résultat suivant.

Théoréme 6.1.2. Soit f : R — R une fonction réelle telle qu’il existe o € (0,2) et
c, M > 0 pour lesquels Vx € R, ef(f‘L < M. On pose u(t,z) = E[f (x+ W;)]. Alors, u est de

c

classe C* sur R* x R et est solution de l'équation auz dérivées partielles (équation de la
chaleur) :

Pour T > 0, en posant v(t,x) = E[f(x + Wr_4)], v est C* sur [0,T) x R, et résout ’EDP
de Feynman-Kac :

{&v(t, z) + 30%v(t,z) =0
o(T,x) = f(x).

Preuve. Pour t > 0,z € R, on a u(t,x) fR y)p(t, x,y)dy et il s’agit de vérifier que
uu(t,x) = [ f(y)oip(t, z,y)dy et O2u( = Jo f(¥)02p(t,z,y)dy ce qui prouvera que u
satisfait 'EDP grace a la proposition precedente.

Il est donc suffisant de justifier la dérivation sous le signe intégral a I'aide du théoreme

de convergence dominée. Pour la dérivation par rapport au temps, on a pour s € (t—e, t+¢),

p(s,:v,y) 7p(t,1',y)
s—t

Pttt < e () e

< SUDge (e 4e) |0:p(8, 7, y)|. En utilisant 'expression de d;p, on obtient

p(s,2,y)—p(t,2,y)

et | f(y) p—

tout a fait analogue, on justifie la dérivation par rapport a x. Enfin, le caractere C*> s’obtient

‘ peut ainsi étre dominée par une fonction intégrable en y. De fagon

de la méme maniere en justifiant par récurrence la dérivation sous le signe intégral. Enfin,
puisque pour ¢t € [0, 7], v(t,x) = u(T —t, x), on obtient immédiatement que v résout 'EDP
de Feynman-Kac. O

Corollaire 6.1.3. Soient p € R et ¢ > 0. Pour f satisfaisant la méme hypothése de
domination qu’au théoréme précédent, on pose u(t,x) = E[f(x + ut + oWy)]. Alors, u est
de classe C*™ sur R* x R et est solution de [’équation aux dérivées partielles :

{@u(t, x) = pdyu(t, x) + U—;@gu(t, x)
u(0, ) = f(x).
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Pour T >0, en posant v(t,x) = E[f(x+ pu(T —t) +o(Wr —Wy))], v est C* sur [0,T) xR,
et résout I’EDP de Feynman-Kac :

(T, x) = f(z).

Prewve. Pour t > 0,2 € R, on a u(t,z) = E[f(x + ut + W,2,)] puisque W,z; a méme loi
que cW;. En posant a(t,z) = E[f(x + W;)], on voit que u(t,z) = a(c?t, z + ut). Grace
au théoréme précédent, @ est de classe C* et résout dyu(t,z) = 10%u(t, z) pour t > 0 et
r € R. Ainsi, du(t,x) = o?0yu(o’t,x + pt) + poyu(o’t, x + ut) = o?0>au(o’t,x + pt) +
poya(o’t,x + ut) = o20%u(t, ) + pdyu(t,z) ce qui prouve le résultat pour u et pour

v(t,z) =u(T —t,x). O

{&v(t, x) + pou(t, x) + L;@iv(t, z)=0

Nous déduisons de ces résultats 'EDP de Feynman-Kac pour le mouvement brownien
géométrique. On pose pour t < T et x > 0,

Ffpx = xexpl|(r — %2)(T —t)+ oWy —W,)]

et v(t,z) = E[e "D f(S5")]. 11 s’agit du modele de Black-Scholes, et S représente
la valeur d’un actif risqué a la date T' sachant qu’il vaut = a la date t. Ici r désigne le
taux d’intérét et o la volatilité de D'actif. La fonction f décrit le “payoft” d’une option
d’échéance T, et v représente le prix a la date ¢t de cette option sachant que le cours de
Pactif vaut z. On pose f = f oexp et on a :

2

u(t,2) = e TIE[f(In(x) + (r =TT = 1) + oWr_)] = " T5(t, In(a)),

ot o(t, &) = E[f (& + (r — U—;)(T —t) 4+ oWr_,)]. On suppose que f satisfait ’hypothese de
domination du corollaire ci-dessus, si bien que pour t € [0,7),¢ € R,
o? o?
Onad(t, &) = e Du(t, ef) et donc 0,0(t, &) = e"T =D (G (t, €f) — rv(t, ed)), v (t, &) =
e T Defd,u(t, €°) et OF0(t,€) = T (20, 0(t, €°) + e*D2u(t, f)). Par conséquent,
52 2

vt €[0,T),¢ €R, dw(t,e®)—ru(t, 65)—|—<T—7) e*0,u(t, e*)+ %(egamv(t, %) +eX0u(t,ef)) =0

et donc avec x = ef,

{@v(t, ) — ro(t, x) + redu(t, z) + Sa2du(t,z) = 0,t € [0,T),z > 0 6.2)

(T, z) = f(z).
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6.2 Introduction au calcul d’Ito

Dans cette section nous allons présenter quelques rudiments du calcul d’Ito et de
I'intégrale stochastique. Pour poser le probleme, nous commencons par étudier la variation
quadratique du mouvement brownien. Celle-ci est définie pour ¢ > 0 par

an—1
(W) = ngrfoo Z; (W';—,}t - WQLnt)Q-

Nous allons montrer que cette limite existe presque stirement et vaut ¢. Nous commencons
par montrer que la convergence a lieu dans L2, et on regarde

£ [(Zfol(th W) - tﬂ

— e[ (S {Wga - w0t - (- 0})]
= S {0V Wt e 0}

~ ZQn P EE[(G? — 1) ot G ~ N(0,1)

= 5 car E[G"] = 3 et par conséquent E[(G* —1)*] = 2.
Maintenant, nous sommes en mesure de prouver la convergence presque siire. Pour tout

€ > 0, nous allons prouver qu’il existe p.s. un entier a partir duquel on a

o1
2
2 (Wagy =Wy —t <<
i=0
On pose
X, = : .
o sz g v, gt

Grace a l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

on_1 2
) < ZE (Z Wi, = W,) t) < o0,
=0
et par conséquent X, est finie p.s. ce qui prouve le résultat voulu. Nous résumons ce résultat

dans la proposition suivante.

Proposition 6.2.1. Soit (W;,t > 0) un mouvement brownien. Pour t > 0, la série
22 71(W1+1t — ngnt)Q converge presque surement vers t. On appelle cette limite la va-
riation quadmtz’que Jusqu’a linstant t du mouvement brownien et on note

(W) =t.
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Exercice 6.2.2. Soit (Hy,t > 0) un processus continu adapté par rapport a la filtration en-
gendrée par (Wi, t > 0) et tel que : Yt > 0,sup,ep g E[HZ] < 0o. Montrer que 57 Lyt H2
converge p.s. Vers fot HZ?ds. En adaptant la preuve de la proposition précédente, montrer

2n—1 2 ) 2 t 2” 1 2 , .
que Y i H (W%lt — WQLnt) o H S, converge p.s vers 0. En déduire que

2m—1

t
2 2 2
EO H%t(Wi;ﬁTlt—W%t) njw/o Hsdsp.s.

Exercice 6.2.3. Soit f: Ry — R. On fizet > 0.

1. On suppose que [ est lipschitzienne sur [0,t]. Montrer que

2" —1

li t
i 2 U

)= fltg))? =0,

En déduire que p.s, les trajectoires du mouvement brownien ne sont pas lipschitziennes
(et en particulier C*).

2. On suppose que f est monotone. On note pour s € (0,t), f(s—) = limyy f(u) et
f(s+) = limyy, f(u) Montrer que l'ensemble des discontinuité de f, Discy(f) =
{s € (0,t), f(s—) # f(s+)} est dénombrable, puis que

2" —1 . .
Jm ST < S = 3 (Fls) - fs-))
i=0 s€Discg,1)(f)

Maintenant nous allons définir I'intégrale stochastique d’un processus par rapport a
un mouvement brownien (W;, ¢ > 0). On note (F;,t > 0) la filtration engendrée par le
mouvement brownien. Nous admettrons le résultat suivant.

Théoréme 6.2.4. On se donne un processus (Hy,t > 0) qui est supposé (F;)-adapté et tel
que

t
vt > 0,E [/ Hfds] < o0.
0

Alors, pour tout t > 0, les sommes leio_l H#t(WiQ-k_nlt - WQ%t) convergent dans L?, et on

définit alors lintégrale stochastique f(f H,dW, comme cette limite. L’intégrale stochastique
(fot HdWs, s > 0) est une martingale continue et satisfait la propriété d’isométrie

(/OtI—Isaﬂ/I/'s)2 =K {/OtHfds] .
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La propriété d’isométrie peut “se voir” sur les sommes finies. En effet, on a par linéarité :

2" —1 2" —127—1
E (Z Hit(W';—nlt - Wﬁt)) Z Z [HQ%tHQLnt(Wg—nlt - WQLnt)(W'L,}t - WQLnt)] :

2
=0 7=0

Si i # j, par exemple si ¢ < j, on a en conditionnant par rapport a J; , puisque le pro-
cessus (Hi,t > 0) est (F;)-adapté : E |:H2LntH§%t(Wi2+_nlt — WQ%t)(W%t — Wg%t)|.7:2%t] =
oy H g (Wt =W B [(Waga, = W )IF | = 0. Btpowri = j, B [H2 (Wags, — W 2] =

on

E [HitE [(Wi“t Wi, )2 |]: ; t” = +E [Hit] Par conséquent, il vient que
2n omn

on

2

on_1 2 2ol

E{(S He Wi, -Wo )| =53 E [H%. ] ,
om omn omn 2n QTt

' i=0
et la propriété d’isométrie en découle grace a la convergence L? de la somme vers I'intégrale
stochastique.

De méme, la propriété de martingale se comprend aisément a partir des sommes finies

dans la mesure ou l’'on a pour s < t,

on 1 [272]-1

ZHLM Z HztWZJrlt—WQLnt)_'_Hpn%J(WS_WLZ’E%J).
m m

Le terme de gauche converge vers E [ fot Huqu|]:s} et la somme de droite converge vers
fos H, dw,.

Nous allons désormais vérifier que l'intégrale stochastique est une martingale sur un
cas particulier : celui ou H, = W;. Nous avons E[fot W2ds] = fot sds = t*/2, et I'hy-
pothese d’intégrabilité requise sur le processus (Hy,t > 0) est satisfaite. Par ailleurs, nous
avons : Wi — W = 22 71(Wz+1 WZ ) = Zfial(w%t W)W, + Wy =
2y ! W t(Wi;Tlt — W)+ ZQ _1<Wz+l — WQ%t)Q Ainsi, puisque la variation quadra-
tique du mouvement brownlen converge dans L? (et p.s.) vers t,

2" —1
1
ZO WoaiWany =Wey) = (W7 —t) dans L?,

et donc f(f W, dW, = (W2 — t). 1l s’agit bien d'une (F;)-martingale continue.
Maintenant, observons la relation que nous venons d’établir dans le cas du mouvement

brownien :

t
t >0, Wf:Q/ WodW, + t.
0
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Si le calcul stochastique était un calcul intégral “usuel”, nous aurions du avoir simplement
W2 =2 f(f WsdW,. Ses regles de calculs sont donc différentes. Précisons cela. Pour une
fonction f: R — R de classe C?, on a

FOV) = FWo) + 305 F(Waga) = FW o) = FWo) + 205 F(W e )(Wign, = We ) +
5 Lyt Q%t)<Wi2+T1t — ngnt)Q + Efzalo((Wm - W i ,)?). En passant a la limite
n — 400, la premiere somme converge vers fot ' (Ws)dWs, la seconde vers s fo %
(analogue a l'exercice 6.2.2), et on peut montrer que la derniére converge vers 0. A1ns1,
nous avons la formule d’It6 pour le mouvement brownien :

fWy) = f(Wh) /f s) AW + = /f”

Nous allons maintenant généraliser cette formule pour des processus appelés processus
d’'It6. Un processus (X, t > 0) est appelé processus d’It6 s’il existe deux processus adaptés
(G, t > 0) et (Hy, t > 0) tels que

t t
Vi >0,X; = Xo+ / Gyds + | HdW,. (6.3)
0 0

et Vt > 0, fot |Gslds < oo et fot H2ds < oo p.s. Nous admettrons que sous cette hypothese
plus faible, 'intégrale stochastique fot H,dW, reste bien définie. De méme, nous admettrons
que la variation quadratique d’un processus d’Ito, définie comme la limite de la somme des
accroissements au carré existe, et vaut

t t
X)t:/ Hfd<W>t:/ H}dt.
0 0

Intuivement, cela découle du fait que :
(Xire = Xi* = [Hi(Wipe = W) + Giel® = Hf (Wiye = Wi)? = H ((W)ipe — (W)y),

au premier ordre en €.

Souvent, on utilise la notation plus concise dX; = Gidt + H;,dW; pour désigner le
processus d’It6 (6.3). Cette notation est souvent plus légére pour mener & bien les calculs,
néanmoins elle n’a aucune signification propre et ne doit étre vue que comme une notation
condensée de (6.3).

Nous avons le résultat suivant.

Théoreme 6.2.5. Soient X; = Xo+ fot Gyds + fot H,dW, un processus d’Ito et f: R — R
une fonction C%. Alors f(X;) est un processus d’Ité et satisfait :

f(X)) = f(Xo) /f Gds+/f ) HydW, + = /f” X, )HZds,
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ou de maniére condensée df (X,) = f'(X,)dXy+5 f"(X)d(X),. Lorsque f dépend également
du temps et est continument dérivable en temps, on a

f(taXt) = f(07X0)+/ 8tf($7XS)d$+/ awf(saXS)Gst
0 0
t 1 t ) )
+/0 8xf(s,Xs)Hdes+2/0 02 f (s, X,) H2ds,

ou de fagon concise df (t, Xy) = O, f (t, Xy)dt + 0, f (t, Xy)d X, + 302 f (t, X;)d(X),.

6.3 Equations différentielles stochastiques et EDP

Nous sommes désormais en mesure de définir les équations différentielles stochastiques.
Nous nous plagons sur une espace de probabilité (€2, F,P) muni d’une filtration (F;,¢ > 0)
et de (W;,t > 0), un (F;)-mouvement brownien. Nous admettons le résultat suivant.

Théoreme 6.3.1. Soit Xy une condition initiale Fo-mesurable de carré intégrable. Soient
b: R, xR = Reto: R, xR — R, deuxr fonctions continues telles que il existe
K >0, |b(t,z) = b(t,y)|+|o(t,z) —o(t,y)| < K|z —y| et [b(t,0)|+ |o(t,0)] < K pour tout
t >0,z,y € R. Alors, il existe un unique processus (X, t > 0) (F;)-adapté tel que :

t t
Xt:X0+/ b(s,Xs)der/ (s, X,)dW,, (6.4)
0 0

c’est a dire que tout autre processus (X’t,t > 0) satisfaisant cette équation différentielle
stochastique est tel que P(Vt > 0, X, = X;) = 1 (on dit que X et X sont indistingables).
En outre, les trajectoires de X sont p.s. continues, et on a : VT > 0, E[sup;cpo X2 < o0.

Intuitivement, si I’on se donne une grille de discrétisation sur [0,77], 0 =t§ <} < --- <

— 0 (cette condition est satisfaite pour la grille
n—+o0o

réguliere ¢! = iT'/n), la solution (X, t € [0,7]) de 'EDS (6.4) est la limite en un sens que
nous ne précisons pas lorsque n — 400 des processus continus (X', ¢ € [0,7]) définis par
Xg = XQ et

ty, =T telle que max;—q, . n—1ti — 17

XJt = X 4 b(t7, Xp) (¢ = t7) + o (7, X5) (W, — W) pour t € (47,87, ] (6.5)

D’ailleurs, pour simuler en pratique une EDS, la méthode usuelle consiste a approcher
la solution exacte par X7, et le schéma de discrétisation (6.5) s’appelle schéma d’Euler-
Maruyama.

Donnons deux exemples ou on est capable de résoudre explicitement une EDS. Le
premier est lorsque b(t,x) = p et o(t,z) = o sont des fonctions constantes. Il est alors
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immédiat de voir que = + ut + oW, est la seule solution de 'EDS de condition initiale
Xo = x. Un second exemple plus intéressant est le cas ou b(t,z) = px et o(t,x) = ox.
Grace au théoreme précédent, nous savons que pour x > 0, il existe une unique solution de

t t
Xy=x+ / uXsds + / o X dWs,.
0 0

Alors, grace a la formule d’It6, Y; = In(X;) satisfait

t o2 t
Y; = In(z) +/ (n— E)ds —i—/ odWs,
0 0

et par conséquent Y; = In(x) + (u — "—;)t + oW;. On en déduit alors que :

o2
X; = zexp ((u — ?)t + aWt) .

Il s’agit du mouvement brownien géométrique. Pour ;1 = 0, nous reconnaissons une mar-
tingale exponentielle du mouvement brownien et vérifions a nouveau sur ce cas particulier
qu’une intégrale stochastique est une (JF;)-martingale.

Revenons sur le théoreme d’existence et d’unicité de la solution d’une EDS. Puisque
la solution trajectorielle de (X;,t > 0) est unique, ce résultat nous dit intuitivement que
X, est une fonction mesurable de la condition initiale X, et de la trajectoire brownienne
(W, s € [0,#]). On note X, = F,(Xo, W, s € [0,1]). Ainsi, si X; est une condition initiale
Fo-mesurable de méme loi que X et (Wt, t > 0) un autre mouvement brownien, le processus
X, = F,(Xo,W,, s € [0,]) est la solution de 'EDS de coefficient b et o associée a la
condition initiale X et au mouvement brownien (Wi,s € [0,¢]). Il a méme loi que le
processus (X, ¢t > 0). En effet, si 0 < ¢t; < -+- < t,, et f: R” — R est une fonction
mesurable,

E[f(Xy,,-- . Xt,:)] = E[f(F;, (Xo, Wi, 5 € [q, t1]), ..., Fy, (Xo, Wi, s € [0, tn])g]

= E[f(F}, (Xo, Ws, s € 10,t1]), ..., Fy, (Xo, Ws, s € [0,,])] = E[f(Xy,, ..., Xy,)]- En outre,
puisque Fy est indépendant de (Wi, t > 0), E[f( Xy, ..., X )|Fo] = ©(Xo) ou ¢(x) =
E[f(X{, ..., X[)], X désignant la solution de condition initiale 2 € R.

Nous venons de donner les arguments qui permettent de prouver que 'unicité trajecto-
rielle obtenue au théoreme précédent impliquent I'unicité faible des solutions, c¢’est a dire
I'unicité en loi. Nous résumons ce résultat dans la proposition suivante.

Proposition 6.3.2. Sous les hypothéses du théoréme précédent, si Xo et Xy sont deux
conditions initiales Fo-mesurables de méme loi et (Wi, t > 0) et (Wi, t > 0) deux (Fy)-
mouvements browniens, les processus (Xy,t > 0) et (Xy,t > 0) respectivement solutions
des EDS

t t t t
Xt:XO—l—/ b(s,Xs)ds+/ o(s, X;)dW, et f(t:f(ﬁ/ b(s,Xs)ds+/ o(s, X )dW,
0 0 0 0
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ont méme loi. Leur loi est donc entierement caractérisée par leur loi initiale et plus
précisément, si X{ désigne une solution de condition initiale x € R,

E[f(thv s 7th)‘F0] = 1/}<X0)

ou(x) = E[f(X],..., X7 ).

Nous sommes désormais en mesure de prouver la propriété de Markov pour les solutions

des EDS.

Proposition 6.3.3. On se donne b et o deux coefficients satisfaisant les conditions du
théoréme précédent et (X;,t > 0) la solution de I’EDS (6.4). Alors (X¢,t > 0) satisfait la
propriété de Markov et pour tout T > 0, (X144, t > 0) est la solution de 'EDS issue de Xt
et de coefficients b(T+t,x) et o(T+t, x) associée au mouvement brownien (Wrye—Wrp, t >
0).
Preuve. Pour T'> 0 et t > 0, on a en posant pour s > 0, WI' = Wy, — Wy :
Xryo = Xo+ fi 7b(s, Xy)ds + [ o(s, X,)dW,

XT+fT+t (s, X, ds+fT+t (s, X)dW,
= Xr+ fo (T + s, Xpys)ds + fo o(T + s, X7, ) dWZT. On obtient ainsi que (X7t > 0)
est la solution de 'EDS issue de Xp et de coefficients b(T + t,z) et o(T + t,z) as-
sociée au mouvement brownien (Wr,, — Wy, t > 0). Il est a remarquer que la filtra-
tion de référence pour cette EDS est (Friy,t > 0). Grace a la proposition précédente,
E[f(X7iey, - X, )| Fr] = ©(Xr). Puisque les tribus engendrées par Xr et (Xt €
[0,T7]) sont incluses dans Fr, il vient que

]E[f(XT—i—tla s 7XT+tn)|Xt7 le [07 TH - E[f(XT+t17 s 7XT+tn)|XT]7

ces espérances conditionnelles étant toutes deux égales a ¢ (X7 ). Cela prouve que (X;,t > 0)
satisfait la propriété de Markov. O

Nous allons maintenant établir la formule de Feynman-Kac. On se donne deux coeffi-
cients b et o satisfaisant les conditions du théoreme d’existence et d’unicité de la solution
de 'EDS (6.4). On note (X%*, s > t) la solution de

s>t X =2 +/ b(u, X2*)du +/ o(u, XL\ dW,.
t t
On se donne une fonction f réguliere, un horizon 7' > 0, et on pose
€ [0, 7], v(t,z) = E[f(Xz")].
Grace au résultat d’unicité des EDS, nous avons pour t < u < T,

t Xp*
X7 = X727 ps,
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et donc t t

oft, @) = E[f(X7™)] = E[ELf (X7 ) X)) = Efo(u, X)) (6.6)
Sous des conditions de régularités sur f et sur b et o que nous ne précisons pas, la fonction
v est suffisament dérivable pour lui appliquer la formule d’Ito. 11 vient alors : v(u, X5*) =
o(t,z) + [ Ow(s, XE")ds + [ Opv(s, XE")u(s, XE)ds + [ Opv(s, XE)o (s, X02)dW, +
%ftu D?v(s, Xt*)o?(s, Xb")ds. Par conséquent, pour u = t + 6t avec 6t | 0, il vient :
v(t + 0t, X;%,) =~ v(t, z) + Ou(t, 2)dt + O,v(t, x)u(t, )t + ,v(t, x)o(t, ) (Wis — W) +
$020(t, x)o*(t, x)dt, puis

1
Elo(t + 6t, X;%,)] = v(t, x) + 6t |Opv(t, x) + Opv(t, x)u(t, z) + éaiv(t, x)o?(t, x)

En combinant avec (6.6), il vient que v résout 'EDP suivante :

{atv(t, ) + 0pu(t, 2)u(t, ©) + 1020(t, 2)o*(t,x) = 0, t € (0,T),z € R 67)

o(T,x) = f(x)

Le corollaire 6.1.3 apparait ainsi comme un cas particulier de ce résultat général.
Exercice 6.3.4. Soit r > 0. Montrer que 0(t,z) = Ele "™~ f(X5")] est solution de
I'EDP :

{atw, ) — ri(t, &) + 0,0 (t, ¥)p(t, x) + L0%0(t, x)o2(t,x) = 0, t € (0,T),z € R

o(T,x) = f(x)
et retrouver ’équation (6.2) en spécifiant p et o.

Nous allons maintenant établir un résultat d’unicité de 'EDP (6.7). Plus précisément,
nous allons montrer que si v(t, z) est une solution de (6.7) contintiment dérivable en temps
et deux fois continfiment dérivable en espace, alors v(t, ) = E[f(X%")]. Pour cela, il suffit
d’appliquer la formule d’Tt6 & v(s, X5%) :

s>t v(s, X)) = v(t, ) +/ v (u, X%)dW,,.
t

L’intégrale stochastique étant une martingale, on obtient que E[v(s, X1*)] = v(t,z). En
particulier pour s = T, v(T, X4") = f(X%") et donc v(t,z) = E[f(X5")], ce qui donne le
résultat d’unicité.

Maintenant nous présentons succintement les équations de Kolmogorov en prenant le
point de vue des distributions. Nous supposons pour cela que Xfp’x est une v.a. a densité
p(t,z, T, y) réguliere, ce qui est le cas des lors que Vt, z,0(t,x) > 0y > 0. Par conséquent,
v(t,z) = [ [(y)p(t, 2, T,y)dy, et 'EDP de Feynman-Kac (6.7) peut s’écrire :

1
/ FW)ow(t,z, T,y) + 0up(t,x, T, y)u(t, z) + fﬁp(t z, T,y)o”(t, x)]dy =0
R
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et donc

Oowp(t,x, T,y) + Oup(t,z, T, y)pu(t, ) + 302p(t,x, T, y)o(t,z) =0, t <T,z,y € R
p(T,z,T,y) = 6,(dy) (mesure de Dirac)

(6.8)
on parle d’équation de Kolmogorov “backward”. Donnons les arguments pour établir
I’équation “forward”. Pour une fonction f réguliere a support compact, grace a la formule
AT, f(Xpsr) = FXET) + [ 7 FIXE ), XE%)du + [ 70 f(XE)0 (u, X5%)dW, +
L LT ) o, XY du e (XG4 (X (T, X )0T 4o (T, X57) (W or— W)+
Lo(T, X3") f"(X£%)6T. 11 vient donc

E[f (Xzsr)] — E[f (X7"))
oT

t,x t,x 1 t,x\ gl t,x
= E[f'(Xz" )T, X7°) + 50°(T, X7") " (X7"))
et par conséquent lorsque 07 | O :
[ twonteray = [ | Foua + 540w e 7
1
= [ 56 [T pte o) + G T 0, T

par intégration par parties. On en déduit que p(¢, z, T, y) satisfait I’équation de Kolmogorov
“forward” ou de Fokker-Planck :

Orp(t,x, T,y) + 0y (u(T, y)p(t, x, T, y)) — 505 (0*(T,y)p(t,x, T, y)) =0, t <T,z,y €R
p(t,z,t,y) = d,(dy). (mesure de Dirac)

(6.9)
Dans le cas du mouvement brownien (u(t,z) = 0 et o(t,z) = 1), on a p(t,z,T,y) =
ﬁ exp (—S@fij) et les équations de Kolmogorov forward (6.9) et backward (6.8)

ne sont alors que des réécritures de la proposition 6.1.1.

Pour conclure cette section, nous pouvons dire que nous avons établi un lien entre
les équations différentielles stochastiques et certaines EDP. Nous n’avons présenté ni des
preuves ni des hypotheses rigoureuses pour ces résultats car ceci dépasse le cadre du cours.
Néanmoins, nous avons donné les principales idées qui permettent d’y arriver et nous avons
notamment vu que la formule d’Ito joue un role clef pour établir ces EDP.
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