Méthodes de Monte-Carlo

Examen du mardi 28 janvier 2020

Partie 1 : Une technique de biaisage adapté a des calculs de risques

On s’intéresse a la modélisation d’un cumul de risques petits mais nombreux (on peut penser au risque
d’une compagnie d’assurance automobile ou au risque de défaillance de contrepartie d’'une banque) et au
calcul de la “value at risk™ associée.

Pour cela, on considére m variables aléatoires de Bernouilli (valant 0 ou 1) indépendantes Y = (Y3, ..., Y},)
telles que, pouri = 1,....m,P(Y;=1)=p,=1-P(Y; =0),0 < p; < 1.
Y; = 1 correspond a la réalisation de la perte i. On se donne aussi une famille (eq, . .., e,,) olt chaque e; est

un réel strictement positif représentant la valeur de la perte lorsque le risque 7 se réalise.
On s’intéresse au risque total L, donné par L = [(Y") ol

(y) =e1yp + - + emYm.-

On cherche en particulier a calculer des probabilités du type P(L > ¢) pour des valeurs de cette probabilité
petite, en vue d’évalue une “value at risk”.

1. Montrer que

P(L>c)= >, Ly s e Ipr@—p)

ye{0,1}m

Lorsque m est de I’ordre de quelques milliers est il raisonnable d’espérer calculer explicitement cette
somme (21990 > 10693)?

On va utiliser une méthode de Monte-Carlo pour évaluer cette probabilité. Expliquer comme simuler
la variable aléatoire L a partir de m tirages indépendants et uniformes sur [0, 1].

2. Lorsque la probabilité que ’on cherche a calculer P(L > c¢) est d’ordre 1073, donner I’ordre de
grandeur du nombre de tirages de L qui sont nécessaires pour obtenir une précision relative de I’ ordre
de 50% sur la probabilité.

3. On pose M(t) = E(e"!™)), pour un ¢ > 0. Calculer M (t) explicitement en fonction de ¢, des p; et
des e;.

4. Poury = (y1,...,Ym) 00 y; € {0,1}, i =1,...,m,onnote plaloide Y, p(y) = P(Y = y). On
définit ¢, (y) par,
etxU(y)

Vérifier que ¢; est la loi d’une variable aléatoire et que

Hq 1_qtzlyl

les ¢; ; prenant des valeurs que I’on explicitera.
5. Comment peut on simuler un vecteur aléatoire Y; selon la loi de ¢; ?

6. SiY, suit la loi ¢, vérifier que, pour toute fonction mesurable bornée f de R dans R

1

M—(t)E(@tXl(Y)f(Y))-

E(f(Yy)) =

1



7.

10.

On note v la fonction définie par 1 (t) = E(/(Y;)). Montrer que

- pzez
; pi+ ( Je~ter

En déduire que 1) est une fonction strictement croissante de ¢ et calculer ses limites en 4-c0.

En déduire que, pour tout ¢, 0 < ¢ < Z:’il e;, 1l existe un unique t. entre —oo et +oo tel que
E(1(Y};.)) = c. Vérifier que ¢, est strictement positif lorsque ¢ > > pe; = E(I(Y)).

On va voir dans ce qui suit que I’on peut utiliser cette valeur ¢, pour réduire la variance de la méthode
de Monte-Carlo précédente.

Montrer que, si Y; est un vecteur aléatoire de loi ¢;, on a pour toute fonction f nesurable bornée de R
dans R

B(f(Y)) = M()E (f(v)e™!00).
En déduire que P(Y > ¢) = E (Z;) ou Z, = M(t )1{1( Yy) > )€ —txU(Y1)
Expliquer comment utiliser cette derniere égalité pour construire une nouvelle méthode de Monte-

Carlo. A quelle condition sur Z; cette méthode est-elle préférable a la méthode de Monte-Carlo
classique ?

. On va maintenant expliciter la variance de Z;. Montrer que

E(Zf)zM(t)E( 1y )>C}).

Vérifier que LM (t) = M (t)E(/(Y;)), puis que

d —txI(Y)
ZVar(Z) = M(OE ({B (V) = 1Y)} L) 5 ™).
Lorsque ¢ > Z:L pi€;, en déduire que sur I’intervalle [0, ], 1a variance de Z; est décroissante.

Comment utiliser ce résultat pour proposer une méthode de réduction de variance pour le calcul de
P(L > ¢)?



Partie 2 : Ordre convexe entre deux diffusions via leurs schémas d’Euler

Soit 7" > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (€2, A, P) muni d’une filtration (F3):>o,
on considére un F;-mouvement brownien W, a valeurs R?. On se donne également des coefficients o :
[0, 7] x R® — R™%eth: [0,T] x R® — R" mesurables et qui vérifient

Ve e R", |o(t, )| + |b(t, )] < K(1 + [z])

Lip) IK < oo, Vt € [0, T],
(Lip) 0, ] {vx,yERn, lo(t,x) — o(t,y)| + [b(t,z) — b(t,y)| < K|z —y]

On s’intéresse 4 1'Equation Différentielle Stochastique

{dXt = o(t, X;)dW; + b(t, X,)dt, t € [0,T] "

Xo=2z€R"
1. Quel résultat assure 1’existence d’une unique solution X = (Xt)te[O,T] a (44)?
Soit N € N*, (ty = &L)o<p<ni1 et 7 = [ 2] L Dinstant de cette grille uniforme qui précede ¢ € [0, 7.
2. Ecrire le schéma d’Euler en temps continu (X}V);co7] de pas T//N.

3. Rappeler le résultat de convergence forte de ce schéma.

Pour zo.y € R¥*! on note £ y[x¢.y] la fonction définie par

N N

Enfin, pour k € {0,..., N},onnote X, , = (X3, Xy, ..., Xy, ) et XY = (XN, XY

to:k tor“ 1"

LX),

4. Montrer que supco 7] [Ln[Xion](t) — Xl < subgeiorypi—sj<r/n [ Xs — Xi| et en déduire que
E[supe(o 7y |£n[Xi.n](t) — Xi]] tend vers 0 lorsque N — oo.

5. Montrer que pour Zo.n, Yo: N € RN+1, Supte[o’ﬂ |£N[$O:N](t) — ,CN [yg;N] (t)| = MaXg<k<N |[Ek — yk|
En déduire que E[sup,cjo 7y [Ln[X]) ](t) — X,[] tend vers 0 lorsque N — oc.

6. Conclure que pour toute fonctionnelle ¢ : C([0, 7], R) — R lipschitzienne sur I’espace C([0,7],R)
des fonctions g continues de [0, 7] dans R muni de la norme sup,c (o 7 |9(t)], E[®(Ly[X,] ])] tend
vers E[®(X)] lorsque N — oo.

On se place désormais en dimension et on suppose que le coefficient de dérive b est nul, et que
pour tout t € [0,7], R 5 x — o(¢, z) est convexe et a valeurs dans R ;..

Soit &y : RM! — R une fonction convexe a croissance affine. Pour & € {0,...,N — 1}, et
(zo,u) € RF x R avec zpx = (20,1, ..., Tx), on définit par récurrence descendante Wy, (zo.1, u) =
E[(I)k_,_l(w():k, Tr + U(I/Vtk_,.l - Wtk))] et (bk(l"();k) = \I[k(J:O:ka O‘(tk, :L‘k))

7. Vérifier que pour k € {0,..., N — 1}, E[®p (XN, XN ] = & (X]) ). En déduire que o(2) =
E [Dy(X)Y )]

8. Vérifier que pour z¢., € R¥ et 0 < u <,
Ui (zok,v) = E[Ppi1 (zon, vr + U(Wtk+1 — Wi ) + Vo2 — U2(Wtk+2 — Wi 41))]
et en déduire que si ®;,; est convexe alors

Vrer € RFL V0 < u < v, Up(wog, u) < Ui(zog, v).

3



0.
10.

Vérifier également que la convexité de ®;, entraine celle de Wy.

Montrer que pour tout k& € {0,..., N — 1}, &, est convexe. On pourra comparer Py (azgy + (1 —
a)yor) @ a®p(zor) + (1 — @)Pr(yo.r) avec o € [0,1], ok, yor € RFL.

On note YV le schéma d’Euler de pas % pour I’équation différentielle stochastique

dY; =n(t,Yy)dWs, Yo = zoun:[0,7] x R — R, esttelle que

K < oo, YVt € [0,T], Yz € R, [n(t,2)] < K(1+ |z]) et Vy € R, [n(t,2) —n(t,y)| < K|z —y|.

Partant de ® = P, on définit par récurrence descendante \i/k(x():k, u) = E[®p1(zor, 21 + u(Wy,,, —
Wtk))] et (I)k<x0:k) = ‘Pk(x(]:lﬁ n(tku SCk)) pour ke {OJ v 7N - 1}

11.
12.

13.

14.

Montrer que (i)k+1 < @y entraine @k < U,

On suppose que V(t,x) € [0,T] x R, 0 < n(t,x) < o(t, x). Montrer que pour tout k € {0,..., N —
1}, @ < 4. En déduire que E [0y (V.Y )] <E [@n(X)Y )]

to:n

Soit @ : C([0,7],R) — R une fonctionnelle lipschitzienne et convexe. Montrer que zo.n +>
®(Ly[xo.n]) est convexe. En déduire que E[®(Y)] < E[®(X)]. Que peut-on dire de E[P(X)]
comme fonction de la condition initiale z de ’EDS (44)?

Comment comparer E[®(Y)] a E[®(X)] lorsque V(t,z) € [0,T] x R, n(t,x) > o(t, x)?



Méthodes de Monte-Carlo

Examen du mardi 22 janvier 2019

Partie 1 : Schéma randomisé pour un coefficient de dérive irrégulier en temps

Soit 7" > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (€2, A, P) muni d’une filtration (F3):>0,
on considére un F;-mouvement brownien W, a valeurs R%. On se donne également des coefficients o :
[0, 7] x R® — R™%etb: [0,T] x R — R" mesurables et qui vérifient

Vo € RY, [o(t,2)] + b(t,2)] < K(1+ |z

Lip) dK < oo, Vt € |0, T],
(Lp) 0.7] {vx,y R, [o(t,2) — o(t,y)] + b(t,2) — b{t, )| < K]z — y

On s’intéresse 4 1’Equation Différentielle Stochastique

{dXt = o(t, X,)dW, + b(t, X,)dt, t € [0, T] -
Xo=z9€ R"

1. Quel résultat assure 1’existence d’une unique solution a cette équation?
Soit N € N*, (t = L) o<p<n et 7 = [ §| L I’instant de cette grille uniforme qui précede ¢ € [0, 7.

2. Ecrire le schéma d’Euler sur la grille (tk)o<k<n-

3. Rappeler le résultat de convergence forte de ce schéma.
On suppose désormais (Lip) et

JK <00, Ve € R", VO < s <t <T, |o(t,z) — o(s,z)| < K(1+ |z])Vt — s, (3)

mais on ne fait pas d’hypothese sur la régularité du coefficient de dérive b en la variable temporelle ¢.
On se donne (Uy)o<k<n-—1 une suite de variables aléatoires indépendantes et uniquement distribuées sur
[0, 1] indépendantes de (W;);>0. On pose 7, = tp + %Uk pour k € {0,...,N — 1} et on définit le

schéma d’Euler avec randomisation de la variable temporelle dans la dérive en posant Xév = I puis pour
ke{0,...,N—1},

Xt]ZJrl = Xt]kv -+ O'(tk, XZZ)(Wtk+1 — Wtk) + b(??k, Xg:)(tk_;_l — tk)
4. Quelle est la loi de la suite (7 )o<k<n—1?

5. Montrer que pour k € {0,..., N — 1},
(a)

tht1

) T . . 5 e ;
|2] _E [|th:|2] + B [|U(tlth]Z)|2 +2X N b, XgZ)] + =B [!b(nk, Xi,f)ﬂ :

IV
E|[IX e

(b) puis que

. K(3+2K)T  2K*T* . K(1+2K)T  2K*T?
E [yxg,fﬂ\?} < (1+ N +—=z ) E [|ng|2] + N +

|2} < (1 I K(3+2KJ2KT)T> (1+E “Xt];/ 2])

(c) etenfinque 1 + E [\XN

tkt+1



(d) Conclure que As;gl}\? ke?(’)lé.l“XN} E [\Xﬁ:ﬂ < eK(3+2K+2KT)T(1 + |wo)?) — 1.
Pour k € {0,...,N}, on pose M} = L S0 b(ne, XY) — [" b(s, XY )ds (Convention : MY = 0) et
G = Fi, Vo, 0<{<k—1).

6. (a) Montrer que (M} )reqo,...n} est une G/ -martingale de carré intégrable.

(b) Calculer (M™); pour k € {0,...,N}.
(c) En déduire a I’aide de I’inégalité de Doob que

T T ~ N-1 tea1 5 2
E | max MN2}<4 _/EbS,XN %|ds — E / b(s, XN )ds .
LE{O 77777 P < (N it s~ 3B || [ 006, 5

77777

.....

(b) Montrer que pour tout N € N* et tout ¢ € [0, 77,

E

t
sup \Xu—f(m?] < 2/ AE[o(s, X,) — o (75, X2V *] + tE[|b(s, X,) — b(s, X2)|*]ds
0

u€[0,¢]

(c) Vérifier que

Ello(s, X,) — o(rs, XV < 4K (EHXS X+ (s — 7B+ X))

. C
E[|X, — XN+ = ).
FEI, - X2+ )

(d) Comment majorer E[|b(s, X) — b(s, X)[?]?

() En déduire que supycy. NE [sup,epo | X — X |2] < .

suppose seulement o holdérienne d’ordre o €]0, 1/2] en la variable temporelle ¢ (i.e. \/t — s est
remplacé par (¢ — s)® au membre de droite de (2))?

(g) Pourquoi la randomisation du coefficient de diffusion ne conduit-elle pas au méme ordre de
convergence forte sous I’hypothése (Lip)?



Partie 2 : Réduction de variance vectorielle

Préliminaires. On suppose que (U;, Us) est un couple de variables aléatoires réelles indépendantes de lois
données.

1. Décrire la méthode de Monte-Carlo classique permettant de calculer P(U; < Us,) a I’aide de tirages
indépendants selon la loi de (U, Us) et expliquer comment 1’on peut estimer I’erreur commise a
I’issue de n tirages.

On considere une variable réelle X, de carré intégrable, sur un espace de probabilité (2, A, P) et une
sous-tribu B de A. On pose Y = E(X|B).

2. Montrer que Var(Y') < Var(X).

3. On note X = 1{U1 < Uy} Calculer Y = E(X|U;) a I’aide de la fonction de répartition F, de Us,

supposée explicite. Expliquer comment 1’on peut utiliser ce calcul pour construire un estimateur de
variance réduite de P(U; < U,) n’utilisant que des tirages indépendants selon la loi de U .

Matrice de covariance d’un vecteur conditionné. On considére maintenant un vecteur aléatoire X =
(X1,...,Xy) etune tribu 3. On suppose que les X; sont de carré intégrable et 1’on appelle I'(.X') la matrice
de variance-covariance de X

F(X)Z‘J‘ = COV (XZ, X])

On définit le vecteur Y = (Y7,...,Y}) en posant, pour tout i, 1 <1i < d,Y; = E(X;|B).

4. Montrer que les coordonnées de Y sont de carré intégrable et que pour tout vecteur A € R?

d d
Var (Z >\¢Yi> < Var (Z )\in) .
=1 =1
On note I'(Y') la matrice de variance-covariance de Y. En déduire que I'(Y') < I'(X) ou sens des
matrices définies positives, ce qui signifie, pour tout A\ € R,
AT(Y)AN < A-T(X)A,
oul’onanotéx -y = Zle x;y; le produit scalaire dans R,

La méthode “Delta”. On considere une fonction f de R™ dans R, telle que les dérivées partielles %(9)
existent pour i = 1, ..., d et vérifiant de plus' que

avec |o(h)| < |hle(h) et im0 €(h) = 0.

On suppose que (Z,,,n > 0) est une suite de variables aléatoires de R? convergeant presque siirement
vers @, un vecteur de R, telle que v/n(Z, — ) converge en loi vers un vecteur gaussien de moyenne nulle
et de matrice de variance-covariance I".

ICette hypothese signifie que f est différentiable au point 6, ce qui est plus exigeant que la seule existence des dérivées
partielles en ce point.



5.

6.

Montrer que, sil’on note V f(6) = <88_:£<9)’ 1<i< d).

Vi (f(Z,) = f(0)) =V f(0) - Vn(Zn —0) + Ry,

ot |R,| < |/n(Z,—0)|e(Z, —0), puis, en utilisant le lemme de Slutzky, prouver que R,, tend en loi
vers 0.

En déduire que \/n (f(Z,) — f(6)) tend en loi vers une gaussienne de moyenne nulle et de variance

VI(0)-T V[(0).

Une application. Soit ((X,,,Y,,),n > 1) une suite de couple de variables aléatoires réelles indépendantes
suivant la loi du couple (X,Y). A et B sont deux sous ensemble de R. On cherche a calculer P(X €
A)/P(Y € A) par une méthode de type Monte-Carlo.

7.

8.

10.

11.

12.

13.

Quelle est la limite presque stire du quotient @, = > - | 1 (X, e A} /> v, e B}?

On considere la suite de variables aléatoires de R?

1 1
= (521{&614}’;211{%63})-

Onpose ps =P(X € A)etpg = P(Y € B) et = (pa, pr). Montrer en appliquant le théoreme de
la limite centrale multidimensionnel (voir la question 15 pour un énoncé et une preuve) que \/n(Z, —
6) tend vers un vecteur gaussien centré de matrice de variance covariance I'; que I’on calculera en
fonction de pa, ppetpap = P(X € A)Y € B).

. En déduire, en utilisant la question 6, la convergence en loi de \/n(Q,, — pa/pp) vers une gaussienne

de variance 02 = Ao - ['1 \g, avec \g = (1/pB, —pa/p%).

Comment peut on utiliser en pratique ce résultat pour estimer 1’erreur commise lorsque 1I’on approx-
ime pa/pp par @y, ?

Soit 7" une variable aléatoire, alors, il existe deux fonctions fx et fy telles que E (1 (X € A ‘T) =

fx(T)etE (1 (v e B}‘T> = fy(T). On suppose que fx et fy se calculent explicitement et 1’on
consideére une suite (7,, n > 1) de variables aléatoires indépendantes suivant la loi de 7. Quelle est
la limite presque stire de Q,, = > ., [x(T3)/> 0 fv(T;) ?

Montrer que 1/7.(Q,, — pa/pp) tend vers une gaussienne dont on calculera la variance o2 a I’aide de
Ao et de la matrice de variance-covariance I's du couple (fx(T), fy (T)).

En utilisant le résultat de la question 4, comparer o, et o, et expliquez pourquoi cette deuxieme
méthode est préférable pour calculer p4/pp.

Rappel: Théoreme de la limite centrale multidimensionnel.

Soit (Z,,n > 1) une suite de vecteurs aléatoires de méme loi que Z = (Z',..., Z%). On suppose que
Z est de carré intégrable (i.e. E(|Z|*) < +00), que le vecteur E(Z) = 0 et 1 on note ' la matrice de
variance-covariance du vecteur 2.

14.

15.

Montrer, en utilisant le théoréme de la limite centrale dans R, que pour, tout A de R¢ et pour tout u

réel ,
lim E ( S (WDt Zn)> e~ T ATZN
n——+00

En déduire que les vecteurs —= (21 +---+ Z,) convergent en loi vers un vecteur gaussien centrée

de matrice de variance-covariance I';. Etendre le résultat au cas ot E(Z) # 0.



Méthodes de Monte-Carlo

Examen du mardi 23 janvier 2018

Partie I : Biaisage de loi
Soit X une variable aléatoire réelle telle que pour un ¢y > 0, sit < tg, E (e”X ‘) < +00. On note
M, =E (e"). 4)

1. Vérifier que cette hypothese est vérifiée pour une variable aléatoire X gaussienne centrée réduite avec
to = +o0o. Que vaut alors M; ?

Soit X une variable aléatoire suivant une loi gamma de densité p(\, a, x)

ot >0,A>0etT(a) = [ e 22 'dz. Calculer E(e!¥) pour ¢ < \. Que vaut E(e*¥) ?

Sous I’hypothese (3) on définit, pour ¢ < t;, une mesure p,; par, pour f est une fonction mesurable et

positive .
_ E(e” f(X))
e (f) = VAR

4 est alors une mesure positive de masse totale 1 sur R (autrement dit une loi de probabilité).

2. Soit Y® une variable aléatoire de loi s sous P (On a donc, pour f mesurable et positive
E(f(Y®)) = %{(X))). Montrer que pour 0 < t < to, E(|Y®|) < +oo, puis vérifier que

t — E(Y®) est une fonction différentiable dont la dérivée vaut
d

—E(Y(t)) —

E(e* X?)E(etX) — E(e!* X)?
dt '

E(etX>2

En déduire que t — E(Y () est une fonction croissante.
La loi p; n’est pas toujours facile a simuler. Voici, toutefois, deux cas ol les choses se passent bien.

3. Quelle est la loi de Y® lorsque X suit une loi gaussienne centrée réduite ? Comment simuler Y *)
dans ce cas ?

4. Soit X une variable aléatoire suivant une loi gamma de densité p(\, o, ). Quelle est la loi de y®,
pourt < A\ ?

Comment simuler cette loi lorsque o = 1 et plus généralement lorsque « est un réel arbitraire.

On considere n variables aléatoires indépendantes (X7, . .., X,,) suivant la loi de X. On pose S = X; +
---+ X, et ’on cherche a calculer
0=P(S; >a).

pour une valeur de « telle que 6 est de I’ordre de 1012,

5. Quel est’ordre de grandeur du nombre N de tirages du vecteur (X7, . . ., X,,) nécessaires pour obtenir
un précision relative de 50% sur I’estimation de € par une méthode de Monte-Carlo?

On va (donc) chercher a améliorer la méthode ...



6.

. En déduire que : 0 = P (S\ > a) = M]'E 1{Sy(t) S a}e

Pourt < tyet Y ") une variable aléatoire de loi 1, sous P, vérifier que pour toute fonction ¢ mesurable,
positive E (g(X)) = M;E (e‘tymg(Y“))).

. Pour un t < t;, on considére n variables aléatoires (Yl(t), o ,Yn(t)) indépendantes suivant la loi 1,

sous une probabilité P. On note S “ = Yl(t) + -+ YY), Montrer que pour toute fonction £ de la
forme fi(x1) X -+ x f,(x,) ot les f; sont mesurables et bornées de R dans R

(t)
E (F(X1,...,X,)) = M'E (qu)’m’y(t))e-tsg ) '

n

On admettra que cette égalité se généralise a toute fonction F'(z1,. .., x,) mesurable bornée de R"
dans R.

—tsy®

. Lo _1gY® -
On note Z, la variable aléatoire Z;, = 1 M™(t)e 152" Comment utiliser Z; pour mettre

S;/(t)
en ceuvre une méthode de Monte-Carlo, permettant de calculer 6, possiblement plus efficace ? Quel

critere doit-on utiliser pour choisir ¢ de fagon optimale pour cette méthode ?

On suppose dans la suite que’ E(X) < a/n et que® a/n < E(Y ),

0.

10.

11.

12.

13.

Vérifier que Var(Z;) < (M]'e~**)? — 6. En minimisant la partie de droite de I’inégalité précédente,
montrer qu’un choix raisonnable pour ¢ est donné par la solution unique ¢. dans I’intervalle |0, ¢o[ de
I’équation
tX
E(y(t)) = M _a
E(et¥) n

Montrer que, pour tout ¢ < to, Var(Z;) = E (1{SX > a}Mt"e_tSff> — 02, et que Var(Z;) admet
une dérivée donnée par

d n _1§X
EVar(Zt) =M"E {1{&;1( > a}e £S5 [nE(Y(t)) — 5% } .

En déduire que <Var(Z,) < 0 pour 0 < t < t. ol t. est la solution unique de E(Y (<)) = a/n.
As t’on intérét a utiliser des valeurs de ¢ < {. pour mettre en ceuvre la méthode de Monte-Carlo
proposée?

Montrer que le résultat de la question précédente reste vrai si I’on remplace 1 gX > ) par H(SX)
n =

ol H est une fonction qui s’annule sur I’ensemble {z < a} (exemple: H(z) = (x — a)4).

En supposant que E(Y ") se calcule explicitement et sans chercher a en prouver la convergence,
proposer un algorithme stochastique permettant de résoudre I’équation d’Euler pour la minimisation
de la variance, c’est a dire:

X

E{1,.x Me "% [nE(Y®) — 857§ = 0.
[5% > g} M [RE(Y") - 57

ZHypothese naturelle lorsque 6 est supposé petit.
3Ceci est vrai lorsque, E(Y(t")) = +00, hypothese vérifiée pour les deux exemples précédents.
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Partie II : Comparaison des variances asymptotiques dans le théoreme ergodique
pour les chaines de Markov

Sur I’espace d’état £ muni de la tribu £, on se donne une mesure de probabilité 7.

1. On suppose dans cette question que Py et P; sont deux noyaux markoviens sur (£, £) qui laissent 7
invariante et que
VAE(S', \V/I¢A, Po(I,A)ZP1($,A) (5)

Soit g : E — R mesurable et telle que 7(g?) < oo.
(a) Pouri € {0, 1}, montrer que 7(FP;|g|) < /7m(g?) et en déduire que 7 (dz) p.p., Pig(x) est bien

défini. Montrer que 7(dz) p.p., (Pig(x))* < Pig*(x) et en déduire a I’aide de I’inégalité de
Cauchy-Schwarz que 7(|g(P,g)|) < 7(g?). Conclure que 7(|g(Pog — P1g)|) < oc.

Soit P(x,dy) = 0.(dy) + Py(z,dy) — Pi(x,dy).

(b) Montrer que pour tout z € E ettout A € &£, P(z, A) > 0 et en déduire que P est un noyau
markovien sur (F, £).

(c) Vérifier que 7 est invariante par P. En déduire que

[ #@rtn) =5 [ (@) + g )m(dn) Pl dy).
E EXE
(d) Remarquer que 7(g(Prg — Pog)) = [,z 9(®)g(y)m(dz)(6,(dy) — P(z,dy)) et en déduire que
w(o(Pig—Pog)) = 3 | (9le) = glu)*r(do)Pla.dy).
Conclure que
Vg : E — R mesurable et t.q. 7(¢g*) < oo, m(g(Prg — Pog)) > 0. (6)
2. On suppose que 7(dz) = % ol A est une mesure de référence sur (£, ) et n une fonc-

tion mesurable de E dans R, telle que [, n(x)\(dx) €]0,00[. Soit ¢ : E x E — R, une fonc-
tion mesurable telle que Vo € E, [, q(z,y)A(dy) = 1 et on sait simuler suivant la probabilité
q(x,y)A(dy). On pose

H@szdﬁwﬂ%wM@0+(é (1—M%6M@JMM@)%MM

\{=z}
o (., y) = {a (%) sin(z)q(z,y) >0 |
1sin(z)q(z,y) =0
pour une fonction a : R, — [0, 1] mesurable vérifiant a(0) = 0 et Vu > 0, a(u) = ua(l/u).
(a) Quel est le choix de Metropolis-Hastings pour la fonction a?

On note ag(z,y) et Py(x,dy) la probabilité d’acceptation de la proposition et le noyau markovien
obtenus pour ce choix.

(b) Verifier que pour v > 0, a(u) < min(1,u) et en déduire que pour tous z,y € E, a(z,y) <
ap(z,y). Conclure que (4) est vérifiée.
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3. On suppose maintenant que 7 est réversible pour les noyaux P, et P; qui vérifient (5). Pour ¢ € [0, 1],
onnote P, =tP, + (1 —t)F.

(a) Montrer que 7 est réversible pour le noyau F;. En déduire que pour ¢g,h : £ — R mesurables
et telles que (g + h?) < oo, w(g(P;h)) = m(h(Pg)).

Soit f : E — R mesurable. On suppose qu’il existe une unique fonction F; : £ — R telle que
m(F?) < oo et w(F;) = 0 solution de I’équation de Poisson

Ft—PtFt:f—W(f) (7

et que la variance asymptotique de 1’estimateur ergodlque LI é f(X}) de 7(f) reposant sur la
chaine de Markov (X} )ren de noyau de transition P est o} ( f) = w(F?) — 7((P,F;)?*). On suppose
également que F; est dérivable par rapport a ¢ et que tous les échanges de dérivées avec des intégrales
sont justifiés dans ce qui suit®.

(b) Vérifier que F}? 2(PtFt) =(f—7n(f)2F, — f+n(f)).
En déduire que % ( ) = on ((f = 7(f)%Lt) = 27 (F; (4 — paft)).
(c¢) En dérivant (6), Verlﬁer que < dF - Pt i — pF, — PyF,.

(d) Conclure que da‘ ) > 0 puis que 02(f) > 02(f).

4Une condition suffisante est

3V : E — Ry mesurable t.q. sup 1|f(x&|() <ooetdK € Ry, Iy €)0,1], Va € E, BV V PiV(z) <AV(z)+ K,
zeE 1+ z

IR > (R 4[\(5)27 Ja €]0,1], Yo,y t.q. V(z) + V(y) < R, (Po(z,.) A Poly,.)(E)) A (Pi(z,.) A Pi(y, . )(E)) > a.

12



Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 24 janvier 2017 8h30-11h30

Partie I : Annulation du biais d’une suite d’estimateur

On se donne une variable aléatoire Y a valeurs dans R de carré intégrable.

1. On suppose, tout d’abord, que I’on sait simuler exactement la variable aléatoire Y. Pour un € réel
positif, montrer que le nombre N (€) de tirages aléatoires de Y indépendants permettant d’obtenir
(avec une grande probabilité) une approximation de E(Y") avec une erreur d’environ € croit comme
Cte/e.

On suppose maintenant que 1’on ne sait pas simuler exactement Y mais seulement qu’il existe une suite de
variables aléatoires de carré intégrable (Y,,,n > 0) facilement simulables® telles que
nEIEOOE (Y, -Y)%) =o. (8)
2. Montrer que le biais b, = E(Y) — E(Y,,) tend vers 0 lorsque n tend vers +oco. Vérifier que
lim, 4o E((Y,, — Y)Y) = 0. En déduire que lim,,, . E(Y;?) = E(Y?) et en conclure que
lim,, o, Var(Y;,) = Var(Y").

3. On se place dans un cas ol I’on a une estimation a priori du bias du type |b,| < n%, avec a > 0. On
choisit un 7 > 0 et le nombre de tirage N, (Y, ..., Y,), selon la loi de Y,. On approxime E(Y") par
Yy = % sz\il Y;’. Montrer que, pour N grand, avec une probabilité proche de 1, on a

- C K
YN —E(Y)| < R(n,N) = — +2——.

ne VN

4. On prend comme mesure de 'erreur R(n, N) et I’on suppose que le cotit de N tirages selon la loi
de Y,, est donné par Coiit(n, N) = CynN. On s’impose une contrainte sur le colt total du calcul
Ciotal- On s’intéresse a I’erreur minimale R(n, N) que 1’on peut obtenir sous la contrainte de cofit
Colit(n, N) = Ciotal, définie par :

Error(Ciotal) = min R(n,N)
n,N,COSt(n,N)=Ciotal

Montrer que Error(Cioa) = Cte x C, 9" . En déduire que le colit minimal nécessaire pour obtenir
I A _2a+l 2 . .
une précision e croit comme Cte X €~ « . En comparant avec le résultat de la question 1, expliquer

en quoi la présence du biais dégrade la performance de 1’algorithme de simulation.

Comment se débarasser du biais ? Nous allons voir que I’on peut construire, a partir de la suite (Y,,,n >
0) une variable aléatoire simulable et sans biais Y (c’est-a-dire telle que E() = E(Y)) au prix toutefois
d’une augmentation de la variance.
On considere, pour cela, une variable aléatoire 7 a valeurs dans N* indépendant de la suite (Y,,,n > 0)
dont la loi est donnée par

P(r =n) = p,, avec p, > 0 pour tout n > 1. 9)

Onnote AY,, =Y, — Y, _1, pour n > 1 (lorsque n = 1, on pose Yy = 0). On définit Y par

Y =

AY, AY,
=2

1 .
Pr po AT =N}

n>1

3C’est le cas lorsque 1I’on discrétise une équation différentielle stochastique.
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5. Montrer que, sous I’hypothese (8), E(|Y|) > n>1 E(JAY,[). En déduire que lorsque E(Y|) <
+oo,onaE(Y|Y,,n>1) =Y etE(Y) = E(Y).

6. Donner un exemple de suite déterministe (AY,,n > 1) ou Y = }_ .~ AY, converge mais o
E(|Y|) = 400, pour tout choix de p vérifiant I’hypothése (8).

7. Montrer que I’on a

E(f/2) _ Z E ((AYH)2>7

1 Pn
et que lorsque E(Y?) < 400, Var(Y) > Var(Y).

8. On cherche a approximer E(Y) ou Y = f(Xr)etY, = f(X; (”)) ol X une solution d’une EDS
et X™ son approximation par un schéma d’Euler de pas h, = 1/2". Montrer (en supposant les

2
coefficients de ’EDS et f aussi réguliers que souhaité) que E (‘ f (X;n)) — f (XT)’ ) < Cp™, p
étant un réel positif inférieur a 1 que I’on précisera. En déduire que E((AY,,)?) < 4Cp".

Par ailleurs le colt d’une simulation de Y, est donné par Cte x 2". Montrer que, si I’on néglige le
temps de simulation de 7, le coit moyen d’une simulation de Y est proportionnel a > ., p,2".

9. On suppose que, comme dans I’exemple précédent, E ((AY,,)?) < Cp", avec p < 1 et que le coit
d’une simulation de Y,, est donné par par ca™ avec o > 1.

On suppose enfin que la loi de 7 est une loi géométrique’® de paramétre ¢ avec 0 < ¢ < 1 (on note

¢ =1 — q). Vérifier que, si ¢ > p, E((Y)?) < +oo et que :

C /
Sdd -0

Par ailleurs, montrer que le colit moyen d’une simulation de 37, C’moy = E(ca"), est fini lorsque

aq’ < letqu’il alors égal a caq/(1 — aq’).

En supposant’ que la performance de la simulation est mesurée par le produit E(Cmoy) % E((Y)?)
montrer que 1’on doit avoir par < 1 pour espérer obtenir une méthode efficace et que, dans ce cas, le

meilleur choix de ¢’ est ¢ = \/p/ .

Partie II : Théoreme de Wong-Zakai

Sur I’espace de probabilité (2, F, P), on se donne un mouvement brownien (1;);> de dimension d. Pour
un horizon 7' €]0, +o0[ et un nombre N € N* de pas, on considére la grille uniforme (¢, = %)ogkg N.
Pour discrétiser la solution de I’EDS

dXt = U(Xt)th ‘l— b(Xt)dt, XQ = X9 (10)

oitzy € R", 0 : R® - R etbh : R" — R" sont supposées lipschitziennes, on peut étre tenté
d’approcher la trajectoire brownienne par interpolation linéaire sur chaque intervalle [¢y, ¢4, 1] en posant

N tet1 23
M/t M/tk + —_

=~ (t — tx) puis de résoudre

dX) = o(X) AW + b(XV)dt, X = wo. (11)

bi.e. pour toutn > 1, p,, = q(1 — ¢)™.
"Voir, pour des éléments de justification, Glynn P.W., Whit W., 1992, The asymptotic efficiency of simulation estimators, Oper.
Res. 40(3):505-520.
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1. Vérifier que pour tout & € {0,..., N—1}, (X}¥)ieps, 1, ., Satisfait une équation différentielle ordinaire
et en déduire que (10) admet une unique solution.

On se place d’abord en dimension n = d = 1.

2. On suppose en outre que o : R — R est C* et b = 0 et on pose ¢(z) = fx %.

Ty O
(a) Vérifier que pour tout k& € {0,..., N}, o(X/) = W, et en déduire que X7’ ne dépend pas de
N. On note Y7 cette valeur.

(b) Dans le cas o(z) = z, calculer ¢ et vérifier que Y # Xp. En déduire que le procédé
d’approximation ne converge pas vers la solution de (9).

(c) Calculer (¢~') et (¢~!)". En déduire que (Y; = ¢~ (W}))ieo,r] est solution de 'EDS dY; =
o(Y)dW, + 300’ (Yy)dt, Yo = .
3. On suppose que le processus d’Itd (Y} );c(0,77 est solution de I’EDS au sens de Stratonovitch

dY, = o(Y;) o dW; + b(Y)dt, Yy = o (12)

ou, pour un processus d’It6 (H,)cjo,r) et t € [0, 7], on définit I’intégrale de Stratonovitch f(f H,odW,

. vy, s N—1 H: +Hy .
comme la limite en probabilité lorsque n — oo de ), —5—= (W, nr — Wy, ). La fonction

o : R — R est supposée C? avec oo lipschitzienne.

(a) Quelle est la limite en probabilité de Z]k\;? Hy, (Wi iae — Wiae)? En déduire que fot H, o
AW, = [' HdW, + L(H, W),

(b) En déduire la partie intégrale d’1td par rapport a dW; de la décomposition de o(Y;) comme
processus d’It6 puis d(o(X), W);.

(c) Conclure que (Y})icpo,7 est solution de I'EDS au sens d’Itd

/

‘720 ) (Y,)dt, Yo = xo. (13)

dY; = o(Y,)dW, + (b+

4. On suppose que o est C? avec o, o’ et o” bornées et que b est C'* avec b et b’ bornées. L objectif de
cette question est de montrer que sous cette hypothese

(14)

=is!

3C < 00, YN € N*, max E[|X) -V, [’] <
0<k<N

(a) Ecrire le schéma d’Euler (thf Jo<k<n appliqué a (12) et préciser son erreur forte.

(b) Vérifier que pour ¢ € [ty, tys1]s dXN = f(XN)dt avec fr(z) = o(a) 2" 4 p(g).

tp+1—tk

(c) En déduire que pour r € [t, tri1],
oo’ (XN) = o0’ (X)) + /fkaa Y (XMYdu
et que pour ¢ € [ty, tgi1],

X = XN 1 fX)(E - 1) / /kafé(XiV)drdS-

15



(d) Conclure que pour & € {0,..., N — 1},

tet1 2

avee RN, = T (XN ) (Wi, — Wi)? = (s — 1) et

T
Xy = XN+ o(X) Wy, — W) + (b + —) (X)) + By + R

toon Wi — W,
B3 = [ =) (P o) 0+ (XD )
tr k+1 k

+ / kL (tk+1 - u) (Wtk+1 B Wtk)2 <Wfk+1 B Wtk
th 2(tpg1 — ti)?

u

Pt (oo’ Y (XN) + b(aa’>'<xN>) du

(e) Que valent E [(I/Vtk+1 — Wtk)Q} ,E [(VVtk+1 — Wtk)4i| et E [(Wtkﬂ — Wtk)6] ?
(f) Que vaut E[RAELR,CH] pour j < k? En déduire que V¢ € {0,..., N — 1},

((+0)71% _ |jod'||2T?
KZRM)}SHU(I/HE‘) oNZ = N

(g) Vérifier que pour k € {0, .. —1}LE {( k+1)2:| est majoré par

4
> N3 o N4 > 3N 3N3
(h) En déduire I’existence d’une constante C'r < oo telle que
¢

2
C
* N,1 N2 R
VN € N*, V(€ {0,...,N — 1}, EK;:Oj(RkHJrRkH)) } <5

lbo” + ot'|[3 4 166 1% 5 + llo (oo’ |I3 4 Ib(oe”)'II3

°°3N4

On pose e(t) = 3" B (X5 = Vi) () + B (XY = Y2 Lory etb = b+ 25
(i) Montrer que pour ¢ € {1,..., N},

~ ~ 3C
N N N R
E[(x) - )] ZE[ (X)) = o (V)2 + T = b)) + 5
(i) En déduire que Vt € [0,71, e(t) < 32 + 3(||0"||%, + T0')1%) fo s)ds puis que

?)C 7|12 /1|12
N2] < SCR 3o/ +TIH 2T
max B[1X, -~ V1] < =5

(k) Conclure que (13) est vraie.

On se place désormais en dimension quelconque et on suppose toujours o bornée ainsi que ses dérivées

jusqu’a l'ordre 2 et b : R® — R™ C'! bornée ainsi que ses dérivées d’ordre 1. Pour j € {1,...,d} et
r = (z1,...,7,) € R", onnote o;(z) la j-eme colonne de la matrice o(x) et do;(x) la matrice dont le
terme d’indices ¢,/ € {1,...,n} vaut (0o;(x)); = a"%ﬁ.

5. Donner la forme It6 de I’EDS (11).

6. Vérifier que pour j,m € {1,...,d} avec j # m, et (H, )o<k<n—1 une suite de variables aléatoires
bornées par une constante C' et adaptée a la filtration du mouvement brownien (W;);>o, pour tout

] 2 272
te {O’ o NV = 1}’ E |:<Z£O(Htk (Wt]k+1 - Wtjk)(WtT_,_l WtT)) :| < (—€+1]3/€ L .

7. En déduire comment montrer que (13) reste vraie.

16



Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 26 janvier 2016 8h30-11h30

Partie 1 : Une méthode de Monte-Carlo adaptative

On considere une fonction f, mesurable et bornée, de R? dans R et X une variable aléatoire a valeur dans
RP.

On s’intéresse a un cas ol 1’on sait représenter E (f (X)) sous la forme

E(f(X)) =EH(f;AU)), (15)

ou A € R", U est une variable aléatoire a valeur dans [0, 1]d suivant une loi uniforme et ou, pour tout
A € R™, H(f; A\, U) est une variable aléatoire de carré intégrable qui prend des valeurs réelles. La question 2
montrer que cela est généralement possible.

Le but de ce probleme est de montrer que 1’on peut, dans ce cas, faire varier A au cours des tirages tout en
conservant les propriétés de convergence d’un algorithme de type Monte-Carlo.

1. On note ¢ la fonction de répartition d’une gaussienne centrée réduite et ¢~* son inverse. On suppose
que X est une variable aléatoire réelle de loi gaussienne centrée réduite.

Montrer que, si A € R, H définie par :

H(f;\U) =e"% [(G+ 1), ot G=¢ (V)
permet de satisfaire la condition (14).

2. Soit X une variable aléatoire a valeur dans R”, de loi arbitraire, que 1’on peut obtenir par une
méthode de simulation: cela signifie qu’il existe une fonction v de [0,1]¢ dans R? telle que, si
U = (Uy,...,Uy) suit une loi uniforme sur [0, 1]%, 1a loi de 1 (U) est identique a celle de X .
On pose, pour i = 1,...,d, G; = ¢ }(U;) et ’'on considere A = (A\y,...,\s) € R Proposer &
partir de (G; + Ay, ..., G4+ Ag) un choix de variable aléatoire H(f; A\, U) qui permet de satisfaire
I’égalité (14).

3. On considére une suite (U, n > 1) de variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées
sur [0, 1]%. Onnote F,, = o (U*,1 < k < n).

Soit A un vecteur fixé, comment peut on utiliser H(f;\,U) pour estimer E (f(X)) ? Comment
peut-on estimer I’erreur commise sur cette estimation ?

Quel est le critere pertinent pour choisir A ?

On suppose que A n’est plus constant mais évolue au fils du temps et est donné par une suite (\,,n > 0) de
variables aléatoires J,,-mesurable (\q est supposée constante). On suppose que

pour tout A € R?, s*(\) = Var(H(f; \,U)) < +oo,

et s2()\) est une fonction continue de R? dans R. (16)

4. On pose

i
L

M, = [H(f§>\i,Ui+1) _E(f(X))]-

i

Il
o

Montrer que, si H est uniformément bornée®, (M,,n > 0) est une JF,-martingale dont le crochet

(M), s’exprime sous la forme (M) =>""/s

i)-
<K <4+

8i.e., il existe K réel positif tel que pour tout A et u, | H (f; \, u)|
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5. Plus généralement montrer que, sous I’hypothése (15), (M,,,n > 0) est une martingale localement
dans L? de crochet toujours donné par (M) = Z?:_Ol s2(\;) (on pourra utiliser la famille de temps
d’arrét 74 = inf {n >0, |\,| > A} et vérifier que (M;n,,,n > 0) est une martingale bornée dans

L?).
6. En utilisant la loi forte de grand nombre pour les martingales localement dans L?, montrer que si

n—1 92/y
lim M =c, (17)

n—-4oo n
ou ¢ est une constante strictement positive, alors

n

=
nl_l)lgloo - ;H(f; Aiy Ui1) = E(f(X)).

Interpréter ce résultat en terme de méthode de Monte-Carlo. Vérifier que, si \,, converge presque

stirement vers \* tel que s*(\*) > 0, le résultat de cette question est vrai.

7. Quelle hypothese faudrait-t’il ajouter a (16) pour obtenir un théoréme central limite dans la méthode
précédente (ne pas chercher a la vérifier) ? Enoncer le résultat que 1’on obtiendrait alors.

Partie 2 : Schéma d’Euler avec acceptation de Metropolis-Hastings

Sur I’espace de probabilité (€2, 7, P), on se donne un mouvement brownien (W;);>o de dimension n et
un vecteur aléatoire X a valeurs dans R" indépendants. Ce probleme est consacré a la simulation de
I’Equation Différentielle Stochastique

t
Xt = Xo + Wt - / VV(XS>dS
0

ou V : R" — R une fonction réguliere telle que fRn e~2V(@)dgz = 1. On suppose en particulier que V est
C? et que VV et V2V sont lipschitziennes et bornées.

Dans la seconde partie, on montrera que si X, posséde la densité e=2V(® par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R, alors pour tout ¢ > 0, X, posséde également la densité e~2"(®). La premiére partie
est consacrée a I’analyse de la convergence forte du schéma d’Euler ol, a chaque pas, la nouvelle position
est acceptée ou rejetée suivant la regle de Metropolis-Hastings, ce qui permet d’obtenir une dynamique qui

préserve la densité invariante e =2V (),

Schéma d’Euler On suppose que X, = xg out 7y € R™ est déterministe.

1. Ecrire le schéma d’Euler (Xy, )o<p<n sur la grille (t;, = £L)o_;x ot T €]0, +o0[ est I'horizon de
simulation et N € N* le nombre de pas de temps.

2. Quelle est la vitesse forte de ce schéma pour ’EDS considérée?
3. Quelle est la loi de th ? Donner sa densité que 1’on notera 1 — ¢(zo, 1).

4. Exprimer a I’aide de
1 1
B(l’o, 513'1) = 2V($0) + g’%l — Xy + VV(QZ'())IHF — 2V(£IZ’1) — g|l‘0 — X+ VV(l'l)tl‘z
1 1

le taux d’acceptation a(zy, x1) de 1’algorithme de Metropolis-Hastings avec noyau de proposition de

densité q(z¢, z,) et densité cible e=2V'(),
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5. Montrer que
3C < 00, VN € N*, Va4 € R", E(|X,, — z0|°) < CN7°/2,

6. Remarquer que z — |VV (z)|?

2V (z0) — 2V (x1) + (21 — 20) (VV (20) + VV (1))
_ %/0 (1= w)(er —w0)' (V2V (a1 (1 — 7))

V2V (20 + %(:)31 _ a:o))) (21 — @0)du,

est Lipschitzienne, vérifier que

et en déduire que
3C < 00, VN € N*, Vao, 21 € R, |B(z0, 21)| < C(|2y — 20)* + |21 — 20| /N).

En remarquant que Vz € R, (1 — ¢*)" < max(—=z,0) < |z|, conclure que

3C < 00, VN € N*, Vg, 71 € R", 1 — a(zg, 21) < C(|o1 — 20| + |21 — 20| /N).

7. Si U est variable uniforme sur [0,1] indépendante de (W)= et X;, = ol {Usa(zo,Xi)} T+
X L{r<a(wo, X,,)}» MoNtrer que

3C < 00, YN € N*, Yz € R", E (y)‘(tl — Xt1|2) < CN92,

8. Soit maintenant Y;, = yo + Wi, — VV (yo)t1 ot yop € R". On pose
f(zo,90) = E <|Xt1 — Y}1|2> .
En décomposant sur les événements {U < a(zg, X;,)} et {U > a(zg, Xy, )}, montrer que
X, — VP < (1+ Lvsaoge )Xo = Yu [ + 21X, — X, 2
et en déduire que

3C < 00, VN € N*, Vzo,50 € R”, f(20,50) < (1+C/N)|zg — yo|> + CN 2,

On introduit le schéma d’Euler avec acceptation de Metropolis-Hastings défini par Xy = 0 et la relation
de récurrence

Vk € {0, o, N — 1}7 {)ft’ﬂrl - ‘)ftk + Wtk+1 - Wtk - VV(:th)tl

Xior = XLy satky %, 0 T Xten Lo <atxey %008

ou (U)1<k<n est une suite indépendante de (1;);>( de variables aléatoires indépendantes et uniformes sur
[0, 1]. L’intérét de 1’acceptation de Metropolis-Hastings est d’assurer que la densité e =2V (®) est invariante.

9. Montrer que pour k € {0,...,N — 1}, E <|th+1 - th+1|2> =E <f(f(tk, th>> et en déduire que

k—1
Vke{l,...,N}, E (yf(tk - thﬁ) <CNY (14 C/NY.
j=0
Conclure que R
3C < o0, VN eN*, sup E(X, — X, [*) <CN32



Densité invariante de ’EDS

10. Que peut-on dire de (Z, = X, — Xo)scpy sous la probabilitt Q de densité & =

elo VV(Xa)-dWs—3 [5 |VV(Xs)Pds par rapport a P?

11. Pour ¢ : R" X R™ — R mesurable bornée, vérifier que
E(p(Xo, X)) = E° (so(Xo, Xo + Z,)e~ o VV(XotZo)-dz.—5 ] |VV<X0+ZS>|2ds>
et en déduire que

B(p(Xo, X)) = B (p(Xo, X + Wy)e! 050V Cuth 5 [AV-TV Ko 102)ds)

12. Soit (B;)sco,4 un mouvement brownien indépendant de (WW;),>o et de Xy. Pour 0 < r < s < ¢,
calculer Cov(B, — % (By — W), By — $(B; — W,)). En déduire que (5, = B, — (B — W;))sejoq est
un mouvement brownien indépendant de X, tel que 3; = W, puis que

E(p(Xo, X:)) = E (¢(Xo, Xo + W;)eV (Xo)=VXotWoy, (X, Xo + W;))

ou Yy(z,y) = E (6%fOt(AV_‘VVF)(t;S$+%y+Bs—%Bt)ds).

On supose désormais que X, possede la densité e=2V (),

13. Montrer que

n V() =V () 2=l
E(p(Xo, X;)) = (2rt) /2/ oz, y)e”V@-VE) = Uy, y)dady.

R”"»xR"™

14. En remarquant que (B)e(o, @ méme loi que (B;_s — By)seo,y, Vérifier que (Bs — $5;)sef0,4 @ méme
loi que (B;_s — tiTth)se[O,t]- Conclure que ¥y (z,y) = 4 (y, ).

15. En déduire que E(¢(Xo, X;)) = E(p(X;, X)) et conclure que X, posséde la densité e 2" (@),
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 3 février 2015 8h30-11h30

Partie 1 : Méthode de biaisage d’un tirage uniforme par une loi 3

Le cas de la dimension 1. On note U une variable aléatoire de loi uniforme sur I’intervalle [0,1]. On
considere la famille de loi 5(a, 1) dont la densité est donnée, pour a > 0, par :

au Mgy e o, 1))

On note V,, une variable aléatoire de de loi 5(a, 1).

1.

Proposer une méthode de simulation selon la loi 5(a,1). Pour g une fonction bornée, comment
peut-on estimer E (¢g(V;)) a I’aide d’une méthode de Monte-Carlo ? Comment obtenir un ordre de
grandeur de I’erreur dans cette méthode ?

. Vérifier que, si f est une fonction de R dans R telle que E(| f(U)|) < +oo, pour tout a > 0 :

B(fw) -5 (252,

CLV;LG_I

Comment utiliser cette relation pour calculer E (f(U)) a I’aide d’une méthode de Monte-Carlo ?
Quelle fonction de a doit on alors minimiser pour obtenir une méthode optimale ?

. On suppose que f est bornée. Montrer que, pour tout 0 < a < 2:

ot =var (202) —p (LD — w0y

. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que, si P(f(U) # 0) > 0, lim,_,q+ 02 = +o00. Puis que, si f

est continue en 0 avec f(0) # 0, lim,_,»- 02 = +00.

On supposera, dans la suite, que f est bornée, continue en 0 avec f(0) # 0 (ce qui implique que

P(f(U) # 0) > 0).

. Montrez que, pour 0 < a < 2, 02 admet des dérivées d’ordre 1 et 2 par rapport a a qui s’écrivent sous

la forme : ) )
do? d°o;

da E (f*(U)gi(a,U)) et 2 E (f*(U)g2(a, 1)),

g1 et go étant des fonctions de R** x [0, 1] dans R que I’on calculera.

. En déduire que o2 est une fonction convexe sur I'intervalle ]0, 2[ qui atteint son minimum au point @

solution unique de I’équation ¢(a) = 0 ou

o = (L2 a-au).

CLQU@ 1

. Soit (U,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1].

On définit ¥, (a), pour a > 0, par

Z Lo (1= alta(t)

Vérifier que, pour a €]0, 2], 1,,(a) converge presque slirement vers ¢(a) lorsque n tends vers +oc.
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8. On pose 7 = inf{k > 0,|f(Uy)| > 0}. Vérifier que P(7 < 4+00) = 1. Montrer que, pour n > 7,
Y (a) est une fonction continue et croissante de a vérifiant ¢,,(07) = —oo et 1, (+00) = +o0. En
déduire qu’il existe une unique a,, > 0 tel que v, (a,,) = 0. Proposer un algorithme permettant de
calculer a,, et puis (sans preuve) une méthode d’approximation de a.

Partie 2 : Estimateur parametrix du prix d’une option vanille

Ce probleme est consacré a I’estimateur parametrix du prix E[f(Xg)] d’une option vanille de maturité S
déterministe, de fonction de payoff f : R — R, C* a dérivées a croissance polynomiale, portant sur le
sous-jacent (X;);<g dont I’évolution temporelle est donnée par I’EDS

{dx;::acxodﬂé%—M)Qﬁﬁ (18)

Xo =9

ol (W})>0 est un mouvement brownien standard de dimension 1, o,b : R — R sont des fonctions C* a

dérivées bornées et inf,cgr o(z) > 0. On pose |a(z) = o*(z) |

Représentation Poissonnienne d’une somme d’intégrales multiples Soit (/V;);>( un processus de Pois-
son de parametre ), de temps de sauts (7},)x>1, indépendant de (W;);>0 et pour tout k € N, ¢y, : [0, S]F —
R, une fonction mesurable (1) € R, est une constante).

1. On pose Tj = 0. Que peut-on dire des variables aléatoires (7, = T}, — Tj—1)g>17

2. Soitn € IN*. Exprimer a 1’aide du vecteur (1, . .., 7,,41) la variable aléatoire 1y —n 9V (11, ..., Ty).
En déduire que

3. En déduire, avec la convention ¢o(7T73, . .., Ty) = o, que
E [ (Th, ..., Ty,)]

=¢0+Z/ AN (S —ug, ..., S —up)duy, ... duy.
0<up<up—1<...<ur<S

neN*

Méthode parametrix Pour s > 0 et z € R, on note X7 la solution a I'instant s de ’EDS

Xf:x—i—/ U(Xjf)qu—l—/ b(X)du
0 0

et X% = o + o(x)W, + b(x)s. Pour ¢ : R — R réguliere, on note également, P,p(x) = E[p(X?)] et
P,p(z) la solution de ’EDP

{8sPsg0(ac) = LPQ)@), (sa) Ry xR 0 ala)

Pop(z) = pfx), z € R
On admet que cette solution est C*>° avec des dérivées bornées.

4. Soit t > O etx € R. Calculer dP;,_sp(X7?) par la formule d’It6 et en déduire que Pip(zr) =
Elp(X])]-
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(y—a—b(x)s)?

5. Vérifier que pour s > 0, X? posséde la densité gs(a: y) = W%e_ 2a@s —,  Calculer
95 1n(gs(x,y)) et en déduire que ,Pyp(x) = [ ©(y)0s(x,y)gs(2, y)dy ou
; 1 (y—=-— b(%‘)S)2 b(x)(y —x — b(z)s)
05 ) = 5 .
() 2s * 2a(x)s? * a(x)s

6. Calculer 0, In(gs(z,y)) et vérifier que

R a(i)s) )

Expliquer, sans détailler les calculs, comment en déduire que P, L1)(z fR »(y)0s(x,y)gs(z,y)dy
ou
; 1 (y — 2z — b(x)s)(b—a’)(y)
93 —— " _ b/
(z,y) = 5a"(y) =V (y) + (s
L) (—a—bwsP 1
2 a®(x)s? a(z)s )

7. Remarquer que pour t > u > 0, Oy (P Pup(x)) = —(0sPs|s=t—u) Pup(x) + Pi_yLP,p(z) et en
déduire que

Pip(x) — P, v (T / Qi—uPup(
ol Qs (z fR V(y)0s(z,y)gs(x, y)dy pour une fonction , que I’on exprimera a I’aide de 6, et 0,.

8. Montrer que (P, — B)yp fo Qi—uPup(z)du + fo Qi—u(Py — Pu)p()du.

9. En déduire que pour tout m € N*,
E[f(Xs)] = Psf(xo)

+ Z/ QS—ulQu1—uz oo Qun_l—unpunf(IO)dul L dun + Rm
0

1 Jo<un<up_1<..<u<S

Rm - / QS—ulQu1—u2 . Qum 1— um( Um pum)f(x())dul ce dum
O<um<um 1< <u1<S

10. En admettant que lim,,, ,, R,, = 0, en déduire a I’aide de la question 3 que
E[f(Xs)] = ¢*°E [A_NSQTlQTQ—Tl - QTNS—TNS_lps—TNSf(iEo)] :
otl, par convention, Qr, Qr, 1, - - - Qry, —1x,_, Ps—1y_f(20) = Ps_1,f(20) = Psf (o) si Ng = 0.
On définit par récurrence

XO = 29
Vk € {07 ..., Ng — 1}7 XTkJrl = XTk + U(XTk)(WTk+1 - WTk) + b<XTk)(Tk+1 - Tk)
Xs = XTNS + U(XTNS><WS - WTNS) + b<XTNS)(S - TNS)

ou la seconde étape n’a pas lieu lorsque Ng = 0.
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1.

12.

Quelle est la loi conditionnelle de W — W, sachant (Ny)i<s et (Wt)thNS ? En déduire que

E [ F(Xs)|(N)ess, Wiy | = Psory, (X,
etsur {Ng > 1},
E [f(XS)HTNSfTNS_l(XTNS_lXTNS)!(Nt)tg& (Wt)thNs_l} = Qryy 1wy Ps-my, f(X1y, )

En déduire que sur {Ng > 1},

Ng

f(XS) H eTk*Tk—l (Xkau XTk)

k=1

E

(Nt)tgs] = Qn,Qn,1, - - Q1 1y Ps-my, f(20)-

Conclure que

Ng

AiNSf(XPS) H HTk*qu (Xkau XTk)
k=1

E[f(Xs)] = ¥E

avec la convention que le produit vaut 1 lorsque Ng = 0.

24



Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 11 février 2014 8h30-11h30

On s’intéresse au calcul de E[f(X7)] ot f : R — R est une fonction C* lipschitzienne avec des dérivées
a croissance polynomiale et (X;).c[o,r) est la solution de 'EDS

{dXt = o(X;)dW; + b(X,)dt (19)

X():l'o

ou (W;)i>0 est un mouvement brownien a valeurs R, o : R* — R etb : R* — R" sont des
fonctions C* a dérivées bornées et z, € R™. On note X I’approximation de X7 obtenue par un schéma
de discrétisation comportant N pas de discrétisation et dont le temps de calcul est proportionnel a N. On
suppose que les ordres de convergence forte et de convergence faible pour la fonction f de ce schéma sont
respectivement égaux a a/2 et f avec a, f > 1:

C C
C < to0, YN € N', B[ X7 — X7'"] < < et [Bf (X7) = F(X7)]| < 5

Méthode de Monte Carlo multipas

1. Soit Y un estimateur de E[f(X7r)] de carré intégrable. Montrer la décomposition biais/variance
E[(E(f(Xr)) = Y)’] = (E[f(X7) — Y])* + Var(Y)
de I’erreur quadratique.

2. On suppose que Y = ﬁ Zf\il f (X%N) est la moyenne empirique de M copies indépendantes de
FXT).
(a) Combien de pas N faut-il choisir pour que (E[f(Xr) — Y])? soit égal a €2 ol ¢ est un niveau de
précision donné petit?

(b) Vérifier que limy . B[(f(X7) — f(X¥))?] = 0.
En déduire que limy o, Var(f(X%)) = Var(f(Xr)). Combien de copies M faut-il choisir pour
que Var(Y') soit égale a £2?

(c) Conclure que le temps de calcul nécessaire pour atteindre la précision ¢ (i.e. une erreur quadra-
tique égale a 2=?) est proportionnel a e ~(+1/5)9

3. On s’intéresse maintenant a I’estimateur multipas proposé par Giles °Y = 3 leo Y ar, ou les variables
Y a, sont indépendantes et

* Yj.u1, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de f(X7),

e pour ! € {1,...,L}, Y, estla moyenne empirique de M, copies indépendantes de f (X%l) —

FXET).
(a) Vérifier que E[Y] = E[f(X2)] et en déduire que
3C > 0,v= €]0,1], L > —% ~ |E[f(Xr) — V]| <e.

9M.B. Giles, Multi-level Monte Carlo path simulation, Operations Research, 56(3):607-617, 2008
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(b) En remarquant que pour [ € N*,
(FOXE) = P02 <2 () = F(Xn)? + (F(Xa) = F(XET))?))

vérifier que sup,cn- 2E[(f(X2) — f(X27"))?] < +oo. En déduire

L
3C < +ootq. VL € N*, V(My, ..., M) € N**, Var(Y) < CD
=0

1
Ml2la ’

Onposepl:%pourle {0,...,L}.

(c) Vérifier que Yr  pr < 1= Var(Y) < &2,
Justifier que le temps de calcul de Y est proportionnel a 7 = ZlL:O M2

Pour approcher la minimisation du temps de calcul sous la contrainte Var(Y) < &2, nous allons
minimiser 7 sous la contrainte ZIL:O o < 1.

(d) Vérifier que 7 = & (252 0(1\4121<1+0¢>/2)2pl) et en déduire 2 I'aide de I'inégalité de Cauchy-

Schwarz que
¢ (& i
v I(1-a)/2
T > = (ZQ ) .

=0

GZ£=0 ok(1—a)/2

Vérifier que (Ml = = — atteint ce minorant et satisfait la contrainte.

) 0<I<L
2
(e) En déduire que le temps de calcul pour atteindre la précision € est d’ordre (logz# sia = 1let
Ssia> 1.

4. Comparer les temps de calcul de I’estimateur monopas et de 1’estimateur multipas pour le schéma
d’Euler.

Pour j € {1,...,d} etz € R", onnote 0;(x) € R™ la j-éme colonne de la matrice o(x) et do; € R"*" la
matrice 22 ()
O il

5. Comparer les temps de calcul des deux estimateurs pour le schéma de Milstein (pour lequel 5 = 1).
Sous quelle condition peut-on effectivement implémenter le schéma de Milstein?

Schéma de Giles et Szpruch et transpositions d’accroissements brown-
iens

Pour j,m € {1,...,d}, on définit 0,,,, 7, : R" — R™ par 0;,(z) = 2HTmt00m%i (1) et () =

00;0m—00m0;

4
1 (x). On suppose que les fonctions 6, sont lipschitziennes. On pose

d
Xt =Ty + O'(ZE())Wt + b(xo)t + Z ng(xO)Wthm

Jm=1
~ A N ~ T d - , .
Xe= Xy + (X)W = Wo) +b(X )5 + > (X)W — WHW" = Wi
j,m=1



10.

11.

. Vérifier que

3C < 400, Vt € [0,T), B[| X, — 20 — o(20)Wi|?] < Ct? et B[| X, — x0|*] < Ct.

. Montrer que

. “(Qj (X3) = Ojn (o)) (W] = W) (W[ — W) 21 _Fa+ 2: Lij=my)

2

~

bin(X2) (el |.

t
2

En déduire I’existence d’une constante C' < +oo telle que pour tout ¢ € [0, 77,

N % j j m m
B|[o0t)5 # 32 Bk 0K v -
y d A _ 2
o) = 32 Om(a) W~ WV~ W) | <cw.

. Pour ¢ : R® — R fonction C" telle que ¢ et V¢ sont Lipschitziennes, en remarquant 1’existence

d’une variable aléatoire «; a valeurs dans [0, 1] t.q.
o(xo + o(zo)Wi) — @(x0) — Vo(zo).0(x0) Wy = (Vo(xg + o(x0)asWy) — V() .o (x0) Wi,
montrer
3C < +o0, Yt € [0,T], E[(¢(X}) — @(0) — V(xo).0(x0)W,)?] < CL2.
En déduire I’existence d’une constante C' < +oo telle que pour tout ¢ € [0, 7],

7|

) = o(@)(We = Wi) = Y 00j0m ()W (WY — W)

Jjm=1

(o(X

t
2

2
] < O3,

. En utilisant les propriétés de symétrie de 6 et ), vérifier que

d d
> 90,0 (@)W W] = W) = 7 (o) [WEWF = W)+ WI(W;" = W)
2 2 2 2 2 2

jm=1 jm=1

d
£ 07 ) [ WOV = W) = W (W = W)
7,m=1

Que vaut Wi W + Wi (Wi — Wi) + Wi (W™ — W) + (W) — WH (W™ — Wir)?
2 2 2 2 2 2 2 2

En déduire I’existence d’une constante C' < +oo telle que Vt € [0, 7],

d
B |[X = %= 3 myle) V(W7 — W) = W0 — W)

2

< O,

Jm=1
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On pose

d

_ t , )
Xy = o+ (o) (Ws = W) + blao) 5 + D Ogmlao) (W7 = W (W™ = Wi
j,m=1 ? ?
d
X = X+ o(X)W, + (X)L + 3 0 (Xwiws
t = AL T oA Wy g T 2 T
J,m=

12. Vérifier que X, a méme loi que X, et montrer sans calcul I’existence d’une constante C' < +oo telle

que Vt € [0, 77,
4 2
B || X~ X 3 mnlan) (W7 — Wpyw] — (07 —whwr]| | < of

" 2 2 2 2

jm=
13. Conclure que

. X+ X
3C < 400, Vt € [0,T], EHXt _ et } < O,
On note maintenant (X ) le schéma défini par X = z; et la relation de récurrence : Vk € {0,..., N —1},
T d : .
XN = XN o (XYW, — W) + b(kaVH)N + 3 O (X)W = W, — W),
j,m=1

Soit (X2V) le schéma défini comme (X?") mais en transposant chaque paire d’accroissements browniens
successifs i.e. en remplacant

(WL, Wor — W Wsr —War , War —Wsr, ..., Wen-nr — Wen—or, Wone — W <2N—1)T)
2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N T aN
par (Wg - WL, Wl7 War — Wg, Wsr — WE, ceey Wanr — W eN-1)T, Wev-nr — W <2N—2)T)-
2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N 2N oN N N

14. Pourquoi peut-on anticiper le résultat prouvé par Giles et Szpruch'”

) X2N 4 X2N |2 C
30 < 400, YN €N, E|| XN - 2L FA7 1) o ©
2 N2
15. On admet que 8 = 1 pour le schéma XN, Pourquoi I’estimateur multipas ¥ = ZzL:o Y, de

E[f(Xr)] ou les variables Y; 5;, sont indépendantes et

* Y0, a1, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de f (X}),

epour | € {l,...,L}, Y, est la moyenne empirique de M, copies indépendantes de
X2 )4 (X2 ool
f( T)';f( T) _f(X%l 1).

atteint-il la précision ¢ avec un temps de calcul de I’ordre de 2?2

'OM.B. Giles et L. Szpruch, Antithetic multilevel Monte Carlo estimation for multi-dimensional SDEs without Lévy area
simulation, to appear in Ann. Appl. Probab.
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 12 février 2013 9h00-12h00

Partie I : Méthode de variable antithétique

Dans ce qui suit on sera amené a considérer des fonctions de R” dans R". On dira qu’une telle fonction [/
est une fonction croissante si elle vérifie la propriété suivante : pour tout = et y de R? tel que, pour tout ¢,
1 <1< p,x; <y, alors

pour tout j,1 < j <n, Fj(z) < F;(y) :
Autrement dit, /' est croissante pour les ordres partiels de R? et R". Cette propriété est équivalente a dire

que chacune des coordonnées de F', I est croissante en chacune des coordonnées de son argument (les
autres coordonnées restant fixes).

1. On cherche a calculer E (¢(€)) ol ¢ est une fonction de R? dans R bornée et £ un vecteur de d
gaussiennes centrées réduites et indépendantes.

On considere une suite (§,,,n > 1) de vecteurs aléatoires indépendants, les &, suivant la loi de £. On
construit les deux estimateurs

1
2

L, = 120 (¢(&) + (&) + -+ 6(&) + d(—&n))

Montrer que I, et I, convergent presque sirement lorsque n tends vers +o0o vers E(¢(£)). A quelle
condition sur Cov (¢(€), ¢(—€)), doit on préférer ’estimateur I, & I,, pour mettre en ceuvre une
méthode de Monte-Carlo ? Comment peut on vérifier sur un échantillon que 1’estimateur I,, réduit
bien la variance.

I (@(&1) + -+ + ¢(&an))

2. Soit ¢ un vecteur de d gaussiennes centrées réduites et indépendantes, F' et G deux fonctions crois-
santes de R® dans R montrer que Cov (F(£),G(£)) > 0. Donner une condition (suffisante) sur ¢
qui permet d’affirmer que /,, est préférable a I, ?

3. On considere une suite (&, n > 1) de vecteurs aléatoires indépendants de méme loi, les coordonnées
des vecteurs aléatoires &, étant des gaussiennes centrées réduites et indépendantes.

On considere, par ailleurs, une fonction F'(z, u) de R™ x R dans R™ croissante et 1’on construit par
récurrence une chaine de Markov en posant, Xy = xo € R" et pour n > 0

XnJrl = F<Xn7£n+1)-

On note Xn la chaine de Markov (“antithétique”) construite en posant XO = ¢ et Xn+1 =
F(Xna _€n+1)-
Montrer que les vecteurs aléatoires (X1, ..., X,) et (X1, ..., X,) ont méme loi.

4. Montrer que pour tout k il existe une fonction v, de R¥*¢ dans R, croissante en chacune de ses
coordonnées telle que

Xy = Ur(&s -5 &)

En déduire que si 1 est une fonction croissante de R™ dans R, alors
Cov (¢(Xy), 6(Xi) < 0.

As t’on intérét a utiliser un estimateur antithétique dans ce cas ?
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. Plus généralement montrer que si 1/ est une fonction de R¥*" dans R croissante, on a :

Cov <ZZ)(X1,7X]€),7/)(X1,,X]§)> <0.

On cherche a calculer certaines options sur moyenne dans le modele de Black et Scholes. On suppose
alors que le prix d’un actif est donné par

52
St—xoexp<(r—?)t+0Wt)7

ou r et o sont des réels positifs et (IW;,¢ > 0) un mouvement brownien standard. On s’intéresse a
une option dont le payoff est donné par, si [ = fOT Ssds,

H = f(Ir),

ou f est une fonction continue, croissante et bornée. On note par ailleurs

~ 0'2
S; = xgexp ((r— ?>t_0'Wt> )

. Montrer que I et I ont méme loi. Comment utiliser cette remarque pour mettre en oeuvre une
technique de variable antithétique pour le calcul de E(H) ? A quelle condition (suffisante) sur
Cov (f(I7), f(Ir)), la méthode proposée réduira effectivement la variance.

et fT = fOT gsds.

. On se donne N un entier et I’on pose

T
SN = Sy et ISV =0, 1M = 1Y) 4 St/
Montrez que le couple (57(11\7)’ IT(LN), n > 0) est une chaine de Markov qui vérifie les conditions de

croissance de la question 3.

. Montrer que si I'on note S5 = SnT/N et que 1’on définit I par féN) = (T/N)Sp et I =
]A,(ff)l + %S’nT/N, ona:

Cov (UG FUI) <o.

. Montrer que / ](VN) converge presque sirement vers /1 et déduire que

Cov (f(In). f(Ir)) <0.
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Partie II : vitesse forte du schéma de Milstein

On s’intéresse a la discrétisation de ’EDS uni-dimensionnelle

{dXt = o(X,)dW, + b(X,)dt (20)

Xo=1y

ot (W;)>0 est un mouvement brownien réel de filtration naturelle (F;):>0, 0,0 : R — R sont des fonctions
C? avec des dérivées premicres et secondes bornées et y € R. On se donne un horizon 7" et un nombre N €
N* de pas de discrétisation. Pour k € {0,..., N}, on pose t, = %T Pour ¢ € [0, T'], on note respectivement

T = [%J % et = (%] % I’instant de discrétisation juste avant ¢ et I’instant de discrétisation juste apres ?.

E[(X,~X.)? o
t—s :

1. Que peut-on dire de sup;c (o ) E(X}')? Et de supy< ;<

2. Ecrire le schéma de Milstein (Xt’:f ) ke{0,...,N} ssOCi€ a cette équation. Donner également son extension

en temps continu (X} )se(o.7)-

3. Vérifier que

Yu e [0,7], XN =y +/ (U(ij) oo (X)W, — WTS)> dw, +/ b(XY)ds.
0 0
4. En déduire que pour ¢ € [0, 77,

E[ sup (X, — 5(5)2} < 3(4 /OtE KO(XS) — (X)) — o0’ (X)W, — Wfs)ﬂ ds

u€(0,t]

+E +t/0tE[(b(XTS) - b(ij))Z]ds). @1

s ([ oo - b(Xﬁ))dsf

uel0,T

Dans toute la suite C' €]0, +oo[ désigne une constante qui ne dépend pas de NV et peut changer d’une ligne
a I’autre.

5. Majoration du second terme du second membre de (20) :

(a) Calculer db(X,) et en déduire que pour u € [0, 7]

211

Z )

| e —sxaas= M -n) (aw XA+ T+

. Tu 2
puis que E [sup, cp 11 (7" (6(X,) = b(X,.))ds)] < .
(b) Vérifier que
2
d5> <

up ( / B(X.) — b(X..)

u€[0,T]
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6. Majoration du premier terme du second membre de (20) en supposant oo’ lipschitzienne :

(a) Calculer do(X,) par la formule d’It6.
(b) En déduire que pour s € [0, 77,

o(Xs) — o(X5,) — o0 (Xo, ) (W, = W,,) = /S(JUI(XT) — 00/ (X5,))dW,

S 2 I
+/ o' + 22 (X, )dr,

puis que Vs € [0, 7], E [(0(X,) — 0(X.,) — 00" (X, ) (W, — W,))?] < 5.
(c) Conclure que pour tout s € [0, 77,

E {(U(XS) — o(XY) = oo (XYW, — WTS))T <C <E[(XTS - XM + i) .

7. En supposant oo’ lipschitzienne, vérifier que

u€l0,t] u€l0,s] N?

vt € (0,77, E[ sup (Xu—ffff)?} gc(/otE{ sup (X, — XN)? 1d3+i)

et conclure que E { sup (X, — XN) } 5 Si fo [supue 0.4 (Xu —XN)2 } dt < +oo. Comment
se passer de cette h;g[(())gl]ése d’integrablhte?
8. On ne suppose plus que la fonction oo’ est lipschitzienne.
(a) Vérifier que pour r € [0, 7], E[(c0’(X,) — 00’(X,,))?] est majoré par
2 (lo"|S%E(0(X0) = 0(X-,))"] + [lo” L Elo™ (Xr)B(X, — X7, )% 7))
puis par %

(b) Pour s € [0, T}, majorer E[(00"(X,,) — oo’ (XN))2(W, — W,,)?] par

2T ~ ~

~ (HU IZEl(0(Xr) = o(X2))°] + 2l|o" | B0 (X, )JB2[(0" (X-,) — 0’(Xif))2])
puis par C (E[(XTS — XM + #) (on pourra utiliser que Va,b € R, ab < #).

(c) Conclure que le controle de la vitesse forte quadratique obtenu a la question 7 reste vrai.

9. Expliquer comment généraliser a toute constante p > 1 I’analyse de I’erreur forte E[supue[O’T] | Xy —
X N|?7] effectuée ci-dessus dans le cas particulier p = 1.
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 9 février 2012 8h30-11h30

Partie I : Biaisage gaussien “prévisible”
Soit G = (G4, G, . . ., G,) un vecteur de gaussiennes, centrées, réduites, indépendantes.

1. Soit ¢ une fonction de R™ dans R bornée. Décrire une méthode de Monte-Carlo permettant de
calculer E (¢(Ghy, - - - , G,,)). Comment peut on estimer 1’erreur de la méthode proposée ?

On considere n fonctions \;(g), i« = 1,...,n, telles que : \;(g) = fi(g1,...,9i-1), ou les f; sont des
fonctions de R*~! dans R, supposées régulieres et bornées (f; et donc \; sont supposées constantes).

On note R, la transformation de R™ dans R qui associe & g, ¢ = R,(g) dont les coordonnées sont
calculées par, 7 croissant de 1 a n,

gi=gi+ fi(d,. -9 1) =g+ N(g).

2. Montrer que R, est une transformation bijective de R™ dans R". On vérifiera que R;l son inverse
est donné par R, (¢'); = g, — Mi(d).

Montrer que le déterminant de la matrice jacobienne de R;l est identiquement égal a 1.

On définit la variable aléatoire M) (G) par

16 = (30006~ 130

3. Soit F; = o(Gy, . .., G;) montrer que, pour i < n,

1

E (exp <>\Z~(G)Gi - §A§(G)> m_l) =1.

En déduire que E(M)(G)) = 1.
4. Vérifier que I’on définit une nouvelle probabilité P™ en posant
POV (4) = E (M;(Gn ( A}> .
et que I’on a (E™ désigne I’espérance sous la probabilité P(V)
EX(X) = E (M)(G)X)
pour toute variable aléatoire P -intégrable X

5. En utilisant le changement de variable g = R;l(g’ ), montrer que la loi de G' sous P™ est identique
a celle de R)(G) sous P. En déduire une méthode de simulation de la loi de G sous P,

6. On note X* = ¢(GQ)/MG). Vérifier que EM(X?*) = E (¢(G)) et montrer que la variance de X*
sous PW) est donnée par

Var™ (XY = B (e— Y Mi(G)Gitg iy A?(G)¢(G)2> — E (¢(@))?
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7.

10.

11.

12.

13.

Comment peut on simuler une variable aléatoire dont la loi est celle de X* = ¢(G)/M}NG) sous
P™ 2 Quel est I'intérét de pouvoir représenter E (¢(G)) sous la forme EM(X?) 2

Pour o un réel donné, on pose u(a) = Var® (X ). Montrer que u est une fonction différentiable
et que :

U,(Oé) _ E( (Z Oé)\,(G)z . Z )\z(G)Gz> e~ i Oé)w(G)GH‘% pIV a2/\i(G’)2¢(G)2> .
=1 =1

On notera, en particulier, que v/(0) vaut —E ((3_7_, Mi(G)G;) ¢(G)?) .

. Montrer que u est deux fois différentiable et que u” peut s’exprimer sous la forme

u' () = E( Z A2(@) + (Z a)(G)? — Z )\,»(G)GZ») X

— > aN(G)G; + % D a?Xi(G)
e =1 =1 ¢(G)2>

X

On suppose dans la fin de ce probleme que la fonction ¢|A| est non nulle sur un ensemble de mesure
de Lebesgue non nulle. Montrer que u est strictement convexe et que lim, 4, u(a) = +00.

Montrer que si w'(0) # 0, il existe un « tel que u(«) < u(0), puis que, pour ce «, a\ est un choix qui
permet de réduire la variance de la méthode de Monte-Carlo.

Montrer, en utilisant la stricte convexité de u, que si u/(0) = 0, 0 réalise le minimum u. Interpréter
ce résultat.

On suppose, pour cette question, que A est un vecteur de fonctions paires (c’est a dire qui vérifie, pour
tout g, A\(—g) = \(g) non nul et que la fonction ¢?* est paire. Montrer que, sous ces hypothéses, A ne
permet pas de réduire la variance.
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Partie II : Convergence en loi de I’erreur renormalisée du schéma
d’Euler

02
On s’intéresse 2 la discrétisation du modele de Black-Scholes X; = e?Wit=5)t oy (Wt)te[O,T] est un

mouvement brownien réel. On se donne un horizon 7" et un nombre N € N* de pas de discrétisation.
Pour k € {0,..., N}, on pose également t;, = %T Pour une suite réelle (xy)yen+ et @ € R, on note

ry = O(N?) lorsque la suite (N~ “xy) yen+ est bornée.
1. Rappeler I’équation différentielle stochastique satisfaite par (X;)¢>o.

2. Ecrire le schéma d’Euler (Xt]Z ) ke{o,..,N} associ€ a cette équation. Donner €galement le schéma de

Milstein (X/)reqo,....n}-

3. Calculer E(X2) et vérifier que E(X7') = E(X7) + O(%). Commenter ce résultat.
4. On pose
N Xip Wiy, —W, )
Ak - X; ] <ea( A RS B G<Wtk+1 - Wtk) - ’utl) '
k+1
RO : -
Exprimer AY a I’aide de (;(—i’;, ﬁ) et en déduire que X — XY = X7 S0 " AN
5. On pose
i - 2 o2 o2
RI]{;V =e€ (Wtk+1 Wtk)+('u 2 e _ 11— U(Wtk+1 - Wtk) - (,U, o ?)tl - T(Wtwrl - Wtk)2
X, o2
V' = (# - 1> (eU(Wtk“th’“)H“*T)tl —1—o(Wy,, — W) — Mtl)
k41
X o2
Zliv - XtT (eU(Wtk+1_Wtk)+(“_7)tl —1- U(Wtk+1 - VVtk) - ’utl) (Xt]Z - th)'
k+1
zZN o?
Vérifier que Ry + V¥ + 5 = AY — 7((Wt,€+1 — W;,)? — t1). En déduire que

Xr
o2 N-1 N-1

VN(Xr — XP) = Xy (ESN + VN> (RY + V,f)) +VNY Z)
k=0 k=0

o Sy = VN 3350 (W, — Wi )2 — .
On se donne (G}, ) x>0 suite de variables gaussiennes centrées de variance 7" indépendantes de (W;):>o.

6. (a) Montrer que (Wr, Sy) et Wy, Xy) = LN ZiV:_Ol(Gk, G% — T) ont méme loi.

(b) Montrer que lorsque N — oo, (Wy, X ) converge en loi vers un couple (W, ¥) dont on pré-
cisera la loi.

(c) Conclure que %ZXTSN converge en loi vers o2 \/%XTG’O.

D’apres les questions 9 a 11, E \/NZQ[:_(} (X7RY + XV + Z,iv)‘ — O(\/Lﬁ)

7. En admettant provisoirement ce résultat, montrer que v N(X7 — X&) converge en loi vers

O'2 \/%XTGO.
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Sous des hypotheses de régularité sur n,b : R — R, Kurtz et Protter'! ont montré que si X, est solution
de I’équation différentielle stochastique dX; = n(X;)dW; + b(X;)dt et X}¥ désigne son schéma d’Euler en
temps continu, alors le processus (v N (X; — X}V));>o converge en loi vers (Y;);>o solution de

t T t
Y, = / Yi(n' (Xs)dWs + V' (Xs)ds) + \/;/ ' (Xs)dBs
0 0

ol (B;)s>o est un mouvement brownien indépendant de (1;);>o.

8. Dans le cas particulier du modele de Black-Scholes, calculer dX% puis d%. En déduire Y7 et vérifier
que la convergence €tablie a la question 7 est bien une conséquence du résultat général de Kurtz et
Protter.

9. (a) Calculer E(R{') et en déduire que E(RY) = O (35).

N2
Montrer que R) = o [, (X, —1—oW,)dW,+pu fotl (X —1)ds. Calculer E((X,—1—0W,)?),
vérifier que E((X, —1—0W,)?) = O(s?) pour s — 07 et en déduire que E((R})?) = O (75).
2
(b) Montrer que E (( A Rg) ) = N(N — DE((Ry))* + NE((Ry)?).
(¢) Conclure que E )XT\/N Zfevz_ol Rl]cV’ - O(\/Lﬁ)

On pose DY = ” Wt Wu) =000 1 oW, | — W,,) — pty.
10. (a) Calculer E(V{Y) et vérifier que E(V{Y) = O(+5).

gl
(b) Rappeler 1’équation différentielle stochastique satisfaite par X% et vérifier que
4
E ((% -1) ) = O(%).
En remarquant que D}’ = Otl(Xs — 1)(cdW, + pds), vérifier que E((D{')*) = O(5). En
déduire que E((V]V)?) = O(53).

(¢) Conclure que E )XT\/N Zi\f:—ol VkN‘ _ O(\/LN)

11.  (a) Vérifier que E((Dy)?) = O(55).
(b) ATaide de la vitesse forte, en déduire E((ZY)?) = O(3).
(c) Pour0 <[ < k < N — 1, vérifier que

Xt
BZY2) = B0, B (S0 ) B (60 - X3 0P () - X))
k +1

Vérifier que E (%Dﬁ) = ekl (e(“+"2)t1 —1—(u+ 02)t1>. Remarquer que
k

B (X3 - X DN (XY - )| < \/E (supX2 = X1 ) X2 B
L1 t<T
et en déduire que E(Z) Z}) = O(5)-
(d) Conclure que E(VN Y00 Z)?) = O(%) et que
\/NN_I(X RY + XpViN + 2| = O(L)
E 2 (Kl Xl + 2 N

""Wong-Zakai corrections, random evolutions, and simulation schemes for SDEs. Stochastic analysis, 331-346, Academic
Press, Boston, MA, 1991.
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 10 février 2011 8h30-11h30

Partie I : Simulation directionnelle et stratification

Soit G = (G4,...,Gy) un vecteur constitué de d gaussiennes centrées réduites indépendantes et H un
fonction continue de R? dans R et on cherche a calculer la probabilité :

p=P(H(G)>)),

pour une valeur A positive donnée.

1.

Décrire la méthode de Monte-Carlo habituelle permettant d’estimer p et expliquer comment 1’on peut
évaluer I’erreur de la méthode.

. On suppose que I’on cherche & approche une valeur de p de I’ordre de 10~!°. Donner une évaluation

(grossiere) du nombre minimal de tirages n permettant d’évaluer p a 20% prés. Lorsque le calcul de
H demande un temps de 1’ordre d’une seconde, qu’en concluez vous ? (1 an =~ 3 x 107 secondes)

. On écrit le vecteur G sous la forme G = RA ot R = |G| et A = G/|G| prend ses valeurs dans la

sphere unité de RY, Sy = {z € R, |z| = 1}. Montrer que R? suit une loi du x? & d degrés de liberté
et que A suit une loi invariante par rotation dont le support est inclu dans S; (On admettra que cela
implique que la loi de A est la loi uniforme sur la sphere).

. A T’aide du changement de variable polaire généralisé (g1,...,94) — (r,01,...,04-1)
g1 = rcosft;
Jo = rsin#; cos b,
gg—1 =rsinf;sinfy...sinf; o cosby 1
Jd =rsinf;sinfy...sinf;_osinf,_;

montrer que R et A sont des variables aléatoires indépendantes.

. On suppose, a partir de maintenant, que pour tout a € Sy la fonction r — H(ra) est strictement

croissante, que H(0) = 0 et lim, o, H(ra) = +oc.

Soit a € Sy, on pose ¢(a) = P(H(Ra) > X). Calculer explicitement ¢(a) en fonction de la fonction
de répartition de la loi du x? a d degrés de liberté et de la solution de H (r*a) = \.

. Soit (A;,7 > 0) une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur la sphere unité.

Montrer que lim,, ;o > ;. #(A;) = p, au sens de la convergence presque siire.

. Montrer que Var(¢(A;)) < Var (1 H(G)> ,\) et comparer la vitesse de convergence de 1’estimateur de

la question 1 et celui de la question précédente.

. Nous allons maintenant réduire la variance de I’estimateur précédent par une technique de stratifica-

tion.

On considere les 2 quadrants définit, pour € € {—1, 41}, par :
C.={x € Sy4,6121 >0,...,eqxq > 0}.

Montrer que P(A; € C.NCy) = 0, pour € # €. En déduire la valeur de p. = P(A; € C.) ?
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9. On considere I’estimateur I, stratifié dans les strates (C,, e € {—1,+1}%):
Pe = L/ Ale
ee{—1,41}d ¢ k=1

ol ne = nwe(n) avec we(n) > 0et 3° . ; ,awe(n) = 1 et ol les (A,(f), k > 0) sont des suites
de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur C, ces suites étant indépendantes
entre elles.

Calculer Var(I,,) en fonction de n et des (w.(n),e € {—1,+1}%), des (p., ¢ € {—1,+1}%) et des
(0c,e € {—1,+1}) ot 02 = Var(A4!).

10. Montrer I’inégalité :

N 2 N
E aa; | < E 04#?»
i—1 i=1

pour (;, a;, 1 < i < N) des réels positifs tel que Zfil a; = 1.

En déduire que Var(7,,) > % (Zee{_LH}d) PEUE> 2.

Comment peut on choisir les (w.(n), e € {—1,+1}4) pour réaliser la borne inférieure précédente ?
11. Proposer une méthode de simulation selon la loi uniforme sur C ?

12. On fixe une fois pour toute les w, (indépendement de n) par :
Pe0e¢

Dcef-1 41} peoe

On pose n. = [nw.]. Montrer que, au sens de la convergence presque siire :

We =

13. Montrer que la limite en loi des variables aléatoires : /n(l, — p) est une gaussienne centrée de

2
variance (Zee{_17+1}d) p€06> .
Comment peut on utiliser ce résultat pour estimer 1’erreur commise lorsque I’on estime p a I’aide de
1,?
Partie II : Discrétisation d’une équation différentielle stochastique a coefficients
localement lipschitziens

Pour (W}).c[0,7] un mouvement brownien a valeurs Réeto: R* — R™%etbh: R” — R", on s’intéresse
al’EDS
dX; = o(Xy)dW, + b(X,)dt, t <T, Xo=vy. (22)

On suppose que les fonctions o et b sont localement lipschitziennes au sens ou pour tout m € N* il existe
une constante C,,, < +00 telle que

Va,y € R"tq. [z| <metly| <m, |o(x) — a(y)| + [b(z) — b(y)| < Cplz —yl.

On note
() = 0(Pp) et by(x) = b(Ppz) ob Pz =840y (23)

désigne la projection orthogonale de x sur la boule fermée de rayon m centrée a I’origine. On pose égale-
ment ¢, = kAt avec At = % ou N € N* est un nombre de pas de temps.
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Absence de convergence faible et dans /.” dans un cas particulier On s’intéresse a I’EDS en dimension
n=d=1

t
X, =W, — /des. (24)
0

On admet pour I’instant qu’elle posséde une unique solution (X¢).co 7] €t que cette solution vérifie
E (Supte[OT | X |4 ) < +o0.

On note (X}V)iepr le schéma d’Euler en temps continu associé et on pose Ay = {|W,| >
3N
T SUP1<k<N—1 ‘Wthrl Wi, | <1}

1. Vérifier que P(AN) > P(|Wy| > M)P(supteoﬂ |W;| < 2). En remarquant que pour z > 0,

et f )e Y *12dy, vérifier que f eV 2dy > we*}/?
on3
Conclure que P(AN) > P(supiery Wil < 3) x 76}3]13& 6‘/221: '

2. Vérifier que sur I'événement Ay, si pour k > 1, | X}V| > 1, alors |X’N | > XY

2 (Tp‘(gy —2). En
déduire que pour N > L, sur I’événement Ay, Vk € {1,... . N}, [X]T| > (BN)2 .

3. Conclure que limy o E(|X{[) = +oo.  En déduire limy . E(|X; — Xg|) puis
limy 00 E(supep 1 | X = Xy[?) pour p > 1.

4. En remarquant que la loi de X7 est symétrique, montrer que pour K > 0, E (X7' — K)*) >
1E(|X}|) — K et en déduire que E ((X4 — K)*) ne converge pas vers E (X7 — K)T) lorsque
N — oo.

Convergence presque siire du schéma d’Euler On suppose maintenant qu’il existe une solution a I’EDS
(21) (voir le paragraphe pour une condition suffisante). On pose vy = 0 et pour m € N¥, on note
= inf{t € [0,T] : | X;| > m} avec la convention inf () = T'.

5. Ecrire le schéma d’Euler en temps continu (XY )iclo,r) associé a (21).

6. Soitm € N* et z,y € R". Vérifier que (v — Pz, P,y — Px) < 0 (dans le cas oit |x| > m, on
pourra vérifier que (v — Pz, P,,x) = m|x — Py,x|).
En déduire que |P,,y — P,x|* < (y — x, P,y — P,,x) et conclure que les fonctions o,, et b,, sont
globalement lipschitziennes de constante de Lipschitz C,,.

7. En déduire I’existence d’une unique solution (X" ).c(o,7] 2 'EDS
AXT = 0 (XT)AW, + b (X™)dE, X = y. (25)

Décrire I’événement {v,,, = T'} a 'aide de la variable aléatoire sup,c|o 71 |X:| et vérifier que sur
cet événement (X{")sejo,77> (X¢)eep.r) et (X7 )iepo,r) coincident. Que vaut P, cn-{vm = T})?
Y-a-t-il unicité pour (21)?

On note ()_(Z”’N)te[oﬂ le schéma d’Euler correspondant a (24) et v = min{#, : |X£jm| > m}.

8. Pour quelles valeurs de v, la suite N7 sup,. [ X;" — X" ’N| converge-t-elle presque slirement lorsque
N — oo am fixé?
En déduire que si v,,(w) = T, alors il existe N (w) < 400 tel que pour N > N(w), v, (w) =T et
SUPi<r | X (w) — XtN(W>| = SUPy<r ’Xtmﬂ(w) - Xth N( ).

9. Conclure que pour tout y < 1, N7 sup;<p | X; — X}N| converge p.s. vers 0 lorsque N — oo.
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Existence pour ’EDS (21) lorsque la dérive est rentrante On suppose maintenant que o est globale-
ment lipschitzienne et que la fonction de dérive b est localement lipschitzienne et rentrante au sens ou il
existe § € [0, +oo] tel que

vz € R", (z,b(x)) < B(|x| + |z|?). (26)

avec (x, y) qui désigne le produit scalaire de « et y dans R™. On note (Y;™)c[o,r] I'unique solution de 'EDS
AY{™ = o (Y)W, + by (V) Yy = y.

10. Vérifier que toute fonction de dérive globalement lipschitzienne est rentrante. Donner un exemple de
fonction de dérive b localement lipschitzienne rentrante mais pas globalement lipschitzienne.

11. Pour m € N*, vérifier que la fonction b,,, définie dans (22) satisfait (25).

12. Calculer |Y;"|? a I’aide de la formule d’1t6 et en déduire que

B (i‘é‘? 'Y“m'4) < 4{'y'4 +45°E (( / g m’"ms)?) B (( / t |a<nm>|2ds) )
+ 16E (/Ot |o—*(ysm)ysm|2d8> }

ot o(2)* = T zicy Iy @)

13. En déduire que sup,, E (sup,c 71 [Y,"|*) < 400 puis P (U, ,en+{7m = T}) = 1 o0 7, = inf{t €
[0, 7] : |Y;™| > m} (convention inf ) = T)
Conclure a I’existence d’une unique solution (Xt)te[(LT] pour (21) et que cette solution vérifie
E (supyepor [Xi]*) < +o00™.

C’est I’absence de contrdle des moments du schéma d’Euler qui peut empécher sa convergence dans L? et sa conver-
gence faible alors que 1’on a convergence presque siire a la vitesse N7 pour tout v < 1/2. Dans un preprint récent,
Hutzenthaler, Jentzen et Kloeden ont proposé le schéma explicite suivant :

%N (X[ At
1+ [b(X])|At

tet1

N N
= th + U(th )(Wtk+1 - Wtk) +
Lorsque la fonction o est globalement lipschitzienne, la matrice jacobienne de b est a croissance polynomiale et b
vérifie la condition

Ja € (07 +OO)7 any € Rn7 (.1‘ - y7b($) - b(y)) < Oé’l‘ - y’2

1

VN

qui implique (25) pour le choix y = 0, alors ils montrent que ce schéma converge a la vitesse forte dans tous les

espaces LP. Ce résultat de convergence forte reste valable pour le schéma d’Euler semi-implicite

o N
th+1

— (XN

tht1

)AL = XY + o( X)Wy, — Wi,)

sous les mémes hypotheses.

12Ce résultat s applique en particulier 2 'EDS (23).
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 11 février 2010 8h30-11h30

Partie I : Méthode du “‘carré latin”

Le cas de la dimension 1 On considére un suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0,1], U = (U;,i > 1) et une permutation o tirée uniformement sur I’ensemble des permutations de
{1,..., N} et indépendante de la suite U. Pour N entier fixé et pour 1 < i < N, on pose :

7 —

;
N __ ? N __ N
VAR NL et XN =YY,

7

On considére une fonction mesurable bornée f et I’on cherche a comparer 1’estimateur classique :

Io(N) = — (J(U) 4+ [(Un)).

7
avec ©

(V) = 5 (F) + -+ ()

1. Quel est la limite de Io(V) lorsque N tends vers +o0o ? Comment peut on estimer I’erreur commise
lorsque 1’on approxime cette limite par /o(N) ?

2. Pour un i fixé,1 < i < N, identifier la loi de X}V. En déduire que E (I;(N)) = E(f(U1))
3. Montrer que I3 (N) = & (f(Y{Y) + -+ f(YY)) , et en déduire que

NVar (I;(N /f ds—NZ(/k/N )ds)Q,

4. Vérifier que N'Var(I;(N) / / —f(s"))?dsds’. Lorsque f est une fonction
(i—1)/N J (i— l/N

continue, montrer que N Var ([ 1( ) tend vers 0 lorsque NV tends vers +o00. Que vaut N Var (/y(V))
?

5. Pour f continue, en quel sens /; (V) convergente t’il vers E(f(U)) ?

6. Quel estimateur vous parait préférable, Io(/N) ou I1(N), du point de vue de sa vitesse de convergence
en moyenne quadratique ?

D’un point de vue pratique quels vous paraissent les inconvénients de /1 (/N') par rapport a [;(N) ?

7. Comment peut-on interpréter I’estimateur /o(/V) en terme de méthode de stratification ?

Le cas de la dimension 2 On considere maintenant le cas bidimensionnel. U désigne un suite de variables
aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0,1]2, U = ((U},U?),7 > 1) et deux permutations indépen-
dantes oy et oy tirée uniformement sur I’ensemble des permutations de {1, ..., N} et indépendantes de la
suite U. Pour N entier fixé et pour 1 < ,7 < N, on pose :

. . 2
N i—-U -0 N _ N
Yij= ( et Xi" = Y, (3).0a0i):

N ' N
On pose, comme dans la premiére partie, pour f une fonction bornée de [0, 1]? dans R :
1 1

Ih(N) == (f(U1) + -+ f(Un)) et[l(N):N

v () + -+ F(XN)
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. Montrer que

. Montrer que, pour i # j : o
B (1609 = =1 Y BU)EU ).
1<l #15<N
puis que :
B (X0 = oy~ (VBU@D - 3 BU0)B (i)
- 3 BUML)E (f(Y)) + 3 BU)* )

. En déduire que, pour f continue :

i (N = 1)Cov (FX1) SO = 2B W) = [ o)y

N—+o00

= / fla,y)f (@', y)drda'dy.
[0,1]3
. Montrer que :

Var (E(f(U)|U)) = / F(x,y)f (oo Ydudydy — B (F(U))?,

[0,1]3

Var (BUU)IV) = [ Sl y)dods'dy B (F0))"

[0,1]3

. En déduire que :

lim NVar(I;(N)) = Var(f(U)) — Var (E(f(U)|U})) — Var (E(f(U)|Uz)).

N—+o0

. Quel est I’intérét d’utiliser I; () plutdt que Io(/N) ? Quels en sont les inconvénients ?

. Vérifier que :

Var {f(U) — E(f(U)|U1) = E(f(U)|Uz)} = Var(f(U)) — Var (E(f(U)|U1))
—Var (E(f(U)[U2)) .
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Partie II : discrétisation d’un modéele a volatilité stochastique

On considere le modele a volatilité stochastique

{dst = rStdt + f(Yt)St(det + v/ 1— PQdBt); S[) =59>0

) (27)
dY; = b(Yy)dt + o(Y2)dWy; Yo = yo

ol (By)i>0 et (W;);>0 sont deux mouvements browniens indépendants, r € R, p € [-1,1] et f,b,0 : R —
R sont des fonctions régulieres (c’est-a-dire bornées et dérivables autant de fois qu’on le souhaite avec des
dérivées bornées) avec o qui ne s’annule pas.

On pose X; = In(S;), t;, = kAt avec At = % ou NV € IN* est un nombre de pas de temps et 7' > 0 une
maturité.

1. Que représente le coefficient p?
2. Ecrire I’équation différentielle stochastique satisfaite par le couple (X, Y1) i>o0-

3. Comment s’écrit le schéma de Milstein (}_/tiv Jo<k<n de pas At pour le processus (Y}):c0,71? Rappeler
sans preuve le résultat de convergence forte du cours pour ce schéma.

4. Déterminer la condition de commutativité qui permet d’implémenter le schéma de Milstein pour le
couple (X3, Y;)sejo,r7- Que peut-on dire de la volatilité de (S;);>o lorsque la fonction o est nulle? Et
lorsque f’ est nulle? Ecrire le schéma de Milstein de pas At pour le couple (X4, Yy)iepo,r) lorsque

ol =1.

Yy
5. Onnote| F(y) = / z(z)dz . Vérifier que
Y

dX, = pdF(Y;) + /1 2 f(Y})dB, + h(Yy)dt,
pour une fonction A que 1’on précisera.

On définit par récurrence (X}, )o<k<n €n posant Xy = In(sq) et Vk € {0,..., N — 1},

_ _ tit1 1 — pg tht1
K =X+ (P ) = P + [ h¥ads |55  [7 pv)as(B, - Bu).

tr tr

6. Vérifier que les vecteurs aléatoires (Zf;é \/ﬁ L‘;fﬂ f2(Yy)ds(By,,, — By))i<k<n et

( Ot’“ f (Ys)c_lBs)lngN ont méme loi conditionnelle sachant (W;);co7). En déduire que les

vecteurs (X, Jo<k<n et (X3, Jo<k<n ont méme loi.

On définit par récurrence le schéma suivant : XY = In(sg) et pour k € {0,..., N — 1},
XN = XN 4 p (FORY) = FOTY)) + V)AL + /1= 22 % (By,., — By,)

(YN tet1
oun = \/(WYtiV) + %/ (W, — Wtk)ds) VY

avec 1(y) = f*(y) et = inf e ¥(y) = infyer f?(y) > 0. L’objectif final de cet énoncé est de montrer
que si ¢ > 0 alors

L. C
* N2
3C >0, YN € N*, E <02}€a§§v X, — X ) <3 (28)

Dans le reste de I’énoncé on notera C' des constantes indépendantes de NV qui peuvent varier de ligne
en ligne.
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7. Comment peut-on simuler le vecteur (W, ., — W,,, [, tk“ (Ws — Wi, )ds)o<k<n—-1? En quoi, pour le
pricing d’options exotiques, le schéma (X Jo<k<n est- 11 aussi performant que le schéma de Milstein?

8. Vérifier que

v V|2 N N \2 N \2
<
oir}fagv'Xt’“ X —C(TI +1g§§v(TZ”“) +1§2}§V(T37k>)

ot 7Y = max (F(¥;,) — F(V,))? + max (Ati@%)—h(ﬁ?))) ,

0<k<N 1<k<N

t k—1
Ty, = / h(Yy)ds — Ach (Y;,)
0
k—1 i1
TIS% = (nJN \/At/ U(Y. ) tiv1 Btj)-
j=0

k-1 2
‘o 1 o N o N2 s
9. Vérifier que max (N (h(Ys;) — h(Y;, ))) < max (h(Y)— h(Y; )" et en déduire que

1<k<N-1
=0

E(TY) < &?

10. Vérifier que T3, = | (7 = s) ((bh/ th)(Ys)ds —l—ah’(Ys)dWs) ou, pour s € [0,T], 75 =

[ X7 At désigne I'instant de discrétisation juste aprés s. En déduire que E(max;<z<ny(T3y,)%) < Z.

11. (a) Que peut-on dire du processus (Té}%)lgkg ~? En utilisant I’inégalité de Doob et le caractere
lipschitzien de la racine carrée sur [/, +00], en déduire que

E (1%?%\7(7?2)2) < %E (Z_((Tg)Q + (T§)2)>

j=0
1y NY / tit1
o T§ = (YY) — v(¥;,) + v, )Atw mj)/ (W, — W,,)ds
y "(Ys. 41 1] tj+1
ety = oty + g [ w5 [ s

J

(b) Calculer E (( tﬁl(W Wi, )ds)
E((T})*) < 32

(Wu>u§tj) et en déduire que

(c) Vérifier que 7§ = = ij“(s — Ts) ((b@b’ + #)(Ys)ds + (o' (Ys) — a@b’(l@j))dWS) et en
déduire que E((7)?) < 5.

12. Conclure que (27) est vraie.
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 5 février 2009 8h30-11h30

Partie I : Réduction de variance et invariance de loi

Soit (U;,7 > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur I’intervalle
[0, 1].

On considere une application de 7" de I'intervalle [0, 1] dans I’intervalle [0, 1]. On suppose que 7 est telle
que 10i(T'(U)) = 10i(U), si U est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0, 1].

On s’intéresse pour un p > 1 fixé a I’estimateur /,, , donné par

_i n p—1 . |
= Z ; f(THW)

1. Montrer que, si f est une fonction mesurable bornée de [0, 1] dans R :

lim I,,=E(f(U)) p.s.

n—-+oo

2. Montrer que Var(/,,) = nipvp(f), avec

vp(f) = %Var (Zf (Tk(Ul))>

3. Montrer que /npw\/%w converge en loi lorsque n tend 400 vers une loi gaussienne centrée
Up
réduite.
4. Supposons que I’on ait effectué n tirages (U;, ¢ = 1, ..., n). Comment peut on estimer v,(f) ? Com-

ment en déduire une procédure effective d’estimation de 1’erreur commise lorsque 1’on approxime
E(f(U)) par L ?

5. Quelle méthode reconnait on lorsque 7'(u) = 1 —uet p =2 ? A t’on intérét a utiliser des valeurs de
p>27?

6. On prend pour 7' la transformation de Kakutani définie par, pour [ > 1 :

1
T(x) = (v —x1) + i,pour 1 < x<a.

ovzg=0etx; =1/2+1/4+ -+ 1/2'. Vérifier que T laisse la loi de U; invariante.
7. Vérifier que si T est la transformation de Kakutani la suite (7%(0), k > 0) coincide avec la suite de

Van Der Corput en base 2. Donner la définition de la discrépance d’une suite D (xy, k > 1). Quelle
estimation de la discrépance de la suite de Van Der Corput connaissez vous ?

On supposera que, lorsque T est la transformation de Kakutani, la discrépance de la famille de suite

(T*(z), k > 0) est majorée, uniformément en x € (0, 1], par :

oloe()

n
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8.

10.

11.

Lorsque 1" est la transformation de Kakutani, montrer que, si f est une fonction a variation finie de
[0, 1] dans R, de variation V' (f), alors

u(f) < 02V<f>21°gp<p>

Y

En déduire que, pour p assez grand, on a intérét a utiliser I’estimateur /,, ,, de préférence a I’estimateur
(classique) I,,;, 1 utilisant le méme nombre d’appel a la fonction f.

. On considere Z la sous tribu de la tribu .4 des boréliens de [0, 1] définie par :

T—{Ac AT '(A)=A}.

On rappelle que si f est Z-mesurable alors f(7'(z)) = f(x) pour presque tout = € [0, 1].

On considere une fonction mesurable et bornée f, on note f = u(f|Z) ('espérance conditionnelle de
f sachant la tribu Z sous la probabilité uniforme sur [0, 1], notée 1) et f(x) = f(z) — f(x). Montrer

que :
Zf

Montrer, en utilisant la définition de I’espérance conditionnelle dans L? que :

) / fa
En déduire que Var(,,) = %Var <f(U1)) n—pUp(JE)

Si f est non constante, a t’on intérét a utiliser une méthode avec p > 1 ?
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Partie II :Discrétisation d’équations différentielles stochastiques

On considere I’équation différentielle stochastique unidimensionnelle
dXt = O'(Xt> th + b(Xt) dt, (29)

ou b et o sont des fonctions lipschitziennes. Le processus (V;) est un mouvement brownien standard
unidimensionnel.

On se donne une condition initiale Xy = = déterministe. Enfin, on se fixe un horizon en temps 7" et un
nombre N € N* de pas de temps. Pour k € {0,..., N} on note ¢, = %T le k-eme instant de discrétisation
et )_(t];’ la valeur en t;, du schéma d’Euler de pas %

Le but de ce probleme est de montrer I’estimation suivante (issue de la these de P. Seumen Tonou) : pour

toutp > 1
2 In(N)\?”
E ( \ ) <C (T) : (30)

max X, — max X;
0<t<T 0<k<N

Dans I’inégalité précédente et dans tout le reste de I’énoncé on notera C' des constantes indépendantes

de N qui peuvent varier de ligne en ligne. On pose

€ = max X; — max XtN,
0<t<T 0<k<N

€1 = max X; — max Xy,
0<t<T 0<k<N

€9 = max X;, — max XtN.
0<k<N 0<k<N 'k

1. Montrer

o N
€y < max (Xy, — X
Q_OSICSN( tk tk)7

puis
N
2 2 - g (K - %)

Appliquer un résultat du cours pour en déduire

C
E (le2) < -

2. Montrer que

T 0<k<SN—1 \ tp<t<tpq1

g1 < max ( max (Xt—th)).

En déduire que

t 2p
|€1|2p < (C max ( max /b(XS)d3>
7%

0<k<N-1 \ t5<t<tpi1

t 2p
+C'  max < max /U(Xs) dWs) .
ty

0<k<N—1 \ t,<i<tpi1

3. En utilisant I’'inégalité

N-1
< 31
pdnax |zl < ; || 3D

t 2p C
E| max ( max / b(X5s) ds) <
OSkSN—l tkgtgtk+1 t N p—
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4.

(a) Montrer que

t 2p
C
_ < -
E (0 Jnax <tk max / [o(X5) O(th)]dWs) ) S N

ti

(b) Montrer que

t 2p
IE( max ( max /O’(th)dWS) )
0<k<N—-1 \ tp<t<tpy1 th

4p
<C E(( max  Imax |Wt—Wtk|) )
0<k<N—11p<t<tpq1

(c) Rappeler la densité de la loi de (W}, maxo<;<;, W;). En déduire celle de maxo<;<;, W; puis
que maxXo<j<n—1 Maxy, <<t ,, (Wy — Wy, ) a méme loi que

Vi max |Gy

0<k<N-1

ol les variables aléatoires (Gj)o<k<ny—1 sont ii.d. suivant la loi normale centrée réduite

N1(0,1).
(d) Soit ¢ le plus petit entier impair qui majore 4p. Montrer que pour x > 0, E(|Go|?1{cy|>2}) =
1}2 . .
P(z)e~ = ol P(.) est un polyndme de degré ¢ — 1. En déduire a I’aide de (30) que pour o > 2,

; 4p _
]\}1—>H<1>0E <ogrkngaj\)r<—1 <|Gk‘ 1{|Gk|2\/aln(N)}>) =0,

puis que pour N > 2, E (maxo<p<n_1 |Gr|?) < C(In(N))?.

(e) Conclure que
t 2p P
In(N
]E( max ( max /O’(XS) dWs> >§0(H( )> '
0<K<N—1 \tp<t<tiir J;, N

5. Vérifier I’estimation (29).

6. Comment peut-on améliorer I’approximation de maxo<;<7 X;?

48



Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 21 février 2008 8h30-11h30

Fonction d’importance et normalisation

Pour calculer E(f(X)) ou X désigne une variable aléatoire de densité p sur R? et f : RY — R une
fonction telle que Var(f(X)) < 400, on se donne (Y;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées suivant une densité ¢ sur R%.

1. Montrer que P(¢(Y1) = 0) = 0. En déduire que P(3i > 1t.q. ¢(Y;) =0) = 0.
2. On suppose que dz p.p. g(z) = 0 = fp(x) = 0 et on utilise la convention %(w) =0sig(z) =0.

(@) Que vaut [ |f|p(z)1l{yw)=0ydz? En déduire que la variable aléatoire %(Yl) est intégrable
d’espérance égale a E( f (X ).

(b) Montrer que 2 2
J(2) atwrte= ( [ 1rptarac)

avec le minorant atteint pour ¢, (z) = 7 || ﬁfﬁ ((5)) ot
(c) En déduire un choix de ¢ qui permet de minimiser la variance de 1’estimateur
1~ fp
= -S" Ly,

pour tout n. Que représente v, = ([ |f|p(ac)d9[:)2 - E*(f(X))?
(d) Pour une densité g quelconque, expliquer comment construire un intervalle de confiance asymp-

totique pour I’estimation de E(f(X)) par Z,, a partir de I’échantillon (Y7, ...,Y},)?

On note R,, I’estimateur :
S () 1m0
Z?:I Z(Yz‘)lq(Yibo '

3. Lorsque P(¢(X) > 0) > 0, calculer la limite de R,, lorque n tends vers +o0co. En déduire que si p.p.
q(z) = 0= p(x) =0, alors R,, converge vers E(f(X)).

R, =

4. Montrer que si P(f (X ) = E[f(X)]) > 0, les variances de R,, et de Z, sont nulles pour le choix

q(x) = P{,f((z() ?“g[(}z}p (] Quelle sont alors les valeurs de R, et Z,,?

5. On suppose désormais que P(f(X) = E[f(X)]) = 0 et que dz p.p. ¢(x) = 0 = p(z) = 0. On
utilise la convention 2(z) = 0'si ¢(z) = 0.

=\ 2

(a) On pose f(z) = f(x) — E[f(X)]. Montrer que si v(q) = [ 75") q(x)dx < +o0, alors
Vn(R, —E(f(X))) converge en loi vers N1(0,v(q)).

Indication : on pourra remarquer que \/n(R, — E(f(X))) = r f 2t Iy
et appliquer le théoréme de Slutsky : si (Z,), (resp. (W,),) des&gne une suite de variables
aléatoires a valeurs dans R™ (resp. R%) qui converge en loi vers une constante z € R% (resp.

vers une variable aléatoire 1V a valeurs dans R%), alors (Z,,, W,,),, converge en loi vers (z, W).

/N
&h
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(b) Expliquer comment construire un intervalle de confiance asymptotique pour I’estimation de
E(f(X)) par R,, a partir de I’échantillon (Y7,...,Y},)?

_ 2 ) . _ flp(z
(¢) Montrer que v(q) > ([ |f|p(z)dz)” ot le minorant est atteint pour g(z) = flljj‘flf ((y))dy.

(a) Pour y € R, on note y© = max(y,0) et y~ = max(—y, 0). Montrer que

vo=1 [ P @pla)ds [ 1 @pla)de etola) =4 ( / f+<x>p<x>dx)2.

(b) Vérifier que si f est de signe constant alors v, < v(q).
(¢) On se place dans le cas particulier ol f(z) = z et p(z) = (1 — a)e" <o} + aXe 1,0y avec
A>0,a€]0,1] tels que § > 1 — a. Vérifier que

—2x(1-a) —22¢

v >0(q) & (1 —a)e > %e

En étudiant la monotonie de la fonction g(x) = ze~2**, conclure que I’on peut trouver (c, \)
tel que v, > v(q).
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Simulation d’équations différentielles stochastiques

Le résultat de la question préliminaire qui suit sera utilisé a la fin du probleme dans les questions 8a et 8c.

1. Soit (X,Y’) un couple qui suit la loi gaussienne N5 (( 8 ) , ( CCL [f )) On suppose a > 0 et on
pose Z =Y — <
(a) Quelle estlaloide (X, Z)?
(b) Vérifier que E(X?) = 3a?, E(X?Y?) = ab + 2¢%, E(X3Y) = 3acet E(XY?) = 3bc.
(c) Montrer que pour [, € N, E(X'Y™) = 0 dés lors que [ + m est impair.
Dans toute la suite, par fonction réguliere, on entend une fonction dérivable autant de fois que nécessaire
avec des dérivées bornées et  désigne une fonction réguliere de R" dans R.
Soit 7> 0,y € R, 0 : R* - R™%etbh : R® — R" deux fonctions régulieres. Sur un espace

de probabilité (2, F,P), on se donne également (W;);ep0,7) un mouvement brownien a valeurs R%. On
s’intéresse a I’Equation Différentielle Stochastique

X pu—
0 Y, (32)
dX, = o(X,)dW, + b(X,)dt.

On note L I’opérateur différentiel du second ordre défini par

n

Lo(z) = 5 Z ay(x)0s. :rz )+ Z bi(x ) ol a;(x Z oij(x)oy(x

il=1

Pour j € {1,...,d}, on note également 0;(z) = (0;(7))1<i<n € R" la j-eme colonne de la matrice o et
00;(x) = (04,015(%))1<1i<n € R™™

2. Ecrire le schéma de Milshtein pour cette EDS. A quelle condition peut-on I’implémenter?

3. Pour f : R” — R une fonction réguliere, on introduit la solution u, supposée réguliére, de I’Equation
aux Dérivées Partielles

{%(t, ) + Lu(t, ) = 0, (t,2) € [0,T] x R" (33)

w(T,z) = f(x), x € R"

On note également (th>0§k§ ~ le vecteur obten}l sur la grille temporelle ¢, = % par discrétisation
de ’EDS (31) par un schéma approprié tel que X, = v.

(a) Vérifier que

F

E(f(X7)) — E(f(X7)) = & ot & = E (u(tpyr, Xep,,) — ulte, X4,)) -

b
Il

(b) Vérifier que 22 (t,x) = L*u(t,z) ott L*u = L(Lu). En déduire que

2

_ T _ T 1
u(tk+1, th) + NLu(tkH, th) + WL U(tk+1, th) = u(tk, th) + O <N3)
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(c) Conclure que si pour tout k& € {0,..., N — 1},
_ _ _ T _
E(u(tk+17 th+1)|th) :u(tk-i-lv th) + NLU(tk;-H, th)

T2 1
+ WL u(test, th> + O (N3> (34)

alors &, = O (§5) et I’ordre faible du schéma est 1 /N2,

L’objectif du probleme est de démontrer que (33) est vérifiée pour deux schémas proposés récemment par
Ninomiya et Victoir et par Kusuoka, Ninomiya et Ninomiya.

4. Pour j € {1,...,d}, on note V; I’opérateur différentiel du premier ordre défini par Vjp(z) =
oj(x).Vo(x) = Y0 04(2)0s¢(x). Pour V et W deux opérateurs différentiels, VW désigne
I’opérateur différentiel (en général différent de WV défini par VWo(x) = V(We)(z). Pour
m € N*, V'™ désigne I’opérateur V' ... V.

m fois
Enfin, on pose Vo = L — 1 Z?:l V7.

(a) Exprimer L? aI’aide des V;, i € {0, ..., d}.
(b) Montrer que pour j € {1,...,d},

Z Uz] Ul] a: :L"l + Z (Z amzo_l] GZ] )) 8xlgo(x)

1,l=1
et en déduire que Voo () = o9(2).V(x) ol og(z) = b(z) — 3 Z?:1 dojo;(z).

5. Pour  : R — R" une fonction réguliere on note V' I’opérateur différentiel du premier ordre défini
par Vip(x) = n(z).Vp(x) et (eV (x))ier I'unique solution de 1’Equation Différentielle ordinaire

Syt = nlyl®), y(0) ==

(a) Calculer & et en déduire que Vi € R, (V' (z)) = ¢(z) + f(f VetV (x))ds.
(b) En déduire que pour tout [ € N,

so(e”(x))=ztmvm / / / V(1Y (2))dsiyy - . . ds

m=0

Indication : écrire I’égalité de la question précédente en remplagant gp par V™o oum > 1.
Justifier la notation e’ () et vérifier que p(e™" (z)) = S0 _ EV2l@) o[+,

(c) Soit W un autre opérateur différentiel du premier ordre associé a une fonction régulicre de R"
dans R". Montrer que pour s,t € R,

s smgm MM o)
eV @) = Y — O((|s] v 1)),
mq,mgo>0 1=i2:
mi+ma<l

Indication : écrire le développement & Uordre | de (e (y)) en une valeur bien choisie de
y € R"
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6. Soit t > 0, Gy,...,G, des gaussiennes centrées réduites indépendantes et pour j € {1,...,d},

(@) Pour m = (mq,...,mqp1) € N2 on note ||m|| = 2(mg + may1) + Z;l:l m;. Expliquer
comment obtenir 1’égalité

E [gp(e%%ezlvl ... eZaVagsVo (x))

Il

URER VAR VAU B VAl A
=yt Mo W VRV prom s gmi 4 o).
s 2mot+mdy1 molma!. . .mglmgyq!
(b) Remarquer que s’il existe j € {1,...,d} tel que m; est impair, alors E[G" x ... x G| =0
et en déduire que la somme précédente est restreinte aux (d + 2)-uplets m tels que ||m|| €
{0,2,4}. Vérifier qu’en dehors du cas m = (0,...,0), les seuls termes non nuls de cette

somme correspondent aux cas suivants ol on ne précise que les m,; non nuls :
@) mo+mgp =1,

(2) m; = 2 pour un indice i € {1,...,d},

(3) m; = 4 pour un indice i € {1,...,d},

(4) m; = m; = 2 pour un couple d’indices i < j € {1,...,d},

(5) m; =2 pourunindicei € {1,...,d} etmgo+mg1 =1,

(6) mog+mg1 = 2.

(c) Conclure que

E [gp(eévoezlvl . eZdVde%VO(:c))} = p(x) + tLo(x)

2 /1< 1 1 d &
+§(ZZV;‘+§ > Vj2%2+§{%2%2+2%2% +%2)s0(1‘)+0(t3)-
=1 i=1

1<i<j<d i=1
(d) En déduire que
1

E ng(eé‘/oezlv1 ... eZaVagsVo (x)) + 590(6%‘/062"1‘/‘1 L eBVigsWo (.T)):|

= p(x) + tLo(x) + §L2cp(x) + O(t).

7. Le schéma de Ninomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uy)1<r<n de variables uniformes
sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W, ..., W¢). Pour passer de X;, a X, , il consiste a
(i) Intégrer sur la durée ;& 'EDO Ly(t) = oy(y(t)),
(ii) Si Uk < 1, intégrer successivement pour j croissant de 1 a d ’EDO Ly(t) = o;(y(t)) sur la

durée aléatoire Wy
dedal.

(iii) Reprendre 1I’étape (i).

— Wtjk St Ugyq > % effectuer la méme opération mais pour j décroissant

Vérifier que pour ce schéma,
_ T T2 ) 1
E(p(Xn)) = w(y) + 7 Lely) + 575 L7 (y) + O (ﬁ) :

propriété qui se généralise facilement en (33).
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8. L’inconvenient du schéma de Ninomiya et Victoir est qu’il faut intégrer (d+ 2) EDOs a chaque pas de
temps, ce qui peut s’avérer tres coliteux. Ninomiya et Ninomiya ont proposé€ un schéma qui préserve
I’ordre de convergence faible en 1/N? mais dans lequel il suffit d’intégrer deux EDOs a chaque pas
de temps.

0 b

question 1, montrer que E(H;l:1 Gﬁ j G;n]]) = 0 deés que la somme des deux coordonnées de I’un
des couples (I;, m;) € N? est impaire.

(a) Soit (G4, G2,;)1<j<a des couples i.i.d. suivant la loi N (( 0 ) , ( CCL ¢ )) A T’aide de la

(b) Soient a, 8 € R. Expliquer comment obtenir I’égalité

E (Sp(et’gvo-ﬁ-\/zzgl:l Gz,j‘/jet(lvo-‘r\/zzjzl G1,;V; (1,))>

(EK%» E«%ﬁ)

d
= (@) + tVop()(a+ B) + Y _ Vi(z)

- 2 2
Jj=1
2 2
+ V() (O; +af + 62)
d 2 2
E(GY ) E(G1,;G;) | E(G;))
+t2;{VjVij<p(a?) <a6‘7+(a+,3) 27 2+ 8 5 J
E(G? . E(G1.,Gs.:) + E(G? . E(G?Z .
+‘/0‘/]2<,0(I) (O[ ( 1,]) +a ( 1,j 2;]) ( 2,]) +6 ( 2,]))
6 2 6
E(G? . E(G? )+ E(G1 ;G ; E(G? .
+ V2‘/()(,0(x) o ( I,J) +B ( 1,g) ( 1,5 27]) +B ( 2,3)
J 6 2 6
E(GY)) E(G.Gy;) EB(G?,G2) E(G,G3) E(GE)
4 1,7 1,9 sJ 1,752, 12,9 2,7
Vi) ( 21 6 4 T 6 T }
d 2 2 2 2 2
E(G2,G2.) E(G?,G,;Gy;) E(G2,G%)
2 2772 1,1, 1,2 5J 3] 1,52,
+t Z_{V;nga(x)( 54 + 5 + 7
i

E(Gl,iGz,iGg,j) E(ngG%g)
6 24

E(G?,G1 ;) n E(G},G1,;Ga,5) n E(G1,:G1,;G2,,G2 ;)
24 6 4

+%%WW%@<

E(G1,G2,G3,) E(G3,G3,
DO | BEAGIVY o

(c) Soitu > 1/2ete € {—1,1}. Vérifier que pour le choix a = u, b = 1 + u — e/2(2u — 1)

2(2u—1)

etc = —u-+-¢ 3

a c . . . L
, ( e b > est bien une matrice de covariance. En posant également
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o= 6—”2(?_1) et § =1 — «, vérifier que

(a0 +b+2c=1=a®+ 4ac+ 2ab + 4c¢* + 4bc + b?
aa+ pb+3(a+ p)e=0

aa + b+ 3a(c+b) =3/2

aa+ Bb+3B(c+a)=3/2

a® + 4ac + 6ab + 4bc + bv* = 3

La? 4 4ac+ 6¢* + 4bc + b* =0

En déduire que pour ce choix

t2
E (((e#V VIl GasVigha Vo VIXIL 61 (0)) ) = () + tLep(a) + 5 Loe(a) + O(F)

(d) Quel est le schéma de Ninomiya et Ninomiya?
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du 15 février 2007 8h30-11h30

Partie 1

Exercice 1 On considere X une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

1. Pour f une fonction bornée, on note I = E(f(X)) et I et I les estimateurs :

Ih= o (FO0) + F(X) 4 f(Kanr) + F(Xan)

B2= o (P60 + F(=X0) 4 F(Xa) + F(=X,).

ou (X, n > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes tirées selon la loi de X.

Identifier la limite en loi des variables aléatoires /n(I! — I). Méme question pour la famille de
variables aléatoires /n(I? — I).

On calculera la variance des lois limites.

2. Comment peut on estimer la variance de lois limites précédentes a I’aide de I’échantillon (X, 1 <
i < 2n) pour I} et (X,,,1 <i < n) pour [2?

Comment évaluer I’erreur dans une méthode de Monte-Carlo utilisant 7! ou 2 ?

3. Montrer que si f est une fonction croissante Cov (f(X), f(—X)) < 0. Quel est dans ce cas,
I’estimateur qui vous parait préférable I! ou I2 ? Méme question si f est décroissante.

Exercice 2 Soit GG une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

1. On pose L™ = exp (—mG — %2>, montrer que E(L™ f(G + m)) = E(f(G)) pour toute fonction f
bornée.

Soit X™ une autre variable aléatoire, intégrable telle que E(X™ f(G + m)) = E(f(G)) pour toute
fonction f bornée. Montrer que E (X™|G) = L™.

Dans une méthode de simulation quelle représentation de E( f(G)) vaut il mieux utiliser E(X™ f(G+
m)) ou E(L™f(G +m)) ?

2. Montrer que la variance de L™ f(G + m) se met sous la forme
m2
E (67 2(G)) ~ B((G))

et que la valeur de m qui minimise cette variance est solution d’un équation que 1’on explicitera. Que
vaut ce m optimum lorsque f(z) = x ? Commentaire.

3. Soit p; et p, deux nombres positifs de somme 1 et m; et mso 2 réels, on pose :
mi m3
I(g) = prem™ o5 4 pacm9 5,
On pose pour f mesurable bornée p(f) = E(I(G)f(G)). Montrer que
u(h) = [ fwple)ds,
R
p étant une densité que 1’on précisera.
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. Proposer une technique de simulation selon la loi de densité p.

On suppose que G est une variable aléatoire suivant la loi précédente. Montrer que :

E(I7Y(G)f(@) = E(f(G)),

Var(I (@) (@) = B (1I"1(@) (@) — E(f(G))™

. On s’intéresse au cas p; = py = 1/2, m; = —my = meet f(z) = x. Montrer que :

. 22
Var(I-{(G)CG) = B <anc:)> |

On note v(m) cette variance comme fonction de m. Vérifier que v/(0) = 0 et v”(0) < 0.

Comment choisir m pour réduire la variance lors d’un calcul de E(G) ?

Exercice 3 Soit X une variable aléatoire réelle et Y une variable de contrdle réelle. On supposera que
E(X?) < +ooetque E(Y?) < +o00, E(Y) =0pouri=1,...,n.

1.

Soit A un vecteur de R", calculer Var(X — \Y') et la valeur \* qui minimise cette variance. As t’on
intérét a supposer X et Y indépendantes ?

. On suppose que ((X,,,Y,),n > 0) est une suite de variables aléatoires indépendantes tirées selon la

loi du couple (X, Y'). On définit \’ par

o= Z?:l XY — % Z?:l Xi Z?:l Yi‘
! Do X7 = (0 X

Montrer que \;, tends presque surement vers A* lorsque n tend vers +00.

. Montrez que \/n (A}, — A,) Yy, 00 Y, = (Y1 + - -+ +Y,,) /n tend vers 0 presque stirement.

. En utilisant le théoreme de Slutsky (voir question suivante) montrer que :

1

vn <—(X1 - NYi4 -+ X, =AY, — E(X))
n

tends vers un loi gaussienne de variance Var(X — A\*Y').

Comment interpreter le résultat pour une méthode de Monte-Carlo utilisant AX comme variable de
contrdle ?

. Montrez le théoreme de Slutsky, c’est a dire que si X,, converge en loi vers X et Y,, converge en loi

vers une constante a alors le couple (X,,,Y,,) converge en loi vers (X, a) (on pourra considérer la
fonction caractéristique du couple (X,,,Y,,).

Partie 2 : Méthode de Monte-Carlo exacte pour les options asiatiques
Les questions 4. et 5. peuvent étre traitées indépendamment.
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Sur un espace de probabilité (€2, F,IP), on se donne (WW;);c[o,r] un mouvement brownien réel standard. On
se place dans le modele de Black-Scholes avec taux d’intérét r sous la probabilité risque-neutre ou le cours

0_2
a I’instant ¢ de 1’actif risqué est S, = Spe” Wi+ =71,

Ce probléme est consacré a une technique récemment proposée par Jourdain et Sbai'® pour calculer le prix

S en)

de I’option asiatique de payoff ¢ sans recourir a un schéma de discrétisation en temps.
1. Onposey=1r — é et X; = % fg e~ Wu=rudy pour t > 0.

(a) Vérifier que X = %fOT Soe? Wr=Wr—i)+vt gy

(b) Que peut-on dire du processus (Wp — Wp_y)cjo,n?

(c) En déduire que P = E(e T p(X7)).

(d) Donner lim,_,qo+ X; et calculer d.X;.

(e) En déduire que le processus Y; = In(X;/Sy) est solution de I’'EDS

-Y;

1
dY; = odW, + ~vdt + ert, Yy = 0. (35)

(f) Pour Y une autre solution de cette équation, vérifier que d(Y; — 17;)2 < 0 et en déduire I’unicité
trajectorielle pour (34).

2. Pourt > 0 soit Z, = %fot sdW, + 1t.

(a) Pour u,t > 0, calculer E(Z,) et Cov (Z,, Z).

(b) Pour 0 < t; < ty < ... < t, < T, que peut-on dire du vecteur (Z,,,...,Z; )? Comment
peut-on le simuler?

(c) Vérifier que 1 fot sdWy =W, — 1 fot Wds et en déduire lim,_, g+ Z;.
(d) Montrer que Z; est solution de ’EDS

Z
dZ, = odW, + ~dt — Ytdt, Zo = 0.

Pourquoi est-ce 1’unique solution de cette équation?

3. Dans cette question, on admettra que les intégrales que 1’on est amené a considérer sont bien définies.

(a) Pour un processus (Hy).cpo,r) adapté a la filtration de W et suffisamment intégrable, donner %

tel que sous la probabilité Q, (B, = W; — fot Hds)<r est un mouvement Brownien.
(b) Préciser H; pour que Z; soit solution de ’'EDS

Zyt

7
47, = odB, + vdt + ert, Zo = 0.

Byoir Preprint CERMICS 2007-
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(c) On pose

1—2+%5 —e A (2 o2 9A\ 0A % PA
Alh2) = — etf(’*”Z[?*(f —7@&—?@}(“)'

En admettant que d’apres la loi du logarithme itéré, pour tout e > 0, Z; = o(t%*) en 0", donner
limt_>0+ A(t, Zt>

(d) Calculer dA(t, Z;) et en déduire que
P =B (v(Zr)el 0200) on h(z) = e Tp(Spe")e ),
4. Afin d’obtenir une espérance calculable par la méthode de Monte Carlo, on se donne indépendamment
du Brownien (W;)¢cjo,r) et donc de (Z¢):cpo,r] une variable aléatoire entiere N telle que pour tout

n € N, P(N = n) = p(n) > 0 ainsi qu’une suite (7;);>; de variables aléatoires i.i.d. suivant une
densité ¢ strictement positive sur [0, 7' (et nulle en dehors) indépendante de V.

(a) Calculer E < n)n'Hf Tz,TZ)TZ) (Zt)t<T> puis B (p(N)N'Hf Tis 4 & )

vention le produit vaut 1 lorsque N = 0.

(Zt)t<T> oll par con-

N

1 £ : f(Ti7 ZT)

b) Avecl tion 3d, en déd =E Z ! :
(b) Avec la question 3d, en déduire que P ( T)p(N)N!H ()

C’est cette espérance que 1’on approche par la méthode de Monte Carlo en remarquant que si ¢
a une expression analytique, alors il en va de méme pour v et f et en utilisant la question 2b.

5. Pour avoir une intuition sur le choix de p et ¢, on va s’intéresser a la minimisation de la variance de

N
Ti . . 4
Pa = SN gé ) lorsque g est une fonction positive bornée sur [0, 7).
: T
i=1

a? . .. .
(a) Vérifier que E(&) ) = Zp‘g:) pour une suite (a,.,)nen de nombres positifs ne dépendant pas
neN

de p a préciser.

(b) Déduire de I’inégalité de Cauchy-Schwarz que E( > (Zaq n) et vérifier que ce mino-

neN
rant est atteint en choisissant pour (p(n)),en la suite (aq,n)neN renormalisée.

(c) Pour ce choix de p, comment faut-il ensuite choisir ¢ pour minimiser la variance de &, ,?
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Meéthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du 2 mars 2006 8h30-11h30

Partie I : Calcul par une méthode de Monte-Carlo du prix d’un CDS

On considere une suite de temps déterministes 0 < 77 < Ty < --- < T}, et un taux d’intérét » > 0. On note
par 7 un temps (de défaut) aléatoire et I’on cherche a évaluer par une méthode de Monte-Carlo le prix d’un
CDS donné par :

P =E(H(r))

n—1
—rT; —rT
H(T)ZRZ@ 1{7_>Ti}_€ I{TSTn}
=1

Intensité déterministe On suppose que (A, s > 0) est une fonction continue non aléatoire de s, telle
que, pour tout s > 0, Ay > 0. On suppose que 7 suit la loi

— [T Aeds

1. Reconnaitre la loi de 7 lorsque \; ne dépend pas de s. Comment peut on, alors, simuler un variable
aléatoire suivant la loi de 7 ? Montrer que 1’on peut calculer P a I’aide d’une formule simple.

2. Soit £ une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre 1. On note A la fonction de R* dans
R définie par :

t
At) = / Ayds,
0

et A=! son inverse. Montrer que A~!(£) suit la méme loi que 7 et, en déduire une méthode de
simulation selon la loi de 7.

3. En supposant A et A~! calculable explicitement, proposer une méthode de Monte-Carlo permettant
de calculer P. Expliquer comment 1’on peut estimer, alors, 1’erreur commise.

4. On suppose que A(T,,) < K. Montrer que :

P= (Rie_m) P> K)+E(H(T)[ < K)P (< K).

Expliquer comment simuler efficacement une variable aléatoire selon la loi de £ conditionnellement
al’événement {{ < K'}.
En déduire une méthode de réduction de variance pour le calcul de P.
Intensité aléatoire On suppose dans ce paragraphe on suppose que ); est un processus aléatoire donné
par \; = exp(X;) ot (X;,t > 0) est solution de :
dX; = —c(Xy — a)dt + odW;, Xy = x.

avec ¢, o, a des réels donnés et (W, ¢ > 0) un mouvement brownien.
On pose 7 = A71(€), € étant un variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre 1 indépendante de W.

1. Calculer E();). Proposer une variable de controle pour le calcul de P. Comment peut on vérifier
numériquement que cette variable de controle réduit effectivement la variance ?
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2. Calculer :

n—1
—rT; —rT
E(RZ@ 1{7_>Ti}—6 1{T<Tn} )\t,tZ()).
=1

En déduire un méthode de simulation évitant de simuler la variable aléatoire ¢ dont on montrera
qu’elle réduit la variance.
Une méthode de fonction d’importance

1. Soit # > 0, on pose {z = £//3. Montrer que, pour toute fonction f mesurable positive et pour tout
B >0ona:

E(f(€) =E(f(£s)95(&s)) -

g étant une fonction que 1’on explicitera en fonction de /3.

2. En déduire que pour tout § > 0 :

P =E (g5(¢/B)H(AT'(¢/B)))
avec H(t) = RY_ e Tlgy oy =Ly oy
3. On pose X5 = gs(&/B)H (A1 (£/5)), montrer que pour tout 3 > 0 :
Var(X;) = E (g5() H(A™(€))) - P*.
4. Montrer que Var(X3) < +0osi § < 2et que :

Var(X,) = %E ( 0+oo HQ(A‘l(t))dt) - P2

5. Montrer que 3 — Var(XXg) est une fonction strictement convexe sur I’intervalle |0, 2] et que

lim Var(Xj3) = :
o, Vartts) = oo

En admettant que lim,_,, . A~ (¢) = 00 presque siirement, montrer que limg_,»- Var(Xg) = +o0.

6. Quel f est il souhaitable de choisir dans une méthode de Monte-Carlo ? Proposer un méthode per-
mettant d’approcher cette valeur.

Partie II : Simulation d’équations différentielles stochastiques

Dans cette partie, par fonction réguliere, on entend une fonction dérivable autant de fois que nécessaire avec
des dérivées bornées.

Soit 7" > 0,y € R, b : R — R une fonction réguliére et sur un espace de probabilité (2, 7, P), (W;)sepo,1)
un mouvement brownien réel standard. On s’intéresse a I’Equation Différentielle Stochastique

Xy =
0 Y, (36)

Pour (¢,2) € Ry x R, on introduit z(t, z) la solution a I’instant ¢ de ’Equation Différentielle Ordinaire
issue de z a I’instant initial et obtenue en enlevant le terme brownien de I’EDS :

1:(0, Z) =2z,
{%I(t, z) = b(x(t, 2)). (37)
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On se donne N € N*etpour 0 < k < N, on pose t;, = kT/N. On s’intéresse a un schéma de discrétisation
proposé récemment par Ninomiya et Victoir. Dans 1’exemple simple qui nous intéresse, pour passer du

temps 1) au temps 3,1, ce schéma consiste a intégrer'* 'EDO (36) sur I'intervalle [t, %] puis a

ajouter 1’accroissement brownien et enfin a intégrer I’EDO (36) sur I’intervalle de temps [(2’“;]\;)71, i)
Xo=u ' . \ - (38)
Vk E {O, . e 7]\/v - ].}7 th+1 — .’L‘(W, Zk-‘r%) ou Zk-‘r% — x(W,th) + Wtk+1 — Wtk'

L’ objectif de ce sujet est de vérifier que I’ordre faible de ce schéma est en # Pour cela, on s’intéressera
au cas d’un coefficient de dérive linéaire avant de traiter le cas général.

Les 2 questions peuvent étre traitées de facon indépendante.
1. Cas d’un coefficient de dérive linéaire : Yy € R, b(y) = cy ot ¢ € R*.

(a) Quelle est la solution z(¢, z) de I'EDO (36)? Préciser le schéma (37) dans ce cas particulier.
Vérifier que

k
Vk e {0,...,N}, X;, = ye™ + 5N Z U T(Wy, — W)
I=1

or
N

chTﬁ 1
e < sinh(<E)

En déduire que Var(X7) =
(b) Quelle est la loi de X;? En déduire que X, a méme loi que Xr + /75 G ou G est une
gaussienne centrée réduite indépendante de (W}).c(0,7] €t yn une constante que 1’on précisera.

(c) Enremarquant que si f : R — R est une fonction C?, alors

1
Ve,z € R, f(z+2) = f(z) + 2f () + 22 / (1 - a)f"(x + az)da,
0

en déduire que si f est bornée ainsi que ses dérivées,

sup.er | /(2)]

2 fYN‘

|E(f(XT)) — E(f(Xr))| <

Conclure que 1’ordre faible du schéma est en 1/N2.
(d) Onnote th la valeur obtenue en ¢, par le schéma d’Euler avec pas de temps % Calculer E(XT)
et Var(Xr).

(e) On suppose ¢ > 0. Vérifier que X7 a méme loi que Xr+ Nn + v/~ G pour des constantes 7
et Y a préciser. Retrouver que 1’ordre faible du schéma d’Euler est en 1/N. Comment peut-on
améliorer la convergence de ce schéma?

2. Cas général : Pour f : R — R une fonction réguliére, on introduit la solution u, supposée réguliere,
de I’Equation aux Dérivées Partielles

{%(t,l') + LU(th) = 07 (th) € [O’T] xR , (39)

w(T,z) = f(x), x € R

ol L est le générateur infinitésimal de 'EDS (35) : Lg(z) = 3¢"(z) + b(z)d ().

14Si 1a solution de 'EDO (36) n’a pas d’expression analytique, on peut recourir 2 un schéma de discrétisation pour cette étape.
11 faut choisir ce schéma avec soin pour préserver 1’ordre faible du schéma qui en découle pour I’EDS (35).
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(a) Vérifier que
E(f(X7) —E(f(X7)) = Y _ & o & =E (u(tir, Xe,,) — ulti, Xp,)) -

(b) Vérifier que 8t2 ¥(t,z) = L(Lu)(t, z). En admettant provisoirement que

- - - - T
E(u(tk+17 thﬂ)‘th)) :u<tk+l> th-) + Lu<tk+lv th)ﬁ
1 _T7? 1
# 5 UL0ten X) 5 +0 (7). 40)

en déduire que & = O ( N3) et conclure que I’ordre faible du schéma est 1/N2.

(c) L’objectif de cette question est de vérifier que pour g : R — R réguliere

E(9(Xy,)) = g(y) + Lg(y)t: + L(Lg)(y )tQ +0 (]\1[3> : (41)

propriété qui se généralise facilement en (39).

1. Vérifier que

g(z(t, 2)) = g(2) + (bg") (2)t + / / (bg") 2))drds
et en déduire que pour ¢ au voisinage de 0,
g(o(t,2) = g(=) + (b (=)t + b(bg') ()5 + O ()
x(t,z) = z + b(2)t + bb'(z)g +0(t%).

ii. En déduire que

9(X1,) =g <y+b( )2;1 + b’ (y )tg + W, +0 (]\173»

, t N 1 t
+ (bg") (y+b(y)2 + bb'(y )8 +Wt1+O<N3)> 5
+b(bg")" |y + b( )t—1+bb’() +W,+0 - t%+0 L
g Yy Yy 2 ty N3 8 N3 .
iii. Vérifier que E ((bg’) (y +b(y)4 + bb’(y)% + W, +0O (%)))) est égal a

t

5+%<bg> ()t +o(;2).

iv. Vérifier que E (g (y +b(y)4 + bb’(y)% +W,+0 (%))) est égal a un terme en
O (%) pres a la fonction

, ty 13 1 ) 1 t2 3t§ )
g+gx(b2+bb8 —1—2 b4—|—t +6g 3b 249

prise au point y (¢*) désigne la dérivée d’ordre k de la fonction g).

bg'(y) + (bg') (y)b(y)
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v. En remarquant que

L,

1 1 1 1 1
L(Lg) = ~b(t'g' + bg") + =b(bg") + =b(bg") + =(bg")" + =bg® + —g
1 2 2 2 1

4

conclure que (40) est vérifiée.

Dans le cas de ’EDS générale posée en dimension n avec (W1,

de dimension d :

.., W%) un mouvement brownien standard

d
dX, =Y oi(Xy)dW] + b(X,)dt
j=1
oubetles o; = (01,...,0,;)", 1 < j < dsontdes fonctions régulieres de R™ dans R", le schéma de Ni-
nomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uy)1<x<n de variables uniformes sur [0, 1] indépendantes
et indépendantes de (Wl, cee Wd). Pour passer de I’instant ¢ a I’instant ¢, 1, il consiste a

d o
d [b - = Z (‘3%0]] )oudoj = (gg;’l > riien

2. SiUpq1 < 35, intégrer successwement pour j croissant de 12 d PEDO £:(t) = o;(x(t)) sur la durée
— VVth. Si Ugyq > 2, effectuer la méme opération mais pour j décroissant de d a 1.

1. intégrer sur la duree 5y T'EDO —

aléatoire ng+1

3. Reprendre la premiere étape.

64



Examen du cours de Méthodes de Monte-Carlo
du Vendredi 17 Décembre 2004

Exercice 4 Soit X = (X;,..., X,) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance I' = (I'; ;)1<; j<a-
On se donne A\, ..., \; d nombres réels positifs, € un réel. On note Z, la variable aléatoire

d
Zez E )\Z’€€Xi.
i=1

On cherche a calculer par une méthode de Monte-Carlo P. = P(Z, > K), K étant un réel donné.

1. Comment peut on simuler le vecteur aléatoire X ? Proposer une méthode de Monte-Carlo permettant
de calculer .. Comment peut on estimer I’erreur commise dans cette méthode ?

2. Proposer une variable aléatoire de loi lognormale (i.e. dont le logarithme suit une loi gaussienne)
proche de Z, lorsque € est petit. En déduire une technique de variable de contrdle pour le calcul de
P..

3. On supose que Zle Ai < K. Montrer que P, tend vers 0 lorsque € tend vers 0. Quel probleme
numérique peut on s’attendre a rencontrer dans le calcul de P, avec € petit ?

4. Soit f une fonction bornée de R? dans R et m un vecteur de R%. On suppose que la matrice I est
inversible. Expliciter une variable aléatoire L(m) positive d’espérance 1 telle que

E(f(X)) = E(L(m)f(X +m)).

En déduire une technique de fonction d’importance permettant de calculer . Comment proposez
vous de choisir m dans le cas ou Zle A < K et e est petit ?

Exercice 5 Soit p et A deux nombres réels strictement positifs. Soit IV et N, deux variables aléatoires qui
suivent des lois de Poisson de parametre respectif A et .

1. Soit f une fonction bornée de N dans R, non identiquement nulle. Montrer que

E(f(N)) = E (Lasuf(Ny)

A\ e
L = et A <—> )
A= [

2. Onnote X, = Ly, f(N,) et V(u) = Var (X,). Montrer que :

avec

V(u) = E ( (2) AF(M)) CB(f(N)).

En déduire que lim,,_,o+ V(1) = 400 et lim,,_, o V(1) = +o00.

3. Montrer que V' est deux fois continuement différentiable. Exprimer cette dérivée seconde sous forme
d’une espérance et montrer qu’elle est strictement positive pour tout /.
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4.

5.

Montrer que inf,,~o V() est réalisé par un unique ;* qui est solution de 1’équation

()" o -5) -

Comment utiliser ;* lorsque 1’on cherche a calculer E(f(Ny)).

Proposer un algorithme itératif permettant d’approcher p1* (on ne demande pas de prouver la conver-
gence de I’algorithme).

Algorithmes stochastiques

On considere une suite da variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1]. On pose
Yn+1 = ¢/(n+1),avec 0 < ¢ < 1 et on s’intéresse a la suite aléatoire définie par X, = x avec z € [0, 1] :

Xn1 = Xn +Ynp1 (1{Un+1 < Xu} Xn)

Onnote F,, = o (Uy,...,U,) pourn > 1.
Le but de ce probleme est de montrer que X, tend presque slirement vers une variable aléatoire non nulle
lorsque n tends vers +o00.

1.

Verifier que X, est compris entre 0 et 1 et que (X,,,n > 0) est une martingale par rapport a la
filtration (F,,,n > 0). En déduire que X,, converge presque sirement vers une variable aléatoire
notée X, € [0, 1].

. On pose Sy = 1 et

I
Snznl—%c

k=1

> An = ’yn—i-lSn—&—l = Sn+1 - Sn
Verifiez que A, reste borné et que

Snt1Xn+1 = SpXn + Anl{Un-H < X,}

. On pose

0M; = 1{Uk < Xg-1} — E (1{Uk < X/cﬂ}’}_k’l)

Montrer que N,, = x + Y _,_; Apd M}, est une martingale de carrée intégrable dont on calculera le
crochet < N >,,.

. Montrez que Xy, > (1 — 1) -+ (1 — 7). En déduire que >, -, A X} = +o0.

. Montrer que

n—1

S. X, =N, + Z AL Xy
k=0

Puis en raisonnant sur les événements {< N >, < 400} et {< N >, = 400}, montrer que que
Sp X, tends vers +o00 presque surement.

. Montrer que

1
P (X, =0|F,) < ﬁE (Xeo — Xp)?|Fp)
p
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7. Calculer le crochet < X > de la martingale X et montrer que

E ((Xoo - Xp)2|~Fp) <X, Z’Vlz-f—l

k>p
A 1
8. Vérifier que Z 2—k < — et en déduire que
k>p Sk+1 Sp
P (Xo = 0[F,) < —
< e XPSP

9. Prouver que P(X,, =0) = 0.
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Examen du cours de Méthodes de Monte-Carlo
du lundi 5 janvier 2004

Exercice 6 Soit X un vecteur aléatoire prenant ses valeurs dans R? et f une fonction mesurable et bornée
de R dans R.. On cherche & calculer par un méthode de Monte-Carlo E(f(X)). On suppose par ailleurs
explicitement connu E(g(X)), g étant une fonction mesurable et bornée, et I’on va mettre en ceuvre une
technique de variable de contrdle.

1. Calculer la valeur \* qui réalise le minimum minycgr Var(f(X) — Ag(X)).

2. Proposer une technique d’estimation de la valeur de A* a I’aide d’un échantillon (X,,,n > 1) tiré
selon la loi de X en supposant que E(g(X)) et Var(g(X)) sont connus. On donnera une estimation
de I’erreur commise dans I’estimation de \*.

3. En supposant \* connu (ou estimé par la technique précédente) proposer une variable de contrdle.
Calculer le quotient théorique entre la largeur de I’intervalle de confiance pour la méthode sans ré-
duction de variance et la méthode avec réduction de variance.

4. On suppose que X = (G1,G3) ou Gy et Gy sont deux variables aléatoires gaussiennes centrées
réduites indépendantes et que

FX) = (Me™ " + Xe” — K)

+ )

ol A1, Ay, 01, 09 et K sont des nombres réels donnés. Proposer une fonction g(X) permettant de
mettre en ceuvre la technique proposée.

Probleme

Partie 1 On considére un vecteur aléatoires X et ¢ une fonction bornée de R? dans R. On cherche 2
calculer

m = E (¢(X)).
On suppose qu’il existe une famille de fonctions g(¢, X ) paramétrée par 6 telle que, pour tout 6 :
m =E(¢(6, X)), (42)
et que :
E (|9(6, X)I°) < +oc. (43)

On notera, dans la suite, so(0) = Var(g(6, X)).

1. On suppose, dans cette question, que X est constitué de d variables aléatoires gaussiennes centrées
réduites indépendantes et que f est une fonction bornée montrer que les propriétés (41) et (42) sont
vérifiées si I’on pose, pour 6 et = dans R? :

(0, ) = exp (—Q.x - %|9|2> Flz+0).

2. On suppose que (X,,,n > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X
et’on note F,, = 0 (X, 1 < k <n).

Soit (©,,, n > 0) une suite de variables aléatoires adaptées a (F,,,n > 0) telle que E (52(0,,)) < +00
pour toutn > 1.
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On pose My =0et:
M, Z (Ok-1, Xx) —m].

Montrer que (M,,,n > 0) est une martlngale de carrée intégrable par rapport a la filtration (F,,,n >
0).
3. Calculer le crochet < M >,, de la martingale M a 1’aide de la fonction s, et de m.
4. On suppose a partir de maintenant que, avec probabilité 1, lim, ., ., O, = 6%, 6* étant un nombre
réel donné et que s5(6) est une fonction continue en ¢. Montrer que
. <M >
lim ——" = s5,(0%),
n—-+oo n
et en déduire que, si so(6*) > 0, on a

lim —Zg @k 17Xk =

n—+oo n

5. On suppose que 0* réalise mingerE (¢%(0, X)) . Proposer une méthode de simulation permettant de
calculer m.

6. On définit €,, ’erreur de la méthode, par :

1
en=— g(05_1, X)) —
n

k=1

n

Montrer que pour tout v < 1/2 on a, avec probabilité 1, lim,, ,, ., n%, = 0. Pourquoi ne peut on
espérer que lim,,_, o n'/%€, = 0?
7. Dans cette question, on suppose que |g(6, x)| < K < 4oco. Montrer que, avec probabilité 1 :
RS .
lim — Z [92(@k—1an) — mz} = 82(9 )

n—+oo N
k=1

Partie 2 On se place dans la cas o, pour § et + dans R :
g(0,x) = e 020 f(X 1 0),

avec X un vecteur de R¢ formé de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes et f
une fonction bornée telle que P(f(X) # 0) > 0.

1. Montrer que :
E (92(97 X)) —FE (6—9.X+%\9‘2f2(X)> .
Exprimer les dérivées partielles premieres et secondes de so(6) sous forme d’une espérance.

2. Montrer que s3(f) est une fonction de ¢ strictement convexe telle que lim|_ 4o 52(f) = +00. En
déduire que s, () atteint son minimum en un point 6* tel que

E ((0" = X)e "X p20x0) ) = 0, (44)

3. Proposer un algorithme de type Robbins et Monro permettant de résoudre I’équation (43) (on
ne cherchera pas a justifier rigoureusement la convergence). Comment utiliser cette suite avec
1’algorithme proposé dans la premiere partie ?
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Méthodes de Monte-Carlo
Méthodes de Monte-Carlo et Applications en Finance

Le 27 Mars 2003 — 3 heures

Exercice 7 Soit (£, ...,&,) un vecteur constitué de gaussienne centrées réduites indépendantes. Soit v un
vecteur de R, tel que |u| = 1. On cherche a construire une méthode de stratification a I’aide de la variable
aléatoire u.§ = Zle wi&;

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire u.£ ? Pour quelle valeur du vecteur v de R? le vecteur
€ — (u.€)v et la variable aléatoire (u.£) sont elles indépendantes ?

2. En déduire une méthode permettant de simuler le couple (£ — (u.£)u, u.§) sans utiliser la matrice de
variance covariance du vecteur £ — (u.§)u.

3. On se donne deux réels a et b tel que a < b. Décrire une méthode de simulation (autre que la méthode
du rejet) permettant simuler le vecteur £ conditionnellement a I’événement a < u.& < b.

Exercice 8 On considere une suite de variables aléatoires (§,,,n > 1) indépendantes suivant toute une loi
gaussienne centrée réduite. On s’intéresse au processus de Markov (X, n > 0) défini par :

{ XO =X
Xnt1 = gb(Xna fn-i—l)'

ouzr € R et ¢ est une application de R x R dans R. On se donne un fonction f de R dans R et ’on
cherche a évaluer par simulation la quantité E (f(Xy)), IV étant une échéance donnée.

1. Expliquer comment 1’on peut calculer par simulation la quantité E (f(Xy)) et estimer I’erreur com-
mise par cette méthode.

2. Comment mettre en ceuvre une technique de suites a discrépance faible dans ce cas ? On précisera
le nombre de suites a discrépance faibles utilisées et on justifiera empiriquement la méthode utilisée
pour la simulation de gaussiennes.

En vue de mettre en ceuvre une technique de fonction d’importance on considere le processus (X, n > 0)
défini, pour un nombre réel A donné, par X& =xet

X7/>+1 = (b(Xnv €n+1 + >‘)

1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire L de la forme (&, ..., &y) telle que
E(F(&,....&n) =E (LyF(& + A .. v + X))

2. En déduire que
E(DYF(X},..., X3) = B(F(X1...., Xx)).

et que, en notant V' (\) = Var (LA F(X?, ..., X})) :

V(\)=E (e—“fl+~~-+fw>+NT*2F2(X1, . ,XN)> —E(F(X1,...,Xn))".

3. Montrer que limy_, 1, V(A) = 400, si I’on suppose que la variable aléatoire F'(X1, ..., Xy) est non
nulle.
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4. Montrer que, lorsque F' est bornée, on a :
2
VI(A) =E ((N)\ — (& Ey)) e NOFEE SR P2 (L 7XN>> ;

puis que V' est deux fois différentiable avec V”(\) > 0.

5. Montrer que, si la variable aléatoire F'(X1,..., Xy) est non nulle, V”()\) > 0 et en déduire que V'
atteint son minimum en un unique \.
6. On s’intéresse au cas ol F'(z1,...,x,) = f(x,) = 1{$ > K} Montrer que
Var(f(Xn))

i E(f(X,))

= 400.

A quel phénomene doit-on s’attendre lorsque 1’on met en ceuvre une méthode de de Monte-Carlo et
que K est grand ?

7. On suppose dans cette question que ¢(z, &) = x + €. Identifier la loi de X et montrer que ’on a :

E (f(Xy)) =E (f}(X3))

f* étant une fonction que 1’on précisera. Comment peut on tirer parti de cette constatation pour rendre
plus efficace une méthode de Monte-Carlo et de suite a discrépance faible.

Exercice 9 Recyclage dans la méthode du rejet
On veut évaluer par une méthode de Monte Carlo :

/R F(@)pla)dz,

en simulant un n variables aléatoires X7, . .., X,, indépendantes selon la loi de densité p, supposée continue,
par la méthode du rejet. On considere donc une loi auxiliaire de densité q telle que, pour tout z € R

p(x) < Mg(x),

M étant un nombre réel positif donné.

On a donc simulé un nombre aléatoire N de variable aléatoire de densité ¢ : (Yi,...,Yy) et N vari-
ables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [0,1] : (Uy,...,Uy). Parmi celle ci on note
Z1, ..., 4n—p les vaa. Y qui ont été rejetées, c’est a dire telles que :

p(Yi) < MUiq(Y3).
1. Quelle estlaloide N ?
2. Quelleestlaloide Zy,...,Zy_, ? Montrer que N etles Z, ..., Zn_, sont des v.a. indépendantes.

3. Montrez que :



Méthodes de Monte-Carlo, Applications en Finance
Le 28 Mars 2002 — 3 heures

Exercice 10 Soit U = (Uy, ..., Uy,) une variable aléatoire uniformément répartie sur [0, 1]% et f : [0,1]¢ —
R une fonction a variation bornée au sens de la mesure. On note V'(f) sa variation. Pour tous z =
(71,...,74) ety = (yi,...,yq) dans [0, 1]¢, on note {x + y} le vecteur de [0, 1]¢

{.CC + y} = ({331 + y1}7 SR {-Td + yd})v
ou {z} est la partie décimale d’un réel x. On souhaite évaluer E(f(U)).

1. Soity € [0, 1]¢. Quelle est la loi de {y; + U; }? En déduire que
E(f({y+U})) = E(f(U)).

2. Soit (4*)1<k<p une suite de [0, 1. On pose X = - 377, f({U +y*}) et

(u) = %Zf({u ) — B(F(U)).

Montrer que Var(X) = E(e?(U)).

3. En déduire la majoration suivante Var(X) < V(f)*E((D;(U,y))?), ou pour v € [0, 1]%, D (u,y)
désigne la discrépance de la suite ({u + y*})1<x<p-

On admet (voir I'exercice 13 pour une preuve) que Vu € [0,1]%, D2 (u,y) < 37D} (y) ot D3 (y) désigne la
discrépance de la suite (y*);<x<,-

4. Quel choix proposez-vous pour la suite (y*)1<j<,?

5. Soit (U™),,>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la
loi uniforme sur [0, 1]%. Pourquoi, pour un méme nombre d’évaluations de la fonction f, peut-on
espérer une meilleure précision en approchant E(f(U)) par Nip NS FH{U™ + yF}) (méthode

mixte) que par Nip ijﬁ . f(U™) (méthode de Monte-Carlo)?

6. Quel avantage la méthode mixte présente-t-elle par rapport a 1’utilisation d’une suite a discrépance
faible sans tirages aléatoires?

Exercice 11 On consideére un modele en finance du type :
dsS, = S, (rdt + h(at)thl) ,So =,
ou h est une fonction réguliere et bornée et o; est solution de :
doy = —c(oy — o) dt + adW?, 09 = 0.

et W' et W2 sont deux mouvements browniens par rapport a une filtration (F;,¢ > 0) et tels que d <
W1 W? >,= pdt, p étant une constante strictement positive. On cherche a calculer :

E(f(57)) .

72



1. Montrer que le couple (.S, 0;) est une diffusion et identifier I’opérateur A, tel que si f(x,y) est une
fonction de classe C? de R? dans R admettant des dérivées premieres bornées alors :

F(Sh 1) — /0 (AF)(Sy,0,)ds.

est une martingale par rapport a (F;,t > 0).

2. Ecrire une équation aux dérivées partielles telle que, si u (¢, x,y) en est une solution, admettant des
dérivées premieres en x et y uniformément bornées alors :

E (f(57)) = u(0,2,0),
et plus généralement E (f(Sr)|F;) = u(t, St, 0¢).

3. On suppose que u est une solution, admettant des dérivées premieres en x et y bornées, de 1’équation
aux dérivées partielles identifiée de la question 7. On pose

X = / (5,8, 04)Ssh(os)dW} + / 8 (5,84, 05)adW?.

Montrer que X = f(S7) — E (f(Sr)). En déduire que une technique variable de contrdle utilisant X
annulant la variance de la méthode de Monte-Carlo.

4. La variable de contrdle X n’est pas réellement utile puisqu’elle fait intervenir la fonction v que 1’on
cherche précisément a évaluer. On suppose donc, que « est une approximation réaliste de u et 1’on

pose :

X = gu(s S, 05)Ssh(o)dW} + / a (s, S5, 05)adW?2.
0

Calculer la variance de f(S7) — X sous la forme d’une espérance faisant intervenir et %. Dans
quelle condition peut on espérer utiliser X pour réduire la variance ?

Exercice 12 On considére un mouvement brownien unidimensionnel (W,;,¢ > 0). Soit b et o deux fonc-
tions lispchitziennes bornées de R dans R et (X;,¢ > 0) la solution unique de

dXt = b(Xt>dt + O'(Xt)th,Xg = X.

On cherche a mettre en oeuvre une technique de fonction d’importance pour le calcul de E(f(Xr)) pour
une fonction f continue et bornée. On supposera dans la suite que f(x) > ¢, e étant un réel strictement
positif.

1. On se donne une fonction h(t, x) bornée et I’on pose

t 1 t
L' = exp (—/ h(s, X,)dW, — 5/ h2(s,Xs)ds) .
0 0

Montrer que (L, 0 < ¢t < T) est une martingale. Sous quelle probabilité P" le processus W/ =
W, + fot h(s, Xs)ds est il un mouvement brownien standard ?

2. On pose
T 1 T
Z = exp (/ h(t, X,)dW]" — 5/ hQ(t,Xt)dt) f(Xp).
0 0

Prouver que :
! E*(Z) = E (f(Xr)).
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3. Montrer que (X;,0 < t < T') vérifie, sous la probabilité P”, une équation différentielle stochastique,
faisant intervenir W" que I’on précisera. Comment peut on simuler le processus (X;,0 < t < 7))
et la variable aléatoire Z sous la probabilité P ? Interpréter le résultat de la question 2 en terme de
méthode de Monte-Carlo.

4. Soit u(t, x) est une solution de classe C' L2 admettant une dérivée en x uniformément bornée, de :

{ %(t,x) + (Au)(t,z) =0, t<T,z € R,
u(T’ g;) = f(x), r € R.

ot A = b(x) 2 + 1o2(x)Z,. On pose ¢, = 7;(&);3), montrer que, pour t < T :
0
t o (t.a)
b =1— /0 duh(s, X,)dW, avec h(s,z) = —%a(x).

En déduire que ¢ = L.

5. Montrer que, si Z est la variable aléatoire définie a la question 2, presque siirement sous P” (ou P)
ona:

Z =E(f(Xr)).

En déduire une technique de réduction (en fait d’annulation) de variance permettant de calculer

E (f(X7)).
Exercice 13 Fin de I’exercice 1 On souhaite maintenant majorer la discrépance D;(u,y).
1. On suppose d = 1. Montrer que pour z, z,u € [0, 1],
lotu<e = luce(loco—u + 1 — Lciy) + Locu(Lociqa—u — Lociow).
En remarquant que x = (x —u) + 1 — (1 —u) = (1 + 2 — u) — (1 — u), en déduire que

Vu € [0,1], Dj(y,u) < 2D}(y).

2. On se place maintenant dans le cas général d > 2. Justifier rapidement le facteur 3¢ dans la majoration
Di(u,y) < (3 =1)D;(y) ouu € [0,1]%.

*
p
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Méthodes de Monte-Carlo, Applications en Finance

Le 29 Mars 2001 — 3 heures

Exercice 1 : Méthodes de Monte-Carlo. Le but de cet exercice est d’étudier diverses méthodes permet-
tant d’évaluer p = P (Z > t), ou Z est une variable aléatoire de la forme :

7 — )\16,31)(1 + /\2652)(27

(X1, X5) étant un couple de variables aléatoires réelles dont on précisera la loi dans la suite, Aj, Ay, 1 et
B4 étant des réels positifs.

1.

On suppose, dans cette question, que (X7, X3) est un vecteur gaussien centré tel que Var(X;) =
Var(X,) = 1 et Cov (X1, Xs) = p, avec |p| < 1. Expliquer comment I’on peut simuler des variables
aléatoires selon la loi de Z. Décrire une méthode de Monte-Carlo permettant d’estimer p ainsi que de
donner une idée de I’erreur que 1I’on commet.

. On suppose que la valeur de ¢ est telle que I’on cherche a estimer une valeur de p de ’ordre de 107,

Donner un ordre de grandeur du nombre de tirages a effectuer dans une méthode de Monte-Carlo
standard pour pouvoir affirmer, avec une confiance proche de 1, que % x 107" <p < % x 1077,

. Proposer une méthode utilisant des suites a discrépance faible permettant de calculer p.

. On suppose que X; et X, sont deux gaussiennes centrées de variance 1 indépendantes. Soit m un

nombre réel. Montrer que p peut s’écrire sous la forme

p = E ¢(X1, Xg)l{)\leﬁl(X1+m) _'_ )\2€ﬁ2(X2+m) 2 t} )
¢ étant une fonction que 1’on précisera. Proposer un choix de m assurant que :

P(\efXtm) ) efa(Xatm) > 4y >

o |

Proposer une nouvelle méthode de Monte-Carlo permettant d’évaluer p. Expliquer comment 1’on
peut vérifier, sur les simulations, que cette méthode réduit la variance.

. On suppose que X; et X, sont deux variables aléatoires indépendantes de fonction de répartition

respective Fi () et F5(z). Montrer que p = E [1 — G5 (t — A¢#%1)] | ot G2() est une fonction
que I’on explicitera, telle que la variance de 1 — G (t — )\16’\1X1) soit toujours inférieure a celle de
1 { AP X e S t} . En déduire une nouvelle méthode de Monte-Carlo permettant de calculer

. On se place a nouveau dans le cas ou (X7, X») est une vecteur gaussien centrée tel que Var(X;) =

Var(X;) = 1 et Cov (X1, Xy) = p, avec |p| < 1, montrer que p = E[1 — F, (¢(X;))], F> étant la
fonction de répartition de X5 et ¢ une fonction que 1’on précisera.

En déduire une méthode de Monte-Carlo, dont on prouvera quelle réduit la variance, permettant
d’évaluer p.
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Exercice 2 : Méthodes numériques pour le calcul du A. On considére un mouvement brownien unidi-
mensionnel (W,;,t > 0) et b et o deux fonctions de R dans R que 1’on supposera infiniment différentiable,
admettant des dérivées en z: de tout ordre bornées. On note (X5*, s > t) la solution unique de :

dX, =b(Xs)ds + o(Xs)dWs, s > t, X, = .

On cherche a calculer le prix et la couverture d’une option qui promet a ’instant 7', f (X%’”). On supposera
dans la suite que f est réguliere.

1.

Ecrire une équation aux dérivées partielles telle que toute solution réguliere u(t, x) s’écrive sous la
forme u(t,z) = E (e""% f(X")) . Comment peut-on calculer le prix de I'option a I'instant ¢,
donnée par V; = E (e "= f(X}")|F;) , aI'aide de u ?

. On s’intéresse maintenant a la couverture de cette option que 1’on supposera donnée par v(t,z) =

ou

— (¢, x). On suppose que la fonction v (¢, x) est réguliere et admet une dérivée en x bornée. Montrer,
x

par un calcul direct, que v(t, x) est solution d’une équation aux dérivées partielles que 1’on explicitera
en fonction de b et 0.

En déduire que v(t, z) peut s’écrire sous la forme :
U(t7 ZC) =E <€7T(T7t)+ftT bl(Yst’w)de/(sz:’x)> ’

Y% étant une diffusion que 1’on précisera.

. En utilisant le théoréme de Girsanov montrer que v(t,z) = E (e 770 f/(X3*)Z5"), le couple

(Xb* Zb* s > t) étant la solution unique du systeme d’équations différentielles stochastiques :

dXs =b(Xs)dt + o(Xs)dWs, s > t, Xy =«
dZs = Z{V(Xs)dt + o' (Xs)dWs}, Zy = 1.

. Proposer une méthode de simulation permettant d’approcher v(0, ) en simulant le couple (X, Z).

On précisera en particulier comment I’on peut discrétiser 1’équation différentielle stochastique.

. Le schéma de Milsthein est il utilisable pour simuler ce couple de diffusion ? Que proposer vous pour

améliorer la vitesse de convergence (en fonction du pas de discrétisation temporelle) de 1’algorithme
?

Exercice 3 : Simulation d’un diffusion On considere 1’équation différentielle stochastique :

dXt = —CXtdt + Uth,XO =,

c et o étant deux constantes réelles et (17, ¢ > 0) un mouvement brownien réel.

1.

2.

On se donne un pas de temps i > 0. Ecrire le schéma d’Euler pour cette équation différentielle
stochastique. La loi du schéma est elle identique a celle du processus initial aux instants kh ?

On se donne un pas de temps 2 > 0. Montrez que ’'on a :
Xirvh = On(Xin, Grs1),

la suite (G, k > 1) étant une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi gaussienne
centrée réduite et la fonction ¢; une fonction que ’on déterminera. En déduire une méthode de
simulation exacte selon la loi du processus aux instants kh.
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3. Calculer la loi conditionnelle de X,, sachant X et X;, pour s < u < t. Proposer, pour une fonction
réguliere et bornée f, un schéma d’approximation de fOT f(Xs)ds construit a partir des valeurs Xy,.

4. Soit A une matrice nxn, ¥ une matrice nx p et (W;, ¢ > 0) un mouvement brownien p-dimensionnel.
Soit (Z;,t > 0) la solution unique de :

dZt = —AXtdt + Eth, ZO = Z.

Calculer d(e*"Z;). En déduire une méthode de simulation exacte de (Z, k > 0).
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Méthodes de Monte-Carlo, Applications en Finance
Mars 2000
Probleme 1 : Calcul de prix d’options

Le but de ce probleme est de proposer des méthodes de calcul du prix d’un option sur deux actifs couplés,
avec une corrélation dépendant du temps.
Nous supposons que les processus S! et S? décrivant les prix sont solutions des équations stochastiques
suivantes : B
dS} = S} (rdt + o1dW}), Sy = a1,

{ dS? = S? (rdt + agthz) ,SE = 1.
r, 01, 02, T1, To sont des constantes réelles décrivant les 2 modeles de Black et Scholes. On suppose de plus
que (W}, t > 0) et (W2t > 0) sont deux mouvements browniens par rapport a une filtration commune
(F, t > 0) qui vérifient :

d < W' W? >= p(t)dt.

p(t) étant un fonction déterministe telle que :

p(t)] < po < 1.

On admettra que, dans ce modele, le prix a 'instant ¢ d’une option qui promet a 'instant 7', f(S+, S2) =
(St — ASF) . s"écrit
V, =E (e ") (S}, ST)|F) -

Partie I : Méthodes de Monte-Carlo

1. Soit (W}t > 0) et (W2 ¢t > 0) deux mouvements browniens, par rapport 2 la filtration (F3,¢ > 0),
indépendants. Montrer que 1’on peut construire, a partir de W* et 2, deux mouvements browniens
W1 et W2 vérifiant les hypotheses précédentes.

2. Calculer la loi du couple ( fOT p(s)dW} W1) et en déduire une méthode de simulation efficace selon
la loi de ce couple. Que se passe t’il lorsque p(t) ne dépend pas de t ?

3. Proposer une méthode de simulation efficace du couple (57, 57).

4. On considere une option qui promet a I’instant 7', f(S%, S2). Proposer une méthode de Monte-Carlo
permettant d’évaluer le prix a I'instant O de cette option. On expliquera comment 1’on peut évaluer
I’erreur que 1I’on commet par cette méthode.

5. Expliquer comment I’on peut utiliser des suites a discrépances faibles dans cet exemple.

6. On suppose, dans cette question, que p(t) n’est plus une fonction déterministe,mais un processus
aléatoire indépendant des mouvements browniens ! et W?2. Expliquer comment I’on peut simuler
le couple (S}, 5%) lorsque I’on sait simuler le couple :

( /O " (s)%ds. /0 ' p(s)ds) |
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Partie II : Techniques de réduction de variance

1.

On suppose que p(t) = po ne dépend pas de T. Montrer que le prix de I’option en 0, Vj s’exprime
par une formule de type Black et Scholes. Comment cette formule se généralise t’elle a I'instant ¢ ?

. Dans cette question, on supposera que p(t) dépend de ¢ mais “varie peu” autour de p,. Proposer une

technique de variable de contrdle pouvant réduire la variance pour le calcul de V4.

Montrer que limy o, P(S} > ASZ) = 0. Donner des éléments intuitifs permettant d’affirmer
qu’une méthode de Monte-Carlo classique sera inefficace lorsque x; << Axs.

Soit A; et Ay deux nombres réels. On pose WE = W+ Mt et W2 = W2+ \t. Sous quelle
probabilité P, (W't < T) et (W2, ¢t < T) sont-ils des mouvements browniens indépendants ?

En utilisant le résultat précédent, donner une représentation de Vj sous P faisant intervenir W' et
W2, Comment proposer vous de choisir \; et A\, de fagon 2 réduire la variance de la méthode de
Monte-Carlo permettant de calculer V4.

Partie III : Equation aux dérivées partielles et calcul d’options

1.

Expliciter une famille d’opérateurs A, telle que pour toute fonction de classe C? sur R? admettant
des dérivées premieres bornées :

f(Stlv‘StQ) - /tAsf(S;,SSQ)d&

0
est une F;-martingale.

Ecrire une équation aux dérivées partielles telle que si u(t, z, y) en est une solution alors :
E (e "D f(S7, S3)|F) = ul(t, S}, SP).

On montrera cette égalité en supposant que u est régulicre.

. Onnote S! = ¢*S! et 52 = ¢7552. Montrer que :

T T
T F(Sh, 52) = B ("7 £(Sk, 52)) + / 14! + / 12482,
0 0

H! et H? étant des variables aléatoires que I’on explicitera en fonction de u(s,z,y) (supposée
régulire), S! et S2.

. Déduire de la question précédente une variable de contrdle, en fonction des processus H', H 2 Slet

S? qui annule la variance de la variable aléatoire e "7 f(Sk, S%). Comment peut on approcher cette
variable de controle a I’aide des accroissements de S et S? entre 0 et 7' ?

. Lorsque H' et H? ne peuvent étre connus explicitement, mais qu’un approximation @ de u est

disponible, proposer une technique de variable de contrdle réduisant (probablement!) la variance.
Proposer un choix, plausible, de @ lorsque p(t) varie peu autour d’une valeur py.

. On considére maintenant une option promettant f(S+, S%) a I'instant 7', sous réserve que S/ n’ait pas

dépassé une valeur barriere L durant I'intervalle [0, 7). Ecrire une équation aux dérivées partielles
telle qu’une solution v permette d’exprimer le prix de cette option sous la forme :

E (G_T(T_t)f(silﬁ Sizf)l{t <s< T, S; < L}‘E) = U(t,Stl, 5152)

On prouvera cette égalité en supposant v réguliere.
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Méthodes de Monte-Carlo, Applications en Finance

Mars 1999
Probléme 1 : Calcul de prix d’options

Le but de ce probleme est d’étudier diverses méthodes d’évaluation d’options dites “best off”. Ce type

d’option promet a son détenteur le maximum du rendement de plusieurs actifs. Si le prix de ces actifs a un

instant T', est donné par Sk, . .., S% la payoff de I’option s’exprime par :
f(St,...,8%) = (max (S, ..., S7) - K), ,

T étant I’échéance de I’option et K jouant le role d’un strike.

On supposera dans la suite que les actifs (S, ¢ > 0) sont donnés par la solution unique de I’équation :

dS; = S} (rdt + o, dW}) , S) = x;,

r étant le taux sans risque du marché, les o; étant les volatilités des actifs et les mouvements browniens
(W}, t > 0), par rapport a une filtration commune (F;, ¢ > 0), vérifiant < W' W7 >,= p't, les p* étant
donnés par une matrice (p);<; j<q définie positive telle que p* = 1.

On admettra que, sous ces hypotheses, le prix de I’option a I’instant ¢ est donné par :

Vi=E (e " f(Sn)|F) .

1. On cherche tout d’abord a mettre en oeuvre une méthode de Monte-Carlo pour calculer V. Expliquer
comment simuler le vecteur S; = (Stl, e Std). Expliciter la méthode de Monte Carlo dans ce cas.
On précisera la fagon dont on peut estimer I’erreur de la méthode.

2. Proposer une méthode utilisant une suite a discrépance faible permettant de calculer V4.

3. On suppose que x; >> x9 > --- > x4, proposer une variable de contrdle permettant (d’espérer)
réduire la variance lors du calcul de V) (On ne cherchera pas a prouver que la méthode réduit la
variance, mais on vérifiera que 1’on sait expliciter I’espérance de la variable de contrdle).

4. Montrer que si L et K sont deux nombres réels, on sait calculer :
¢(L) =E (e (max (S, L) — K)),
a I’aide de la fonction N (d) = fio e j_g%'
5. On suppose que d = 2 et que p'? = 0. Montrer que W, et W2 sont indépendants et calculer :
E (e7" (max (S}, 57) — K) |S7) .
En déduire une méthode permettant de réduire la variance pour le calcul de Vj.

6. On suppose maintenant que p'? # 0. Calculer la loi de T} sachant W2 et reprendre le question
précédente.

7. Soit g une fonction de classe C? de R dans R, admettant des dérivées en x;, pour 1 < ¢ < d bornées.
Identifier I’opérateur différentiel du second ordre A tel que :

t
M= g(8) ~ [ (A9)(X.)ds,
0
soit une martingale.

80



10.

. En utilisant I’opérateur A, écrire une équation aux dérivées partielles telle qu’une solution réguliere

u(t, 1, ..., xq) permette d’écrire le prix V; sous la forme V; = u(t, St, ..., S9).

. On considere ici le cas d’une option européenne promettant f(S+, S%) mais I’option disparait si I’un

des deux actifs dépasse une valeur fixée a ’avance (L' pour S' et L? pour S?). On notera par V,° le
prix a I'instant ¢ de cette option donné par :

0 __ —r(T—t)
Vi —E(e 1{Vs,0§s§T,Ssl<LletS§<L2}f(ST)’}—t)’

Proposer une méthode de Monte-Carlo permettant de calculer V.

Soit v(t, z1, z2) une fonction que 1’on supposera de classe C1? sur RT x R x R, admettant des
dérivées en x; et x5 bornées, vérifiant :

.
a—:(t,xl,xg)

+(Av)(t, x1,22) —1rv(t, 21, 20) =0, t <T 2y < Ly, 29 < Lo,

v(t, xq, Ly) =0, t<T,r < L,

v(t, Ly, xq) = 0, t<T, x9 < Lo,

L o(T, 1, 22) = f(21,29), x1 < L1,x9 < Lo.

On note 7 = inf{t > 0,5} > L, ou S? > Ly}, montrer que
Mt = e*T(t/\T)U(t A T, Stl/\‘ﬂ St2/\7'>
est une martingale. En déduire que V) = v(0, 21, 75) et plus généralement une forme pour V2.

Probléme 2 : Discrétisation d’EDS

. Discrétiser par le schéma d’Euler usuel, de pas %, le modele lognormal de Black et Scholes. On

notera (SST /n) la chaine de Markov associée. Représenter S7 sous la forme d’un produit. En déduire
la valeur de la fonction C(7') telle que :

BlS:? - Blsp? = 20 4 o (i) .

n n?

Vérifier que |C(T)| tend vers I’infini avec 7.

. A présent, considérer le modele de type Vasicek :

d?"t = —Qrtdt + Uth,

avec > 0, 0 > 0 et ro €gal a une constante. Montrer qu’il existe une variable aléatoire R, telle
que :
1
Tprv/n = T+ O (Wepsnym = Wypm) =01y + Ry,
avec :

C
3C' >0, Vn > 1, Vp >0, E|R;}H]2 <.
n

. Discrétiser par le schéma d’Euler usuel, de pas %, ce modele. On notera (F"/n) la chaine de Markov

D

associée. Soit :
n o 2 —n 2
€pi1 = Elrginml” — Bl )07

Montrer que :

G

1 C
3C1,C5,C3 >0, Vn > 1, Vp > 0, EZJrlS (1——> Eg—i-Cl Eg 5

n n?2 n3
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4. En raisonnant par 1’absurde, montrer alors :
. C
3C >0, Vn>1,Vp >0, ¢ < —.
n

5. Montrer que 7/, et 7, sont deux variables al€atoires gaussiennes. Calculer leur variance et ex-
pliciter I’erreur d’approximation en fonction de n et p. Montrer qu’elle peut €tre bornée uniformé-

ment en p.
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Méthodes de Monte Carlo et Equations d’Evolution
Avril 1998 3 heures

Exercice 1 Soit X et Y deux variables aléatoires gaussiennes centrées réduites. On cherche a évaluer par
simulation § = E (e*Y).

1. Expliciter la méthode de Monte-Carlo classique et expliquer comment I’on peut évaluer I’erreur dans
cette méthode.

2. Proposer une méthode utilisant des suites a discrépances faibles en supposant calculable I’inverse de
la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite.

3. Proposer une technique de variable de controle permettant de réduire la variance de votre estimateur.

4. Proposer une méthode de variables antithétiques pour estimer #. Pouver vous prouver que votre
méthode réduit la variance ?

5. Proposer une technique de conditionnement pour estimer 6.

Probleme 1 On considére le modele d’actif financier suivant. Soit (X;,¢ > 0) la solution unique de :
dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt, XO =,

b et o étant deux fonctions lipschitziennes de R dans R et (B, ¢ > 0) étant un mouvement brownien réel.
On suppose, de plus, que le processus décrivant le prix d’un actif (Sy, ¢ > 0) est solution de :

dSt = St (R(Xt)dt + V(Xt)th> s SO =Yy

R et V étant deux fonctions continues et bornées de R dans R, R étant de plus positive et (W, ¢ > 0) un
mouvement brownien indépendant de (B, t > 0).

1. On cherche a calculer V! = E (e_ I R(XS)dS|]-}> . Ecrire une équation aux dérivées partielles telle

qu’une solution réguliere u(t, r) permet de représenter V' sous la forme u(t, X;).

2. Vérifier que le couple (X, S;) est solution d’une équation différentielle stochastique et en déduire
qu’il existe un opérateur différentiel A que 1’on précisera tel que :

Fxso - | (AKX, Si)ds

est une martingale dés que f est de classe C? a dérivées bornées. Comment doit on mod-
ifier 'opérateur A apparaissant dans la question précédente si les browniens B et W vérifient
d<W,B >= pdt?

3. On cherche a calculer : V2 = E <e_ I R(XS)de(ST)U-}) . Montrer que V;? = u(t, Xy, S;) si u est
une solution réguliere d’une équation aux dérivées partielles que 1’on précisera.

4. Montrez que 1’on peut écrire .S; sous la forme :

Sy = Spexp (/Ot (R(XS) - V<)2(8)2) ds + /OtV(XS)dWS) .
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5. En utilisant la question 4 et le fait que les processus X et W sont indépendants, montrer que :

= (o5 [ o [1 [ ves) )

Y(r, o) étant une fonction que 1I’on explicitera comme une espérance faisant intervenir seulement le
mouvement brownien WW. Lorsque 1) admet une forme explicite, en déduire une méthode de Monte-
Carlo permettant d’évaluer V2. Pourquoi cette méthode diminue t’elle la variance par rapport & une
méthode de simulation classique ?

Probleme 2 Soit (U;,i > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans R? de loi
commune p(dz). Soit (Ny, ¢t > 0) un processus de Poisson de paramétre A indépendant de de la suite

(U;,i > 1). On note F;, = o <Ns,s <t, Ujl{j < Nt}’j > 1>. On note alors (7,7 > 1) les instants de
saut du processus V. B
Dans ce probleme on utilisera librement le résultat suivant.

Soit ®(y, z) une fonction mesurable bornée de R? x R dans R, telle que pour tout réel z la
fonction y +— ®(y, 2) soit continue sur R, et soit (Y;);>o un processus continu a gauche, a
valeur dans R, adapté 2 la filtration (Ft)e>0- Alors le processus M, défini par :

ZCDYTJ,U /ds/ (d2)® (Y, 2),

est une martingale par rapport a F;.

1. On se donne une fonction continue H (x,u) de R x [0, 1] dans R¥. On considére le processus continu
a droite (X;,t > 0) construit de la fagon suivante : X = x, pour s € [0, 71[, puis, pour & > 1:

X7k+ = H(XT,;7 Ur), Xs = XT;,pour S € [Tk, Thy]-

Soit f une fonction continue bornée. Exprimer f(X;) comme une somme de sauts et en déduire que :

V= 1x) - | t(Af)(Xr \ds,

est une martingale, si I'on pose : Af(z) = A [qa (f(H(x,u)) — f(2)) u(du). Montrer que M, =
— Jo(Af)(X,)ds

2. On se donne b un fonction lipschitzienne bornée de R? dans R? et I’on modifie la définition du

processus X de la facon suivante :

dXs

Xo =x,—— = b(Xs)pour s € [0, 7],
ds
puis, pour k > 1:
XT; = H(XT,;7 Us),
dX

Xo =X+, d_ss = b(X,), pour s € [T, Thy1[-

Exprimer f(X;) et en déduire la forme d’un opérateur différentiel du premier ordre B tel que M; =
— fUt(A + B) f(X)ds soit une martingale.
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3. Soit u une fonction de R? dans R. On se donne un ouvert borné 2 de R?, ¢ une fonction continue et
bornée. On suppose que u est une fonction bornée de classe C'* qui vérifie :

(A+ B)u(x) = 0, dans €2

u(x) = g(x) dans Q°.
Soit 7 est le temps d’arrét défini par 7 = inf {s > 0, X, & Q}. On suppose que P(7 < +00) = 1.
Montrer que u(z) = E (¢9(X,)).

4. On suppose que E(7) < +oo et que f et g sont des fonctions continues bornées. Comment peut on
représenter u(x) a I’aide du processus X si u est une solution bornée et réguliere de :

(A+ B)u(z) = f(x), dans Q
u(z) = g(x) dans Q°.

5. Montrer que si (s, z, u) est une fonction bornée et continue alors :

Ny

t
M, =) (7Y, U;) —)\/0 ds/u(dz)@(s,Ys,z),

Jj=1

est une martingale. En déduire que si u(t, ) est une fonction de classe C'1, alors :

t
My = u(t, X;) — / (% + (A+ B)) u(t, Xs)ds
0
est une martingale.

6. Montrer que si u est une solution réguliere de :
9 4+ (A+ Bu(t,z) =0,0 <t < T,znR
u(T,z) = g(x),» € RY,
alors u(0, z) = E (9(X71)).
7. Soit r(x) une fonction continue minorée par une constante ¢ > 0. Montrer que si u est une fonction
régulicre :
t

My = e sy x,) / e BT (A4 B)u(X,) - r(X,)u(X,))ds,

0
est une martingale.

8. En déduire que si u est une solution bornée et régulicre de :
(A + B)u(z) — r(z)u(x) = f(x), dans R,
alors :

u(z) = —E (/O+OO e~ o T(XS)dsf(Xt)dt) :

Exercice 1 On considere deux fonctions lipschitziennes b et o a valeurs réelles, un brownien unidimension-
nel (W,) et (X;) la solution de

t t
Xt:x—i—/ b(Xs)der/ o (X.)dW,,
0 0

T

ot x est un réel donné. Soit (X;,t < T) le schéma d’Euler en temps continu de pas h = . pour

t € [kh, (k+ 1)h] (avec (k+ 1)h < T),
Xt = th + b(th)(t - k’h) + O'(th)(Wt — th)
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1. Soit p un entier non nul. En appliquant la formule d’Itd a (X;)%* — (X;4)% pour t € [kh, (k +
1)h[, montrer qu’il existe une constante C(p) telle que, pour tout h assez petit, pour tout ¢ € [0, 7,
E(X;)* < C(p).

2. En déduire que, lors d’un calcul par Monte Carlo de Ef(X7), ol | f| est majorée par un polynome, la
variance de I’erreur statistique peut étre majorée uniformément en .
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Méthodes de Monte Carlo et Equations d’évolutions
Mars 1997 3 heures
Exercice 1

On suppose que X et Y sont des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans R dont les fonctions de
répartitions respectives sont notées F' et G. On cherche a calculer a I’aide d’une méthode de Monte Carlo :

0=P(X+Y <t).

1. Expliquez quelle est la méthode Monte Carlo classique pour ce probleme. On précisera, en particulier,
comment |’on peut estimer 1’erreur commise.

2. Proposer un estimateur de variance réduite en utilisant une méthode de conditionnement.

3. On suppose que F' et G sont numériquement facilement inversibles, expliquer comment implémenter

la méthode des variables antithétiques. Pourquoi cette méthode diminue t’elle la variance dans ce cas
?

4. On suppose que h est une fonction telle que fol |h(s)]’ds < +oo. Soit (Ui > 1)
une suite de variables aléatoires indépendantes uniformes sur [0,1]. Montrez que I’estimateur
LS h((i—1+1U;) /n), est meilleur du point de vue de la variance que + > | A (U;) . Com-
ment appliquer ce résultat dans ce cas.

5. Interprétez le résultat précédent en terme de méthode de stratification.
Exercice 2
On suppose que le prix d’un actif financier S; s’écrit sous la forme :
Sy = exp (A(t) +Bi(t) X, + B2(t)Xt2> ’

X, = (X}, X}) étant la diffusion solution de :

()

dX; = dt + ocdW,, Xog = x,
t ( Qs (t) ) t 0 0

ou W, = (th, Wf) est un couple de F; browniens indépendants, a,9,B1,B; et A des fonctions de R™*

011 012

021 022

dans R régulieres et 0 = une matrice 2 X 2. On cherche a évaluer :

Vo=E (e’ Jo Xsldsf(ST)> :
1. Montrer que V{ peut s’écrire sous la forme :
Vo=E (e—h Jo wlds=xz [ WEds (T, WL, W%)) .

On explicitera A, et ¢.

2. Montrer que V; peut se mettre sous la forme Vj = (0,0, 0), u(t, x1, z2) étant solution réguliere d’une
équation parabolique dont on précisera la forme.
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. Calculer la loi du couple ( fOT Wlds, W}) et en déduire une méthode de simulation de ce couple de

variables.

. Proposer une méthode de Monte Carlo permettant de calculer V4.

Décrire une méthode utilisant (Ile minimum) des suites a discrépance faible permettant d’évaluer 1}
de facon (en principe!) plus efficace que la méthode précédente. On pourra supposer que I’on sait
calculer numériquement I’inverse de la fonction de répartition d’une gaussienne centrée réduite N .

. Soit f et g des fonctions C''. Calculez la loi du couple ( fOT f(s)dw}l, fOT g(s)dW81> et en déduire

une méthode de simulation de ce couple.

. En déduire que si o est une matrice non plus constante mais dépendant du temps de fagon déter-

ministe, on peut construire une méthode de Monte Carlo permettant de calculer V[, sans simuler
I’ensemble de la trajectoire de (X, s > 0).

. On suppose que « est une fonction de (1, x2) réguliere et bornée. Proposez une méthode de Monte

Carlo permettant de calculer le prix V[ dans ce cas.

Exercice 3

Le but de cet exercice est de prouver que la méthode des variables antithétiques réduit bien la variance
lorsque la fonction est monotone en chacune de ses variables.

1.

On suppose que f et g sont deux fonctions croissantes bornées de R dans R. Montrez que, si X et Y
sont deux variables aléatoires réelles, on a :

E (f(X)g(X)) +E(f(Y)g(Y)) = E(f(X)g(Y)) + E(f(Y)g(X)).

. En déduire que si X si est une variable aléatoire réelle :

E (f(X)g(X)) = E(f(X)) E (9(X)).

. Montrez que, si X1, ..., X, sont n variables aléatoires indépendantes :

E(f(X1,..., X0)g(X1, ..., X0)|Xp) = 6(Xn),

¢ étant une fonction que I’on explicitera sous forme d’une espérance.

. En déduire que, si f et g sont deux fonctions croissantes en chacun de leur arguments :

E(f(X1,. ... X)9(X1, ..., X)) = E(f(X1,..., X)) E (g(X1,...,X0)).

. Soit A une fonction de [0, 1]™ dans R monotone en chacun de ses arguments, soit Uy, ..., U, n vari-

ables aléatoires indépendantes suivant un loi uniforme sur [0, 1], montrez que :
Cov (R(Uy,...,Uy)h(1 =Uy,...,1=U,)) <0,

et en déduire que le méthode des variables antithétiques réduit la variance dans ce cas.
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Méthodes de Monte Carlo
Mars 1996 3 heures
Probléme I

Soit (W}, ¢ > 0) un mouvement brownien. On suppose que le processus (S;, ¢ > 0) décrit le prix d’un actif
financier et que S, est la solution de :

dS; = S (rdt + Otthl) ,So =,

ou o; est une fonction continue donnée. On cherche alors a calculer par des méthodes de Monte Carlo le
prix d’une option portant sur I’actif .S;. Cela signifie que 1’on cherche a calculer :

E(eTy(S,,0< s <T)),

1 étant une fonctionnelle que 1’on précisera dans la suite.

T T
1. Montrer que : S;p = wexp (rT — / af /2dt + / atth1> . En déduire que la loi de St est la
0 0

méme que celle de :
1 (T
h | Wi = oldt
T T A t )
h étant une fonction que I’on explicitera.

2. On suppose maintenant que la fonction o est tirée de fagon aléatoire indépendamment de W et
que la loi de % fOT o2dt est celle d’un carré d’une variable aléatoire gaussienne de moyenne m et de
variance v2. Soit f une fonction de R dans R continue et bornée, proposer une méthode de Monte
Carlo permettant de calculer sous ces hypotheses :

E (7 £(S7)).

3. Décrire une méthode utilisant un couple de suites a discrépance faible permettant de résoudre ce
méme probleme.

4. On suppose maintenant que (o, ¢ > 0) est le processus solution de :
doy = —c(oy — a) dt + adW?, o0 = 0.

avec (W2t > 0) un mouvement brownien indépendant de (W}, ¢ > 0). Proposer un schéma de
discrétisation pour le couple de processus (S, 04, ¢ > 0). Déduire de ce schéma une méthode de
Monte Carlo (on ne demande pas de preuve de convergence) permettant de calculer, si [ est une
constante positive :

E (e”‘Tf(ST)l{vS <T,S => H}) '

5. Comment peut on estimer I’erreur due a la méthode de Monte Carlo ? Peut on espérer améliorer la
vitesse de convergence de cet algorithme a 1’aide de suites a discrépance faible ?

6. Ecrire une équation parabolique telle que, si u est fonction de ¢, z, o de classe C1?2, admettant des
dérivées premidres en z et o bornées alors E (e f(Sr)) = u(0, z, 09).
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7. Méme question si W et W2 ne sont plus indépendants mais tels que < W', W2 >,= pt, p étant un
nombre tel que |p| < 1.

Probléme 11

Le but de ce probleme est de donner un exemple d’équation différentielle stochastique telle que la vitesse de
convergence presque siire du schéma d’Euler n’est pas plus rapide que h'/?, si h est le pas de discrétisation.
Soit (W, ¢ > 0) un mouvement brownien. On notera (X;, ¢ > 0) la solution unique de :

dXt = Xttha XO =XT.

1. On prend comme pas de temps h = 1 /N. Ecrire le schéma d’Euler pour I’équation précédente
et en déduire une expression de X; (approximation de X; par ce schéma) en fonction de AW, =
W, —W,,_,,avect; =i/N,i=0...N.

i—172

2. Montrer que, pour tout w, il existe un Ny(w) tel que, si N > Ny(w), pourii =1... N, |AW;| < 1/2.

3. Montrer que, si N > N :

1 1
log(Xl) = W1 - 5 -+ T1 —+ 6T2 + EN,

avec .

N N
T, = (1 - ZAW) [2etTy =) AW},
i=1 i=1
etey < KTysiTy =S8 AWH
4. Démontrer que :
C C
En déduire que p.s. limy_; oo N*TZ = 0 et que p.s. limy_, 100 NTp = 0, si o < 2/3.

5. Montrer que 73 = C'/N + Us, Us étant une variable aléatoire telle que :

C
E(U3) < 45

En déduire que p.s. limy oo N%ny =0, si a0 < 1.

6. Soit (Z,,n > 0) une suite de variables aléatoires réelles Z,, convergeant en loi vers 7, Z étant une
variable aléatoire admettant une densité. Montrer que, pour tout € > (0 n°Z,, converge en probabilité
vers +o00, puis que P (lim SUD, sy 0o N Ly = —i—oo) =1.

7. Montrer que limsupy_,, . N*T} = +00, si a > 1/2. En déduire que :
P <limsupNO‘ {)_(1 —X1| = —1—00) =1,
N—+o0

pour tout o > 1/2.
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