
Méthodes de Monte-Carlo
Examen du mardi 28 janvier 2020

Partie 1 : Une technique de biaisage adapté à des calculs de risques

On s’intéresse à la modélisation d’un cumul de risques petits mais nombreux (on peut penser au risque
d’une compagnie d’assurance automobile ou au risque de défaillance de contrepartie d’une banque) et au
calcul de la “value at risk” associée.

Pour cela, on considèrem variables aléatoires de Bernouilli (valant 0 ou 1) indépendantes Y = (Y1, . . . , Ym)
telles que, pour i = 1, . . . ,m, P(Yi = 1) = pi = 1−P(Yi = 0), 0 < pi < 1.
Yi = 1 correspond à la réalisation de la perte i. On se donne aussi une famille (e1, . . . , em) où chaque ei est
un réel strictement positif représentant la valeur de la perte lorsque le risque i se réalise.
On s’intéresse au risque total L, donné par L = l(Y ) où

l(y) = e1y1 + · · ·+ emym.

On cherche en particulier à calculer des probabilités du type P(L > c) pour des valeurs de cette probabilité
petite, en vue d’évalue une “value at risk”.

1. Montrer que

P(L > c) =
∑

y∈{0,1}m
1{l(y) > c}

m∏
i=1

pyii (1− pi)1−yi .

Lorsque m est de l’ordre de quelques milliers est il raisonnable d’espérer calculer explicitement cette
somme (21000 > 10693)?

On va utiliser une méthode de Monte-Carlo pour évaluer cette probabilité. Expliquer comme simuler
la variable aléatoire L à partir de m tirages indépendants et uniformes sur [0, 1].

2. Lorsque la probabilité que l’on cherche à calculer P(L > c) est d’ordre 10−3, donner l’ordre de
grandeur du nombre de tirages de L qui sont nécessaires pour obtenir une précision relative de l’ordre
de 50% sur la probabilité.

3. On pose M(t) = E(et×l(Y )), pour un t ≥ 0. Calculer M(t) explicitement en fonction de t, des pi et
des ei.

4. Pour y = (y1, . . . , ym) où yi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m, on note p la loi de Y , p(y) = P(Y = y). On
définit qt(y) par,

qt(y) =
et×l(y)

M(t)
p(y).

Vérifier que qt est la loi d’une variable aléatoire et que

qt(y) =
m∏
i=1

qyit,i(1− qt,i)1−yi ,

les qt,i prenant des valeurs que l’on explicitera.

5. Comment peut on simuler un vecteur aléatoire Yt selon la loi de qt ?

6. Si Yt suit la loi qt, vérifier que, pour toute fonction mesurable bornéef de R dans R

E(f(Yt)) =
1

M(t)
E(et×l(Y )f(Y )).
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7. On note ψ la fonction définie par ψ(t) = E(l(Yt)). Montrer que

ψ(t) =
m∑
i=1

piei
pi + (1− pi)e−tei

.

En déduire que ψ est une fonction strictement croissante de t et calculer ses limites en ±∞.

En déduire que, pour tout c, 0 < c <
∑m

i=1 ei, il existe un unique tc entre −∞ et +∞ tel que
E(l(Ytc)) = c. Vérifier que tc est strictement positif lorsque c >

∑m
i=1 piei = E(l(Y )).

On va voir dans ce qui suit que l’on peut utiliser cette valeur tc pour réduire la variance de la méthode
de Monte-Carlo précédente.

8. Montrer que, si Yt est un vecteur aléatoire de loi qt, on a pour toute fonction f̃ nesurable bornée de R
dans R

E(f̃(Y )) = M(t)E
(
f̃(Yt)e

−t×l(Yt)
)
.

En déduire que P(Y > c) = E (Zt) où Zt = M(t)1{l(Yt) > c}e
−t×l(Yt).

Expliquer comment utiliser cette derniere égalité pour construire une nouvelle méthode de Monte-
Carlo. A quelle condition sur Zt cette méthode est-elle préférable à la méthode de Monte-Carlo
classique ?

9. On va maintenant expliciter la variance de Zt. Montrer que

E
(
Z2
t

)
= M(t)E

(
e−t×l(Y )1{l(Y ) > c}

)
.

10. Vérifier que d
dt
M(t) = M(t)E(l(Yt)), puis que

d

dt
Var(Zt) = M(t)E

(
{E (l(Yt))− l(Y )}1{l(Y ) > c}e

−t×l(Y )
)
.

Lorsque c >
∑m

i=1 piei, en déduire que sur l’intervalle [0, tc], la variance de Zt est décroissante.

Comment utiliser ce résultat pour proposer une méthode de réduction de variance pour le calcul de
P(L > c)?
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Partie 2 : Ordre convexe entre deux diffusions via leurs schémas d’Euler

Soit T > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P) muni d’une filtration (Ft)t≥0,
on considère un Ft-mouvement brownien Wt à valeurs Rd. On se donne également des coefficients σ :
[0, T ]×Rn → Rn×d et b : [0, T ]×Rn → Rn mesurables et qui vérifient

(Lip) ∃K <∞, ∀t ∈ [0,T],

{
∀x ∈ Rn, |σ(t, x)|+ |b(t, x)| ≤ K(1 + |x|)
∀x, y ∈ Rn, |σ(t, x)− σ(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ K|x− y|

.

On s’intéresse à l’Équation Différentielle Stochastique{
dXt = σ(t,Xt)dWt + b(t,Xt)dt, t ∈ [0, T ]

X0 = z ∈ Rn
(1)

1. Quel résultat assure l’existence d’une unique solution X = (Xt)t∈[0,T ] à (44)?

Soit N ∈ N∗, (tk = kT
N

)0≤k≤N+1 et τt = bNt
T
c T
N

l’instant de cette grille uniforme qui précède t ∈ [0, T ].

2. Écrire le schéma d’Euler en temps continu (XN
t )t∈[0,T ] de pas T/N .

3. Rappeler le résultat de convergence forte de ce schéma.

Pour x0:N ∈ RN+1 on note LN [x0:N ] la fonction définie par

∀t ∈ [0, T ], LN [x0:N ](t) =

(
1− N

T
(t− τt)

)
xbNt

T
c +

N

T
(t− τt)x1+bNt

T
c.

Enfin, pour k ∈ {0, . . . , N}, on note Xt0:k = (Xt0 , Xt1 , . . . , Xtk) et XN
t0:k

= (XN
t0
, XN

t1
, . . . , XN

tk
).

4. Montrer que supt∈[0,T ] |LN [Xt0:N ](t) − Xt| ≤ sups,t∈[0,T ]:|t−s|≤T/N |Xs − Xt| et en déduire que
E[supt∈[0,T ] |LN [Xt0:N ](t)−Xt|] tend vers 0 lorsque N →∞.

5. Montrer que pour x0:N , y0:N ∈ RN+1, supt∈[0,T ] |LN [x0:N ](t)−LN [y0:N ](t)| = max0≤k≤N |xk − yk|.
En déduire que E[supt∈[0,T ] |LN [XN

t0:N
](t)−Xt|] tend vers 0 lorsque N →∞.

6. Conclure que pour toute fonctionnelle Φ : C([0, T ],R)→ R lipschitzienne sur l’espace C([0, T ],R)
des fonctions g continues de [0, T ] dans R muni de la norme supt∈[0,T ] |g(t)|, E[Φ(LN [XN

t0:N
])] tend

vers E[Φ(X)] lorsque N →∞.

On se place désormais en dimension n = d = 1 et on suppose que le coefficient de dérive b est nul, et que
pour tout t ∈ [0, T ], R 3 x 7→ σ(t, x) est convexe et à valeurs dans R+.
Soit ΦN : RN+1 → R une fonction convexe à croissance affine. Pour k ∈ {0, . . . , N − 1}, et
(x0:k, u) ∈ Rk+1 × R avec x0:k = (x0, x1, . . . , xk), on définit par récurrence descendante Ψk(x0:k, u) =
E[Φk+1(x0:k, xk + u(Wtk+1

−Wtk))] et Φk(x0:k) = Ψk(x0:k, σ(tk, xk)).

7. Vérifier que pour k ∈ {0, . . . , N − 1}, E[Φk+1(XN
t0:k+1

)|XN
t0:k

] = Φk(X
N
t0:k

). En déduire que Φ0(z) =

E
[
ΦN(XN

t0:N
)
]
.

8. Vérifier que pour x0:k ∈ Rk+1 et 0 ≤ u ≤ v,

Ψk(x0:k, v) = E[Φk+1(x0:k, xk + u(Wtk+1
−Wtk) +

√
v2 − u2(Wtk+2

−Wtk+1))]

et en déduire que si Φk+1 est convexe alors

∀x0:k ∈ Rk+1, ∀0 ≤ u ≤ v, Ψk(x0:k, u) ≤ Ψk(x0:k, v).
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9. Vérifier également que la convexité de Φk+1 entraîne celle de Ψk.

10. Montrer que pour tout k ∈ {0, . . . , N − 1}, Φk est convexe. On pourra comparer Φk(αx0:k + (1 −
α)y0:k) à αΦk(x0:k) + (1− α)Φk(y0:k) avec α ∈ [0, 1], x0:k, y0:k ∈ Rk+1 .

On note Y N le schéma d’Euler de pas T
N

pour l’équation différentielle stochastique

dYt = η(t, Yt)dWt, Y0 = z où η : [0, T ]×R→ R+ est telle que

∃K <∞, ∀t ∈ [0, T ], ∀x ∈ R, |η(t, x)| ≤ K(1 + |x|) et ∀y ∈ R, |η(t, x)− η(t, y)| ≤ K|x− y|.

Partant de Φ̃N = ΦN , on définit par récurrence descendante Ψ̃k(x0:k, u) = E[Φ̃k+1(x0:k, xk + u(Wtk+1
−

Wtk))] et Φ̃k(x0:k) = Ψ̃k(x0:k, η(tk, xk)) pour k ∈ {0, . . . , N − 1}.

11. Montrer que Φ̃k+1 ≤ Φk+1 entraîne Ψ̃k ≤ Ψk.

12. On suppose que ∀(t, x) ∈ [0, T ]×R, 0 ≤ η(t, x) ≤ σ(t, x). Montrer que pour tout k ∈ {0, . . . , N −
1}, Φ̃k ≤ Φk. En déduire que E

[
ΦN(Y N

t0:N
)
]
≤ E

[
ΦN(XN

t0:N
)
]
.

13. Soit Φ : C([0, T ],R) → R une fonctionnelle lipschitzienne et convexe. Montrer que x0:N 7→
Φ(LN [x0:N ]) est convexe. En déduire que E[Φ(Y )] ≤ E[Φ(X)]. Que peut-on dire de E[Φ(X)]
comme fonction de la condition initiale z de l’EDS (44)?

14. Comment comparer E[Φ(Y )] à E[Φ(X)] lorsque ∀(t, x) ∈ [0, T ]×R, η(t, x) ≥ σ(t, x)?
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Méthodes de Monte-Carlo
Examen du mardi 22 janvier 2019

Partie 1 : Schéma randomisé pour un coefficient de dérive irrégulier en temps

Soit T > 0 un horizon de temps. Sur un espace de probabilité (Ω,A,P) muni d’une filtration (Ft)t≥0,
on considère un Ft-mouvement brownien Wt à valeurs Rd. On se donne également des coefficients σ :
[0, T ]×Rn → Rn×d et b : [0, T ]×Rn → Rn mesurables et qui vérifient

(Lip) ∃K <∞, ∀t ∈ [0,T],

{
∀x ∈ Rn, |σ(t, x)|+ |b(t, x)| ≤ K(1 + |x|)
∀x, y ∈ Rn, |σ(t, x)− σ(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)| ≤ K|x− y|

.

On s’intéresse à l’Équation Différentielle Stochastique{
dXt = σ(t,Xt)dWt + b(t,Xt)dt, t ∈ [0, T ]

X0 = x0 ∈ Rn
(2)

1. Quel résultat assure l’existence d’une unique solution à cette équation?

Soit N ∈ N∗, (tk = kT
N

)0≤k≤N et τt = bNt
T
c T
N

l’instant de cette grille uniforme qui précède t ∈ [0, T ].

2. Écrire le schéma d’Euler sur la grille (tk)0≤k≤N .

3. Rappeler le résultat de convergence forte de ce schéma.

On suppose désormais (Lip) et

∃K <∞, ∀x ∈ Rn, ∀0 ≤ s ≤ t ≤ T, |σ(t, x)− σ(s, x)| ≤ K(1 + |x|)
√
t− s, (3)

mais on ne fait pas d’hypothèse sur la régularité du coefficient de dérive b en la variable temporelle t.
On se donne (Uk)0≤k≤N−1 une suite de variables aléatoires indépendantes et uniquement distribuées sur
[0, 1] indépendantes de (Wt)t≥0. On pose ηk = tk + T

N
Uk pour k ∈ {0, . . . , N − 1} et on définit le

schéma d’Euler avec randomisation de la variable temporelle dans la dérive en posant X̃N
0 = x0 puis pour

k ∈ {0, . . . , N − 1},

X̃N
tk+1

= X̃N
tk

+ σ(tk, X̃
N
tk

)(Wtk+1
−Wtk) + b(ηk, X̃

N
tk

)(tk+1 − tk).

4. Quelle est la loi de la suite (ηk)0≤k≤N−1?

5. Montrer que pour k ∈ {0, . . . , N − 1},

(a)

E
[
|X̃N

tk+1
|2
]

= E
[
|X̃N

tk
|2
]

+
T

N
E
[
|σ(tk, X̃

N
tk

)|2 + 2X̃N
tk
.b(ηk, X̃

N
tk

)
]

+
T 2

N2
E
[
|b(ηk, X̃N

tk
)|2
]
,

(b) puis que

E
[
|X̃N

tk+1
|2
]
≤
(

1 +
K(3 + 2K)T

N
+

2K2T 2

N2

)
E
[
|X̃N

tk
|2
]

+
K(1 + 2K)T

N
+

2K2T 2

N2

(c) et enfin que 1 + E
[
|X̃N

tk+1
|2
]
≤
(

1 + K(3+2K+2KT )T
N

)(
1 + E

[
|X̃N

tk
|2
])

.
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(d) Conclure que sup
N∈N∗

max
k∈{0,...,N}

E
[
|X̃N

tk
|2
]
≤ eK(3+2K+2KT )T (1 + |x0|2)− 1.

Pour k ∈ {0, . . . , N}, on pose MN
k = T

N

∑k−1
`=0 b(η`, X̃

N
t`

) −
∫ tk

0
b(s, X̃N

τs )ds (Convention : MN
0 = 0) et

GNk = Ftk ∨ σ(η`, 0 ≤ ` ≤ k − 1).

6. (a) Montrer que (MN
k )k∈{0,...,N} est une GNk -martingale de carré intégrable.

(b) Calculer 〈MN〉k pour k ∈ {0, . . . , N}.
(c) En déduire à l’aide de l’inégalité de Doob que

E

[
max

k∈{0,...,N}
|MN

k |2
]
≤ 4

(
T

N

∫ T

0

E[|b(s, X̃N
τs )|

2]ds−
N−1∑
k=0

E

[∣∣∣∣∫ tk+1

tk

b(s, X̃N
τs )ds

∣∣∣∣2
])

.

(d) Conclure que supN∈N∗ NE
[
maxk∈{0,...,N} |MN

k |2
]
<∞.

Pour t ∈ [0, T ], on pose X̂N
t = x0 +

∫ t
0
σ(τs, X̃

N
τs )dWs +

∫ t
0
b(s, X̃N

τs )ds.

7. (a) Que peut-on dire de C := supN∈N∗ NE
[
maxk∈{0,...,N} |X̂N

tk
− X̃N

tk
|2
]
?

(b) Montrer que pour tout N ∈ N∗ et tout t ∈ [0, T ],

E

[
sup
u∈[0,t]

|Xu − X̂N
u |2
]
≤ 2

∫ t

0

4E[|σ(s,Xs)− σ(τs, X̃
N
τs )|

2] + tE[|b(s,Xs)− b(s, X̃N
τs )|

2]ds

(c) Vérifier que

E[|σ(s,Xs)− σ(τs, X̃
N
τs )|

2] ≤ 4K2

(
E[|Xs −Xτs |2] + (s− τs)E[(1 + |Xτs|)2]

+ E[|Xτs − X̂N
τs |

2] +
C

N

)
.

(d) Comment majorer E[|b(s,Xs)− b(s, X̃N
τs )|

2]?

(e) En déduire que supN∈N∗ NE
[
supt∈[0,T ] |Xt − X̂N

t |2
]
<∞.

(f) Quel est l’ordre de convergence forte du schéma (X̃N
tk

)k∈{0,...,N}? Comment se dégrade-t-il si on
suppose seulement σ höldérienne d’ordre α ∈]0, 1/2[ en la variable temporelle t (i.e.

√
t− s est

remplacé par (t− s)α au membre de droite de (2))?

(g) Pourquoi la randomisation du coefficient de diffusion ne conduit-elle pas au même ordre de
convergence forte sous l’hypothèse (Lip)?
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Partie 2 : Réduction de variance vectorielle

Préliminaires. On suppose que (U1, U2) est un couple de variables aléatoires réelles indépendantes de lois
données.

1. Décrire la méthode de Monte-Carlo classique permettant de calculer P(U1 ≤ U2) à l’aide de tirages
indépendants selon la loi de (U1, U2) et expliquer comment l’on peut estimer l’erreur commise à
l’issue de n tirages.

On considère une variable réelle X , de carré intégrable, sur un espace de probabilité (Ω,A,P) et une
sous-tribu B de A. On pose Y = E(X|B).

2. Montrer que Var(Y ) ≤ Var(X).

3. On note X = 1{U1 ≤ U2}. Calculer Y = E(X|U1) à l’aide de la fonction de répartition F2 de U2,
supposée explicite. Expliquer comment l’on peut utiliser ce calcul pour construire un estimateur de
variance réduite de P(U1 ≤ U2) n’utilisant que des tirages indépendants selon la loi de U1 .

Matrice de covariance d’un vecteur conditionné. On considère maintenant un vecteur aléatoire X =
(X1, . . . , Xd) et une tribu B. On suppose que les Xi sont de carré intégrable et l’on appelle Γ(X) la matrice
de variance-covariance de X

Γ(X)i,j = Cov (Xi, Xj).

On définit le vecteur Y = (Y1, . . . , Yd) en posant, pour tout i, 1 ≤ i ≤ d, Yi = E(Xi|B).

4. Montrer que les coordonnées de Y sont de carré intégrable et que pour tout vecteur λ ∈ Rd

Var

(
d∑
i=1

λiYi

)
≤ Var

(
d∑
i=1

λiXi

)
.

On note Γ(Y ) la matrice de variance-covariance de Y . En déduire que Γ(Y ) ≤ Γ(X) où sens des
matrices définies positives, ce qui signifie, pour tout λ ∈ Rd,

λ · Γ(Y )λ ≤ λ · Γ(X)λ,

où l’on a noté x · y =
∑d

i=1 xiyi le produit scalaire dans Rd.

La méthode “Delta”. On considère une fonction f de Rn dans R, telle que les dérivées partielles ∂f
∂xi

(θ)

existent pour i = 1, . . . , d et vérifiant de plus1 que

f(x) = f(θ) +
d∑
i=1

(xi − θi)
∂f

∂xi
(θ) + o(x− θ),

avec |o(h)| ≤ |h|ε(h) et lim|h|→0 ε(h) = 0.
On suppose que (Zn, n ≥ 0) est une suite de variables aléatoires de Rd convergeant presque sûrement

vers θ, un vecteur de Rd, telle que
√
n(Zn − θ) converge en loi vers un vecteur gaussien de moyenne nulle

et de matrice de variance-covariance Γ.
1Cette hypothèse signifie que f est différentiable au point θ, ce qui est plus exigeant que la seule existence des dérivées

partielles en ce point.
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5. Montrer que, si l’on note ∇f(θ) =
(
∂f
∂xi

(θ), 1 ≤ i ≤ d
)

.
√
n (f(Zn)− f(θ)) = ∇f(θ) ·

√
n (Zn − θ) +Rn,

où |Rn| ≤ |
√
n(Zn− θ)|ε(Zn− θ), puis, en utilisant le lemme de Slutzky, prouver que Rn tend en loi

vers 0.

6. En déduire que
√
n (f(Zn)− f(θ)) tend en loi vers une gaussienne de moyenne nulle et de variance

∇f(θ) · Γ ∇f(θ).

Une application. Soit ((Xn, Yn), n ≥ 1) une suite de couple de variables aléatoires réelles indépendantes
suivant la loi du couple (X, Y ). A et B sont deux sous ensemble de R. On cherche à calculer P(X ∈
A)/P(Y ∈ A) par une méthode de type Monte-Carlo.

7. Quelle est la limite presque sûre du quotient Qn =
∑n

i=1 1{Xi ∈ A}/
∑n

i=1 1{Yi ∈ B}?

8. On considère la suite de variables aléatoires de R2

Zn =

(
1

n

n∑
i=1

1{Xi ∈ A},
1

n

n∑
i=1

1{Yi ∈ B}

)
.

On pose pA = P(X ∈ A) et pB = P(Y ∈ B) et θ = (pA, pB). Montrer en appliquant le théorème de
la limite centrale multidimensionnel (voir la question 15 pour un énoncé et une preuve) que

√
n(Zn−

θ) tend vers un vecteur gaussien centré de matrice de variance covariance Γ1 que l’on calculera en
fonction de pA, pB et pAB = P(X ∈ A, Y ∈ B).

9. En déduire, en utilisant la question 6, la convergence en loi de
√
n(Qn− pA/pB) vers une gaussienne

de variance σ2
1 = λ0 · Γ1λ0, avec λ0 = (1/pB,−pA/p2

B).

10. Comment peut on utiliser en pratique ce résultat pour estimer l’erreur commise lorsque l’on approx-
ime pA/pB par Qn ?

11. Soit T une variable aléatoire, alors, il existe deux fonctions fX et fY telles que E
(
1{X ∈ A}

∣∣T) =

fX(T ) et E
(
1{Y ∈ B}

∣∣T) = fY (T ). On suppose que fX et fY se calculent explicitement et l’on
considère une suite (Tn, n ≥ 1) de variables aléatoires indépendantes suivant la loi de T . Quelle est
la limite presque sûre de Q̄n =

∑n
i=1 fX(Ti)/

∑n
i=1 fY (Ti) ?

12. Montrer que
√
n(Q̄n − pA/pB) tend vers une gaussienne dont on calculera la variance σ2

2 à l’aide de
λ0 et de la matrice de variance-covariance Γ2 du couple (fX(T ), fY (T )).

13. En utilisant le résultat de la question 4, comparer σ1 et σ2 et expliquez pourquoi cette deuxième
méthode est préférable pour calculer pA/pB.

Rappel: Théorème de la limite centrale multidimensionnel.
Soit (Zn, n ≥ 1) une suite de vecteurs aléatoires de même loi que Z = (Z1, . . . , Zd). On suppose que
Z est de carré intégrable (i.e. E(|Z|2) < +∞), que le vecteur E(Z) = 0 et l’on note ΓZ la matrice de
variance-covariance du vecteur Z.

14. Montrer, en utilisant le théorème de la limite centrale dans R, que pour, tout λ de Rd et pour tout u
réel

lim
n→+∞

E
(
e
i u√

n
(λ·Z1+···+λ·Zn)

)
= e−

u2

2
λ·ΓZλ.

15. En déduire que les vecteurs 1√
n

(Z1 + · · ·+ Zn) convergent en loi vers un vecteur gaussien centrée
de matrice de variance-covariance ΓZ . Étendre le résultat au cas où E(Z) 6= 0.
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Méthodes de Monte-Carlo
Examen du mardi 23 janvier 2018

Partie I : Biaisage de loi

Soit X une variable aléatoire réelle telle que pour un t0 > 0, si t < t0, E
(
et|X|

)
< +∞. On note

Mt = E
(
etX
)
. (4)

1. Vérifier que cette hypothèse est vérifiée pour une variable aléatoireX gaussienne centrée réduite avec
t0 = +∞. Que vaut alors Mt ?

Soit X une variable aléatoire suivant une loi gamma de densité p(λ, α, x)

p(λ, α, x) = 1{x > 0}x
α−1λ

αe−λx

Γ(α)
.

où α > 0, λ > 0 et Γ(α) =
∫ +∞

0
e−xxα−1dx. Calculer E(etX) pour t < λ. Que vaut E(eλX) ?

Sous l’hypothèse (3) on définit, pour t < t0, une mesure µt par, pour f est une fonction mesurable et
positive

µt(f) =
E(etXf(X))

Mt

.

µt est alors une mesure positive de masse totale 1 sur R (autrement dit une loi de probabilité).

2. Soit Y (t) une variable aléatoire de loi µt sous P (On a donc, pour f mesurable et positive
E(f(Y (t))) = E(etXf(X))

Mt
). Montrer que pour 0 ≤ t < t0, E(|Y (t)|) < +∞, puis vérifier que

t→ E(Y (t)) est une fonction différentiable dont la dérivée vaut

d

dt
E(Y (t)) =

E(etXX2)E(etX)− E(etXX)2

E(etX)2
.

En déduire que t→ E(Y (t)) est une fonction croissante.

La loi µt n’est pas toujours facile à simuler. Voici, toutefois, deux cas où les choses se passent bien.

3. Quelle est la loi de Y (t) lorsque X suit une loi gaussienne centrée réduite ? Comment simuler Y (t)

dans ce cas ?

4. Soit X une variable aléatoire suivant une loi gamma de densité p(λ, α, x). Quelle est la loi de Y (t),
pour t < λ ?

Comment simuler cette loi lorsque α = 1 et plus généralement lorsque α est un réel arbitraire.

On considère n variables aléatoires indépendantes (X1, . . . , Xn) suivant la loi de X . On pose SXn = X1 +
· · ·+Xn et l’on cherche à calculer

θ = P
(
SXn ≥ a

)
.

pour une valeur de a telle que θ est de l’ordre de 10−12.

5. Quel est l’ordre de grandeur du nombreN de tirages du vecteur (X1, . . . , Xn) nécessaires pour obtenir
un précision relative de 50% sur l’estimation de θ par une méthode de Monte-Carlo?

On va (donc) chercher à améliorer la méthode ...

9



6. Pour t < t0 et Y (t) une variable aléatoire de loi µt sous P, vérifier que pour toute fonction g mesurable,
positive E (g(X)) = MtE

(
e−tY

(t)
g(Y (t))

)
.

7. Pour un t < t0, on considére n variables aléatoires (Y
(t)

1 , . . . , Y
(t)
n ) indépendantes suivant la loi µt

sous une probabilité P. On note SY (t)

n = Y
(t)

1 + · · · + Y
(t)
n . Montrer que pour toute fonction F de la

forme f1(x1)× · · · × fn(xn) où les fi sont mesurables et bornées de R dans R

E (F (X1, . . . , Xn)) = Mn
t E
(
F (Y

(t)
1 , . . . , Y (t)

n )e−tS
Y (t)
n

)
.

On admettra que cette égalité se généralise à toute fonction F (x1, . . . , xn) mesurable bornée de Rn

dans R.

8. En déduire que : θ = P
(
SXn ≥ a

)
= Mn

t E

1{
SY

(t)

n ≥ a
}e−tSY (t)

n

.

On note Zt la variable aléatoire Zt = 1{
SY

(t)

n ≥ a
}Mn(t)e−tS

Y (t)
n . Comment utiliser Zt pour mettre

en œuvre une méthode de Monte-Carlo, permettant de calculer θ, possiblement plus efficace ? Quel
critère doit-on utiliser pour choisir t de façon optimale pour cette méthode ?

On suppose dans la suite que2 E(X) < a/n et que3 a/n < E(Y (t0)).

9. Vérifier que Var(Zt) ≤ (Mn
t e
−ta)2 − θ2. En minimisant la partie de droite de l’inégalité précédente,

montrer qu’un choix raisonnable pour t est donné par la solution unique tc dans l’intervalle ]0, t0[ de
l’équation

E(Y (t)) =
E(etXX)

E(etX)
=
a

n
.

10. Montrer que, pour tout t < t0, Var(Zt) = E

(
1{
SXn ≥ a

}Mn
t e
−tSXn

)
− θ2, et que Var(Zt) admet

une dérivée donnée par

d

dt
Var(Zt) = Mn

t E

{
1{
SXn ≥ a

}e−tSXn [nE(Y (t))− SXn
]}

.

11. En déduire que d
dt

Var(Zt) ≤ 0 pour 0 ≤ t ≤ tc où tc est la solution unique de E(Y (tc)) = a/n.
As t’on intérêt à utiliser des valeurs de t < tc pour mettre en œuvre la méthode de Monte-Carlo
proposée?

12. Montrer que le résultat de la question précédente reste vrai si l’on remplace 1{
SXn ≥ a

} par H(SXn )

où H est une fonction qui s’annule sur l’ensemble {x < a} (exemple: H(x) = (x− a)+).

13. En supposant que E(Y (t)) se calcule explicitement et sans chercher à en prouver la convergence,
proposer un algorithme stochastique permettant de résoudre l’équation d’Euler pour la minimisation
de la variance, c’est à dire:

E

{
1{
SXn ≥ a

}Mn
t e
−tSXn

[
nE(Y (t))− SXn

]}
= 0.

2Hypothèse naturelle lorsque θ est supposé petit.
3Ceci est vrai lorsque, E(Y (t0)) = +∞, hypothèse vérifiée pour les deux exemples précédents.
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Partie II : Comparaison des variances asymptotiques dans le théorème ergodique
pour les chaînes de Markov

Sur l’espace d’état E muni de la tribu E , on se donne une mesure de probabilité π.

1. On suppose dans cette question que P0 et P1 sont deux noyaux markoviens sur (E, E) qui laissent π
invariante et que

∀A ∈ E , ∀x /∈ A, P0(x,A) ≥ P1(x,A). (5)

Soit g : E → R mesurable et telle que π(g2) <∞.

(a) Pour i ∈ {0, 1}, montrer que π(Pi|g|) ≤
√
π(g2) et en déduire que π(dx) p.p., Pig(x) est bien

défini. Montrer que π(dx) p.p., (Pig(x))2 ≤ Pig
2(x) et en déduire à l’aide de l’inégalité de

Cauchy-Schwarz que π(|g(Pig)|) ≤ π(g2). Conclure que π(|g(P0g − P1g)|) <∞.

Soit P (x, dy) = δx(dy) + P0(x, dy)− P1(x, dy).

(b) Montrer que pour tout x ∈ E et tout A ∈ E , P (x,A) ≥ 0 et en déduire que P est un noyau
markovien sur (E, E).

(c) Vérifier que π est invariante par P . En déduire que∫
E

g2(x)π(dx) =
1

2

∫
E×E

(g2(x) + g2(y))π(dx)P (x, dy).

(d) Remarquer que π(g(P1g−P0g)) =
∫
E×E g(x)g(y)π(dx)(δx(dy)−P (x, dy)) et en déduire que

π(g(P1g − P0g)) =
1

2

∫
E×E

(g(x)− g(y))2π(dx)P (x, dy).

Conclure que

∀g : E → R mesurable et t.q. π(g2) <∞, π(g(P1g − P0g)) ≥ 0. (6)

2. On suppose que π(dx) = η(x)λ(dx)∫
E η(y)λ(dy)

où λ est une mesure de référence sur (E, E) et η une fonc-
tion mesurable de E dans R+ telle que

∫
E
η(x)λ(dx) ∈]0,∞[. Soit q : E × E → R+ une fonc-

tion mesurable telle que ∀x ∈ E,
∫
E
q(x, y)λ(dy) = 1 et on sait simuler suivant la probabilité

q(x, y)λ(dy). On pose

P1(x, dy) =α(x, y)q(x, y)λ(dy) +

(∫
E\{x}

(1− α(x, z))q(x, z)λ(dz)

)
δx(dy)

où α(x, y) =

{
a
(
η(y)q(y,x)
η(x)q(x,y)

)
si η(x)q(x, y) > 0

1 si η(x)q(x, y) = 0
,

pour une fonction a : R+ → [0, 1] mesurable vérifiant a(0) = 0 et ∀u > 0, a(u) = ua(1/u).

(a) Quel est le choix de Metropolis-Hastings pour la fonction a?

On note α0(x, y) et P0(x, dy) la probabilité d’acceptation de la proposition et le noyau markovien
obtenus pour ce choix.

(b) Verifier que pour u > 0, a(u) ≤ min(1, u) et en déduire que pour tous x, y ∈ E, α(x, y) ≤
α0(x, y). Conclure que (4) est vérifiée.
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3. On suppose maintenant que π est réversible pour les noyaux P0 et P1 qui vérifient (5). Pour t ∈ [0, 1],
on note Pt = tP1 + (1− t)P0.

(a) Montrer que π est réversible pour le noyau Pt. En déduire que pour g, h : E → R mesurables
et telles que π(g2 + h2) <∞, π(g(Pth)) = π(h(Ptg)).

Soit f : E → R mesurable. On suppose qu’il existe une unique fonction Ft : E → R telle que
π(F 2

t ) <∞ et π(Ft) = 0 solution de l’équation de Poisson

Ft − PtFt = f − π(f) (7)

et que la variance asymptotique de l’estimateur ergodique 1
n

∑n−1
k=0 f(X t

k) de π(f) reposant sur la
chaîne de Markov (X t

k)k∈N de noyau de transition Pt est σ2
t (f) = π(F 2

t ) − π((PtFt)
2). On suppose

également que Ft est dérivable par rapport à t et que tous les échanges de dérivées avec des intégrales
sont justifiés dans ce qui suit4.

(b) Vérifier que F 2
t − (PtFt)

2 = (f − π(f))(2Ft − f + π(f)).
En déduire que dσ2

t (f)

dt
= 2π

(
(f − π(f))dFt

dt

)
= 2π

(
Ft
(
dFt
dt
− Pt dFtdt

))
.

(c) En dérivant (6), vérifier que dFt
dt
− Pt dFtdt = P1Ft − P0Ft.

(d) Conclure que dσ2
t (f)

dt
≥ 0 puis que σ2

1(f) ≥ σ2
0(f).

4Une condition suffisante est

∃V : E → R+ mesurable t.q. sup
x∈E

|f(x)|
1 +

√
V (x)

<∞ et ∃K ∈ R+, ∃γ ∈]0, 1[, ∀x ∈ E, P0V ∨ P1V (x) ≤ γV (x) +K,

∃R >
4K

(1−√γ)2
, ∃α ∈]0, 1], ∀x, y t.q. V (x) + V (y) ≤ R, (P0(x, .) ∧ P0(y, .)(E)) ∧ (P1(x, .) ∧ P1(y, .)(E)) ≥ α.
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 24 janvier 2017 8h30-11h30

Partie I : Annulation du biais d’une suite d’estimateur

On se donne une variable aléatoire Y à valeurs dans R de carré intégrable.

1. On suppose, tout d’abord, que l’on sait simuler exactement la variable aléatoire Y . Pour un ε réel
positif, montrer que le nombre N(ε) de tirages aléatoires de Y indépendants permettant d’obtenir
(avec une grande probabilité) une approximation de E(Y ) avec une erreur d’environ ε croit comme
Cte/ε2.

On suppose maintenant que l’on ne sait pas simuler exactement Y mais seulement qu’il existe une suite de
variables aléatoires de carré intégrable (Yn, n ≥ 0) facilement simulables5 telles que

lim
n→+∞

E
(
(Yn − Y )2

)
= 0. (8)

2. Montrer que le biais bn = E(Y ) − E(Yn) tend vers 0 lorsque n tend vers +∞. Vérifier que
limn→+∞E((Yn − Y )Y ) = 0. En déduire que limn→+∞E(Y 2

n ) = E(Y 2) et en conclure que
limn→+∞Var(Yn) = Var(Y ).

3. On se place dans un cas où l’on a une estimation a priori du bias du type |bn| ≤ C
nα

, avec α > 0. On
choisit un n > 0 et le nombre de tirage N , (Y 1

n , . . . , Y
N
n ), selon la loi de Yn. On approxime E(Y ) par

Ȳ n,N = 1
N

∑N
i=1 Y

i
n. Montrer que, pour N grand, avec une probabilité proche de 1, on a

|Ȳ n,N − E(Y )| ≤ R(n,N) :=
C

nα
+ 2

K√
N
.

4. On prend comme mesure de l’erreur R(n,N) et l’on suppose que le coût de N tirages selon la loi
de Yn est donné par Coût(n,N) = C1nN . On s’impose une contrainte sur le coût total du calcul
Ctotal. On s’intéresse à l’erreur minimale R(n,N) que l’on peut obtenir sous la contrainte de coût
Coût(n,N) = Ctotal, définie par :

Error(Ctotal) = min
n,N,Cost(n,N)=Ctotal

R(n,N)

Montrer que Error(Ctotal) = Cte × C−
α

2α+1

total . En déduire que le coût minimal nécessaire pour obtenir
une précision ε croît comme Cte× ε− 2α+1

α . En comparant avec le résultat de la question 1, expliquer
en quoi la présence du biais dégrade la performance de l’algorithme de simulation.

Comment se débarasser du biais ? Nous allons voir que l’on peut construire, à partir de la suite (Yn, n ≥
0) une variable aléatoire simulable et sans biais Ỹ (c’est-à-dire telle que E() = E(Y )) au prix toutefois
d’une augmentation de la variance.
On considère, pour cela, une variable aléatoire τ à valeurs dans N∗ indépendant de la suite (Yn, n ≥ 0)
dont la loi est donnée par

P(τ = n) = pn, avec pn > 0 pour tout n ≥ 1. (9)

On note ∆Yn = Yn − Yn−1, pour n ≥ 1 (lorsque n = 1, on pose Y0 = 0). On définit Ỹ par

Ỹ =
∆Yτ
pτ

=
∑
n≥1

∆Yn
pn

1{τ = n}.

5C’est le cas lorsque l’on discrétise une équation différentielle stochastique.
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5. Montrer que, sous l’hypothèse (8), E(|Ỹ |) =
∑

n≥1 E(|∆Yn|). En déduire que lorsque E(|Ỹ |) <
+∞, on a E(Ỹ |Yn, n ≥ 1) = Y et E(Ỹ ) = E(Y ).

6. Donner un exemple de suite déterministe (∆Yn, n ≥ 1) où Y =
∑

n≥1 ∆Yn converge mais où
E(|Ỹ |) = +∞, pour tout choix de p vérifiant l’hypothèse (8).

7. Montrer que l’on a

E(Ỹ 2) =
∑
n≥1

E ((∆Yn)2)

pn
,

et que lorsque E(Ỹ 2) < +∞, Var(Ỹ ) ≥ Var(Y ).

8. On cherche à approximer E(Y ) où Y = f(XT ) et Yn = f(X
(n)
T ) où X une solution d’une EDS

et X(n) son approximation par un schéma d’Euler de pas hn = 1/2n. Montrer (en supposant les

coefficients de l’EDS et f aussi réguliers que souhaité) que E

(∣∣∣f(X
(n)
T )− f(XT )

∣∣∣2) ≤ Cρn, ρ

étant un réel positif inférieur à 1 que l’on précisera. En déduire que E((∆Yn)2) ≤ 4Cρn.

Par ailleurs le coût d’une simulation de Yn est donné par Cte × 2n. Montrer que, si l’on néglige le
temps de simulation de τ , le coût moyen d’une simulation de Ỹ est proportionnel à

∑
n≥1 pn2n.

9. On suppose que, comme dans l’exemple précédent, E ((∆Yn)2) ≤ Cρn, avec ρ < 1 et que le coût
d’une simulation de Yn est donné par par cαn avec α > 1.

On suppose enfin que la loi de τ est une loi géométrique6 de paramètre q avec 0 < q < 1 (on note
q′ = 1− q). Vérifier que, si q′ > ρ, E((Ỹ )2) < +∞ et que :

E(Ỹ 2) ≤ Cρq′

q(q′ − ρ)
.

Par ailleurs, montrer que le coût moyen d’une simulation de Ỹ , Cmoy = E(cατ ), est fini lorsque
αq′ < 1 et qu’il alors égal à cαq/(1− αq′).

En supposant7 que la performance de la simulation est mesurée par le produit E(Cmoy) × E((Ỹ )2)
montrer que l’on doit avoir ρα < 1 pour espérer obtenir une méthode efficace et que, dans ce cas, le
meilleur choix de q′ est q′ =

√
ρ/α.

Partie II : Théorème de Wong-Zakai

Sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P), on se donne un mouvement brownien (Wt)t≥0 de dimension d. Pour
un horizon T ∈]0,+∞[ et un nombre N ∈ N∗ de pas, on considère la grille uniforme (tk = kT

N
)0≤k≤N .

Pour discrétiser la solution de l’EDS

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt, X0 = x0 (10)

où x0 ∈ Rn, σ : Rn → Rn×d et b : Rn → Rn sont supposées lipschitziennes, on peut être tenté
d’approcher la trajectoire brownienne par interpolation linéaire sur chaque intervalle [tk, tk+1] en posant
WN
t = Wtk +

Wtk+1
−Wtk

tk+1−tk
(t− tk) puis de résoudre

dXN
t = σ(XN

t )dWN
t + b(XN

t )dt, XN
0 = x0. (11)

6i.e. pour tout n ≥ 1, pn = q(1− q)n.
7Voir, pour des élèments de justification, Glynn P.W., Whit W., 1992, The asymptotic efficiency of simulation estimators, Oper.

Res. 40(3):505-520.
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1. Vérifier que pour tout k ∈ {0, . . . , N−1}, (XN
t )t∈[tk,tk+1] satisfait une équation différentielle ordinaire

et en déduire que (10) admet une unique solution.

On se place d’abord en dimension n = d = 1.

2. On suppose en outre que σ : R→ R∗+ est C1 et b ≡ 0 et on pose ϕ(x) =
∫ x
x0

dy
σ(y)

.

(a) Vérifier que pour tout k ∈ {0, . . . , N}, ϕ(XN
tk

) = Wtk et en déduire que XN
T ne dépend pas de

N . On note YT cette valeur.

(b) Dans le cas σ(x) ≡ x, calculer ϕ et vérifier que YT 6= XT . En déduire que le procédé
d’approximation ne converge pas vers la solution de (9).

(c) Calculer (ϕ−1)′ et (ϕ−1)′′. En déduire que (Yt = ϕ−1(Wt))t∈[0,T ] est solution de l’EDS dYt =
σ(Yt)dWt + 1

2
σσ′(Yt)dt, Y0 = x0.

3. On suppose que le processus d’Itô (Yt)t∈[0,T ] est solution de l’EDS au sens de Stratonovitch

dYt = σ(Yt) ◦ dWt + b(Yt)dt, Y0 = x0 (12)

où, pour un processus d’Itô (Hs)s∈[0,T ] et t ∈ [0, T ], on définit l’intégrale de Stratonovitch
∫ t

0
Hs◦dWs

comme la limite en probabilité lorsque n → ∞ de
∑N−1

k=0

Htk+1
+Htk

2
(Wtk+1∧t −Wtk∧t). La fonction

σ : R→ R est supposée C2 avec σσ′ lipschitzienne.

(a) Quelle est la limite en probabilité de
∑N−1

k=0 Htk(Wtk+1∧t − Wtk∧t)? En déduire que
∫ t

0
Hs ◦

dWs =
∫ t

0
HsdWs + 1

2
〈H,W 〉t.

(b) En déduire la partie intégrale d’Itô par rapport à dWt de la décomposition de σ(Yt) comme
processus d’Itô puis d〈σ(X),W 〉t.

(c) Conclure que (Yt)t∈[0,T ] est solution de l’EDS au sens d’Itô

dYt = σ(Yt)dWt +

(
b+

σσ′

2

)
(Yt)dt, Y0 = x0. (13)

4. On suppose que σ est C2 avec σ, σ′ et σ′′ bornées et que b est C1 avec b et b′ bornées. L’objectif de
cette question est de montrer que sous cette hypothèse

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, max
0≤k≤N

E
[
|XN

tk
− Ytk |2

]
≤ C

N
. (14)

(a) Écrire le schéma d’Euler (Y N
tk

)0≤k≤N appliqué à (12) et préciser son erreur forte.

(b) Vérifier que pour t ∈ [tk, tk+1], dXN
t = fk(X

N
t )dt avec fk(x) = σ(x)

Wtk+1
−Wtk

tk+1−tk
+ b(x).

(c) En déduire que pour r ∈ [tk, tk+1],

σσ′(XN
r ) = σσ′(XN

tk
) +

∫ r

tk

fk(σσ
′)′(XN

u )du

et que pour t ∈ [tk, tk+1],

XN
t = XN

tk
+ fk(X

N
tk

)(t− tk) +

∫ t

tk

∫ s

tk

fkf
′
k(X

N
r )drds.
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(d) Conclure que pour k ∈ {0, . . . , N − 1},

XN
tk+1

= XN
tk

+ σ(XN
tk

)(Wtk+1
−Wtk) +

(
b+

σσ′

2

)
(XN

tk
)
T

N
+RN,1

k+1 +RN,2
k+1,

avec RN,1
k+1 = σσ′

2
(XN

tk
)((Wtk+1

−Wtk)
2 − (tk+1 − tk)) et

RN,2
k+1 =

∫ tk+1

tk

(tk+1 − r)
(
Wtk+1

−Wtk

tk+1 − tk
(bσ′ + σb′)(XN

r ) + bb′(XN
r )

)
dr

+

∫ tk+1

tk

(tk+1 − u)2(Wtk+1
−Wtk)

2

2(tk+1 − tk)2

(
Wtk+1

−Wtk

tk+1 − tk
σ(σσ′)′(XN

u ) + b(σσ′)′(XN
u )

)
du

(e) Que valent E
[(
Wtk+1

−Wtk

)2
]
, E
[(
Wtk+1

−Wtk

)4
]

et E
[(
Wtk+1

−Wtk

)6
]
?

(f) Que vaut E[RN,1
j+1R

N,1
k+1] pour j < k? En déduire que ∀` ∈ {0, . . . , N − 1},

E

[(∑̀
k=0

RN,1
k+1

)2]
≤ ‖σσ′‖2

∞
(`+ 1)T 2

2N2
≤ ‖σσ

′‖2
∞T

2

2N
.

(g) Vérifier que pour k ∈ {0, . . . , N − 1}, E
[
(RN,2

k+1)2

]
est majoré par

‖bσ′ + σb′‖2
∞
T 3

N3
+ ‖bb′‖2

∞
T 4

N4
+ ‖σ(σσ′)′‖2

∞
5T 3

3N3
+ ‖b(σσ′)′‖2

∞
T 4

3N4
.

(h) En déduire l’existence d’une constante CR <∞ telle que

∀N ∈ N∗, ∀` ∈ {0, . . . , N − 1}, E
[(∑̀

k=0

(RN,1
k+1 +RN,2

k+1)

)2]
≤ CR

N
.

On pose e(t) =
∑N−1

`=0 E
[
(XN

t`
− Y N

t`
)2
]

1[t`,t`+1[(t) + E
[
(XN

T − Y N
T )2

]
1{t=T} et b̃ = b+ σσ′

2
.

(i) Montrer que pour ` ∈ {1, . . . , N},

E
[
(XN

t`
− Y N

t`
)2
]
≤ 3T

N

`−1∑
k=0

E
[
(σ(XN

tk
)− σ(Y N

tk
))2 + T (b̃(XN

tk
)− b̃(Y N

tk
))2
]

+
3CR
N

.

(j) En déduire que ∀t ∈ [0, T ], e(t) ≤ 3CR
N

+ 3(‖σ′‖2
∞ + T‖b̃′‖2

∞)
∫ t

0
e(s)ds puis que

max
0≤k≤N

E
[
|XN

tk
− Y N

tk
|2
]
≤ 3CR

N
e3(‖σ′‖2∞+T‖b̃′‖2∞)T .

(k) Conclure que (13) est vraie.

On se place désormais en dimension quelconque et on suppose toujours σ bornée ainsi que ses dérivées
jusqu’à l’ordre 2 et b : Rn → Rn C1 bornée ainsi que ses dérivées d’ordre 1. Pour j ∈ {1, . . . , d} et
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, on note σj(x) la j-ème colonne de la matrice σ(x) et ∂σj(x) la matrice dont le
terme d’indices i, l ∈ {1, . . . , n} vaut (∂σj(x))il =

∂σij(x)

∂xl
.

5. Donner la forme Itô de l’EDS (11).

6. Vérifier que pour j,m ∈ {1, . . . , d} avec j 6= m, et (Htk)0≤k≤N−1 une suite de variables aléatoires
bornées par une constante C et adaptée à la filtration du mouvement brownien (Wt)t≥0, pour tout

` ∈ {0, . . . , N − 1}, E
[(∑`

k=0(Htk(W
j
tk+1
−W j

tk
)(Wm

tk+1
−Wm

tk
)
)2
]
≤ (`+1)C2T 2

N2 .

7. En déduire comment montrer que (13) reste vraie.
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 26 janvier 2016 8h30-11h30

Partie 1 : Une méthode de Monte-Carlo adaptative

On considère une fonction f , mesurable et bornée, de Rp dans R et X une variable aléatoire à valeur dans
Rp.
On s’intéresse à un cas où l’on sait représenter E (f(X)) sous la forme

E (f(X)) = E (H(f ;λ, U)) , (15)

où λ ∈ Rn, U est une variable aléatoire à valeur dans [0, 1]d suivant une loi uniforme et où, pour tout
λ ∈ Rn,H(f ;λ, U) est une variable aléatoire de carré intégrable qui prend des valeurs réelles. La question 2
montrer que cela est généralement possible.
Le but de ce problème est de montrer que l’on peut, dans ce cas, faire varier λ au cours des tirages tout en
conservant les propriétés de convergence d’un algorithme de type Monte-Carlo.

1. On note φ la fonction de répartition d’une gaussienne centrée réduite et φ−1 son inverse. On suppose
que X est une variable aléatoire réelle de loi gaussienne centrée réduite.

Montrer que, si λ ∈ R, H définie par :

H(f ;λ, U) = e−λG−
λ2

2 f (G+ λ) , où G = φ−1(U)

permet de satisfaire la condition (14).

2. Soit X une variable aléatoire à valeur dans Rp, de loi arbitraire, que l’on peut obtenir par une
méthode de simulation: cela signifie qu’il existe une fonction ψ de [0, 1]d dans Rp telle que, si
U = (U1, . . . , Ud) suit une loi uniforme sur [0, 1]d, la loi de ψ(U) est identique à celle de X .

On pose, pour i = 1, . . . , d, Gi = φ−1(Ui) et l’on considère λ = (λ1, . . . , λd) ∈ Rd. Proposer à
partir de (G1 + λ1, . . . , Gd + λd) un choix de variable aléatoire H(f ;λ, U) qui permet de satisfaire
l’égalité (14).

3. On considère une suite (Un, n ≥ 1) de variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées
sur [0, 1]d. On note Fn = σ

(
Uk, 1 ≤ k ≤ n

)
.

Soit λ un vecteur fixé, comment peut on utiliser H(f ;λ, U) pour estimer E (f(X)) ? Comment
peut-on estimer l’erreur commise sur cette estimation ?

Quel est le critère pertinent pour choisir λ ?

On suppose que λ n’est plus constant mais évolue au fils du temps et est donné par une suite (λn, n ≥ 0) de
variables aléatoires Fn-mesurable (λ0 est supposée constante). On suppose que

pour tout λ ∈ Rp, s2(λ) = Var(H(f ;λ, U)) < +∞,
et s2(λ) est une fonction continue de Rd dans R. (16)

4. On pose

Mn =
n−1∑
i=0

[H(f ;λi, Ui+1)− E(f(X))] .

Montrer que, si H est uniformément bornée8, (Mn, n ≥ 0) est une Fn-martingale dont le crochet
〈M〉n s’exprime sous la forme 〈M〉n =

∑n−1
i=0 s

2(λi).

8i.e., il existe K réel positif tel que pour tout λ et u, |H(f ;λ, u)| ≤ K < +∞
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5. Plus généralement montrer que, sous l’hypothèse (15), (Mn, n ≥ 0) est une martingale localement
dans L2 de crochet toujours donné par 〈M〉n =

∑n−1
i=0 s

2(λi) (on pourra utiliser la famille de temps
d’arrêt τA = inf {n ≥ 0, |λn| > A} et vérifier que (Mt∧τA , n ≥ 0) est une martingale bornée dans
L2).

6. En utilisant la loi forte de grand nombre pour les martingales localement dans L2, montrer que si

lim
n→+∞

∑n−1
i=0 s

2(λi)

n
= c, (17)

où c est une constante strictement positive, alors

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
i=0

H(f ;λi, Ui+1) = E(f(X)).

Interpréter ce résultat en terme de méthode de Monte-Carlo. Vérifier que, si λn converge presque
sûrement vers λ∗ tel que s2(λ∗) > 0, le résultat de cette question est vrai.

7. Quelle hypothèse faudrait-t’il ajouter à (16) pour obtenir un théorème central limite dans la méthode
précédente (ne pas chercher à la vérifier) ? Enoncer le résultat que l’on obtiendrait alors.

Partie 2 : Schéma d’Euler avec acceptation de Metropolis-Hastings

Sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P), on se donne un mouvement brownien (Wt)t≥0 de dimension n et
un vecteur aléatoire X0 à valeurs dans Rn indépendants. Ce problème est consacré à la simulation de
l’Équation Différentielle Stochastique

Xt = X0 +Wt −
∫ t

0

∇V (Xs)ds

où V : Rn → R une fonction régulière telle que
∫
Rn e

−2V (x)dx = 1. On suppose en particulier que V est
C2 et que∇V et ∇2V sont lipschitziennes et bornées.
Dans la seconde partie, on montrera que si X0 possède la densité e−2V (x) par rapport à la mesure de
Lebesgue sur Rn, alors pour tout t > 0, Xt possède également la densité e−2V (x). La première partie
est consacrée à l’analyse de la convergence forte du schéma d’Euler où, à chaque pas, la nouvelle position
est acceptée ou rejetée suivant la règle de Metropolis-Hastings, ce qui permet d’obtenir une dynamique qui
préserve la densité invariante e−2V (x).

Schéma d’Euler On suppose que X0 = x0 où x0 ∈ Rn est déterministe.

1. Écrire le schéma d’Euler (X̄tk)0≤k≤N sur la grille (tk = kT
N

)0≤k≤N où T ∈]0,+∞[ est l’horizon de
simulation et N ∈ N∗ le nombre de pas de temps.

2. Quelle est la vitesse forte de ce schéma pour l’EDS considérée?

3. Quelle est la loi de X̄t1? Donner sa densité que l’on notera x1 → q(x0, x1).

4. Exprimer à l’aide de

β(x0, x1) = 2V (x0) +
1

2t1
|x1 − x0 +∇V (x0)t1|2 − 2V (x1)− 1

2t1
|x0 − x1 +∇V (x1)t1|2

le taux d’acceptation α(x0, x1) de l’algorithme de Metropolis-Hastings avec noyau de proposition de
densité q(x0, x1) et densité cible e−2V (.).
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5. Montrer que

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, ∀x0 ∈ Rn, E(|X̄t1 − x0|5) ≤ CN−5/2.

6. Remarquer que x 7→ |∇V (x)|2 est Lipschitzienne, vérifier que

2V (x0)− 2V (x1) + (x1 − x0)t(∇V (x0) +∇V (x1))

=
1

2

∫ 1

0

(1− u)(x1 − x0)t
(
∇2V (x1 −

u

2
(x1 − x0))

−∇2V (x0 +
u

2
(x1 − x0))

)
(x1 − x0)du,

et en déduire que

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, ∀x0, x1 ∈ Rn, |β(x0, x1)| ≤ C(|x1 − x0|3 + |x1 − x0|/N).

En remarquant que ∀x ∈ R, (1− ex)+ ≤ max(−x, 0) ≤ |x|, conclure que

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, ∀x0, x1 ∈ Rn, 1− α(x0, x1) ≤ C(|x1 − x0|3 + |x1 − x0|/N).

7. Si U est variable uniforme sur [0, 1] indépendante de (Wt)t≥0 et X̂t1 = x01{U>α(x0,X̄t1 )} +

X̄t11{U≤α(x0,X̄t1 )}, montrer que

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, ∀x0 ∈ Rn, E
(
|X̄t1 − X̂t1|2

)
≤ CN−5/2.

8. Soit maintenant Ȳt1 = y0 +Wt1 −∇V (y0)t1 où y0 ∈ Rn. On pose

f(x0, y0) = E
(
|X̂t1 − Ȳt1|2

)
.

En décomposant sur les événements {U ≤ α(x0, X̄t1)} et {U > α(x0, X̄t1)}, montrer que

|X̂t1 − Ȳt1|2 ≤ (1 + 1{U>α(x0,X̄t1 )})|X̄t1 − Ȳt1|2 + 2|X̂t1 − X̄t1|2

et en déduire que

∃C <∞, ∀N ∈ N∗, ∀x0, y0 ∈ Rn, f(x0, y0) ≤ (1 + C/N)|x0 − y0|2 + CN−5/2.

On introduit le schéma d’Euler avec acceptation de Metropolis-Hastings défini par X̂0 = x0 et la relation
de récurrence

∀k ∈ {0, . . . , N − 1},

{
X̃tk+1

= X̂tk +Wtk+1
−Wtk −∇V (X̂tk)t1

X̂tk+1
= X̂tk1{Uk+1>α(X̂tk ,X̃tk+1

)} + X̃tk+1
1{Uk+1≤α(X̂tk ,X̃tk+1

)}

où (Uk)1≤k≤N est une suite indépendante de (Wt)t≥0 de variables aléatoires indépendantes et uniformes sur
[0, 1]. L’intérêt de l’acceptation de Metropolis-Hastings est d’assurer que la densité e−2V (x) est invariante.

9. Montrer que pour k ∈ {0, . . . , N − 1}, E
(
|X̂tk+1

− X̄tk+1
|2
)

= E
(
f(X̂tk , X̄tk)

)
et en déduire que

∀k ∈ {1, . . . , N}, E
(
|X̂tk − X̄tk |2

)
≤ CN−5/2

k−1∑
j=0

(1 + C/N)j.

Conclure que
∃C <∞, ∀N ∈ N∗, sup

k∈{0,...,N}
E(|X̂tk −Xtk |2) ≤ CN−3/2.
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Densité invariante de l’EDS

10. Que peut-on dire de (Zs = Xs − X0)s∈[0,t] sous la probabilité Q de densité Et =

e
∫ t
0 ∇V (Xs).dWs− 1

2

∫ t
0 |∇V (Xs)|2ds par rapport à P?

11. Pour ϕ : Rn ×Rn → R mesurable bornée, vérifier que

E(ϕ(X0, Xt)) = EQ
(
ϕ(X0, X0 + Zt)e

−
∫ t
0 ∇V (X0+Zs).dZs− 1

2

∫ t
0 |∇V (X0+Zs)|2ds

)
et en déduire que

E(ϕ(X0, Xt)) = E
(
ϕ(X0, X0 +Wt)e

V (X0)−V (X0+Wt)+
1
2

∫ t
0 (∆V−|∇V |2)(X0+Ws)ds

)
.

12. Soit (Bs)s∈[0,t] un mouvement brownien indépendant de (Ws)s≥0 et de X0. Pour 0 ≤ r ≤ s ≤ t,
calculer Cov(Br− r

t
(Bt−Wt), Bs− s

t
(Bt−Wt)). En déduire que (βs = Bs− s

t
(Bt−Wt))s∈[0,t] est

un mouvement brownien indépendant de X0 tel que βt = Wt puis que

E(ϕ(X0, Xt)) = E
(
ϕ(X0, X0 +Wt)e

V (X0)−V (X0+Wt)ψt(X0, X0 +Wt)
)

où ψt(x, y) = E
(
e

1
2

∫ t
0 (∆V−|∇V |2)( t−s

t
x+ s

t
y+Bs− stBt)ds

)
.

On supose désormais que X0 possède la densité e−2V (x).

13. Montrer que

E(ϕ(X0, Xt)) = (2πt)−n/2
∫
Rn×Rn

ϕ(x, y)e−V (x)−V (y)− |x−y|
2

2t ψt(x, y)dxdy.

14. En remarquant que (Bs)s∈[0,t] a même loi que (Bt−s−Bt)s∈[0,t], vérifier que (Bs− s
t
Bt)s∈[0,t] a même

loi que (Bt−s − t−s
t
Bt)s∈[0,t]. Conclure que ψt(x, y) = ψt(y, x).

15. En déduire que E(ϕ(X0, Xt)) = E(ϕ(Xt, X0)) et conclure que Xt possède la densité e−2V (x).
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 3 février 2015 8h30-11h30

Partie 1 : Méthode de biaisage d’un tirage uniforme par une loi β

Le cas de la dimension 1. On note U une variable aléatoire de loi uniforme sur l’intervalle [0, 1]. On
considère la famille de loi β(a, 1) dont la densité est donnée, pour a > 0, par :

aua−11{u ∈ [0, 1]}.

On note Va une variable aléatoire de de loi β(a, 1).

1. Proposer une méthode de simulation selon la loi β(a, 1). Pour g une fonction bornée, comment
peut-on estimer E (g(Va)) à l’aide d’une méthode de Monte-Carlo ? Comment obtenir un ordre de
grandeur de l’erreur dans cette méthode ?

2. Vérifier que, si f est une fonction de R dans R telle que E(|f(U)|) < +∞, pour tout a > 0 :

E (f(U)) = E

(
f(Va)

aV a−1
a

)
.

Comment utiliser cette relation pour calculer E (f(U)) à l’aide d’une méthode de Monte-Carlo ?
Quelle fonction de a doit on alors minimiser pour obtenir une méthode optimale ?

3. On suppose que f est bornée. Montrer que, pour tout 0 < a < 2 :

σ2
a = Var

(
f(Va)

aV a−1
a

)
= E

(
f 2(U)

aUa−1

)
− E (f(U))2 .

4. En utilisant le lemme de Fatou, montrer que, si P(f(U) 6= 0) > 0, lima→0+ σ
2
a = +∞. Puis que, si f

est continue en 0 avec f(0) 6= 0, lima→2− σ
2
a = +∞.

On supposera, dans la suite, que f est bornée, continue en 0 avec f(0) 6= 0 (ce qui implique que
P(f(U) 6= 0) > 0).

5. Montrez que, pour 0 < a < 2, σ2
a admet des dérivées d’ordre 1 et 2 par rapport à a qui s’écrivent sous

la forme :
dσ2

a

da
= E

(
f 2(U)g1(a, U)

)
et
d2σ2

a

da2
= E

(
f 2(U)g2(a, U)

)
,

g1 et g2 étant des fonctions de R+∗ × [0, 1] dans R que l’on calculera.

6. En déduire que σ2
a est une fonction convexe sur l’intervalle ]0, 2[ qui atteint son minimum au point â

solution unique de l’équation ψ(a) = 0 où

ψ(a) = E

(
f 2(U)

a2Ua−1
(1− a| ln(U)|)

)
.

7. Soit (Un, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1].
On définit ψn(a), pour a > 0, par

ψn(a) =
1

n

n∑
i=1

f 2(Ui)

a2Ua−1
i

(1− a| ln(Ui)|)

Vérifier que, pour a ∈]0, 2[, ψn(a) converge presque sûrement vers ψ(a) lorsque n tends vers +∞.
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8. On pose τ = inf{k ≥ 0, |f(Uk)| > 0}. Vérifier que P(τ < +∞) = 1. Montrer que, pour n ≥ τ ,
ψn(a) est une fonction continue et croissante de a vérifiant ψn(0−) = −∞ et ψn(+∞) = +∞. En
déduire qu’il existe une unique ân > 0 tel que ψn(an) = 0. Proposer un algorithme permettant de
calculer an et puis (sans preuve) une méthode d’approximation de â.

Partie 2 : Estimateur parametrix du prix d’une option vanille

Ce problème est consacré à l’estimateur parametrix du prix E[f(XS)] d’une option vanille de maturité S
déterministe, de fonction de payoff f : R → R, C∞ à dérivées à croissance polynomiale, portant sur le
sous-jacent (Xt)t≤S dont l’évolution temporelle est donnée par l’EDS{

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt

X0 = x0

(18)

où (Wt)t≥0 est un mouvement brownien standard de dimension 1, σ, b : R → R sont des fonctions C∞ à
dérivées bornées et infx∈R σ(x) > 0. On pose a(x) = σ2(x) .

Représentation Poissonnienne d’une somme d’intégrales multiples Soit (Nt)t≥0 un processus de Pois-
son de paramètre λ, de temps de sauts (Tk)k≥1, indépendant de (Wt)t≥0 et pour tout k ∈ N, ψk : [0, S]k →
R+ une fonction mesurable (ψ0 ∈ R+ est une constante).

1. On pose T0 = 0. Que peut-on dire des variables aléatoires (τk = Tk − Tk−1)k≥1?

2. Soit n ∈ N∗. Exprimer à l’aide du vecteur (τ1, . . . , τn+1) la variable aléatoire 1{NS=n}ψn(T1, . . . , Tn).
En déduire que

E
[
1{NS=n}ψn(T1, . . . , Tn)

]
= e−λS

∫
0≤t1≤t2≤...≤tn≤S

λnψn(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn.

3. En déduire, avec la convention ψ0(T1, . . . , T0) = ψ0, que

eλSE [ψNS(T1, . . . , TNs)]

= ψ0 +
∑
n∈N∗

∫
0≤un≤un−1≤...≤u1≤S

λnψn(S − u1, . . . , S − un)dun . . . du1.

Méthode parametrix Pour s ≥ 0 et x ∈ R, on note Xx
s la solution à l’instant s de l’EDS

Xx
s = x+

∫ s

0

σ(Xx
u)dWu +

∫ s

0

b(Xx
u)du

et X̄x
s = x + σ(x)Ws + b(x)s. Pour ϕ : R → R régulière, on note également, P̄sϕ(x) = E[ϕ(X̄x

s )] et
Psϕ(x) la solution de l’EDP{

∂sPsϕ(x) = L(Psϕ)(x), (s, x) ∈ R+ ×R

P0ϕ(x) = ϕ(x), x ∈ R
où Lψ(x) =

a(x)

2
ψ′′(x) + b(x)ψ′(x).

On admet que cette solution est C∞ avec des dérivées bornées.

4. Soit t > 0 et x ∈ R. Calculer dPt−sϕ(Xx
s ) par la formule d’Itô et en déduire que Ptϕ(x) =

E[ϕ(Xx
t )].
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5. Vérifier que pour s > 0, X̄x
s possède la densité gs(x, y) = 1

σ(x)
√

2πs
e−

(y−x−b(x)s)2
2a(x)s . Calculer

∂s ln(gs(x, y)) et en déduire que ∂sP̄sϕ(x) =
∫
R
ϕ(y)θ̄s(x, y)gs(x, y)dy où

θ̄s(x, y) = − 1

2s
+

(y − x− b(x)s)2

2a(x)s2
+
b(x)(y − x− b(x)s)

a(x)s
.

6. Calculer ∂y ln(gs(x, y)) et vérifier que

∂2
yygs(x, y) =

(
(y − x− b(x)s)2

a2(x)s2
− 1

a(x)s

)
gs(x, y).

Expliquer, sans détailler les calculs, comment en déduire que P̄sLψ(x) =
∫
R
ψ(y)θ̃s(x, y)gs(x, y)dy

où

θ̃s(x, y) =
1

2
a′′(y)− b′(y) +

(y − x− b(x)s)(b− a′)(y)

a(x)s

+
a(y)

2

(
(y − x− b(x)s)2

a2(x)s2
− 1

a(x)s

)
.

7. Remarquer que pour t ≥ u ≥ 0, ∂u(P̄t−uPuϕ(x)) = −(∂sP̄s|s=t−u)Puϕ(x) + P̄t−uLPuϕ(x) et en
déduire que

Ptϕ(x)− P̄tϕ(x) =

∫ t

0

Qt−uPuϕ(x)du

où Qsψ(x) =
∫
R
ψ(y)θs(x, y)gs(x, y)dy pour une fonction θs que l’on exprimera à l’aide de θ̄s et θ̃s.

8. Montrer que (Pt − P̄t)ϕ(x) =
∫ t

0
Qt−uP̄uϕ(x)du+

∫ t
0
Qt−u(Pu − P̄u)ϕ(x)du.

9. En déduire que pour tout m ∈ N∗,

E[f(XS)] = P̄Sf(x0)

+
m∑
n=1

∫
0≤un≤un−1≤...≤u1≤S

QS−u1Qu1−u2 . . . Qun−1−unP̄unf(x0)du1 . . . dun +Rm

où

Rm =

∫
0≤um≤um−1≤...≤u1≤S

QS−u1Qu1−u2 . . . Qum−1−um(Pum − P̄um)f(x0)du1 . . . dum.

10. En admettant que limm→∞Rm = 0, en déduire à l’aide de la question 3 que

E[f(XS)] = eλSE
[
λ−NSQT1QT2−T1 . . . QTNS−TNS−1

P̄S−TNS f(x0)
]
,

où, par convention, QT1QT2−T1 . . . QTNS−TNS−1
P̄S−TNS f(x0) = P̄S−T0f(x0) = P̄Sf(x0) si NS = 0.

On définit par récurrence
X̄0 = x0

∀k ∈ {0, . . . , NS − 1}, X̄Tk+1
= X̄Tk + σ(X̄Tk)(WTk+1

−WTk) + b(X̄Tk)(Tk+1 − Tk)
X̄S = X̄TNS

+ σ(X̄TNS
)(WS −WTNS

) + b(X̄TNS
)(S − TNS)

où la seconde étape n’a pas lieu lorsque NS = 0.
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11. Quelle est la loi conditionnelle de WS −WTNS
sachant (Nt)t≤S et (Wt)t≤TNS ? En déduire que

E
[
f(X̄S)|(Nt)t≤S, (Wt)t≤TNS

]
= P̄S−TNsf(X̄TNs

),

et sur {NS ≥ 1},

E
[
f(X̄S)θTNS−TNS−1

(X̄TNS−1
X̄TNS

)|(Nt)t≤S, (Wt)t≤TNS−1

]
= QTNS−TNS−1

P̄S−TNsf(X̄TNs−1
).

En déduire que sur {NS ≥ 1},

E

[
f(X̄S)

NS∏
k=1

θTk−Tk−1
(X̄Tk−1

, X̄Tk)

∣∣∣∣(Nt)t≤S

]
= QT1QT2−T1 . . . QTNS−TNS−1

P̄S−TNS f(x0).

12. Conclure que

E[f(XS)] = eλSE

[
λ−NSf(X̄S)

NS∏
k=1

θTk−Tk−1
(X̄Tk−1

, X̄Tk)

]

avec la convention que le produit vaut 1 lorsque NS = 0.
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 11 février 2014 8h30-11h30

On s’intéresse au calcul de E[f(XT )] où f : Rn → R est une fonction C4 lipschitzienne avec des dérivées
à croissance polynomiale et (Xt)t∈[0,T ] est la solution de l’EDS{

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt

X0 = x0

(19)

où (Wt)t≥0 est un mouvement brownien à valeurs Rd, σ : Rn → Rn×d et b : Rn → Rn sont des
fonctions C4 à dérivées bornées et x0 ∈ Rn. On note XN

T l’approximation de XT obtenue par un schéma
de discrétisation comportant N pas de discrétisation et dont le temps de calcul est proportionnel à N . On
suppose que les ordres de convergence forte et de convergence faible pour la fonction f de ce schéma sont
respectivement égaux à α/2 et β avec α, β ≥ 1 :

∃C < +∞, ∀N ∈ N∗, E[|XT −XN
T |2] ≤ C

Nα
et |E[f(XT )− f(XN

T )]| ≤ C

Nβ
.

Méthode de Monte Carlo multipas
1. Soit Y un estimateur de E[f(XT )] de carré intégrable. Montrer la décomposition biais/variance

E[(E(f(XT ))− Y )2] = (E[f(XT )− Y ])2 + Var(Y )

de l’erreur quadratique.

2. On suppose que Y = 1
M

∑M
i=1 f(X i,N

T ) est la moyenne empirique de M copies indépendantes de
f(XN

T ).

(a) Combien de pas N faut-il choisir pour que (E[f(XT )−Y ])2 soit égal à ε2 où ε est un niveau de
précision donné petit?

(b) Vérifier que limN→∞E[(f(XT )− f(XN
T ))2] = 0.

En déduire que limN→∞Var(f(XN
T )) = Var(f(XT )). Combien de copiesM faut-il choisir pour

que Var(Y ) soit égale à ε2?

(c) Conclure que le temps de calcul nécessaire pour atteindre la précision ε (i.e. une erreur quadra-
tique égale à 2ε2) est proportionnel à ε−(2+1/β)?

3. On s’intéresse maintenant à l’estimateur multipas proposé par Giles 9Y =
∑L

l=0 Yl,Ml
où les variables

Yl,Ml
sont indépendantes et

• Y0,M0 est la moyenne empirique de M0 copies indépendantes de f(X1
T ),

• pour l ∈ {1, . . . , L}, Yl,Ml
est la moyenne empirique de Ml copies indépendantes de f(X2l

T ) −
f(X2l−1

T ).

(a) Vérifier que E[Y ] = E[f(X2L

T )] et en déduire que

∃C > 0,∀ε ∈]0, 1[, L ≥ − log2(ε/C)

β
⇒ |E[f(XT )− Y ]| ≤ ε.

9M.B. Giles, Multi-level Monte Carlo path simulation, Operations Research, 56(3):607-617, 2008
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(b) En remarquant que pour l ∈ N∗,

(f(X2l

T )− f(X2l−1

T ))2 ≤ 2
(

(f(X2l

T )− f(XT ))2 + (f(XT )− f(X2l−1

T ))2
)
,

vérifier que supl∈N∗ 2lαE[(f(X2l

T )− f(X2l−1

T ))2] < +∞. En déduire

∃C̃ < +∞ t.q. ∀L ∈ N∗, ∀(M0, . . . ,ML) ∈ N∗L, Var(Y ) ≤ C̃

L∑
l=0

1

Ml2lα
.

On pose pl = C̃
ε2Ml2lα

pour l ∈ {0, . . . , L}.

(c) Vérifier que
∑L

l=0 pl ≤ 1⇒ Var(Y ) ≤ ε2.
Justifier que le temps de calcul de Y est proportionnel à τ =

∑L
l=0 Ml2

l.

Pour approcher la minimisation du temps de calcul sous la contrainte Var(Y ) ≤ ε2, nous allons
minimiser τ sous la contrainte

∑L
l=0 pl ≤ 1.

(d) Vérifier que τ = ε2

C̃

(∑L
l=0(Ml2

l(1+α)/2)2pl

)
et en déduire à l’aide de l’inégalité de Cauchy-

Schwarz que

τ ≥ C̃

ε2

(
L∑
l=0

2l(1−α)/2

)2

.

Vérifier que
(
Ml =

C̃
∑L
k=0 2k(1−α)/2

ε22l(1+α)/2

)
0≤l≤L

atteint ce minorant et satisfait la contrainte.

(e) En déduire que le temps de calcul pour atteindre la précision ε est d’ordre (log2(ε))2

ε2
si α = 1 et

1
ε2

si α > 1.

4. Comparer les temps de calcul de l’estimateur monopas et de l’estimateur multipas pour le schéma
d’Euler.

Pour j ∈ {1, . . . , d} et x ∈ Rn, on note σj(x) ∈ Rn la j-ème colonne de la matrice σ(x) et ∂σj ∈ Rn×n la

matrice
(
∂σij
∂xl

(x)
)
il

.

5. Comparer les temps de calcul des deux estimateurs pour le schéma de Milstein (pour lequel β = 1).
Sous quelle condition peut-on effectivement implémenter le schéma de Milstein?

Schéma de Giles et Szpruch et transpositions d’accroissements brown-
iens
Pour j,m ∈ {1, . . . , d}, on définit θjm, ηjm : Rn → Rn par θjm(x) =

∂σjσm+∂σmσj
4

(x) et ηjm(x) =
∂σjσm−∂σmσj

4
(x). On suppose que les fonctions θjm sont lipschitziennes. On pose

X̂t = x0 + σ(x0)Wt + b(x0)t+
d∑

j,m=1

θjm(x0)W j
tW

m
t

X̃t = X̂ t
2

+ σ(X̂ t
2
)(Wt −W t

2
) + b(X̂ t

2
)
t

2
+

d∑
j,m=1

θjm(X̂ t
2
)(W j

t −W
j
t
2

)(Wm
t −Wm

t
2

)
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6. Vérifier que

∃C < +∞, ∀t ∈ [0, T ], E[|X̂t − x0 − σ(x0)Wt|2] ≤ Ct2 et E[|X̂t − x0|2] ≤ Ct.

7. Montrer que

E

[∣∣∣(θjm(X̂ t
2
)− θjm(x0))(W j

t −W
j
t
2

)(Wm
t −Wm

t
2

)
∣∣∣2] =

t2(1 + 2× 1{j=m})

4

× E

[∣∣∣θjm(X̂ t
2
)− θjm(x0)

∣∣∣2] .
En déduire l’existence d’une constante C < +∞ telle que pour tout t ∈ [0, T ],

E

[∣∣∣∣b(X̂ t
2
)
t

2
+

d∑
j,m=1

θjm(X̂ t
2
)(W j

t −W
j
t
2

)(Wm
t −Wm

t
2

)

− b(x0)
t

2
−

d∑
j,m=1

θjm(x0)(W j
t −W

j
t
2

)(Wm
t −Wm

t
2

)

∣∣∣∣2] ≤ Ct3.

8. Pour ϕ : Rn → R fonction C1 telle que ϕ et ∇ϕ sont Lipschitziennes, en remarquant l’existence
d’une variable aléatoire αt à valeurs dans [0, 1] t.q.

ϕ(x0 + σ(x0)Wt)− ϕ(x0)−∇ϕ(x0).σ(x0)Wt = (∇ϕ(x0 + σ(x0)αtWt)−∇ϕ(x0)) .σ(x0)Wt,

montrer

∃C < +∞, ∀t ∈ [0, T ], E[(ϕ(X̂t)− ϕ(x0)−∇ϕ(x0).σ(x0)Wt)
2] ≤ Ct2.

En déduire l’existence d’une constante C < +∞ telle que pour tout t ∈ [0, T ],

E

[∣∣∣∣(σ(X̂ t
2
)− σ(x0))(Wt −W t

2
)−

d∑
j,m=1

∂σjσm(x0)Wm
t
2

(W j
t −W

j
t
2

)

∣∣∣∣2] ≤ Ct3.

9. En utilisant les propriétés de symétrie de θ et η, vérifier que

d∑
j,m=1

∂σjσm(x0)Wm
t
2

(W j
t −W

j
t
2

) =
d∑

j,m=1

θjm(x0)
[
Wm

t
2

(W j
t −W

j
t
2

) +W j
t
2

(Wm
t −Wm

t
2

)
]

+
d∑

j,m=1

ηjm(x0)
[
Wm

t
2

(W j
t −W

j
t
2

)−W j
t
2

(Wm
t −Wm

t
2

)
]

10. Que vaut W j
t
2

Wm
t
2

+Wm
t
2

(W j
t −W

j
t
2

) +W j
t
2

(Wm
t −Wm

t
2

) + (W j
t −W

j
t
2

)(Wm
t −Wm

t
2

)?

11. En déduire l’existence d’une constante C < +∞ telle que ∀t ∈ [0, T ],

E

∣∣∣∣∣X̃t − X̂t −
d∑

j,m=1

ηjm(x0)[Wm
t
2

(W j
t −W

j
t
2

)−W j
t
2

(Wm
t −Wm

t
2

)]

∣∣∣∣∣
2
 ≤ Ct3.
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On pose

X̄ t
2

= x0 + σ(x0)(Wt −W t
2
) + b(x0)

t

2
+

d∑
j,m=1

θjm(x0)(W j
t −W

j
t
2

)(Wm
t −Wm

t
2

)

X̄t = X̄ t
2

+ σ(X̄ t
2
)W t

2
+ b(X̄ t

2
)
t

2
+

d∑
j,m=1

θjm(X̄ t
2
)W j

t
2

Wm
t
2

12. Vérifier que X̄t a même loi que X̃t et montrer sans calcul l’existence d’une constante C < +∞ telle
que ∀t ∈ [0, T ],

E

∣∣∣∣∣X̄t − X̂t −
d∑

j,m=1

ηjm(x0)[(Wm
t −Wm

t
2

)W j
t
2

− (W j
t −W

j
t
2

)Wm
t
2

]

∣∣∣∣∣
2
 ≤ Ct3.

13. Conclure que

∃C < +∞, ∀t ∈ [0, T ], E

[∣∣∣∣X̂t −
X̃t + X̄t

2

∣∣∣∣2] ≤ Ct3.

On note maintenant (X̂N) le schéma défini par X̂N
0 = x0 et la relation de récurrence : ∀k ∈ {0, . . . , N−1},

X̂N
tk+1

= X̂N
tk

+ σ(X̂N
tk

)(Wtk+1
−Wtk) + b(X̂N

tk+1
)
T

N
+

d∑
j,m=1

θjm(X̂N
tk

)(Wm
tk+1
−Wm

tk
)(W j

tk+1
−W j

tk
).

Soit (X̄2N) le schéma défini comme (X̂2N) mais en transposant chaque paire d’accroissements browniens
successifs i.e. en remplaçant

(W T
2N
,W 2T

2N
−W T

2N
,W 3T

2N
−W 2T

2N
,W 4T

2N
−W 3T

2N
, . . . ,W (2N−1)T

2N

−W (2N−2)T
2N

,W 2NT
2N
−W (2N−1)T

2N

)

par (W 2T
2N
−W T

2N
,W T

2N
,W 4T

2N
−W 3T

2N
,W 3T

2N
−W 2T

2N
, . . . ,W 2NT

2N
−W (2N−1)T

2N

,W (2N−1)T
2N

−W (2N−2)T
2N

).

14. Pourquoi peut-on anticiper le résultat prouvé par Giles et Szpruch10

∃C < +∞, ∀N ∈ N∗, E

[∣∣∣∣X̂N
T −

X̂2N
T + X̄2N

T

2

∣∣∣∣2] ≤ C

N2
?

15. On admet que β = 1 pour le schéma X̂N . Pourquoi l’estimateur multipas Y =
∑L

l=0 Yl,Ml
de

E[f(XT )] où les variables Yl,Ml
sont indépendantes et

• Y0,M0 est la moyenne empirique de M0 copies indépendantes de f(X̂1
T ),

• pour l ∈ {1, . . . , L}, Yl,Ml
est la moyenne empirique de Ml copies indépendantes de

f(X̂2l

T )+f(X̄2l

T )

2
− f(X̂2l−1

T ).

atteint-il la précision ε avec un temps de calcul de l’ordre de ε−2?

10M.B. Giles et L. Szpruch, Antithetic multilevel Monte Carlo estimation for multi-dimensional SDEs without Lévy area
simulation, to appear in Ann. Appl. Probab.
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du mardi 12 février 2013 9h00-12h00

Partie I : Méthode de variable antithétique
Dans ce qui suit on sera amené à considérer des fonctions de Rp dans Rn. On dira qu’une telle fonction F
est une fonction croissante si elle vérifie la propriété suivante : pour tout x et y de Rp tel que, pour tout i,
1 ≤ i ≤ p, xi ≤ yi, alors

pour tout j,1 ≤ j ≤ n, Fj(x) ≤ Fj(y) :

Autrement dit, F est croissante pour les ordres partiels de Rp et Rn. Cette propriété est équivalente à dire
que chacune des coordonnées de F , Fj est croissante en chacune des coordonnées de son argument (les
autres coordonnées restant fixes).

1. On cherche à calculer E (φ(ξ)) où φ est une fonction de Rd dans R bornée et ξ un vecteur de d
gaussiennes centrées réduites et indépendantes.

On considère une suite (ξn, n ≥ 1) de vecteurs aléatoires indépendants, les ξn suivant la loi de ξ. On
construit les deux estimateurs

In =
1

2n
(φ(ξ1) + · · ·+ φ(ξ2n))

În = 12n (φ(ξ1) + φ(−ξ1) + · · ·+ φ(ξn) + φ(−ξn))

Montrer que In et În convergent presque sûrement lorsque n tends vers +∞ vers E(φ(ξ)). A quelle
condition sur Cov (φ(ξ), φ(−ξ)), doit on préférer l’estimateur În à In pour mettre en œuvre une
méthode de Monte-Carlo ? Comment peut on vérifier sur un échantillon que l’estimateur În réduit
bien la variance.

2. Soit ξ un vecteur de d gaussiennes centrées réduites et indépendantes, F et G deux fonctions crois-
santes de Rd dans R montrer que Cov (F (ξ), G(ξ)) ≥ 0. Donner une condition (suffisante) sur φ
qui permet d’affirmer que În est préférable à In ?

3. On considère une suite (ξn, n ≥ 1) de vecteurs aléatoires indépendants de même loi, les coordonnées
des vecteurs aléatoires ξn étant des gaussiennes centrées réduites et indépendantes.

On considère, par ailleurs, une fonction F (x, u) de Rn×Rd dans Rn croissante et l’on construit par
récurrence une chaîne de Markov en posant, X0 = x0 ∈ Rn et pour n ≥ 0

Xn+1 = F (Xn, ξn+1).

On note X̂n la chaîne de Markov (“antithétique”) construite en posant X̂0 = x0 et X̂n+1 =
F (X̂n,−ξn+1).

Montrer que les vecteurs aléatoires (X1, . . . , Xn) et (X̂1, . . . , X̂n) ont même loi.

4. Montrer que pour tout k il existe une fonction ψk de Rk×d dans R, croissante en chacune de ses
coordonnées telle que

Xk = ψk(ξ1, . . . , ξk).

En déduire que si ψ est une fonction croissante de Rn dans R, alors

Cov (φ(Xk), φ(X̂k) ≤ 0.

As t’on intérêt à utiliser un estimateur antithétique dans ce cas ?
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5. Plus généralement montrer que si ψ est une fonction de Rk×n dans R croissante, on a :

Cov
(
ψ(X1, . . . , Xk), ψ(X̂1, . . . , X̂k)

)
≤ 0.

On cherche à calculer certaines options sur moyenne dans le modèle de Black et Scholes. On suppose
alors que le prix d’un actif est donné par

St = x0 exp

((
r − σ2

2

)
t+ σWt

)
,

où r et σ sont des réels positifs et (Wt, t ≥ 0) un mouvement brownien standard. On s’intéresse à
une option dont le payoff est donné par, si IT =

∫ T
0
Ssds,

H = f(IT ),

où f est une fonction continue, croissante et bornée. On note par ailleurs

Ŝt = x0 exp

((
r − σ2

2

)
t− σWt

)
,

et ÎT =
∫ T

0
Ŝsds.

6. Montrer que IT et ÎT ont même loi. Comment utiliser cette remarque pour mettre en oeuvre une
technique de variable antithétique pour le calcul de E(H) ? A quelle condition (suffisante) sur
Cov (f(IT ), f(ÎT )), la méthode proposée réduira effectivement la variance.

7. On se donne N un entier et l’on pose

S(N)
n = SnT/N et I(N)

0 = 0, I(N)
n = I

(N)
n−1 +

T

N
SnT/N .

Montrez que le couple (S
(N)
n , I

(N)
n , n ≥ 0) est une chaîne de Markov qui vérifie les conditions de

croissance de la question 3.

8. Montrer que si l’on note Ŝ(N)
n = ŜnT/N et que l’on définit Î(N)

n par Î(N)
0 = (T/N)S0 et Î(N)

n =

Î
(N)
n−1 + T

N
ŜnT/N , on a :

Cov
(
f(I

(N)
N ), f(Î

(N)
N )

)
≤ 0.

9. Montrer que I(N)
N converge presque sûrement vers IT et déduire que

Cov
(
f(IT ), f(ÎT )

)
≤ 0.
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Partie II : vitesse forte du schéma de Milstein
On s’intéresse à la discrétisation de l’EDS uni-dimensionnelle{

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt

X0 = y
(20)

où (Wt)t≥0 est un mouvement brownien réel de filtration naturelle (Ft)t≥0, σ, b : R→ R sont des fonctions
C2 avec des dérivées premières et secondes bornées et y ∈ R. On se donne un horizon T et un nombreN ∈
N∗ de pas de discrétisation. Pour k ∈ {0, . . . , N}, on pose tk = kT

N
. Pour t ∈ [0, T ], on note respectivement

τt = bNt
T
c T
N

et τ̄t = dNt
T
e T
N

l’instant de discrétisation juste avant t et l’instant de discrétisation juste après t.

1. Que peut-on dire de supt∈[0,T ] E(X4
t )? Et de sup0≤s<t≤T

E[(Xt−Xs)2]
t−s ?

2. Écrire le schéma de Milstein (X̃N
tk

)k∈{0,...,N} associé à cette équation. Donner également son extension
en temps continu (X̃N

t )t∈[0,T ].

3. Vérifier que

∀u ∈ [0, T ], X̃N
u = y +

∫ u

0

(
σ(X̃N

τs ) + σσ′(X̃N
τs )(Ws −Wτs)

)
dWs +

∫ u

0

b(X̃N
τs )ds.

4. En déduire que pour t ∈ [0, T ],

E

[
sup
u∈[0,t]

(Xu − X̃N
u )2

]
≤ 3

(
4

∫ t

0

E

[(
σ(Xs)− σ(X̃N

τs )− σσ
′(X̃N

τs )(Ws −Wτs)
)2
]
ds

+ E

[
sup
u∈[0,T ]

(∫ u

0

(b(Xs)− b(Xτs))ds

)2
]

+ t

∫ t

0

E[(b(Xτs)− b(X̃N
τs ))

2]ds

)
. (21)

Dans toute la suite C ∈]0,+∞[ désigne une constante qui ne dépend pas de N et peut changer d’une ligne
à l’autre.

5. Majoration du second terme du second membre de (20) :

(a) Calculer db(Xr) et en déduire que pour u ∈ [0, T ]∫ τu

0

(b(Xs)− b(Xτs))ds =

∫ τu

0

(τ̄r − r)
(
σb′(Xr)dWr + [bb′ +

σ2b′′

2
](Xr)dr

)
puis que E

[
supu∈[0,T ]

(∫ τu
0

(b(Xs)− b(Xτs))ds
)2
]
≤ C

N2 .

(b) Vérifier que

sup
u∈[0,T ]

(∫ u

τu

|b(Xs)− b(Xτs)|ds
)2

≤ T

N
max

0≤k≤N−1

∫ tk+1

tk

(b(Xs)− b(Xτs))
2ds

≤ T

N

∫ T

0

(b(Xs)− b(Xτs))
2ds,

et conclure que E
[
supu∈[0,T ]

(∫ u
0

(b(Xs)− b(Xτs))ds
)2
]
≤ C

N2 .
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6. Majoration du premier terme du second membre de (20) en supposant σσ′ lipschitzienne :

(a) Calculer dσ(Xr) par la formule d’Itô.

(b) En déduire que pour s ∈ [0, T ],

σ(Xs)− σ(Xτs)− σσ′(Xτs)(Ws −Wτs) =

∫ s

τs

(σσ′(Xr)− σσ′(Xτs))dWr

+

∫ s

τs

[bσ′ +
σ2σ′′

2
](Xr)dr,

puis que ∀s ∈ [0, T ], E
[
(σ(Xs)− σ(Xτs)− σσ′(Xτs)(Ws −Wτs))

2] ≤ C
N2 .

(c) Conclure que pour tout s ∈ [0, T ],

E

[(
σ(Xs)− σ(X̃N

τs )− σσ
′(X̃N

τs )(Ws −Wτs)
)2
]
≤ C

(
E[(Xτs − X̃N

τs )
2] +

1

N2

)
.

7. En supposant σσ′ lipschitzienne, vérifier que

∀t ∈ [0, T ], E

[
sup
u∈[0,t]

(Xu − X̃N
u )2

]
≤ C

(∫ t

0

E

[
sup
u∈[0,s]

(Xu − X̃N
u )2

]
ds+

1

N2

)

et conclure que E
[

sup
u∈[0,T ]

(Xu − X̃N
u )2

]
≤ C

N2
si
∫ T

0
E

[
supu∈[0,t](Xu− X̃N

u )2

]
dt < +∞. Comment

se passer de cette hypothèse d’intégrabilité?

8. On ne suppose plus que la fonction σσ′ est lipschitzienne.

(a) Vérifier que pour r ∈ [0, T ], E[(σσ′(Xr)− σσ′(Xτr))
2] est majoré par

2
(
‖σ′‖2

∞E[(σ(Xr)− σ(Xτr))
2] + ‖σ′′‖2

∞E[σ2(Xτr)E[(Xr −Xτr)
2|Fτr ]]

)
,

puis par C
N

.

(b) Pour s ∈ [0, T ], majorer E[(σσ′(Xτs)− σσ′(X̃N
τs ))

2(Ws −Wτs)
2] par

2T

N

(
‖σ′‖2

∞E[(σ(Xτs)− σ(X̃N
τs ))

2] + 2‖σ′‖∞E1/2[σ4(Xτs)]E
1/2[(σ′(Xτs)− σ′(X̃N

τs ))
2]
)

puis par C
(
E[(Xτs − X̃N

τs )
2] + 1

N2

)
(on pourra utiliser que ∀a, b ∈ R, ab ≤ a2+b2

2
).

(c) Conclure que le contrôle de la vitesse forte quadratique obtenu à la question 7 reste vrai.

9. Expliquer comment généraliser à toute constante p ≥ 1 l’analyse de l’erreur forte E[supu∈[0,T ] |Xu −
X̃N
u |2p] effectuée ci-dessus dans le cas particulier p = 1.
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 9 février 2012 8h30-11h30

Partie I : Biaisage gaussien “prévisible”
Soit G = (G1, G2, . . . , Gn) un vecteur de gaussiennes, centrées, réduites, indépendantes.

1. Soit φ une fonction de Rn dans R bornée. Décrire une méthode de Monte-Carlo permettant de
calculer E (φ(G1, · · · , Gn)). Comment peut on estimer l’erreur de la méthode proposée ?

On considère n fonctions λi(g), i = 1, . . . , n, telles que : λi(g) = fi(g1, . . . , gi−1), où les fi sont des
fonctions de Ri−1 dans R, supposées régulières et bornées (f1 et donc λ1 sont supposées constantes).
On note Rλ la transformation de Rn dans Rn qui associe à g, g′ = Rλ(g) dont les coordonnées sont
calculées par, i croissant de 1 à n,

g′i = gi + fi(g
′
1, . . . , g

′
i−1) = gi + λi(g

′).

2. Montrer que Rλ est une transformation bijective de Rn dans Rn. On vérifiera que R−1
λ son inverse

est donné par R−1
λ (g′)i = g′i − λi(g′).

Montrer que le déterminant de la matrice jacobienne de R−1
λ est identiquement égal à 1.

On définit la variable aléatoire Mλ
n (G) par

Mλ
n (G) = exp

(
n∑
i=1

λi(G)Gi −
1

2

n∑
i=1

λ2
i (G)

)

3. Soit Fi = σ(G1, . . . , Gi) montrer que, pour i ≤ n,

E

(
exp

(
λi(G)Gi −

1

2
λ2
i (G)

)
|Fi−1

)
= 1.

En déduire que E(Mλ
n (G)) = 1.

4. Vérifier que l’on définit une nouvelle probabilité P(λ) en posant

P(λ) (A) = E
(
Mλ

n (G)1{A}
)
.

et que l’on a (E(λ) désigne l’espérance sous la probabilité P(λ))

E(λ)(X) = E
(
Mλ

n (G)X
)

pour toute variable aléatoire P(λ)-intégrable X .

5. En utilisant le changement de variable g = R−1
λ (g′), montrer que la loi de G sous P(λ) est identique

à celle de Rλ(G) sous P. En déduire une méthode de simulation de la loi de G sous P(λ).

6. On note Xλ = φ(G)/Mλ
n (G). Vérifier que E(λ)(Xλ) = E (φ(G)) et montrer que la variance de Xλ

sous P(λ) est donnée par

Var(λ)(Xλ) = E
(
e−

∑n
i=1 λi(G)Gi+

1
2

∑n
i=1 λ

2
i (G)φ(G)2

)
− E (φ(G))2
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7. Comment peut on simuler une variable aléatoire dont la loi est celle de Xλ = φ(G)/Mλ
n (G) sous

P(λ) ? Quel est l’intérêt de pouvoir représenter E (φ(G)) sous la forme E(λ)(Xλ) ?

8. Pour α un réel donné, on pose u(α) = Var(αλ)(Xαλ). Montrer que u est une fonction différentiable
et que :

u′(α) = E

((
n∑
i=1

αλi(G)2 −
n∑
i=1

λi(G)Gi

)
e−

∑n
i=1 αλi(G)Gi+

1
2

∑n
i=1 α

2λi(G)2φ(G)2

)
.

On notera, en particulier, que u′(0) vaut −E ((
∑n

i=1 λi(G)Gi)φ(G)2) .

9. Montrer que u est deux fois différentiable et que u′′ peut s’exprimer sous la forme

u′′(α) = E

(
n∑
i=1

λ2
i (G) +

(
n∑
i=1

αλi(G)2 −
n∑
i=1

λi(G)Gi

)2
×

× e
−

n∑
i=1

αλi(G)Gi +
1

2

n∑
i=1

α2λi(G)2

φ(G)2

)

10. On suppose dans la fin de ce problème que la fonction φ|λ| est non nulle sur un ensemble de mesure
de Lebesgue non nulle. Montrer que u est strictement convexe et que limα→±∞ u(α) = +∞.

11. Montrer que si u′(0) 6= 0, il existe un α tel que u(α) < u(0), puis que, pour ce α, αλ est un choix qui
permet de réduire la variance de la méthode de Monte-Carlo.

12. Montrer, en utilisant la stricte convexité de u, que si u′(0) = 0, 0 réalise le minimum u. Interpréter
ce résultat.

13. On suppose, pour cette question, que λ est un vecteur de fonctions paires (c’est à dire qui vérifie, pour
tout g, λ(−g) = λ(g) non nul et que la fonction φ2 est paire. Montrer que, sous ces hypothèses, λ ne
permet pas de réduire la variance.
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Partie II : Convergence en loi de l’erreur renormalisée du schéma
d’Euler
On s’intéresse à la discrétisation du modèle de Black-Scholes Xt = eσWt+(µ−σ

2

2
)t où (Wt)t∈[0,T ] est un

mouvement brownien réel. On se donne un horizon T et un nombre N ∈ N∗ de pas de discrétisation.
Pour k ∈ {0, . . . , N}, on pose également tk = kT

N
. Pour une suite réelle (xN)N∈N∗ et α ∈ R, on note

xN = O(Nα) lorsque la suite (N−αxN)N∈N∗ est bornée.

1. Rappeler l’équation différentielle stochastique satisfaite par (Xt)t≥0.

2. Écrire le schéma d’Euler (XN
tk

)k∈{0,...,N} associé à cette équation. Donner également le schéma de
Milstein (X̃N

tk
)k∈{0,...,N}.

3. Calculer E(XN
T ) et vérifier que E(XN

T ) = E(XT ) +O( 1
N

). Commenter ce résultat.

4. On pose

ANk =
XN
tk

Xtk+1

(
eσ(Wtk+1

−Wtk
)+(µ−σ

2

2
)t1 − 1− σ(Wtk+1

−Wtk)− µt1
)
.

Exprimer ANk à l’aide de (
XN
tk

Xtk
,
XN
tk+1

Xtk+1
) et en déduire que XT −XN

T = XT

∑N−1
k=0 A

N
k .

5. On pose

RN
k = eσ(Wtk+1

−Wtk
)+(µ−σ

2

2
)t1 − 1− σ(Wtk+1

−Wtk)− (µ− σ2

2
)t1 −

σ2

2
(Wtk+1

−Wtk)
2

V N
k =

(
Xtk

Xtk+1

− 1

)(
eσ(Wtk+1

−Wtk
)+(µ−σ

2

2
)t1 − 1− σ(Wtk+1

−Wtk)− µt1
)

ZN
k =

XT

Xtk+1

(
eσ(Wtk+1

−Wtk
)+(µ−σ

2

2
)t1 − 1− σ(Wtk+1

−Wtk)− µt1
)

(XN
tk
−Xtk).

Vérifier que RN
k + V N

k +
ZN
k

XT

= ANk −
σ2

2
((Wtk+1

−Wtk)
2 − t1). En déduire que

√
N(XT −XN

T ) = XT

(
σ2

2
SN +

√
N

N−1∑
k=0

(RN
k + V N

k )

)
+
√
N

N−1∑
k=0

ZN
k

où SN =
√
N
∑N−1

k=0 [(Wtk+1
−Wtk)

2 − t1].

On se donne (Gk)k≥0 suite de variables gaussiennes centrées de variance T indépendantes de (Wt)t≥0.

6. (a) Montrer que (WT , SN) et (WN ,ΣN) = 1√
N

∑N−1
k=0 (Gk, G

2
k − T ) ont même loi.

(b) Montrer que lorsque N → ∞, (WN ,ΣN) converge en loi vers un couple (W ,Σ) dont on pré-
cisera la loi.

(c) Conclure que σ2

2
XTSN converge en loi vers σ2

√
T
2
XTG0.

D’après les questions 9 à 11, E
∣∣∣√N∑N−1

k=0 (XTR
N
k +XTV

N
k + ZN

k )
∣∣∣ = O( 1√

N
).

7. En admettant provisoirement ce résultat, montrer que
√
N(XT − XN

T ) converge en loi vers

σ2
√

T
2
XTG0.
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Sous des hypothèses de régularité sur η, b : R → R, Kurtz et Protter11 ont montré que si Xt est solution
de l’équation différentielle stochastique dXt = η(Xt)dWt + b(Xt)dt et XN

t désigne son schéma d’Euler en
temps continu, alors le processus (

√
N(Xt −XN

t ))t≥0 converge en loi vers (Yt)t≥0 solution de

Yt =

∫ t

0

Ys(η
′(Xs)dWs + b′(Xs)ds) +

√
T

2

∫ t

0

ηη′(Xs)dBs

où (Bt)t≥0 est un mouvement brownien indépendant de (Wt)t≥0.

8. Dans le cas particulier du modèle de Black-Scholes, calculer d 1
Xt

puis d Yt
Xt

. En déduire YT et vérifier
que la convergence établie à la question 7 est bien une conséquence du résultat général de Kurtz et
Protter.

9. (a) Calculer E(RN
0 ) et en déduire que E(RN

k ) = O
(

1
N2

)
.

Montrer queRN
0 = σ

∫ t1
0

(Xs−1−σWs)dWs+µ
∫ t1

0
(Xs−1)ds. Calculer E((Xs−1−σWs)

2),
vérifier que E((Xs−1−σWs)

2) = O(s2) pour s→ 0+ et en déduire que E((RN
0 )2) = O

(
1
N3

)
.

(b) Montrer que E

((∑N−1
k=0 R

N
k

)2
)

= N(N − 1)E((RN
0 ))2 +NE((RN

0 )2).

(c) Conclure que E
∣∣∣XT

√
N
∑N−1

k=0 R
N
k

∣∣∣ = O( 1√
N

).

On pose DN
k = eσ(Wtk+1

−Wtk
)+(µ−σ

2

2
)t1 − 1− σ(Wtk+1

−Wtk)− µt1.

10. (a) Calculer E(V N
0 ) et vérifier que E(V N

0 ) = O( 1
N2 ).

(b) Rappeler l’équation différentielle stochastique satisfaite par 1
Xt

et vérifier que

E

((
1
Xt1
− 1
)4
)

= O( 1
N2 ).

En remarquant que DN
0 =

∫ t1
0

(Xs − 1)(σdWs + µds), vérifier que E((DN
0 )4) = O( 1

N4 ). En
déduire que E((V N

0 )2) = O( 1
N3 ).

(c) Conclure que E
∣∣∣XT

√
N
∑N−1

k=0 V
N
k

∣∣∣ = O( 1√
N

).

11. (a) Vérifier que E((DN
k )2) = O( 1

N2 ).

(b) À l’aide de la vitesse forte, en déduire E((ZN
k )2) = O( 1

N3 ).
(c) Pour 0 ≤ l < k ≤ N − 1, vérifier que

E(ZN
k Z

N
l ) = E(X2

T−tk+1
)E

(
Xtk+1

Xtk

DN
k

)
E

(
(XN

tk
−Xtk)

Xtk

Xtl+1

DN
l (XN

tl
−Xtl)

)
.

Vérifier que E
(
Xtk+1

Xtk
DN
k

)
= eµt1

(
e(µ+σ2)t1 − 1− (µ+ σ2)t1

)
. Remarquer que

E

∣∣∣∣(XN
tk
−Xtk)

Xtk

Xtl+1

DN
l (XN

tl
−Xtl)

∣∣∣∣ ≤
√

E

(
sup
t≤T

(XN
t −Xt)4

)
E(X2

tk−tl+1
)E((DN

l )2)

et en déduire que E(ZN
k Z

N
l ) = O( 1

N4 ).

(d) Conclure que E((
√
N
∑N−1

k=0 Z
N
k )2) = O( 1

N
) et que

E

∣∣∣∣∣√N
N−1∑
k=0

(XTR
N
k +XTV

N
k + ZN

k )

∣∣∣∣∣ = O(
1√
N

).

11Wong-Zakai corrections, random evolutions, and simulation schemes for SDEs. Stochastic analysis, 331–346, Academic
Press, Boston, MA, 1991.
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 10 février 2011 8h30-11h30

Partie I : Simulation directionnelle et stratification

Soit G = (G1, . . . , Gd) un vecteur constitué de d gaussiennes centrées réduites indépendantes et H un
fonction continue de Rd dans R et on cherche à calculer la probabilité :

p = P (H(G) ≥ λ) ,

pour une valeur λ positive donnée.

1. Décrire la méthode de Monte-Carlo habituelle permettant d’estimer p et expliquer comment l’on peut
évaluer l’erreur de la méthode.

2. On suppose que l’on cherche à approche une valeur de p de l’ordre de 10−10. Donner une évaluation
(grossière) du nombre minimal de tirages n permettant d’évaluer p à 20% près. Lorsque le calcul de
H demande un temps de l’ordre d’une seconde, qu’en concluez vous ? (1 an ≈ 3× 107 secondes)

3. On écrit le vecteur G sous la forme G = RA où R = |G| et A = G/|G| prend ses valeurs dans la
sphère unité de Rd, Sd = {x ∈ Rd, |x| = 1}. Montrer que R2 suit une loi du χ2 à d degrés de liberté
et que A suit une loi invariante par rotation dont le support est inclu dans Sd (On admettra que cela
implique que la loi de A est la loi uniforme sur la sphère).

4. A l’aide du changement de variable polaire généralisé (g1, . . . , gd)→ (r, θ1, . . . , θd−1)
g1 = r cos θ1

g2 = r sin θ1 cos θ2

· · ·
gd−1 = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θd−2 cos θd−1

gd = r sin θ1 sin θ2 . . . sin θd−2 sin θd−1

montrer que R et A sont des variables aléatoires indépendantes.

5. On suppose, à partir de maintenant, que pour tout a ∈ Sd la fonction r → H(ra) est strictement
croissante, que H(0) = 0 et limr→+∞H(ra) = +∞.

Soit a ∈ Sd, on pose φ(a) = P(H(Ra) ≥ λ). Calculer explicitement φ(a) en fonction de la fonction
de répartition de la loi du χ2 à d degrés de liberté et de la solution de H(r∗a) = λ.

6. Soit (Ai, i ≥ 0) une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur la sphère unité.
Montrer que limn→+∞

∑n
i=1 φ(Ai) = p, au sens de la convergence presque sûre.

7. Montrer que Var(φ(A1)) ≤ Var
(
1H(G)≥λ

)
et comparer la vitesse de convergence de l’estimateur de

la question 1 et celui de la question précédente.

8. Nous allons maintenant réduire la variance de l’estimateur précédent par une technique de stratifica-
tion.

On considère les 2d quadrants définit, pour ε ∈ {−1,+1}d, par :

Cε = {x ∈ Sd, ε1x1 ≥ 0, . . . , εdxd ≥ 0}.

Montrer que P(A1 ∈ Cε ∩ Cε′) = 0, pour ε 6= ε′. En déduire la valeur de ρε = P(A1 ∈ Cε) ?
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9. On considère l’estimateur In stratifié dans les strates (Cε, ε ∈ {−1,+1}d) :

In =
∑

ε∈{−1,+1}d

ρε
nε

nε∑
k=1

φ(A
(ε)
k ),

où nε = nwε(n) avec wε(n) ≥ 0 et
∑

ε∈{−1,+1}d wε(n) = 1 et où les (A
(ε)
k , k ≥ 0) sont des suites

de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur Cε, ces suites étant indépendantes
entre elles.

Calculer Var(In) en fonction de n et des (wε(n), ε ∈ {−1,+1}d), des (ρε, ε ∈ {−1,+1}d) et des
(σε, ε ∈ {−1,+1}d) où σ2

ε = Var(A(ε)
1 ).

10. Montrer l’inégalité : (
N∑
i=1

αiai

)2

≤
N∑
i=1

αia
2
i ,

pour (αi, ai, 1 ≤ i ≤ N) des réels positifs tel que
∑N

i=1 αi = 1.

En déduire que Var(In) ≥ 1
n

(∑
ε∈{−1,+1}d) ρεσε

)2

.

Comment peut on choisir les (wε(n), ε ∈ {−1,+1}d) pour réaliser la borne inférieure précédente ?

11. Proposer une méthode de simulation selon la loi uniforme sur Cε ?

12. On fixe une fois pour toute les wε (indépendement de n) par :

wε =
ρεσε∑

ε∈{−1,+1}p ρεσε
.

On pose nε = [nwε]. Montrer que, au sens de la convergence presque sûre :

lim
n→+∞

In = p.

13. Montrer que la limite en loi des variables aléatoires :
√
n(In − p) est une gaussienne centrée de

variance
(∑

ε∈{−1,+1}d) ρεσε

)2

.

Comment peut on utiliser ce résultat pour estimer l’erreur commise lorsque l’on estime p à l’aide de
In ?

Partie II : Discrétisation d’une équation différentielle stochastique à coefficients
localement lipschitziens

Pour (Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien à valeurs Rd et σ : Rn → Rn×d et b : Rn → Rn, on s’intéresse
à l’EDS

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt, t ≤ T, X0 = y. (22)

On suppose que les fonctions σ et b sont localement lipschitziennes au sens où pour tout m ∈ N∗ il existe
une constante Cm < +∞ telle que

∀x, y ∈ Rn t.q. |x| ≤ m et |y| ≤ m, |σ(x)− σ(y)|+ |b(x)− b(y)| ≤ Cm|x− y|.

On note
σm(x) = σ(Pmx) et bm(x) = b(Pmx) où Pmx = |x|∧m

|x| x (23)

désigne la projection orthogonale de x sur la boule fermée de rayon m centrée à l’origine. On pose égale-
ment tk = k∆t avec ∆t = T

N
où N ∈ N∗ est un nombre de pas de temps.
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Absence de convergence faible et dans Lp dans un cas particulier On s’intéresse à l’EDS en dimension
n = d = 1

Xt = Wt −
∫ t

0

X3
sds. (24)

On admet pour l’instant qu’elle possède une unique solution (Xt)t∈[0,T ] et que cette solution vérifie
E
(
supt∈[0,T ] |Xt|4

)
< +∞.

On note (X̄N
t )t∈[0,T ] le schéma d’Euler en temps continu associé et on pose AN = {|Wt1| ≥

3N
T
, sup1≤k≤N−1 |Wtk+1

−Wtk | ≤ 1}.

1. Vérifier que P(AN) ≥ P(|Wt1| ≥ 3N
T

)P(supt∈[0,T ] |Wt| ≤ 1
2
). En remarquant que pour x > 0,

e−x
2/2

x
=
∫∞
x

(1 + 1
y2

)e−y
2/2dy, vérifier que

∫ +∞
x

e−y
2/2dy ≥ xe−x

2/2

1+x2
.

Conclure que P(AN) ≥ P(supt∈[0,T ] |Wt| ≤ 1
2
)× 6(NT )

3
2

T 3+9N3 × e
− 9N3

2T3
√

2π
.

2. Vérifier que sur l’événement AN , si pour k ≥ 1, |X̄N
tk
| ≥ 1, alors |X̄N

tk+1
| ≥ |X̄N

tk
|2
(
T
N
|X̄N

tk
| − 2

)
. En

déduire que pour N ≥ T
3

, sur l’événement AN , ∀k ∈ {1, . . . , N}, |X̄N
tk
| ≥

(
3N
T

)2k−1

.

3. Conclure que limN→∞E(|X̄N
T |) = +∞. En déduire limN→∞E(|X̄N

T − XT |) puis
limN→∞E(supt∈[0,T ] |X̄N

t −Xt|p) pour p ≥ 1.

4. En remarquant que la loi de X̄N
T est symétrique, montrer que pour K > 0, E

(
(X̄N

T −K)+
)
≥

1
2
E(|X̄N

T |) − K et en déduire que E
(
(X̄N

T −K)+
)

ne converge pas vers E ((XT −K)+) lorsque
N →∞.

Convergence presque sûre du schéma d’Euler On suppose maintenant qu’il existe une solution à l’EDS
(21) (voir le paragraphe pour une condition suffisante). On pose ν0 = 0 et pour m ∈ N∗, on note
νm = inf{t ∈ [0, T ] : |Xt| > m} avec la convention inf ∅ = T .

5. Écrire le schéma d’Euler en temps continu (X̄N
t )t∈[0,T ] associé à (21).

6. Soit m ∈ N∗ et x, y ∈ Rn. Vérifier que (x − Pmx, Pmy − Pmx) ≤ 0 (dans le cas où |x| > m, on
pourra vérifier que (x− Pmx, Pmx) = m|x− Pmx|).
En déduire que |Pmy − Pmx|2 ≤ (y − x, Pmy − Pmx) et conclure que les fonctions σm et bm sont
globalement lipschitziennes de constante de Lipschitz Cm.

7. En déduire l’existence d’une unique solution (Xm
t )t∈[0,T ] à l’EDS

dXm
t = σm(Xm

t )dWt + bm(Xm
t )dt, Xm

0 = y. (25)

Décrire l’événement {νm = T} à l’aide de la variable aléatoire supt∈[0,T ] |Xt| et vérifier que sur
cet événement (Xm

t )t∈[0,T ], (Xt)t∈[0,T ] et (Xm+1
t )t∈[0,T ] coincident. Que vaut P(

⋃
m∈N∗{νm = T})?

Y-a-t-il unicité pour (21)?

On note (X̄m,N
t )t∈[0,T ] le schéma d’Euler correspondant à (24) et νNm = min{tk : |X̄N,m

tk
| > m}.

8. Pour quelles valeurs de γ, la suite Nγ supt≤T |Xm
t − X̄

m,N
t | converge-t-elle presque sûrement lorsque

N →∞ à m fixé?
En déduire que si νm(ω) = T , alors il existe N (ω) < +∞ tel que pour N ≥ N (ω), νNm+1(ω) = T et
supt≤T |Xt(ω)− X̄N

t (ω)| = supt≤T |Xm+1
t (ω)− X̄m+1,N

t (ω)|.

9. Conclure que pour tout γ < 1
2
, Nγ supt≤T |Xt − X̄N

t | converge p.s. vers 0 lorsque N →∞.
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Existence pour l’EDS (21) lorsque la dérive est rentrante On suppose maintenant que σ est globale-
ment lipschitzienne et que la fonction de dérive b est localement lipschitzienne et rentrante au sens où il
existe β ∈ [0,+∞[ tel que

∀x ∈ Rn, (x, b(x)) ≤ β(|x|+ |x|2). (26)

avec (x, y) qui désigne le produit scalaire de x et y dans Rn. On note (Y m
t )t∈[0,T ] l’unique solution de l’EDS

dY m
t = σ(Y m

t )dWt + bm(Y m
t )dt, Y m

0 = y.

10. Vérifier que toute fonction de dérive globalement lipschitzienne est rentrante. Donner un exemple de
fonction de dérive b localement lipschitzienne rentrante mais pas globalement lipschitzienne.

11. Pour m ∈ N∗, vérifier que la fonction bm définie dans (22) satisfait (25).

12. Calculer |Y m
u |2 à l’aide de la formule d’Itô et en déduire que

E

(
sup
u≤t
|Y m
u |4
)
≤ 4

{
|y|4 + 4β2E

((∫ t

0

|Y m
s |+ |Y m

s |2ds
)2
)

+ E

((∫ t

0

|σ(Y m
s )|2ds

)2
)

+ 16E

(∫ t

0

|σ∗(Y m
s )Y m

s |2ds
)}

où |σ(x)|2 =
∑

1≤i≤n
1≤j≤d

|σij(x)|2.

13. En déduire que supmE
(
supt∈[0,T ] |Y m

t |4
)
< +∞ puis P

(⋃
m∈N∗{τm = T}

)
= 1 où τm = inf{t ∈

[0, T ] : |Y m
t | > m} (convention inf ∅ = T )

Conclure à l’existence d’une unique solution (Xt)t∈[0,T ] pour (21) et que cette solution vérifie
E
(
supt∈[0,T ] |Xt|4

)
< +∞12.

C’est l’absence de contrôle des moments du schéma d’Euler qui peut empêcher sa convergence dans Lp et sa conver-
gence faible alors que l’on a convergence presque sûre à la vitesse N−γ pour tout γ < 1/2. Dans un preprint récent,
Hutzenthaler, Jentzen et Kloeden ont proposé le schéma explicite suivant :

X̃N
tk+1

= X̃N
tk

+ σ(X̃N
tk

)(Wtk+1
−Wtk) +

b(X̃N
tk

)∆t

1 + |b(X̃N
tk

)|∆t
.

Lorsque la fonction σ est globalement lipschitzienne, la matrice jacobienne de b est à croissance polynomiale et b
vérifie la condition

∃α ∈ (0,+∞), ∀x, y ∈ Rn, (x− y, b(x)− b(y)) ≤ α|x− y|2

qui implique (25) pour le choix y = 0, alors ils montrent que ce schéma converge à la vitesse forte 1√
N

dans tous les
espaces Lp. Ce résultat de convergence forte reste valable pour le schéma d’Euler semi-implicite

X̂N
tk+1
− b(X̂N

tk+1
)∆t = X̂N

tk
+ σ(X̂N

tk
)(Wtk+1

−Wtk)

sous les mêmes hypothèses.

12Ce résultat s’applique en particulier à l’EDS (23).
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 11 février 2010 8h30-11h30

Partie I : Méthode du “carré latin”
Le cas de la dimension 1 On considére un suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1], U = (Ui, i ≥ 1) et une permutation σ tirée uniformement sur l’ensemble des permutations de
{1, . . . , N} et indépendante de la suite U . Pour N entier fixé et pour 1 ≤ i ≤ N , on pose :

Y N
i =

i− Ui
N

et XN
i = Y N

σ(i).

On considére une fonction mesurable bornée f et l’on cherche à comparer l’estimateur classique :

I0(N) =
1

N
(f(U1) + · · ·+ f(UN)) ,

avec :
I1(N) =

1

N

(
f(XN

1 ) + · · ·+ f(XN
N )
)

1. Quel est la limite de I0(N) lorsque N tends vers +∞ ? Comment peut on estimer l’erreur commise
lorsque l’on approxime cette limite par I0(N) ?

2. Pour un i fixé,1 ≤ i ≤ N , identifier la loi de XN
i . En déduire que E (I1(N)) = E(f(U1))

3. Montrer que I1(N) = 1
N

(
f(Y N

1 ) + · · ·+ f(Y N
N )
)
, et en déduire que

NVar (I1(N)) =

∫ 1

0

f 2(s)ds−N
N∑
k=1

(∫ k/N

(k−1)/N

f(s)ds

)2

,

4. Vérifier queNVar(I1(N)) =
N

2

N∑
i=1

∫ i/N

(i−1)/N

∫ i/N

(i−1)/N

(f(s)−f(s′))2dsds′. Lorsque f est une fonction

continue, montrer que NVar (I1(N)) tend vers 0 lorsque N tends vers +∞. Que vaut NVar (I0(N))
?

5. Pour f continue, en quel sens I1(N) convergente t’il vers E(f(U)) ?

6. Quel estimateur vous parait préférable, I0(N) ou I1(N), du point de vue de sa vitesse de convergence
en moyenne quadratique ?

D’un point de vue pratique quels vous paraissent les inconvénients de I1(N) par rapport à I1(N) ?

7. Comment peut-on interpréter l’estimateur I0(N) en terme de méthode de stratification ?

Le cas de la dimension 2 On considère maintenant le cas bidimensionnel. U désigne un suite de variables
aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]2, U = ((U1

i , U
2
i ), i ≥ 1) et deux permutations indépen-

dantes σ1 et σ2 tirée uniformement sur l’ensemble des permutations de {1, . . . , N} et indépendantes de la
suite U . Pour N entier fixé et pour 1 ≤ i, j ≤ N , on pose :

Y N
i,j =

(
i− U1

i

N
,
j − U2

j

N

)
et XN

i = Y N
σ1(i),σ2(i).

On pose, comme dans la première partie, pour f une fonction bornée de [0, 1]2 dans R :

I0(N) =
1

N
(f(U1) + · · ·+ f(UN)) et I1(N) =

1

N

(
f(XN

1 ) + · · ·+ f(XN
N )
)
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1. Montrer que

E
(
f(XN

i )
)

=
1

N2

∑
1≤k≤N
1≤l≤N

E (f(Yk,l)) = E (f(U1))

2. Montrer que, pour i 6= j :

E
(
f(XN

i )f(XN
j )
)

=
1

N2(N − 1)2

∑
1≤k1 6=k2≤N
1≤l1 6=l2≤N

E (f(Yk1,l1))E (f(Yk2,l2)) ,

puis que :

E
(
f(XN

i )f(XN
j )
)

=
1

N2(N − 1)2

{
N4E(f(U1))2 −

∑
1≤k≤N

1≤l1,l2≤N

E (f(Yk,l1))E (f(Yk,l2))

−
∑

1≤k1,k2≤N
1≤l≤N

E (f(Yk1,l))E (f(Yk2,l)) +
∑

1≤k≤N
1≤l≤N

E (f(Yk,l))
2
}
.

3. En déduire que, pour f continue :

lim
N→+∞

(N − 1)Cov (f(XN
1 ), f(XN

2 )) = 2E(f(U))2 −
∫

[0,1]3
f(x, y)f(x, y′)dxdydy′

−
∫

[0,1]3
f(x, y)f(x′, y)dxdx′dy.

4. Montrer que :

Var (E(f(U)|U1)) =

∫
[0,1]3

f(x, y)f(x, y′)dxdydy′ − E (f(U))2 ,

Var (E(f(U)|U2)) =

∫
[0,1]3

f(x, y)f(x′, y)dxdx′dy − E (f(U))2 .

5. En déduire que :

lim
N→+∞

NVar(I1(N)) = Var(f(U))− Var (E(f(U)|U1))− Var (E(f(U)|U2)) .

6. Quel est l’intérêt d’utiliser I1(N) plutôt que I0(N) ? Quels en sont les inconvénients ?

7. Vérifier que :

Var {f(U)− E(f(U)|U1)− E(f(U)|U2)} = Var(f(U))− Var (E(f(U)|U1))

−Var (E(f(U)|U2)) .
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Partie II : discrétisation d’un modèle à volatilité stochastique
On considère le modèle à volatilité stochastique{

dSt = rStdt+ f(Yt)St(ρdWt +
√

1− ρ2dBt); S0 = s0 > 0

dYt = b(Yt)dt+ σ(Yt)dWt; Y0 = y0

, (27)

où (Bt)t≥0 et (Wt)t≥0 sont deux mouvements browniens indépendants, r ∈ R, ρ ∈ [−1, 1] et f, b, σ : R→
R sont des fonctions régulières (c’est-à-dire bornées et dérivables autant de fois qu’on le souhaite avec des
dérivées bornées) avec σ qui ne s’annule pas.
On pose Xt = ln(St), tk = k∆t avec ∆t = T

N
où N ∈ N∗ est un nombre de pas de temps et T > 0 une

maturité.

1. Que représente le coefficient ρ?

2. Écrire l’équation différentielle stochastique satisfaite par le couple (Xt, Yt)t≥0.

3. Comment s’écrit le schéma de Milstein (Ȳ N
tk

)0≤k≤N de pas ∆t pour le processus (Yt)t∈[0,T ]? Rappeler
sans preuve le résultat de convergence forte du cours pour ce schéma.

4. Déterminer la condition de commutativité qui permet d’implémenter le schéma de Milstein pour le
couple (Xt, Yt)t∈[0,T ]. Que peut-on dire de la volatilité de (St)t≥0 lorsque la fonction σ est nulle? Et
lorsque f ′ est nulle? Écrire le schéma de Milstein de pas ∆t pour le couple (Xt, Yt)t∈[0,T ] lorsque
|ρ| = 1.

5. On note F (y) =

∫ y

y0

f

σ
(z)dz . Vérifier que

dXt = ρdF (Yt) +
√

1− ρ2f(Yt)dBt + h(Yt)dt,

pour une fonction h que l’on précisera.

On définit par récurrence (X̄tk)0≤k≤N en posant X̄0 = ln(s0) et ∀k ∈ {0, . . . , N − 1},

X̄tk+1
= X̄tk + ρ(F (Ytk+1

)− F (Ytk)) +

∫ tk+1

tk

h(Ys)ds+

√
1− ρ2

∆t

∫ tk+1

tk

f 2(Ys)ds(Btk+1
−Btk).

6. Vérifier que les vecteurs aléatoires (
∑k−1

j=0

√
1

∆t

∫ tj+1

tj
f 2(Ys)ds(Btj+1

− Btj))1≤k≤N et

(
∫ tk

0
f(Ys)dBs)1≤k≤N ont même loi conditionnelle sachant (Wt)t∈[0,T ]. En déduire que les

vecteurs (X̄tk)0≤k≤N et (Xtk)0≤k≤N ont même loi.

On définit par récurrence le schéma suivant : X̄N
0 = ln(s0) et pour k ∈ {0, . . . , N − 1},

X̄N
tk+1

= X̄N
tk

+ ρ
(
F (Ȳ N

tk+1
)− F (Ȳ N

tk
)
)

+ h(Ȳ N
tk

)∆t+
√

1− ρ2ηNk × (Btk+1
−Btk)

où ηNk =

√(
ψ(Ȳ N

tk
) +

σψ′(Ȳ N
tk

)

∆t

∫ tk+1

tk

(Ws −Wtk)ds

)
∨ ψ

avec ψ(y) = f 2(y) et ψ = infy∈R ψ(y) = infy∈R f
2(y) ≥ 0. L’objectif final de cet énoncé est de montrer

que si ψ > 0 alors

∃C > 0, ∀N ∈ N∗, E

(
max

0≤k≤N
|X̄tk − X̄N

tk
|2
)
≤ C

N2
(28)

Dans le reste de l’énoncé on notera C des constantes indépendantes de N qui peuvent varier de ligne
en ligne.
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7. Comment peut-on simuler le vecteur (Wtk+1
−Wtk ,

∫ tk+1

tk
(Ws −Wtk)ds)0≤k≤N−1? En quoi, pour le

pricing d’options exotiques, le schéma (X̄N
tk

)0≤k≤N est-il aussi performant que le schéma de Milstein?

8. Vérifier que

max
0≤k≤N

|X̄tk − X̄N
tk
|2 ≤ C

(
TN1 + max

1≤k≤N
(TN2,k)

2 + max
1≤k≤N

(TN3,k)
2

)

où TN1 = max
0≤k≤N

(F (Ytk)− F (Ȳ N
tk

))2 + max
1≤k≤N

(
∆t

k−1∑
j=0

(h(Ytj)− h(Ȳ N
tj

))

)2

,

TN2,k =

∫ tk

0

h(Ys)ds−∆t
k−1∑
j=0

h(Ytj),

TN3,k =
k−1∑
j=0

(
ηNj −

√
1

∆t

∫ tj+1

tj

ψ(Ys)ds

)
(Btj+1

−Btj).

9. Vérifier que max
1≤k≤N

(
1

N

k−1∑
j=0

(h(Ytj)− h(Ȳ N
tj

))

)2

≤ max
1≤k≤N−1

(h(Ytk)− h(Ȳ N
tk

))2 et en déduire que

E(TN1 ) ≤ C
N2 ?

10. Vérifier que TN2,k =
∫ tk

0
(τ̄s − s)

(
(bh′ + σ2h′′

2
)(Ys)ds+ σh′(Ys)dWs

)
où, pour s ∈ [0, T ], τ̄s =

d s
∆t
e∆t désigne l’instant de discrétisation juste après s. En déduire que E(max1≤k≤N(TN2,k)

2) ≤ C
N2 .

11. (a) Que peut-on dire du processus (TN3,k)1≤k≤N? En utilisant l’inégalité de Doob et le caractère
lipschitzien de la racine carrée sur [ψ̄,+∞[, en déduire que

E

(
max

1≤k≤N
(TN3,k)

2

)
≤ C

N
E

(
N−1∑
j=0

((T̄ j3 )2 + (T̃ j3 )2)

)

où T̄ j3 = ψ(Ȳ N
tj

)− ψ(Ytj) +
σψ′(Ȳ N

tj
)− σψ′(Ytj)
∆t

∫ tj+1

tj

(Ws −Wtj)ds

et T̃ j3 = ψ(Ytj) +
σψ′(Ytj)

∆t

∫ tj+1

tj

(Ws −Wtj)ds−
1

∆t

∫ tj+1

tj

ψ(Ys)ds.

(b) Calculer E
((

1
∆t

∫ tj+1

tj
(Ws −Wtj)ds

)2
∣∣∣∣(Wu)u≤tj

)
et en déduire que

E((T̄ j3 )2) ≤ C
N2 .

(c) Vérifier que T̃ j3 = 1
∆t

∫ tj+1

tj
(s − τ̄s)

(
(bψ′ + σ2ψ′′

2
)(Ys)ds+ (σψ′(Ys)− σψ′(Ytj))dWs

)
et en

déduire que E((T̃ j3 )2) ≤ C
N2 .

12. Conclure que (27) est vraie.
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 5 février 2009 8h30-11h30

Partie I : Réduction de variance et invariance de loi
Soit (Ui, i ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur l’intervalle
[0, 1].
On considère une application de T de l’intervalle [0, 1] dans l’intervalle [0, 1]. On suppose que T est telle
que loi(T (U)) = loi(U), si U est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0, 1].
On s’intéresse pour un p ≥ 1 fixé à l’estimateur In,p donné par

In,p =
1

np

n∑
i=1

p−1∑
k=0

f
(
T k(Ui)

)
1. Montrer que, si f est une fonction mesurable bornée de [0, 1] dans R :

lim
n→+∞

In,p = E (f(U)) p.s.

2. Montrer que Var(In,p) = 1
np
vp(f), avec

vp(f) =
1

p
Var

(
p−1∑
k=0

f
(
T k(U1)

))

3. Montrer que
√
np In,p−E(f(U1))√

vp(f)
converge en loi lorsque n tend +∞ vers une loi gaussienne centrée

réduite.

4. Supposons que l’on ait effectué n tirages (Ui, i = 1, . . . , n). Comment peut on estimer vp(f) ? Com-
ment en déduire une procédure effective d’estimation de l’erreur commise lorsque l’on approxime
E (f(U)) par In,p ?

5. Quelle méthode reconnaît on lorsque T (u) = 1− u et p = 2 ? A t’on intérêt à utiliser des valeurs de
p > 2 ?

6. On prend pour T la transformation de Kakutani définie par, pour l ≥ 1 :

T (x) = (x− xl−1) +
1

2l
, pour xl−1 ≤ x < xl.

où x0 = 0 et xl = 1/2 + 1/4 + · · ·+ 1/2l. Vérifier que T laisse la loi de U1 invariante.

7. Vérifier que si T est la transformation de Kakutani la suite (T k(0), k ≥ 0) coïncide avec la suite de
Van Der Corput en base 2. Donner la définition de la discrépance d’une suite D∗n(xk, k ≥ 1). Quelle
estimation de la discrépance de la suite de Van Der Corput connaissez vous ?

On supposera que, lorsque T est la transformation de Kakutani, la discrépance de la famille de suite
(T k(x), k ≥ 0) est majorée, uniformément en x ∈ [0, 1], par :

C
log(n)

n

45



8. Lorsque T est la transformation de Kakutani, montrer que, si f est une fonction à variation finie de
[0, 1] dans R, de variation V (f), alors

vp(f) ≤ C2V (f)2 log2(p)

p
,

En déduire que, pour p assez grand, on a intérêt à utiliser l’estimateur In,p de préférence à l’estimateur
(classique) Inp,1 utilisant le même nombre d’appel à la fonction f .

9. On considère I la sous tribu de la tribu A des boréliens de [0, 1] définie par :

I =
{
A ∈ A, T−1(A) = A

}
.

On rappelle que si f est I-mesurable alors f(T (x)) = f(x) pour presque tout x ∈ [0, 1].

On considère une fonction mesurable et bornée f , on note f̂ = µ(f |I) (l’espérance conditionnelle de
f sachant la tribu I sous la probabilité uniforme sur [0, 1], notée µ) et f̃(x) = f(x)− f̂(x). Montrer
que :

In,p =
1

n

n∑
i=1

f̂(Ui) +
1

np

n∑
i=1

p−1∑
k=0

f̃
(
T k−1(Ui)

)
10. Montrer, en utilisant la définition de l’espérance conditionnelle dans L2 que :

µ
(
f̂ f̃
)

=

∫ 1

0

f̂(x)f̃(x)dx = 0.

En déduire que Var(In,p) =
1

n
Var
(
f̂(U1)

)
+

1

np
vp(f̃).

11. Si f̂ est non constante, a t’on intérêt à utiliser une méthode avec p > 1 ?
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Partie II :Discrétisation d’équations différentielles stochastiques
On considère l’équation différentielle stochastique unidimensionnelle

dXt = σ(Xt) dWt + b(Xt) dt, (29)

où b et σ sont des fonctions lipschitziennes. Le processus (Wt) est un mouvement brownien standard
unidimensionnel.
On se donne une condition initiale X0 = x déterministe. Enfin, on se fixe un horizon en temps T et un
nombre N ∈ N∗ de pas de temps. Pour k ∈ {0, . . . , N} on note tk = kT

N
le k-ème instant de discrétisation

et X̄N
tk

la valeur en tk du schéma d’Euler de pas T
N

.
Le but de ce problème est de montrer l’estimation suivante (issue de la thèse de P. Seumen Tonou) : pour
tout p ≥ 1

E

(∣∣∣∣max
0≤t≤T

Xt − max
0≤k≤N

X̄N
tk

∣∣∣∣2p
)
≤ C

(
ln(N)

N

)p
. (30)

Dans l’inégalité précédente et dans tout le reste de l’énoncé on notera C des constantes indépendantes
de N qui peuvent varier de ligne en ligne. On pose

ε = max
0≤t≤T

Xt − max
0≤k≤N

X̄N
tk
,

ε1 = max
0≤t≤T

Xt − max
0≤k≤N

Xtk ,

ε2 = max
0≤k≤N

Xtk − max
0≤k≤N

X̄N
tk
.

1. Montrer
ε2 ≤ max

0≤k≤N
(Xtk − X̄N

tk
),

puis
ε2 ≥ − max

0≤k≤N
(X̄N

tk
−Xtk).

Appliquer un résultat du cours pour en déduire

E
(
|ε2|2p

)
≤ C

Np
.

2. Montrer que

ε1 ≤ max
0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

(Xt −Xtk)

)
.

En déduire que

|ε1|2p ≤ C max
0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

b(Xs) ds

)2p

+C max
0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

σ(Xs) dWs

)2p

.

3. En utilisant l’inégalité

max
0≤k≤N−1

|xk| ≤
N−1∑
k=0

|xk| (31)

montrer que

E

(
max

0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

b(Xs) ds

)2p
)
≤ C

N2p−1
.
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4. (a) Montrer que

E

(
max

0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

[σ(Xs) − σ(Xtk)]dWs

)2p
)
≤ C

N2p−1
.

(b) Montrer que

E

(
max

0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

σ(Xtk)dWs

)2p
)

≤ C

√√√√E

((
max

0≤k≤N−1
max

tk≤t≤tk+1

|Wt −Wtk |
)4p
)
.

(c) Rappeler la densité de la loi de (Wt1 ,max0≤t≤t1 Wt). En déduire celle de max0≤t≤t1 Wt puis
que max0≤k≤N−1 maxtk≤t≤tk+1

(Wt −Wtk) a même loi que
√
t1 max

0≤k≤N−1
|Gk|

où les variables aléatoires (Gk)0≤k≤N−1 sont i.i.d. suivant la loi normale centrée réduite
N1(0, 1).

(d) Soit q le plus petit entier impair qui majore 4p. Montrer que pour x > 0, E(|G0|q1{|G0|≥x}) =

P (x)e−
x2

2 où P (.) est un polynôme de degré q − 1. En déduire à l’aide de (30) que pour α > 2,

lim
N→∞

E

(
max

0≤k≤N−1

(
|Gk|4p1{|Gk|≥

√
α ln(N)}

))
= 0,

puis que pour N ≥ 2, E (max0≤k≤N−1 |Gk|4p) ≤ C(ln(N))2p.

(e) Conclure que

E

(
max

0≤k≤N−1

(
max

tk≤t≤tk+1

∫ t

tk

σ(Xs) dWs

)2p
)
≤ C

(
ln(N)

N

)p
.

5. Vérifier l’estimation (29).

6. Comment peut-on améliorer l’approximation de max0≤t≤T Xt?
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du jeudi 21 février 2008 8h30-11h30

Fonction d’importance et normalisation
Pour calculer E(f(X)) où X désigne une variable aléatoire de densité p sur Rd et f : Rd → R une
fonction telle que Var(f(X)) < +∞, on se donne (Yi)i≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées suivant une densité q sur Rd.

1. Montrer que P(q(Y1) = 0) = 0. En déduire que P(∃i ≥ 1 t.q. q(Yi) = 0) = 0.

2. On suppose que dx p.p. q(x) = 0⇒ fp(x) = 0 et on utilise la convention fp
q

(x) = 0 si q(x) = 0.

(a) Que vaut
∫
|f |p(x)1{q(x)=0}dx? En déduire que la variable aléatoire fp

q
(Y1) est intégrable

d’espérance égale à E(f(X)).

(b) Montrer que ∫ (
fp

q

)2

q(x)dx ≥
(∫
|f |p(x)dx

)2

avec le minorant atteint pour q∗(x) = |f |p(x)∫
|f |p(y)dy

.

(c) En déduire un choix de q qui permet de minimiser la variance de l’estimateur

Zn =
1

n

n∑
i=1

fp

q
(Yi)

pour tout n. Que représente v∗ =
(∫
|f |p(x)dx

)2 − E2(f(X))?

(d) Pour une densité q quelconque, expliquer comment construire un intervalle de confiance asymp-
totique pour l’estimation de E(f(X)) par Zn à partir de l’échantillon (Y1, . . . , Yn)?

On note Rn l’estimateur :

Rn =

∑n
i=1

fp
q

(Yi)1q(Yi)>0∑n
i=1

p
q
(Yi)1q(Yi)>0

.

3. Lorsque P(q(X) > 0) > 0, calculer la limite de Rn lorque n tends vers +∞. En déduire que si p.p.
q(x) = 0⇒ p(x) = 0, alors Rn converge vers E(f(X)).

4. Montrer que si P(f(X) = E[f(X)]) > 0, les variances de Rn et de Zn sont nulles pour le choix
q(x) =

1{f(x)=E(f(X))}p(x)

P(f(X)=E[f(X)])
. Quelle sont alors les valeurs de Rn et Zn?

5. On suppose désormais que P(f(X) = E[f(X)]) = 0 et que dx p.p. q(x) = 0 ⇒ p(x) = 0. On
utilise la convention p

q
(x) = 0 si q(x) = 0.

(a) On pose f̄(x) = f(x) − E[f(X)]. Montrer que si v(q) =
∫ (

f̄p
q

)2

q(x)dx < +∞, alors
√
n(Rn − E(f(X))) converge en loi vers N1(0, v(q)).

Indication : on pourra remarquer que
√
n(Rn − E(f(X))) = 1

1
n

∑n
i=1

p
q

(Yi)
× 1√

n

∑n
i=1

f̄p
q

(Yi)

et appliquer le théorème de Slutsky : si (Zn)n (resp. (Wn)n) désigne une suite de variables
aléatoires à valeurs dans Rd1 (resp. Rd2) qui converge en loi vers une constante z ∈ Rd1 (resp.
vers une variable aléatoire W à valeurs dans Rd2), alors (Zn,Wn)n converge en loi vers (z,W ).

49



(b) Expliquer comment construire un intervalle de confiance asymptotique pour l’estimation de
E(f(X)) par Rn à partir de l’échantillon (Y1, . . . , Yn)?

(c) Montrer que v(q) ≥
(∫
|f̄ |p(x)dx

)2 où le minorant est atteint pour q̄(x) = |f̄ |p(x)∫
|f̄ |p(y)dy

.

6. (a) Pour y ∈ R, on note y+ = max(y, 0) et y− = max(−y, 0). Montrer que

v∗ = 4

∫
f+(x)p(x)dx

∫
f−(x)p(x)dx et v(q̄) = 4

(∫
f̄+(x)p(x)dx

)2

.

(b) Vérifier que si f est de signe constant alors v∗ ≤ v(q̄).

(c) On se place dans le cas particulier où f(x) = x et p(x) = (1−α)ex1{x<0}+αλe−λx1{x>0} avec
λ > 0, α ∈]0, 1[ tels que α

λ
> 1− α. Vérifier que

v∗ > v(q̄)⇔ (1− α)e−2λ(1−α) >
α

λ
e−2λα

λ

En étudiant la monotonie de la fonction g(x) = xe−2λx, conclure que l’on peut trouver (α, λ)
tel que v∗ > v(q̄).
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Simulation d’équations différentielles stochastiques
Le résultat de la question préliminaire qui suit sera utilisé à la fin du problème dans les questions 8a et 8c.

1. Soit (X, Y ) un couple qui suit la loi gaussienne N2

((
0
0

)
,

(
a c
c b

))
. On suppose a > 0 et on

pose Z = Y − c
a
X .

(a) Quelle est la loi de (X,Z)?

(b) Vérifier que E(X4) = 3a2, E(X2Y 2) = ab+ 2c2, E(X3Y ) = 3ac et E(XY 3) = 3bc.

(c) Montrer que pour l,m ∈ N, E(X lY m) = 0 dès lors que l +m est impair.

Dans toute la suite, par fonction régulière, on entend une fonction dérivable autant de fois que nécessaire
avec des dérivées bornées et ϕ désigne une fonction régulière de Rn dans R.
Soit T > 0, y ∈ Rn, σ : Rn → Rn×d et b : Rn → Rn deux fonctions régulières. Sur un espace
de probabilité (Ω,F ,P), on se donne également (Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien à valeurs Rd. On
s’intéresse à l’Equation Différentielle Stochastique{

X0 = y,

dXt = σ(Xt)dWt + b(Xt)dt.
(32)

On note L l’opérateur différentiel du second ordre défini par

Lϕ(x) =
1

2

n∑
i,l=1

ail(x)∂2
xixl

ϕ(x) +
n∑
i=1

bi(x)∂xiϕ(x) où ail(x) =
d∑
j=1

σij(x)σlj(x).

Pour j ∈ {1, . . . , d}, on note également σj(x) = (σij(x))1≤i≤n ∈ Rn la j-ème colonne de la matrice σ et
∂σj(x) = (∂xiσlj(x))1≤l,i≤n ∈ Rn×n.

2. Écrire le schéma de Milshtein pour cette EDS. À quelle condition peut-on l’implémenter?

3. Pour f : Rn → R une fonction régulière, on introduit la solution u, supposée régulière, de l’Equation
aux Dérivées Partielles {

∂u
∂t

(t, x) + Lu(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]×Rn

u(T, x) = f(x), x ∈ Rn
. (33)

On note également (X̄tk)0≤k≤N le vecteur obtenu sur la grille temporelle tk = kT
N

par discrétisation
de l’EDS (31) par un schéma approprié tel que X̄0 = y.

(a) Vérifier que

E(f(X̄T ))− E(f(XT )) =
N−1∑
k=0

Ek où Ek = E
(
u(tk+1, X̄tk+1

)− u(tk, X̄tk)
)
.

(b) Vérifier que ∂2u
∂t2

(t, x) = L2u(t, x) où L2u = L(Lu). En déduire que

u(tk+1, X̄tk) +
T

N
Lu(tk+1, X̄tk) +

T 2

2N2
L2u(tk+1, X̄tk) = u(tk, X̄tk) +O

(
1

N3

)
.
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(c) Conclure que si pour tout k ∈ {0, . . . , N − 1},

E(u(tk+1, X̄tk+1
)|X̄tk) =u(tk+1, X̄tk) +

T

N
Lu(tk+1, X̄tk)

+
T 2

2N2
L2u(tk+1, X̄tk) +O

(
1

N3

)
(34)

alors Ek = O
(

1
N3

)
et l’ordre faible du schéma est 1/N2.

L’objectif du problème est de démontrer que (33) est vérifiée pour deux schémas proposés récemment par
Ninomiya et Victoir et par Kusuoka, Ninomiya et Ninomiya.

4. Pour j ∈ {1, . . . , d}, on note Vj l’opérateur différentiel du premier ordre défini par Vjϕ(x) =
σj(x).∇ϕ(x) =

∑n
i=1 σij(x)∂xiϕ(x). Pour V et W deux opérateurs différentiels, VW désigne

l’opérateur différentiel (en général différent de WV ) défini par VWϕ(x) = V (Wϕ)(x). Pour
m ∈ N∗, V m désigne l’opérateur V . . . V︸ ︷︷ ︸

m fois
.

Enfin, on pose V0 = L− 1
2

∑d
j=1 V

2
j .

(a) Exprimer L2 à l’aide des Vi, i ∈ {0, . . . , d}.
(b) Montrer que pour j ∈ {1, . . . , d},

V 2
j ϕ(x) =

n∑
i,l=1

σij(x)σlj(x)∂2
xixl

ϕ(x) +
n∑
l=1

(
n∑
i=1

∂xiσlj(x)σij(x)

)
∂xlϕ(x)

et en déduire que V0ϕ(x) = σ0(x).∇ϕ(x) où σ0(x) = b(x)− 1
2

∑d
j=1 ∂σjσj(x).

5. Pour η : Rn → Rn une fonction régulière on note V l’opérateur différentiel du premier ordre défini
par V ϕ(x) = η(x).∇ϕ(x) et (etV (x))t∈R l’unique solution de l’Équation Différentielle ordinaire

d

dt
y(t) = η(y(t)), y(0) = x.

(a) Calculer dϕ(etV (x))
dt

et en déduire que ∀t ∈ R, ϕ(etV (x)) = ϕ(x) +
∫ t

0
V ϕ(esV (x))ds.

(b) En déduire que pour tout l ∈ N,

ϕ(etV (x)) =
l∑

m=0

tmV mϕ(x)

m!
+

∫ t

0

∫ s1

0

. . .

∫ sl

0

V l+1ϕ(esl+1V (x))dsl+1 . . . ds1.

Indication : écrire l’égalité de la question précédente en remplaçant ϕ par V mϕ où m ≥ 1.
Justifier la notation etV (x) et vérifier que ϕ(etV (x)) =

∑l
m=0

tmVmϕ(x)
m!

+O(|t|l+1).

(c) Soit W un autre opérateur différentiel du premier ordre associé à une fonction régulière de Rn

dans Rn. Montrer que pour s, t ∈ R,

ϕ(esW etV (x)) =
∑

m1,m2≥0

m1+m2≤l

sm1tm2V m2Wm1ϕ(x)

m1!m2!
+O((|s| ∨ |t|)l+1).

Indication : écrire le développement à l’ordre l de ϕ(esW (y)) en une valeur bien choisie de
y ∈ Rn.
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6. Soit t > 0, G1, . . . , Gd des gaussiennes centrées réduites indépendantes et pour j ∈ {1, . . . , d},
Zj =

√
tGj .

(a) Pour m = (m0, . . . ,md+1) ∈ Nd+2 on note ‖m‖ = 2(m0 + md+1) +
∑d

j=1 mj . Expliquer
comment obtenir l’égalité

E
[
ϕ(e

t
2
V0eZ1V1 . . . eZdVde

t
2
V0(x))

]
=

∑
m:‖m‖≤5

t
‖m‖
2

2m0+md+1

V
md+1

0 V md
d . . . V m1

1 V m0
0 ϕ(x)

m0!m1! . . .md!md+1!
E[Gm1

1 × . . .×G
md
d ] +O(t3).

(b) Remarquer que s’il existe j ∈ {1, . . . , d} tel que mj est impair, alors E[Gm1
1 × . . .×G

md
d ] = 0

et en déduire que la somme précédente est restreinte aux (d + 2)-uplets m tels que ‖m‖ ∈
{0, 2, 4}. Vérifier qu’en dehors du cas m = (0, . . . , 0), les seuls termes non nuls de cette
somme correspondent aux cas suivants où on ne précise que les mi non nuls :

(1) m0 +md+1 = 1,
(2) mi = 2 pour un indice i ∈ {1, . . . , d},
(3) mi = 4 pour un indice i ∈ {1, . . . , d},
(4) mi = mj = 2 pour un couple d’indices i < j ∈ {1, . . . , d},
(5) mi = 2 pour un indice i ∈ {1, . . . , d} et m0 +md+1 = 1,
(6) m0 +md+1 = 2.

(c) Conclure que

E
[
ϕ(e

t
2
V0eZ1V1 . . . eZdVde

t
2
V0(x))

]
= ϕ(x) + tLϕ(x)

+
t2

2

(
1

4

d∑
i=1

V 4
i +

1

2

∑
1≤i<j≤d

V 2
j V

2
i +

1

2

{
V0

d∑
i=1

V 2
i +

d∑
i=1

V 2
i V0

}
+ V 2

0

)
ϕ(x) +O(t3).

(d) En déduire que

E

[
1

2
ϕ(e

t
2
V0eZ1V1 . . . eZdVde

t
2
V0(x)) +

1

2
ϕ(e

t
2
V0eZdVd . . . eZ1V1e

t
2
V0(x))

]
= ϕ(x) + tLϕ(x) +

t2

2
L2ϕ(x) +O(t3).

7. Le schéma de Ninomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uk)1≤k≤N de variables uniformes
sur [0, 1] indépendantes et indépendantes de (W 1, . . . ,W d). Pour passer de X̄tk à X̄tk+1

, il consiste à

(i) Intégrer sur la durée T
2N

l’EDO d
dt
y(t) = σ0(y(t)),

(ii) Si Uk+1 ≤ 1
2
, intégrer successivement pour j croissant de 1 à d l’EDO d

dt
y(t) = σj(y(t)) sur la

durée aléatoire W j
tk+1
−W j

tk
. Si Uk+1 >

1
2
, effectuer la même opération mais pour j décroissant

de d à 1.

(iii) Reprendre l’étape (i).

Vérifier que pour ce schéma,

E(ϕ(X̄t1)) = ϕ(y) +
T

N
Lϕ(y) +

T 2

2N2
L2ϕ(y) +O

(
1

N3

)
,

propriété qui se généralise facilement en (33).
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8. L’inconvenient du schéma de Ninomiya et Victoir est qu’il faut intégrer (d+2) EDOs à chaque pas de
temps, ce qui peut s’avérer très coûteux. Ninomiya et Ninomiya ont proposé un schéma qui préserve
l’ordre de convergence faible en 1/N2 mais dans lequel il suffit d’intégrer deux EDOs à chaque pas
de temps.

(a) Soit (G1,j, G2,j)1≤j≤d des couples i.i.d. suivant la loi N2

((
0
0

)
,

(
a c
c b

))
. À l’aide de la

question 1, montrer que E(
∏d

j=1G
lj
1,jG

mj
2,j ) = 0 dès que la somme des deux coordonnées de l’un

des couples (lj,mj) ∈ N2 est impaire.
(b) Soient α, β ∈ R. Expliquer comment obtenir l’égalité

E
(
ϕ(etβV0+

√
t
∑d

j=1G2,jVjetαV0+
√
t
∑d

j=1G1,jVj (x))
)

= ϕ(x) + tV0ϕ(x)(α+ β) + t

d∑
j=1

V 2
j ϕ(x)

(
E(G2

1,j)

2
+ E(G1,jG2,j) +

E(G2
1,j)

2

)

+ t2V 2
0 ϕ(x)

(
α2

2
+ αβ +

β2

2

)
+ t2

d∑
j=1

{
VjV0Vjϕ(x)

(
α
E(G2

1,j)

6
+ (α+ β)

E(G1,jG2,j)

2
+ β

E(G2
2,j)

6

)

+ V0V
2
j ϕ(x)

(
α
E(G2

1,j)

6
+ α

E(G1,jG2,j) + E(G2
2,j)

2
+ β

E(G2
2,j)

6

)

+ V 2
j V0ϕ(x)

(
α
E(G2

1,j)

6
+ β

E(G2
1,j) + E(G1,jG2,j)

2
+ β

E(G2
2,j)

6

)

+ V 4
j ϕ(x)

(
E(G4

1,j)

24
+

E(G3
1,jG2,j)

6
+

E(G2
1,jG

2
2,j)

4
+

E(G1,jG
3
2,j)

6
+

E(G4
2,j)

24

)}

+ t2
d∑

i,j=1

i 6=j

{
V 2
i V

2
j ϕ(x)

(
E(G2

1,iG
2
1,j)

24
+

E(G2
1,iG1,jG2,j)

6
+

E(G2
1,iG

2
2,j)

4

+
E(G1,iG2,iG

2
2,j)

6
+

E(G2
2,iG

2
2,j)

24

)

+ ViVjViVjϕ(x)

(
E(G2

1,iG
2
1,j)

24
+

E(G2
1,iG1,jG2,j)

6
+

E(G1,iG1,jG2,iG2,j)

4

+
E(G1,iG2,iG

2
2,j)

6
+

E(G2
2,iG

2
2,j)

24

)}
+O(t3)

(c) Soit u ≥ 1/2 et ε ∈ {−1, 1}. Vérifier que pour le choix a = u, b = 1 + u − ε
√

2(2u− 1)

et c = −u + ε

√
2(2u−1)

2
,
(
a c
c b

)
est bien une matrice de covariance. En posant également
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α = ε

√
2(2u−1)

2
et β = 1− α, vérifier que

a+ b+ 2c = 1 = a2 + 4ac+ 2ab+ 4c2 + 4bc+ b2

αa+ βb+ 3(α + β)c = 0

αa+ βb+ 3α(c+ b) = 3/2

αa+ βb+ 3β(c+ a) = 3/2

a2 + 4ac+ 6ab+ 4bc+ b2 = 3

a2 + 4ac+ 6c2 + 4bc+ b2 = 0

.

En déduire que pour ce choix

E
(
ϕ(etβV0+

√
t
∑d
j=1G2,jVjetαV0+

√
t
∑d
j=1G1,jVj(x))

)
= ϕ(x) + tLϕ(x) +

t2

2
L2ϕ(x) +O(t3).

(d) Quel est le schéma de Ninomiya et Ninomiya?

55



Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du 15 février 2007 8h30-11h30

Partie 1

Exercice 1 On considère X une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

1. Pour f une fonction bornée, on note I = E(f(X)) et I1
n et I2

n les estimateurs :

I1
n =

1

2n
(f(X1) + f(X2) + . . .+ f(X2n−1) + f(X2n)) .

I2
n =

1

2n
(f(X1) + f(−X1) + . . .+ f(Xn) + f(−Xn)) .

où (Xn, n ≥ 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes tirées selon la loi de X .

Identifier la limite en loi des variables aléatoires
√
n(I1

n − I). Même question pour la famille de
variables aléatoires

√
n(I2

n − I).

On calculera la variance des lois limites.

2. Comment peut on estimer la variance de lois limites précédentes à l’aide de l’échantillon (Xn, 1 ≤
i ≤ 2n) pour I1

n et (Xn, 1 ≤ i ≤ n) pour I2
n?

Comment évaluer l’erreur dans une méthode de Monte-Carlo utilisant I1
n ou I2

n ?

3. Montrer que si f est une fonction croissante Cov (f(X), f(−X)) ≤ 0. Quel est dans ce cas,
l’estimateur qui vous parait préférable I1

n ou I2
n ? Même question si f est décroissante.

Exercice 2 Soit G une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

1. On pose Lm = exp
(
−mG− m2

2

)
, montrer que E(Lmf(G+m)) = E(f(G)) pour toute fonction f

bornée.

Soit Xm une autre variable aléatoire, intégrable telle que E(Xmf(G + m)) = E(f(G)) pour toute
fonction f bornée. Montrer que E (Xm|G) = Lm.

Dans une méthode de simulation quelle représentation de E(f(G)) vaut il mieux utiliser E(Xmf(G+
m)) ou E(Lmf(G+m)) ?

2. Montrer que la variance de Lmf(G+m) se met sous la forme

E
(
e−mG+m2

2 f 2(G)
)
− E(f(G))2,

et que la valeur de m qui minimise cette variance est solution d’un équation que l’on explicitera. Que
vaut ce m optimum lorsque f(x) = x ? Commentaire.

3. Soit p1 et p2 deux nombres positifs de somme 1 et m1 et m2 2 réels, on pose :

l(g) = p1e
m1g−

m2
1

2 + p2e
m2g−

m2
2

2 .

On pose pour f mesurable bornée µ(f) = E(l(G)f(G)). Montrer que

µ(f) =

∫
R

f(x)p(x)dx,

p étant une densité que l’on précisera.
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4. Proposer une technique de simulation selon la loi de densité p.

5. On suppose que G̃ est une variable aléatoire suivant la loi précédente. Montrer que :

E(l−1(G̃)f(G̃)) = E(f(G)),

Var(l−1(G̃)f(G̃)) = E
(
l−1(G)f 2(G)

)
− E(f(G))2.

6. On s’intéresse au cas p1 = p2 = 1/2, m1 = −m2 = m et f(x) = x. Montrer que :

Var(l−1(G̃)G̃) = E

(
em

2/2G2

cosh(mG)

)
.

On note v(m) cette variance comme fonction de m. Vérifier que v′(0) = 0 et v′′(0) < 0.

Comment choisir m pour réduire la variance lors d’un calcul de E(G) ?

Exercice 3 Soit X une variable aléatoire réelle et Y une variable de contrôle réelle. On supposera que
E(X2) < +∞ et que E(Y 2) < +∞, E(Y ) = 0 pour i = 1, . . . , n.

1. Soit λ un vecteur de Rn, calculer Var(X − λY ) et la valeur λ∗ qui minimise cette variance. As t’on
intérêt à supposer X et Y indépendantes ?

2. On suppose que ((Xn, Yn), n ≥ 0) est une suite de variables aléatoires indépendantes tirées selon la
loi du couple (X, Y ). On définit λ∗n par

λ∗n =

∑n
i=1XiYi − 1

n

∑n
i=1Xi

∑n
i=1 Yi∑n

i=1 X
2
i − 1

n
(
∑n

i=1Xi)n
.

Montrer que λ∗n tends presque surement vers λ∗ lorsque n tend vers +∞.

3. Montrez que
√
n
(
λ∗n − λ̄n

)
Ȳn, où Ȳn = (Y1 + · · ·+ Yn)/n tend vers 0 presque sûrement.

4. En utilisant le théorème de Slutsky (voir question suivante) montrer que :

√
n

(
1

n
(X1 − λ∗nY1 + · · ·+Xn − λ∗nYn)− E(X)

)
tends vers un loi gaussienne de variance Var(X − λ∗nY ).

Comment interpreter le résultat pour une méthode de Monte-Carlo utilisant λX comme variable de
contrôle ?

5. Montrez le théorème de Slutsky, c’est à dire que si Xn converge en loi vers X et Yn converge en loi
vers une constante a alors le couple (Xn, Yn) converge en loi vers (X, a) (on pourra considérer la
fonction caractéristique du couple (Xn, Yn).

Partie 2 : Méthode de Monte-Carlo exacte pour les options asiatiques
Les questions 4. et 5. peuvent être traitées indépendamment.
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Sur un espace de probabilité (Ω,F ,P), on se donne (Wt)t∈[0,T ] un mouvement brownien réel standard. On
se place dans le modèle de Black-Scholes avec taux d’intérêt r sous la probabilité risque-neutre où le cours
à l’instant t de l’actif risqué est St = S0e

σWt+(r−σ
2

2
)t.

Ce problème est consacré à une technique récemment proposée par Jourdain et Sbai13 pour calculer le prix

P = E

(
e−rTϕ

(
1

T

∫ T

0

Stdt

))
de l’option asiatique de payoff ϕ sans recourir à un schéma de discrétisation en temps.

1. On pose γ = r − σ2

2
et Xt = St

t

∫ t
0
e−σWu−γudu pour t > 0.

(a) Vérifier que XT = 1
T

∫ T
0
S0e

σ(WT−WT−t)+γtdt.

(b) Que peut-on dire du processus (WT −WT−t)t∈[0,T ]?

(c) En déduire que P = E(e−rTϕ(XT )).

(d) Donner limt→0+ Xt et calculer dXt.

(e) En déduire que le processus Yt = ln(Xt/S0) est solution de l’EDS

dYt = σdWt + γdt+
e−Yt − 1

t
dt, Y0 = 0. (35)

(f) Pour Ỹ une autre solution de cette équation, vérifier que d(Yt − Ỹt)2 ≤ 0 et en déduire l’unicité
trajectorielle pour (34).

2. Pour t > 0 soit Zt = σ
t

∫ t
0
sdWs + γ

2
t.

(a) Pour u, t ≥ 0, calculer E(Zt) et Cov (Zu, Zt).

(b) Pour 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn ≤ T , que peut-on dire du vecteur (Zt1 , . . . , Ztn)? Comment
peut-on le simuler?

(c) Vérifier que 1
t

∫ t
0
sdWs = Wt − 1

t

∫ t
0
Wsds et en déduire limt→0+ Zt.

(d) Montrer que Zt est solution de l’EDS

dZt = σdWt + γdt− Zt
t
dt, Z0 = 0.

Pourquoi est-ce l’unique solution de cette équation?

3. Dans cette question, on admettra que les intégrales que l’on est amené à considérer sont bien définies.

(a) Pour un processus (Ht)t∈[0,T ] adapté à la filtration de W et suffisamment intégrable, donner dQ
dP

tel que sous la probabilité Q, (Bt = Wt −
∫ t

0
Hsds)t≤T est un mouvement Brownien.

(b) Préciser Ht pour que Zt soit solution de l’EDS

dZt = σdBt + γdt+
e−Zt − 1

t
dt, Z0 = 0.

13voir Preprint CERMICS 2007-
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(c) On pose

A(t, z) =
1− z + z2

2
− e−z

σ2t
et f(t, z) =

[
A

t
+

(
z

t
− γ − σ2

2

∂A

∂z

)
∂A

∂z
− σ2

2

∂2A

∂z2

]
(t, z).

En admettant que d’après la loi du logarithme itéré, pour tout ε > 0, Zt = o(t
1
2
−ε) en 0+, donner

limt→0+ A(t, Zt).

(d) Calculer dA(t, Zt) et en déduire que

P = E
(
ψ(ZT )e

∫ T
0 f(t,Zt)dt

)
où ψ(z) = e−rTϕ(S0e

z)eA(T,z).

4. Afin d’obtenir une espérance calculable par la méthode de Monte Carlo, on se donne indépendamment
du Brownien (Wt)t∈[0,T ] et donc de (Zt)t∈[0,T ] une variable aléatoire entière N telle que pour tout
n ∈ N, P(N = n) = p(n) > 0 ainsi qu’une suite (τi)i≥1 de variables aléatoires i.i.d. suivant une
densité q strictement positive sur [0, T ] (et nulle en dehors) indépendante de N .

(a) Calculer E

(
1

p(n)n!

n∏
i=1

f(τi, Zτi)

q(τi)

∣∣∣∣(Zt)t≤T
)

puis E

(
1

p(N)N !

N∏
i=1

f(τi, Zτi)

q(τi)

∣∣∣∣(Zt)t≤T
)

où par con-

vention le produit vaut 1 lorsque N = 0.

(b) Avec la question 3d, en déduire que P = E

(
ψ(ZT ) 1

p(N)N !

N∏
i=1

f(τi, Zτi)

q(τi)

)
.

C’est cette espérance que l’on approche par la méthode de Monte Carlo en remarquant que si ϕ
a une expression analytique, alors il en va de même pour ψ et f et en utilisant la question 2b.

5. Pour avoir une intuition sur le choix de p et q, on va s’intéresser à la minimisation de la variance de

ξp,q = 1
p(N)N !

N∏
i=1

g(τi)

q(τi)
lorsque g est une fonction positive bornée sur [0, T ].

(a) Vérifier que E(ξ2
p,q) =

∑
n∈N

a2q,n
p(n)

pour une suite (aq,n)n∈N de nombres positifs ne dépendant pas

de p à préciser.

(b) Déduire de l’inégalité de Cauchy-Schwarz que E(ξ2
p,q) ≥

(∑
n∈N

aq,n

)2

et vérifier que ce mino-

rant est atteint en choisissant pour (p(n))n∈N la suite (aq,n)n∈N renormalisée.

(c) Pour ce choix de p, comment faut-il ensuite choisir q pour minimiser la variance de ξp,q?
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Méthodes de Monte-Carlo en finance
Examen du 2 mars 2006 8h30-11h30

Partie I : Calcul par une méthode de Monte-Carlo du prix d’un CDS

On considère une suite de temps déterministes 0 < T1 < T2 < · · · < Tn et un taux d’intérêt r ≥ 0. On note
par τ un temps (de défaut) aléatoire et l’on cherche à évaluer par une méthode de Monte-Carlo le prix d’un
CDS donné par :

P = E (H(τ))

où :

H(τ) = R

n−1∑
i=1

e−rTi1{τ > Ti} − e
−rτ1{τ ≤ Tn}

Intensité déterministe On suppose que (λs, s ≥ 0) est une fonction continue non aléatoire de s, telle
que, pour tout s ≥ 0, λs > 0. On suppose que τ suit la loi

1{t ≥ 0}e
−

∫ t
0 λsdsλtdt.

1. Reconnaître la loi de τ lorsque λs ne dépend pas de s. Comment peut on, alors, simuler un variable
aléatoire suivant la loi de τ ? Montrer que l’on peut calculer P à l’aide d’une formule simple.

2. Soit ξ une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre 1. On note Λ la fonction de R+ dans
R+ définie par :

Λ(t) =

∫ t

0

λsds,

et Λ−1 son inverse. Montrer que Λ−1(ξ) suit la même loi que τ et, en déduire une méthode de
simulation selon la loi de τ .

3. En supposant Λ et Λ−1 calculable explicitement, proposer une méthode de Monte-Carlo permettant
de calculer P . Expliquer comment l’on peut estimer, alors, l’erreur commise.

4. On suppose que Λ(Tn) ≤ K. Montrer que :

P =

(
R

n−1∑
i=1

e−rTi

)
P (ξ > K) + E (H(τ)|ξ ≤ K)P (ξ ≤ K) .

Expliquer comment simuler efficacement une variable aléatoire selon la loi de ξ conditionnellement
à l’événement {ξ ≤ K}.
En déduire une méthode de réduction de variance pour le calcul de P .

Intensité aléatoire On suppose dans ce paragraphe on suppose que λt est un processus aléatoire donné
par λt = exp(Xt) où (Xt, t ≥ 0) est solution de :

dXt = −c (Xt − α) dt+ σdWt, X0 = x.

avec c, σ, α des réels donnés et (Wt, t ≥ 0) un mouvement brownien.
On pose τ = Λ−1(ξ), ξ étant un variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre 1 indépendante de W .

1. Calculer E(λt). Proposer une variable de contrôle pour le calcul de P . Comment peut on vérifier
numériquement que cette variable de contrôle réduit effectivement la variance ?
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2. Calculer :

E

(
R

n−1∑
i=1

e−rTi1{τ > Ti} − e
−rτ1{τ < Tn}

∣∣∣λt, t ≥ 0

)
.

En déduire un méthode de simulation évitant de simuler la variable aléatoire ξ dont on montrera
qu’elle réduit la variance.

Une méthode de fonction d’importance

1. Soit β > 0, on pose ξβ = ξ/β. Montrer que, pour toute fonction f mesurable positive et pour tout
β > 0 on a :

E (f(ξ)) = E (f(ξβ)gβ(ξβ)) .

gβ étant une fonction que l’on explicitera en fonction de β.

2. En déduire que pour tout β > 0 :

P = E
(
gβ(ξ/β)H(Λ−1(ξ/β))

)
avec H(t) = R

∑n
i=1 e

−rTi1{t > Ti} − e
−rt1{t < Tn}.

3. On pose Xβ = gβ(ξ/β)H(Λ−1(ξ/β)), montrer que pour tout β > 0 :

Var(Xβ) = E
(
gβ(ξ)H2(Λ−1(ξ))

)
− P 2.

4. Montrer que Var(Xβ) < +∞ si β < 2 et que :

Var(X2) =
1

2
E

(∫ +∞

0

H2(Λ−1(t))dt

)
− P 2.

5. Montrer que β → Var(Xβ) est une fonction strictement convexe sur l’intervalle ]0, 2[ et que

lim
β→0+

Var(Xβ) = +∞.

En admettant que limt→+∞ Λ−1(t) = +∞ presque sûrement, montrer que limβ→2− Var(Xβ) = +∞.

6. Quel β est il souhaitable de choisir dans une méthode de Monte-Carlo ? Proposer un méthode per-
mettant d’approcher cette valeur.

Partie II : Simulation d’équations différentielles stochastiques

Dans cette partie, par fonction régulière, on entend une fonction dérivable autant de fois que nécessaire avec
des dérivées bornées.
Soit T > 0, y ∈ R, b : R→ R une fonction régulière et sur un espace de probabilité (Ω,F ,P), (Wt)t∈[0,T ]

un mouvement brownien réel standard. On s’intéresse à l’Equation Différentielle Stochastique{
X0 = y,

dXt = dWt + b(Xt)dt.
(36)

Pour (t, z) ∈ R+ × R, on introduit x(t, z) la solution à l’instant t de l’Equation Différentielle Ordinaire
issue de z à l’instant initial et obtenue en enlevant le terme brownien de l’EDS :{

x(0, z) = z,
d
dt
x(t, z) = b(x(t, z)).

(37)
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On se donneN ∈ N∗ et pour 0 ≤ k ≤ N , on pose tk = kT/N . On s’intéresse à un schéma de discrétisation
proposé récemment par Ninomiya et Victoir. Dans l’exemple simple qui nous intéresse, pour passer du
temps tk au temps tk+1, ce schéma consiste à intégrer14 l’EDO (36) sur l’intervalle [tk,

(2k+1)T
2N

] puis à
ajouter l’accroissement brownien et enfin à intégrer l’EDO (36) sur l’intervalle de temps [ (2k+1)T

2N
, tk+1] :{

X̄0 = y,

∀k ∈ {0, . . . , N − 1}, X̄tk+1
= x( T

2N
, Zk+ 1

2
) où Zk+ 1

2
= x( T

2N
, X̄tk) +Wtk+1

−Wtk .
(38)

L’objectif de ce sujet est de vérifier que l’ordre faible de ce schéma est en 1
N2 . Pour cela, on s’intéressera

au cas d’un coefficient de dérive linéaire avant de traiter le cas général.
Les 2 questions peuvent être traitées de façon indépendante.

1. Cas d’un coefficient de dérive linéaire : ∀y ∈ R, b(y) = cy où c ∈ R∗.

(a) Quelle est la solution x(t, z) de l’EDO (36)? Préciser le schéma (37) dans ce cas particulier.
Vérifier que

∀k ∈ {0, . . . , N}, X̄tk = yectk + e
cT
2N

k∑
l=1

ec(tk−tl)(Wtl −Wtl−1
).

En déduire que Var(X̄T ) = e2cT−1
2c
×

cT
N

sinh( cT
N

)
.

(b) Quelle est la loi de XT ? En déduire que XT a même loi que X̄T +
√
γN G où G est une

gaussienne centrée réduite indépendante de (Wt)t∈[0,T ] et γN une constante que l’on précisera.

(c) En remarquant que si f : R→ R est une fonction C2, alors

∀x, z ∈ R, f(x+ z) = f(x) + zf ′(x) + z2

∫ 1

0

(1− α)f ′′(x+ αz)dα,

en déduire que si f est bornée ainsi que ses dérivées,∣∣E(f(XT ))− E(f(X̄T ))
∣∣ ≤ supz∈R |f ′′(z)|

2
γN .

Conclure que l’ordre faible du schéma est en 1/N2.

(d) On note X̂tk la valeur obtenue en tk par le schéma d’Euler avec pas de temps T
N

. Calculer E(X̂T )

et Var(X̂T ).

(e) On suppose c > 0. Vérifier que XT a même loi que X̂T + η̂N +
√
γ̂N G pour des constantes η̂N

et γ̂N à préciser. Retrouver que l’ordre faible du schéma d’Euler est en 1/N . Comment peut-on
améliorer la convergence de ce schéma?

2. Cas général : Pour f : R→ R une fonction régulière, on introduit la solution u, supposée régulière,
de l’Equation aux Dérivées Partielles{

∂u
∂t

(t, x) + Lu(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]×R

u(T, x) = f(x), x ∈ R
, (39)

où L est le générateur infinitésimal de l’EDS (35) : Lg(x) = 1
2
g′′(x) + b(x)g′(x).

14Si la solution de l’EDO (36) n’a pas d’expression analytique, on peut recourir à un schéma de discrétisation pour cette étape.
Il faut choisir ce schéma avec soin pour préserver l’ordre faible du schéma qui en découle pour l’EDS (35).
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(a) Vérifier que

E(f(X̄T ))− E(f(XT )) =
N−1∑
k=0

Ek où Ek = E
(
u(tk+1, X̄tk+1

)− u(tk, X̄tk)
)
.

(b) Vérifier que ∂2u
∂t2

(t, x) = L(Lu)(t, x). En admettant provisoirement que

E(u(tk+1, X̄tk+1
)|X̄tk)) =u(tk+1, X̄tk) + Lu(tk+1, X̄tk)

T

N

+
1

2
L(Lu)(tk+1, X̄tk)

T 2

N2
+O

(
1

N3

)
, (40)

en déduire que Ek = O
(

1
N3

)
et conclure que l’ordre faible du schéma est 1/N2.

(c) L’objectif de cette question est de vérifier que pour g : R→ R régulière

E(g(X̄t1)) = g(y) + Lg(y)t1 + L(Lg)(y)
t21
2

+O
(

1

N3

)
, (41)

propriété qui se généralise facilement en (39).

i. Vérifier que

g(x(t, z)) = g(z) + (bg′)(z)t+

∫ t

0

∫ s

0

b(bg′)′(x(r, z))drds

et en déduire que pour t au voisinage de 0,

g(x(t, z)) = g(z) + (bg′)(z)t+ b(bg′)′(z)
t2

2
+O

(
t3
)

et x(t, z) = z + b(z)t+ bb′(z)
t2

2
+O

(
t3
)
.

ii. En déduire que

g(X̄t1) =g

(
y + b(y)

t1
2

+ bb′(y)
t21
8

+Wt1 +O
(

1

N3

))
+ (bg′)

(
y + b(y)

t1
2

+ bb′(y)
t21
8

+Wt1 +O
(

1

N3

))
t1
2

+ b(bg′)′
(
y + b(y)

t1
2

+ bb′(y)
t21
8

+Wt1 +O
(

1

N3

))
t21
8

+O
(

1

N3

)
.

iii. Vérifier que E
(

(bg′)
(
y + b(y) t1

2
+ bb′(y)

t21
8

+Wt1 +O
(

1
N3 )
)))

est égal à

bg′(y) + (bg′)′(y)b(y)
t1
2

+
1

2
(bg′)′′(y)t1 +O

(
1

N2

)
.

iv. Vérifier que E
(
g
(
y + b(y) t1

2
+ bb′(y)

t21
8

+Wt1 +O
(

1
N3

)))
est égal à un terme en

O
(

1
N3

)
près à la fonction

g + g′ ×
(
b
t1
2

+ bb′
t21
8

)
+

1

2
g′′ ×

(
b2 t

2
1

4
+ t1

)
+

1

6
g(3) ×

(
3b
t21
2

)
+

3t21
24
g(4)

prise au point y (g(k) désigne la dérivée d’ordre k de la fonction g).
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v. En remarquant que

L(Lg) =
1

4
b(b′g′ + bg′′) +

1

2
b(bg′)′ +

1

4
b(bg′)′ +

1

2
(bg′)′′ +

1

2
bg(3) +

1

4
g(4),

conclure que (40) est vérifiée.

Dans le cas de l’EDS générale posée en dimension n avec (W 1, . . . ,W d) un mouvement brownien standard
de dimension d :

dXt =
d∑
j=1

σj(Xt)dW
j
t + b(Xt)dt

où b et les σj = (σ1j, . . . , σnj)
∗, 1 ≤ j ≤ d sont des fonctions régulières de Rn dans Rn, le schéma de Ni-

nomiya et Victoir nécessite de générer une suite (Uk)1≤k≤N de variables uniformes sur [0, 1] indépendantes
et indépendantes de (W 1, . . . ,W d). Pour passer de l’instant tk à l’instant tk+1, il consiste à

1. intégrer sur la durée T
2N

l’EDO
d

dt
x(t) =

[
b− 1

2

d∑
j=1

∂σjσj

]
(x(t)) où ∂σj =

(
∂σij
∂σxl

)
1≤i,l≤n

.

2. Si Uk+1 ≤ 1
2
, intégrer successivement pour j croissant de 1 à d l’EDO d

dt
x(t) = σj(x(t)) sur la durée

aléatoire W j
tk+1
−W j

tk
. Si Uk+1 >

1
2
, effectuer la même opération mais pour j décroissant de d à 1.

3. Reprendre la première étape.
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Examen du cours de Méthodes de Monte-Carlo
du Vendredi 17 Décembre 2004

Exercice 4 Soit X = (X1, . . . , Xd) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance Γ = (Γi,j)1≤i,j≤d.
On se donne λ1, . . . , λd d nombres réels positifs, ε un réel. On note Zε la variable aléatoire

Zε =
d∑
i=1

λie
εXi .

On cherche à calculer par une méthode de Monte-Carlo Pε = P(Zε > K), K étant un réel donné.

1. Comment peut on simuler le vecteur aléatoire X ? Proposer une méthode de Monte-Carlo permettant
de calculer Pε. Comment peut on estimer l’erreur commise dans cette méthode ?

2. Proposer une variable aléatoire de loi lognormale (i.e. dont le logarithme suit une loi gaussienne)
proche de Zε lorsque ε est petit. En déduire une technique de variable de contrôle pour le calcul de
Pε.

3. On supose que
∑d

i=1 λi < K. Montrer que Pε tend vers 0 lorsque ε tend vers 0. Quel problème
numérique peut on s’attendre à rencontrer dans le calcul de Pε avec ε petit ?

4. Soit f une fonction bornée de Rd dans R et m un vecteur de Rd. On suppose que la matrice Γ est
inversible. Expliciter une variable aléatoire L(m) positive d’espérance 1 telle que

E (f(X)) = E (L(m)f(X +m)) .

En déduire une technique de fonction d’importance permettant de calculer P . Comment proposez
vous de choisir m dans le cas où

∑d
i=1 λi < K et ε est petit ?

Exercice 5 Soit µ et λ deux nombres réels strictement positifs. Soit Nλ et Nµ deux variables aléatoires qui
suivent des lois de Poisson de paramètre respectif λ et µ.

1. Soit f une fonction bornée de N dans R, non identiquement nulle. Montrer que

E (f(Nλ)) = E (Lλ→µf(Nµ)) ,

avec

Lλ→µ = eµ−λ
(
λ

µ

)Nµ
.

2. On note Xµ = Lλ→µf(Nµ) et V (µ) = Var (Xµ). Montrer que :

V (µ) = E

(
eµ−λ

(
λ

µ

)Nλ
f 2(Nλ)

)
− E(f(Nλ))

2.

En déduire que limµ→0+ V (µ) = +∞ et limµ→+∞ V (µ) = +∞.

3. Montrer que V est deux fois continuement différentiable. Exprimer cette dérivée seconde sous forme
d’une espérance et montrer qu’elle est strictement positive pour tout µ.
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4. Montrer que infµ>0 V (µ) est réalisé par un unique µ∗ qui est solution de l’équation

E

(
eµ−λ

(
λ

µ

)Nλ
f 2(Nλ)

(
1− Nλ

µ

))
= 0.

Comment utiliser µ∗ lorsque l’on cherche à calculer E(f(Nλ)).

5. Proposer un algorithme itératif permettant d’approcher µ∗ (on ne demande pas de prouver la conver-
gence de l’algorithme).

Algorithmes stochastiques

On considère une suite da variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1]. On pose
γn+1 = c/(n+ 1), avec 0 < c ≤ 1 et on s’intéresse à la suite aléatoire définie par X0 = x avec x ∈ [0, 1[ :

Xn+1 = Xn + γn+1

(
1{Un+1 ≤ Xn} −Xn

)
On note Fn = σ (U1, . . . , Un) pour n ≥ 1.
Le but de ce problème est de montrer que Xn tend presque sûrement vers une variable aléatoire non nulle
lorsque n tends vers +∞.

1. Verifier que Xn est compris entre 0 et 1 et que (Xn, n ≥ 0) est une martingale par rapport à la
filtration (Fn, n ≥ 0). En déduire que Xn converge presque sûrement vers une variable aléatoire
notée X∞ ∈ [0, 1].

2. On pose S0 = 1 et

Sn =
n∏
k=1

1

1− γk
, ∆n = γn+1Sn+1 = Sn+1 − Sn.

Verifiez que ∆n reste borné et que

Sn+1Xn+1 = SnXn + ∆n1{Un+1 ≤ Xn}.

3. On pose
δMk = 1{Uk ≤ Xk−1} − E

(
1{Uk ≤ Xk−1}|Fk−1

)
Montrer que Nn = x +

∑n
k=1 ∆kδMk est une martingale de carrée intégrable dont on calculera le

crochet < N >n.

4. Montrez que Xk ≥ x(1− γ1) · · · (1− γk). En déduire que
∑

k≥1 ∆kXk = +∞.

5. Montrer que

SnXn = Nn +
n−1∑
k=0

∆kXk.

Puis en raisonnant sur les événements {< N >∞< +∞} et {< N >∞= +∞}, montrer que que
SnXn tends vers +∞ presque surement.

6. Montrer que

P (X∞ = 0|Fp) ≤
1

X2
p

E
(
(X∞ −Xp)

2|Fp
)
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7. Calculer le crochet < X > de la martingale X et montrer que

E
(
(X∞ −Xp)

2|Fp
)
≤ Xp

∑
k≥p

γ2
k+1

8. Vérifier que
∑
k≥p

∆k

S2
k+1

≤ 1

Sp
et en déduire que

P (X∞ = 0|Fp) ≤
1

XpSp

9. Prouver que P(X∞ = 0) = 0.
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Examen du cours de Méthodes de Monte-Carlo
du lundi 5 janvier 2004

Exercice 6 Soit X un vecteur aléatoire prenant ses valeurs dans Rd et f une fonction mesurable et bornée
de Rd dans R. On cherche à calculer par un méthode de Monte-Carlo E(f(X)). On suppose par ailleurs
explicitement connu E(g(X)), g étant une fonction mesurable et bornée, et l’on va mettre en œuvre une
technique de variable de contrôle.

1. Calculer la valeur λ∗ qui réalise le minimum minλ∈R Var(f(X)− λg(X)).

2. Proposer une technique d’estimation de la valeur de λ∗ à l’aide d’un échantillon (Xn, n ≥ 1) tiré
selon la loi de X en supposant que E(g(X)) et Var(g(X)) sont connus. On donnera une estimation
de l’erreur commise dans l’estimation de λ∗.

3. En supposant λ∗ connu (ou estimé par la technique précédente) proposer une variable de contrôle.
Calculer le quotient théorique entre la largeur de l’intervalle de confiance pour la méthode sans ré-
duction de variance et la méthode avec réduction de variance.

4. On suppose que X = (G1, G2) où G1 et G2 sont deux variables aléatoires gaussiennes centrées
réduites indépendantes et que

f(X) =
(
λ1e

σ1G1 + λ2e
σ2G2 −K

)
+
,

où λ1, λ2, σ1, σ2 et K sont des nombres réels donnés. Proposer une fonction g(X) permettant de
mettre en œuvre la technique proposée.

Problème

Partie 1 On considère un vecteur aléatoires X et φ une fonction bornée de Rd dans R. On cherche à
calculer

m = E (φ(X)) .

On suppose qu’il existe une famille de fonctions g(θ,X) paramétrée par θ telle que, pour tout θ :

m = E (g(θ,X)) , (42)

et que :
E
(
|g(θ,X)|2

)
< +∞. (43)

On notera, dans la suite, s2(θ) = Var(g(θ,X)).

1. On suppose, dans cette question, que X est constitué de d variables aléatoires gaussiennes centrées
réduites indépendantes et que f est une fonction bornée montrer que les propriétés (41) et (42) sont
vérifiées si l’on pose, pour θ et x dans Rd :

g(θ, x) = exp

(
−θ.x− 1

2
|θ|2
)
f(x+ θ).

2. On suppose que (Xn, n ≥ 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi que X
et l’on note Fn = σ (Xk, 1 ≤ k ≤ n).

Soit (Θn, n ≥ 0) une suite de variables aléatoires adaptées à (Fn, n ≥ 0) telle que E (s2(Θn)) < +∞
pour tout n ≥ 1.
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On pose M0 = 0 et :

Mn =
n∑
k=1

[g(Θk−1, Xk)−m] .

Montrer que (Mn, n ≥ 0) est une martingale de carrée intégrable par rapport à la filtration (Fn, n ≥
0).

3. Calculer le crochet < M >n de la martingale M à l’aide de la fonction s2 et de m.

4. On suppose à partir de maintenant que, avec probabilité 1, limn→+∞Θn = θ∗, θ∗ étant un nombre
réel donné et que s2(θ) est une fonction continue en θ. Montrer que

lim
n→+∞

< M >n

n
= s2(θ∗),

et en déduire que, si s2(θ∗) > 0, on a

lim
n→+∞

1

n

n∑
k=1

g(Θk−1, Xk) = m.

5. On suppose que θ∗ réalise minθ∈RnE (g2(θ,X)) . Proposer une méthode de simulation permettant de
calculer m.

6. On définit εn, l’erreur de la méthode, par :

εn =
1

n

n∑
k=1

g(Θk−1, Xk)−m.

Montrer que pour tout α < 1/2 on a, avec probabilité 1, limn→+∞ n
αεn = 0. Pourquoi ne peut on

espérer que limn→+∞ n
1/2εn = 0 ?

7. Dans cette question, on suppose que |g(θ, x)| ≤ K < +∞. Montrer que, avec probabilité 1 :

lim
n→+∞

1

n

n∑
k=1

[
g2(Θk−1, Xk)−m2

]
= s2(θ∗).

Partie 2 On se place dans la cas où, pour θ et x dans Rd :

g(θ, x) = e−θ.x−
1
2
|θ|2f(X + θ),

avec X un vecteur de Rd formé de variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes et f
une fonction bornée telle que P(f(X) 6= 0) > 0.

1. Montrer que :
E
(
g2(θ,X)

)
= E

(
e−θ.X+ 1

2
|θ|2f 2(X)

)
.

Exprimer les dérivées partielles premières et secondes de s2(θ) sous forme d’une espérance.

2. Montrer que s2(θ) est une fonction de θ strictement convexe telle que lim|θ|→+∞ s2(θ) = +∞. En
déduire que s2(θ) atteint son minimum en un point θ∗ tel que

E
(

(θ∗ −X)e−θ
∗.X+ 1

2
|θ∗|2f 2(X)

)
= 0. (44)

3. Proposer un algorithme de type Robbins et Monro permettant de résoudre l’équation (43) (on
ne cherchera pas à justifier rigoureusement la convergence). Comment utiliser cette suite avec
l’algorithme proposé dans la première partie ?
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Méthodes de Monte-Carlo

Méthodes de Monte-Carlo et Applications en Finance

Le 27 Mars 2003 — 3 heures

Exercice 7 Soit (ξ1, . . . , ξd) un vecteur constitué de gaussienne centrées réduites indépendantes. Soit u un
vecteur de Rd, tel que |u| = 1. On cherche à construire une méthode de stratification à l’aide de la variable
aléatoire u.ξ =

∑d
i=1 uiξi

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire u.ξ ? Pour quelle valeur du vecteur v de Rd le vecteur
ξ − (u.ξ)v et la variable aléatoire (u.ξ) sont elles indépendantes ?

2. En déduire une méthode permettant de simuler le couple (ξ − (u.ξ)u, u.ξ) sans utiliser la matrice de
variance covariance du vecteur ξ − (u.ξ)u.

3. On se donne deux réels a et b tel que a < b. Décrire une méthode de simulation (autre que la méthode
du rejet) permettant simuler le vecteur ξ conditionnellement à l’événement a ≤ u.ξ < b.

Exercice 8 On considère une suite de variables aléatoires (ξn, n ≥ 1) indépendantes suivant toute une loi
gaussienne centrée réduite. On s’intéresse au processus de Markov (Xn, n ≥ 0) défini par :{

X0 = x
Xn+1 = φ(Xn, ξn+1).

où x ∈ R et φ est une application de R × R dans R. On se donne un fonction f de R dans R et l’on
cherche à évaluer par simulation la quantité E (f(XN)), N étant une échéance donnée.

1. Expliquer comment l’on peut calculer par simulation la quantité E (f(XN)) et estimer l’erreur com-
mise par cette méthode.

2. Comment mettre en œuvre une technique de suites à discrépance faible dans ce cas ? On précisera
le nombre de suites à discrépance faibles utilisées et on justifiera empiriquement la méthode utilisée
pour la simulation de gaussiennes.

En vue de mettre en œuvre une technique de fonction d’importance on considère le processus (Xλ
n , n ≥ 0)

défini, pour un nombre réel λ donné, par Xλ
0 = x et

Xλ
n+1 = φ(Xn, ξn+1 + λ).

1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire LλN de la forme ψ(ξ1, . . . , ξN) telle que

E (F (ξ1, . . . , ξN)) = E
(
LλNF (ξ1 + λ, . . . , ξN + λ)

)
.

2. En déduire que
E
(
LλNF (Xλ

1 , . . . , X
λ
N)
)

= E (F (X1, . . . , XN)) ,

et que, en notant V (λ) = Var
(
LλNF (Xλ

1 , . . . , X
λ
N)
)

:

V (λ) = E
(
e−λ(ξ1+···+ξN )+Nλ2

2 F 2(X1, . . . , XN)
)
− E (F (X1, . . . , XN))2 .

3. Montrer que limλ→±∞ V (λ) = +∞, si l’on suppose que la variable aléatoire F (X1, . . . , XN) est non
nulle.

70



4. Montrer que, lorsque F est bornée, on a :

V ′(λ) = E
(

(Nλ− (ξ1 + · · ·+ ξN)) e−λ(ξ1+···+ξN )+Nλ2

2 F 2(X1, . . . , XN)
)
,

puis que V est deux fois différentiable avec V ′′(λ) ≥ 0.

5. Montrer que, si la variable aléatoire F (X1, . . . , XN) est non nulle, V ′′(λ) > 0 et en déduire que V
atteint son minimum en un unique λ0.

6. On s’intéresse au cas où F (x1, . . . , xn) = f(xn) = 1{xn ≥ K}. Montrer que

lim
K→+∞

√
Var(f(Xn))

E(f(Xn))
= +∞.

A quel phénomène doit-on s’attendre lorsque l’on met en œuvre une méthode de de Monte-Carlo et
que K est grand ?

7. On suppose dans cette question que φ(x, ξ) = x+ ξ. Identifier la loi de Xλ
N et montrer que l’on a :

E (f(XN)) = E
(
fλ(Xλ

N)
)
,

fλ étant une fonction que l’on précisera. Comment peut on tirer parti de cette constatation pour rendre
plus efficace une méthode de Monte-Carlo et de suite à discrépance faible.

Exercice 9 Recyclage dans la méthode du rejet
On veut évaluer par une méthode de Monte Carlo :∫

R

f(x)p(x)dx,

en simulant un n variables aléatoiresX1, . . . , Xn indépendantes selon la loi de densité p, supposée continue,
par la méthode du rejet. On considère donc une loi auxiliaire de densité q telle que, pour tout x ∈ R

p(x) ≤Mq(x),

M étant un nombre réel positif donné.
On a donc simulé un nombre aléatoire N de variable aléatoire de densité q : (Y1, . . . , YN) et N vari-
ables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur [0, 1] : (U1, . . . , UN). Parmi celle ci on note
Z1, . . . , ZN−n les v.a. Y qui ont été rejetées, c’est à dire telles que :

p(Yi) ≤MUiq(Yi).

1. Quelle est la loi de N ?

2. Quelle est la loi de Z1, . . . , ZN−n ? Montrer que N et les Z1, . . . , ZN−n sont des v.a. indépendantes.

3. Montrez que :
1

N

(
n∑
i=1

f(Xi) +
N−n∑
i=1

(M − 1)p(Zi)

(Mq − p)(Zi)
f(Zi)

)
est un estimateur sans biais de E (f(X1)).
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Méthodes de Monte-Carlo, Applications en Finance

Le 28 Mars 2002 — 3 heures

Exercice 10 Soit U = (U1, . . . , Ud) une variable aléatoire uniformément répartie sur [0, 1]d et f : [0, 1]d →
R une fonction à variation bornée au sens de la mesure. On note V (f) sa variation. Pour tous x =
(x1, . . . , xd) et y = (y1, . . . , yd) dans [0, 1]d, on note {x+ y} le vecteur de [0, 1]d

{x+ y} = ({x1 + y1}, . . . , {xd + yd}),

où {x} est la partie décimale d’un réel x. On souhaite évaluer E(f(U)).

1. Soit y ∈ [0, 1]d. Quelle est la loi de {y1 + U1}? En déduire que

E(f({y + U})) = E(f(U)).

2. Soit (yk)1≤k≤p une suite de [0, 1]d. On pose X = 1
p

∑p
k=1 f({U + yk}) et

ε(u) =
1

p

p∑
k=1

f({u+ yk})− E(f(U)).

Montrer que Var(X) = E(ε2(U)).

3. En déduire la majoration suivante Var(X) ≤ V (f)2E((D∗p(U, y))2), où pour u ∈ [0, 1]d, D∗p(u, y)
désigne la discrépance de la suite ({u+ yk})1≤k≤p.

On admet (voir l’exercice 13 pour une preuve) que ∀u ∈ [0, 1]d, D∗p(u, y) ≤ 3dD∗p(y) où D∗p(y) désigne la
discrépance de la suite (yk)1≤k≤p.

4. Quel choix proposez-vous pour la suite (yk)1≤k≤p?

5. Soit (Un)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la
loi uniforme sur [0, 1]d. Pourquoi, pour un même nombre d’évaluations de la fonction f , peut-on
espérer une meilleure précision en approchant E(f(U)) par 1

Np

∑N
n=1

∑p
k=1 f({Un + yk}) (méthode

mixte) que par 1
Np

∑Np
n=1 f(Un) (méthode de Monte-Carlo)?

6. Quel avantage la méthode mixte présente-t-elle par rapport à l’utilisation d’une suite à discrépance
faible sans tirages aléatoires?

Exercice 11 On considère un modèle en finance du type :

dSt = St
(
rdt+ h(σt)dW

1
t

)
, S0 = x,

où h est une fonction régulière et bornée et σt est solution de :

dσt = −c (σt − σ) dt+ αdW 2
t , σ0 = σ.

et W 1 et W 2 sont deux mouvements browniens par rapport à une filtration (Ft, t ≥ 0) et tels que d <
W 1,W 2 >t= ρdt, ρ étant une constante strictement positive. On cherche à calculer :

E (f(ST )) .
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1. Montrer que le couple (St, σt) est une diffusion et identifier l’opérateur A, tel que si f(x, y) est une
fonction de classe C2 de R2 dans R admettant des dérivées premières bornées alors :

f(St, σt)−
∫ t

0

(Af)(Ss, σs)ds,

est une martingale par rapport à (Ft, t ≥ 0).

2. Écrire une équation aux dérivées partielles telle que, si u(t, x, y) en est une solution, admettant des
dérivées premières en x et y uniformément bornées alors :

E (f(ST )) = u(0, x, σ),

et plus généralement E (f(ST )|Ft) = u(t, St, σt).

3. On suppose que u est une solution, admettant des dérivées premières en x et y bornées, de l’équation
aux dérivées partielles identifiée de la question 7. On pose

X =

∫ T

0

∂u

∂x
(s, Ss, σs)Ssh(σs)dW

1
s +

∫ T

0

∂u

∂y
(s, Ss, σs)αdW

2
s .

Montrer que X = f(ST )−E (f(ST )). En déduire que une technique variable de contrôle utilisant X
annulant la variance de la méthode de Monte-Carlo.

4. La variable de contrôle X n’est pas réellement utile puisqu’elle fait intervenir la fonction u que l’on
cherche précisément à évaluer. On suppose donc, que ũ est une approximation réaliste de u et l’on
pose :

X̃ =

∫ T

0

∂ũ

∂x
(s, Ss, σs)Ssh(σs)dW

1
s +

∫ T

0

∂ũ

∂y
(s, Ss, σs)αdW

2
s .

Calculer la variance de f(ST ) − X̃ sous la forme d’une espérance faisant intervenir u et ũ. Dans
quelle condition peut on espérer utiliser X̃ pour réduire la variance ?

Exercice 12 On considère un mouvement brownien unidimensionnel (Wt, t ≥ 0). Soit b et σ deux fonc-
tions lispchitziennes bornées de R dans R et (Xt, t ≥ 0) la solution unique de

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt, X0 = x.

On cherche à mettre en oeuvre une technique de fonction d’importance pour le calcul de E(f(XT )) pour
une fonction f continue et bornée. On supposera dans la suite que f(x) ≥ ε, ε étant un réel strictement
positif.

1. On se donne une fonction h(t, x) bornée et l’on pose

Lht = exp

(
−
∫ t

0

h(s,Xs)dWs −
1

2

∫ t

0

h2(s,Xs)ds

)
.

Montrer que (Lht , 0 ≤ t ≤ T ) est une martingale. Sous quelle probabilité Ph le processus W h
t =

Wt +
∫ t

0
h(s,Xs)ds est il un mouvement brownien standard ?

2. On pose

Z = exp

(∫ T

0

h(t,Xt)dW
h
t −

1

2

∫ T

0

h2(t,Xt)dt

)
f(XT ).

Prouver que :
Eh(Z) = E (f(XT )) .
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3. Montrer que (Xt, 0 ≤ t ≤ T ) vérifie, sous la probabilité Ph, une équation différentielle stochastique,
faisant intervenir W h que l’on précisera. Comment peut on simuler le processus (Xt, 0 ≤ t ≤ T )
et la variable aléatoire Z sous la probabilité Ph ? Interpréter le résultat de la question 2 en terme de
méthode de Monte-Carlo.

4. Soit u(t, x) est une solution de classe C1,2, admettant une dérivée en x uniformément bornée, de :{
∂u

∂t
(t, x) + (Au)(t, x) = 0, t ≤ T, x ∈ R,

u(T, x) = f(x), x ∈ R.

où A = b(x) ∂
∂x

+ 1
2
σ2(x) ∂2

∂x2
. On pose φt = u(t,Xt)

u(0,x)
, montrer que, pour t ≤ T :

φt = 1−
∫ t

0

φsh(s,Xs)dWs avec h(s, x) = −

∂u

∂x
(t, x)

u(t, x)
σ(x).

En déduire que φT = LhT .

5. Montrer que, si Z est la variable aléatoire définie à la question 2, presque sûrement sous Ph (ou P)
on a :

Z = E (f(XT )) .

En déduire une technique de réduction (en fait d’annulation) de variance permettant de calculer
E (f(XT )).

Exercice 13 Fin de l’exercice 1 On souhaite maintenant majorer la discrépance D∗p(u, y).

1. On suppose d = 1. Montrer que pour x, z, u ∈ [0, 1],

1{z+u}≤x = 1u≤x(1z≤x−u + 1− 1z≤1−u) + 1x<u(1z≤1+x−u − 1z≤1−u).

En remarquant que x = (x− u) + 1− (1− u) = (1 + x− u)− (1− u), en déduire que

∀u ∈ [0, 1], D∗p(y, u) ≤ 2D∗p(y).

2. On se place maintenant dans le cas général d ≥ 2. Justifier rapidement le facteur 3d dans la majoration
D∗p(u, y) ≤ (3d − 1)D∗p(y) où u ∈ [0, 1]d.
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Méthodes de Monte-Carlo, Applications en Finance

Le 29 Mars 2001 — 3 heures

Exercice 1 : Méthodes de Monte-Carlo. Le but de cet exercice est d’étudier diverses méthodes permet-
tant d’évaluer p = P (Z > t) , où Z est une variable aléatoire de la forme :

Z = λ1e
β1X1 + λ2e

β2X2 ,

(X1, X2) étant un couple de variables aléatoires réelles dont on précisera la loi dans la suite, λ1, λ2, β1 et
β2 étant des réels positifs.

1. On suppose, dans cette question, que (X1, X2) est un vecteur gaussien centré tel que Var(X1) =
Var(X2) = 1 et Cov (X1, X2) = ρ, avec |ρ| ≤ 1. Expliquer comment l’on peut simuler des variables
aléatoires selon la loi de Z. Décrire une méthode de Monte-Carlo permettant d’estimer p ainsi que de
donner une idée de l’erreur que l’on commet.

2. On suppose que la valeur de t est telle que l’on cherche à estimer une valeur de p de l’ordre de 10−7.
Donner un ordre de grandeur du nombre de tirages à effectuer dans une méthode de Monte-Carlo
standard pour pouvoir affirmer, avec une confiance proche de 1, que 1

2
× 10−7 ≤ p ≤ 3

2
× 10−7.

3. Proposer une méthode utilisant des suites à discrépance faible permettant de calculer p.

4. On suppose que X1 et X2 sont deux gaussiennes centrées de variance 1 indépendantes. Soit m un
nombre réel. Montrer que p peut s’écrire sous la forme

p = E

[
φ(X1, X2)1{

λ1e
β1(X1+m) + λ2e

β2(X2+m) ≥ t
}] ,

φ étant une fonction que l’on précisera. Proposer un choix de m assurant que :

P(λ1e
β1(X1+m) + λ2e

β2(X2+m) ≥ t) ≥ 1

4
.

Proposer une nouvelle méthode de Monte-Carlo permettant d’évaluer p. Expliquer comment l’on
peut vérifier, sur les simulations, que cette méthode réduit la variance.

5. On suppose que X1 et X2 sont deux variables aléatoires indépendantes de fonction de répartition
respective F1(x) et F2(x). Montrer que p = E

[
1−G2

(
t− λ1e

β1X1
)]
, où G2(x) est une fonction

que l’on explicitera, telle que la variance de 1 − G2

(
t− λ1e

λ1X1
)

soit toujours inférieure à celle de
1{
λ1e

β1X1 + λ2e
λ2X2 > t

}. En déduire une nouvelle méthode de Monte-Carlo permettant de calculer
p.

6. On se place à nouveau dans le cas où (X1, X2) est une vecteur gaussien centrée tel que Var(X1) =
Var(X2) = 1 et Cov (X1, X2) = ρ, avec |ρ| ≤ 1, montrer que p = E [1− F2 (φ(X1))] , F2 étant la
fonction de répartition de X2 et φ une fonction que l’on précisera.

En déduire une méthode de Monte-Carlo, dont on prouvera quelle réduit la variance, permettant
d’évaluer p.
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Exercice 2 : Méthodes numériques pour le calcul du ∆. On considère un mouvement brownien unidi-
mensionnel (Wt, t ≥ 0) et b et σ deux fonctions de R dans R que l’on supposera infiniment différentiable,
admettant des dérivées en x de tout ordre bornées. On note (X t,x

s , s ≥ t) la solution unique de :

dXs = b(Xs)ds+ σ(Xs)dWs, s ≥ t,Xt = x.

On cherche à calculer le prix et la couverture d’une option qui promet à l’instant T , f(X0,x
T ). On supposera

dans la suite que f est régulière.

1. Écrire une équation aux dérivées partielles telle que toute solution régulière u(t, x) s’écrive sous la
forme u(t, x) = E

(
e−r(T−t)f(X t,x

T )
)
. Comment peut-on calculer le prix de l’option à l’instant t,

donnée par Vt = E
(
e−r(T−t)f(X0,x

T )|Ft
)
, à l’aide de u ?

2. On s’intéresse maintenant à la couverture de cette option que l’on supposera donnée par v(t, x) =
∂u

∂x
(t, x). On suppose que la fonction v(t, x) est régulière et admet une dérivée en x bornée. Montrer,

par un calcul direct, que v(t, x) est solution d’une équation aux dérivées partielles que l’on explicitera
en fonction de b et σ.

3. En déduire que v(t, x) peut s’écrire sous la forme :

v(t, x) = E
(
e−r(T−t)+

∫ T
t b′(Y t,xs )dsf ′(Y t,x

T )
)
,

Y t,x étant une diffusion que l’on précisera.

4. En utilisant le théorème de Girsanov montrer que v(t, x) = E
(
e−r(T−t)f ′(X t,x

T )Zt,x
T

)
, le couple

(X t,x
s , Zt,x

s , s ≥ t) étant la solution unique du système d’équations différentielles stochastiques :{
dXs = b(Xs)dt+ σ(Xs)dWs, s ≥ t,Xt = x
dZs = Zs {b′(Xs)dt+ σ′(Xs)dWs} , Zt = 1.

5. Proposer une méthode de simulation permettant d’approcher v(0, x) en simulant le couple (X,Z).
On précisera en particulier comment l’on peut discrétiser l’équation différentielle stochastique.

6. Le schéma de Milsthein est il utilisable pour simuler ce couple de diffusion ? Que proposer vous pour
améliorer la vitesse de convergence (en fonction du pas de discrétisation temporelle) de l’algorithme
?

Exercice 3 : Simulation d’un diffusion On considère l’équation différentielle stochastique :

dXt = −cXtdt+ σdWt, X0 = x,

c et σ étant deux constantes réelles et (Wt, t ≥ 0) un mouvement brownien réel.

1. On se donne un pas de temps h > 0. Écrire le schéma d’Euler pour cette équation différentielle
stochastique. La loi du schéma est elle identique à celle du processus initial aux instants kh ?

2. On se donne un pas de temps h > 0. Montrez que l’on a :

X(k+1)h = φh(Xkh, Gk+1),

la suite (Gk, k ≥ 1) étant une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi gaussienne
centrée réduite et la fonction φh une fonction que l’on déterminera. En déduire une méthode de
simulation exacte selon la loi du processus aux instants kh.
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3. Calculer la loi conditionnelle de Xu sachant Xs et Xt, pour s ≤ u ≤ t. Proposer, pour une fonction
régulière et bornée f , un schéma d’approximation de

∫ T
0
f(Xs)ds construit à partir des valeurs Xkh.

4. SoitA une matrice n×n, Σ une matrice n×p et (Wt, t ≥ 0) un mouvement brownien p-dimensionnel.
Soit (Zt, t ≥ 0) la solution unique de :

dZt = −AXtdt+ ΣdWt, Z0 = z.

Calculer d(etAZt). En déduire une méthode de simulation exacte de (Zkh, k ≥ 0).
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Méthodes de Monte-Carlo, Applications en Finance

Mars 2000

Problème 1 : Calcul de prix d’options

Le but de ce problème est de proposer des méthodes de calcul du prix d’un option sur deux actifs couplés,
avec une corrélation dépendant du temps.
Nous supposons que les processus S1 et S2 décrivant les prix sont solutions des équations stochastiques
suivantes : {

dS1
t = S1

t

(
rdt+ σ1dW̄

1
t

)
, S1

0 = x1,
dS2

t = S2
t

(
rdt+ σ2dW̄

2
t

)
, S2

0 = x2.

r, σ1, σ2, x1, x2 sont des constantes réelles décrivant les 2 modèles de Black et Scholes. On suppose de plus
que (W̄ 1

t , t ≥ 0) et (W̄ 2
t , t ≥ 0) sont deux mouvements browniens par rapport à une filtration commune

(Ft, t ≥ 0) qui vérifient :
d < W̄ 1, W̄ 2 >t= ρ(t)dt.

ρ(t) étant un fonction déterministe telle que :

|ρ(t)| ≤ ρ0 < 1.

On admettra que, dans ce modèle, le prix à l’instant t d’une option qui promet à l’instant T , f(S1
T , S

2
T ) =

(S1
T − λS2

T )+ s’écrit :
Vt = E

(
e−r(T−t)f(S1

T , S
2
T )|Ft

)
.

Partie I : Méthodes de Monte-Carlo

1. Soit (W 1
t , t ≥ 0) et (W 2

t , t ≥ 0) deux mouvements browniens, par rapport à la filtration (Ft, t ≥ 0),
indépendants. Montrer que l’on peut construire, à partir de W 1 et W 2, deux mouvements browniens
W̄ 1 et W̄ 2 vérifiant les hypothèses précédentes.

2. Calculer la loi du couple (
∫ T

0
ρ(s)dW 1

s ,W
1
T ) et en déduire une méthode de simulation efficace selon

la loi de ce couple. Que se passe t’il lorsque ρ(t) ne dépend pas de t ?

3. Proposer une méthode de simulation efficace du couple (S1
T , S

2
T ).

4. On considère une option qui promet à l’instant T , f(S1
T , S

2
T ). Proposer une méthode de Monte-Carlo

permettant d’évaluer le prix à l’instant 0 de cette option. On expliquera comment l’on peut évaluer
l’erreur que l’on commet par cette méthode.

5. Expliquer comment l’on peut utiliser des suites à discrépances faibles dans cet exemple.

6. On suppose, dans cette question, que ρ(t) n’est plus une fonction déterministe,mais un processus
aléatoire indépendant des mouvements browniens W̄ 1 et W̄ 2. Expliquer comment l’on peut simuler
le couple (S1

T , S
2
T ) lorsque l’on sait simuler le couple :(∫ T

0

ρ(s)2ds,

∫ T

0

ρ(s)ds

)
.
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Partie II : Techniques de réduction de variance

1. On suppose que ρ(t) = ρ0 ne dépend pas de T . Montrer que le prix de l’option en 0, V0 s’exprime
par une formule de type Black et Scholes. Comment cette formule se généralise t’elle à l’instant t ?

2. Dans cette question, on supposera que ρ(t) dépend de t mais “varie peu” autour de ρ0. Proposer une
technique de variable de contrôle pouvant réduire la variance pour le calcul de V0.

3. Montrer que limλ→+∞P(S1
T ≥ λS2

T ) = 0. Donner des éléments intuitifs permettant d’affirmer
qu’une méthode de Monte-Carlo classique sera inefficace lorsque x1 << λx2.

4. Soit λ1 et λ2 deux nombres réels. On pose W̃ 1
t = W 1

t + λ1t et W̃ 2
t = W 2

t + λ2t. Sous quelle
probabilité P̃, (W̃ 1

t , t ≤ T ) et (W̃ 2
t , t ≤ T ) sont-ils des mouvements browniens indépendants ?

5. En utilisant le résultat précédent, donner une représentation de V0 sous P̃ faisant intervenir W̃ 1 et
W̃ 2. Comment proposer vous de choisir λ1 et λ2 de façon à réduire la variance de la méthode de
Monte-Carlo permettant de calculer V0.

Partie III : Équation aux dérivées partielles et calcul d’options

1. Expliciter une famille d’opérateurs At telle que pour toute fonction de classe C2 sur R2 admettant
des dérivées premières bornées :

f(S1
t , S

2
t )−

∫ t

0

Asf(S1
s , S

2
s )ds,

est une Ft-martingale.

2. Écrire une équation aux dérivées partielles telle que si u(t, x, y) en est une solution alors :

E
(
e−r(T−t)f(S1

T , S
2
T )|Ft

)
= u(t, S1

t , S
2
t ).

On montrera cette égalité en supposant que u est régulière.

3. On note S̃1
s = e−rsS1

s et S̃2
s = e−rsS2

s . Montrer que :

e−rTf(S1
T , S

2
T ) = E

(
e−rTf(S1

T , S
2
T )
)

+

∫ T

0

H1
sdS̃

1
s +

∫ T

0

H2
sdS̃

2
s ,

H1
s et H2

s étant des variables aléatoires que l’on explicitera en fonction de u(s, x, y) (supposée
régulière), S1

s et S2
s .

4. Déduire de la question précédente une variable de contrôle, en fonction des processus H1, H2, S1 et
S2 qui annule la variance de la variable aléatoire e−rTf(S1

T , S
2
T ). Comment peut on approcher cette

variable de contrôle à l’aide des accroissements de S̃1 et S̃2 entre 0 et T ?

5. Lorsque H1 et H2 ne peuvent être connus explicitement, mais qu’un approximation ũ de u est
disponible, proposer une technique de variable de contrôle réduisant (probablement!) la variance.
Proposer un choix, plausible, de ũ lorsque ρ(t) varie peu autour d’une valeur ρ0.

6. On considère maintenant une option promettant f(S1
T , S

2
T ) à l’instant T , sous réserve que S1

t n’ait pas
dépassé une valeur barrière L durant l’intervalle [0, T ]. Écrire une équation aux dérivées partielles
telle qu’une solution v permette d’exprimer le prix de cette option sous la forme :

E

(
e−r(T−t)f(S1

T , S
2
T )1{

t ≤ s ≤ T, S1
s ≤ L

}|Ft) = v(t, S1
t , S

2
t ).

On prouvera cette égalité en supposant v régulière.
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Mars 1999

Problème 1 : Calcul de prix d’options

Le but de ce problème est d’étudier diverses méthodes d’évaluation d’options dites “best off”. Ce type
d’option promet à son détenteur le maximum du rendement de plusieurs actifs. Si le prix de ces actifs à un
instant T , est donné par S1

T , . . . , S
d
T la payoff de l’option s’exprime par :

f(S1
T , . . . , S

d
T ) =

(
max

(
S1
T , . . . , S

d
T

)
−K

)
+
,

T étant l’échéance de l’option et K jouant le rôle d’un strike.
On supposera dans la suite que les actifs (Sit , t ≥ 0) sont donnés par la solution unique de l’équation :

dSit = Sit
(
rdt+ σidW

i
t

)
, Si0 = xi,

r étant le taux sans risque du marché, les σi étant les volatilités des actifs et les mouvements browniens
(W i

t , t ≥ 0), par rapport à une filtration commune (Ft, t ≥ 0), vérifiant < W i,W j >t= ρijt, les ρij étant
donnés par une matrice (ρij)1≤i,j≤d définie positive telle que ρii = 1.
On admettra que, sous ces hypothèses, le prix de l’option à l’instant t est donné par :

Vt = E
(
e−r(T−t)f(ST )|Ft

)
.

1. On cherche tout d’abord à mettre en oeuvre une méthode de Monte-Carlo pour calculer V0. Expliquer
comment simuler le vecteur St =

(
S1
t , . . . , S

d
t

)
. Expliciter la méthode de Monte Carlo dans ce cas.

On précisera la façon dont on peut estimer l’erreur de la méthode.

2. Proposer une méthode utilisant une suite à discrépance faible permettant de calculer V0.

3. On suppose que x1 >> x2 > · · · > xd, proposer une variable de contrôle permettant (d’espérer)
réduire la variance lors du calcul de V0 (On ne cherchera pas à prouver que la méthode réduit la
variance, mais on vérifiera que l’on sait expliciter l’espérance de la variable de contrôle).

4. Montrer que si L et K sont deux nombres réels, on sait calculer :

φ(L) = E
(
e−rT

(
max

(
S1
T , L

)
−K

))
,

à l’aide de la fonction N(d) =
∫ d
−∞ e

−x
2

2
dx√
2π

.

5. On suppose que d = 2 et que ρ12 = 0. Montrer que W 1
T et W 2

T sont indépendants et calculer :

E
(
e−rT

(
max

(
S1
T , S

2
T

)
−K

)
|S2
T

)
.

En déduire une méthode permettant de réduire la variance pour le calcul de V0.

6. On suppose maintenant que ρ12 6= 0. Calculer la loi de W 1
T sachant W 2

T et reprendre le question
précédente.

7. Soit g une fonction de classe C2 de Rd dans R, admettant des dérivées en xi, pour 1 ≤ i ≤ d bornées.
Identifier l’opérateur différentiel du second ordre A tel que :

Mt = g(St)−
∫ t

0

(Ag)(Xs)ds,

soit une martingale.
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8. En utilisant l’opérateur A, écrire une équation aux dérivées partielles telle qu’une solution régulière
u(t, x1, . . . , xd) permette d’écrire le prix Vt sous la forme Vt = u(t, S1

t , . . . , S
d
t ).

9. On considère ici le cas d’une option européenne promettant f(S1
T , S

2
T ) mais l’option disparaît si l’un

des deux actifs dépasse une valeur fixée à l’avance (L1 pour S1 et L2 pour S2). On notera par V 0
t le

prix à l’instant t de cette option donné par :

V 0
t = E

(
e−r(T−t)1{∀s, 0 ≤ s ≤ T, S1

s < L1 et S2
s < L2

}f(ST )|Ft
)
.

Proposer une méthode de Monte-Carlo permettant de calculer V 0
0 .

10. Soit v(t, x1, x2) une fonction que l’on supposera de classe C1,2 sur R+ ×R+ ×R+, admettant des
dérivées en x1 et x2 bornées, vérifiant :

∂v

∂t
(t, x1, x2)

+(Av)(t, x1, x2)− rv(t, x1, x2) = 0, t ≤ T, x1 < L1, x2 < L2,
v(t, x1, L2) = 0, t ≤ T, x1 < L1,
v(t, L1, x2) = 0, t ≤ T, x2 < L2,
v(T, x1, x2) = f(x1, x2), x1 < L1, x2 < L2.

On note τ = inf{t > 0, S1
t ≥ L1 ou S2

t ≥ L2}, montrer que

Mt = e−r(t∧τ)v(t ∧ τ, S1
t∧τ , S

2
t∧τ )

est une martingale. En déduire que V 0
0 = v(0, x1, x2) et plus généralement une forme pour V 0

t .

Problème 2 : Discrétisation d’EDS

1. Discrétiser par le schéma d’Euler usuel, de pas T
n

, le modèle lognormal de Black et Scholes. On
notera (S̄npT/n) la chaîne de Markov associée. Représenter S̄nT sous la forme d’un produit. En déduire
la valeur de la fonction C1(T ) telle que :

E|ST |2 − E|S̄nT |2 =
C1(T )

n
+O

(
1

n2

)
.

Vérifier que |C1(T )| tend vers l’infini avec T .

2. À présent, considérer le modèle de type Vasicek :

drt = −θrtdt+ σdWt,

avec θ > 0, σ > 0 et r0 égal à une constante. Montrer qu’il existe une variable aléatoire Rn
p+1 telle

que :

r(p+1)/n = rp/n + σ(W(p+1)/n −Wp/n)− θ 1

n
rp/n +Rn

p+1,

avec :
∃C > 0, ∀n > 1, ∀p ≥ 0, E|Rn

p+1|2 ≤
C

n3
.

3. Discrétiser par le schéma d’Euler usuel, de pas 1
n

, ce modèle. On notera (r̄np/n) la chaîne de Markov
associée. Soit :

εnp+1 := E|r(p+1)/n|2 − E|r̄n(p+1)/n|2.
Montrer que :

∃C1, C2, C3 > 0, ∀n > 1, ∀p ≥ 0, εnp+1 ≤
(

1− C1

n

)
εnp + C1

√
εnp

1

n2
+
C3

n3
.
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4. En raisonnant par l’absurde, montrer alors :

∃C > 0, ∀n > 1, ∀p ≥ 0, εnp ≤
C

n2
.

5. Montrer que rp/n et r̄np/n sont deux variables aléatoires gaussiennes. Calculer leur variance et ex-
pliciter l’erreur d’approximation en fonction de n et p. Montrer qu’elle peut être bornée uniformé-
ment en p.
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Méthodes de Monte Carlo et Équations d’Évolution
Avril 1998 3 heures

Exercice 1 Soit X et Y deux variables aléatoires gaussiennes centrées réduites. On cherche à évaluer par
simulation θ = E

(
eXY

)
.

1. Expliciter la méthode de Monte-Carlo classique et expliquer comment l’on peut évaluer l’erreur dans
cette méthode.

2. Proposer une méthode utilisant des suites à discrépances faibles en supposant calculable l’inverse de
la fonction de répartition de la loi gaussienne centrée réduite.

3. Proposer une technique de variable de controle permettant de réduire la variance de votre estimateur.

4. Proposer une méthode de variables antithétiques pour estimer θ. Pouver vous prouver que votre
méthode réduit la variance ?

5. Proposer une technique de conditionnement pour estimer θ.

Problème 1 On considère le modèle d’actif financier suivant. Soit (Xt, t ≥ 0) la solution unique de :

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt, X0 = x,

b et σ étant deux fonctions lipschitziennes de R dans R et (Bt, t ≥ 0) étant un mouvement brownien réel.
On suppose, de plus, que le processus décrivant le prix d’un actif (St, t ≥ 0) est solution de :

dSt = St (R(Xt)dt+ V (Xt)dWt) , S0 = y

R et V étant deux fonctions continues et bornées de R dans R, R étant de plus positive et (Wt, t ≥ 0) un
mouvement brownien indépendant de (Bt, t ≥ 0).

1. On cherche à calculer V 1
t = E

(
e−

∫ T
t R(Xs)ds|Ft

)
. Écrire une équation aux dérivées partielles telle

qu’une solution régulière u(t, x) permet de représenter V 1
t sous la forme u(t,Xt).

2. Vérifier que le couple (Xt, St) est solution d’une équation différentielle stochastique et en déduire
qu’il existe un opérateur différentiel A que l’on précisera tel que :

f(Xt, St)−
∫ t

0

(Af)(Xt, St)ds

est une martingale dès que f est de classe C2 à dérivées bornées. Comment doit on mod-
ifier l’opérateur A apparaissant dans la question précédente si les browniens B et W vérifient
d < W,B >t= ρdt ?

3. On cherche à calculer : V 2
t = E

(
e−

∫ T
t R(Xs)dsf(ST )|Ft

)
. Montrer que V 2

t = u(t,Xt, St) si u est
une solution régulière d’une équation aux dérivées partielles que l’on précisera.

4. Montrez que l’on peut écrire St sous la forme :

St = S0 exp

(∫ t

0

(
R(Xs)−

V (Xs)
2

2

)
ds+

∫ t

0

V (Xs)dWs

)
.
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5. En utilisant la question 4 et le fait que les processus X et W sont indépendants, montrer que :

V 2
0 = E

ψ
 1

T

∫ T

0

R(Xs)ds,

√
1

T

∫ T

0

V (Xs)2ds

 ,

ψ(r, σ) étant une fonction que l’on explicitera comme une espérance faisant intervenir seulement le
mouvement brownien W . Lorsque ψ admet une forme explicite, en déduire une méthode de Monte-
Carlo permettant d’évaluer V 2

0 . Pourquoi cette méthode diminue t’elle la variance par rapport à une
méthode de simulation classique ?

Problème 2 Soit (Ui, i ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans Rp de loi
commune µ(dx). Soit (Nt, t ≥ 0) un processus de Poisson de paramétre λ indépendant de de la suite
(Ui, i ≥ 1). On note Ft = σ

(
Ns, s ≤ t, Uj1{j ≤ Nt}, j ≥ 1

)
. On note alors (τi, i ≥ 1) les instants de

saut du processus N .
Dans ce problème on utilisera librement le résultat suivant.

Soit Φ(y, z) une fonction mesurable bornée de Rd × R dans R, telle que pour tout réel z la
fonction y 7→ Φ(y, z) soit continue sur Rd, et soit (Yt)t≥0 un processus continu à gauche, à
valeur dans Rd, adapté à la filtration (Ft)t≥0. Alors le processus Mt défini par :

Mt =
Nt∑
j=1

Φ(Yτj , Uj)− λ
∫ t

0

ds

∫
µ(dz)Φ(Ys, z),

est une martingale par rapport à Ft.

1. On se donne une fonction continueH(x, u) de Rd×[0, 1] dans Rd. On considére le processus continu
à droite (Xt, t ≥ 0) construit de la façon suivante : Xs = x, pour s ∈ [0, τ1[, puis, pour k ≥ 1 :

Xτ+k
= H(Xτ−k

, Uk), Xs = Xτ+k
, pour s ∈ [τk, τk+1[.

Soit f une fonction continue bornée. Exprimer f(Xt) comme une somme de sauts et en déduire que :

Mt = f(Xt)−
∫ t

0

(Af)(Xs−)ds,

est une martingale, si l’on pose : Af(x) = λ
∫
Rd (f(H(x, u))− f(x))µ(du). Montrer que Mt =

f(Xt)−
∫ t

0
(Af)(Xs)ds.

2. On se donne b un fonction lipschitzienne bornée de Rd dans Rd et l’on modifie la définition du
processus X de la façon suivante :

X0 = x,
dXs

ds
= b(Xs)pour s ∈ [0, τ1[,

puis, pour k ≥ 1 :
Xτ+k

= H(Xτ−k
, Uk),

Xs = Xτ+k
,
dXs

ds
= b(Xs), pour s ∈ [τk, τk+1[.

Exprimer f(Xt) et en déduire la forme d’un opérateur différentiel du premier ordre B tel que Mt =
f(Xt)−

∫ t
0
(A+B)f(Xs)ds soit une martingale.
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3. Soit u une fonction de Rd dans R. On se donne un ouvert borné Ω de Rd, g une fonction continue et
bornée. On suppose que u est une fonction bornée de classe C1 qui vérifie :

(A+B)u(x) = 0, dans Ω
u(x) = g(x) dans Ωc.

Soit τ est le temps d’arrêt défini par τ = inf {s ≥ 0, Xs 6∈ Ω}. On suppose que P(τ < +∞) = 1.
Montrer que u(x) = E (g(Xτ )).

4. On suppose que E(τ) < +∞ et que f et g sont des fonctions continues bornées. Comment peut on
représenter u(x) à l’aide du processus X si u est une solution bornée et régulière de :

(A+B)u(x) = f(x), dans Ω
u(x) = g(x) dans Ωc.

5. Montrer que si Φ(s, x, u) est une fonction bornée et continue alors :

Mt =
Nt∑
j=1

Φ(τj, Yτj , Uj)− λ
∫ t

0

ds

∫
µ(dz)Φ(s, Ys, z),

est une martingale. En déduire que si u(t, x) est une fonction de classe C1,1, alors :

Mt = u(t,Xt)−
∫ t

0

(
∂

∂t
+ (A+B)

)
u(t,Xs)ds

est une martingale.

6. Montrer que si u est une solution régulière de :
∂
∂t

+ (A+B)u(t, x) = 0, 0 ≤ t ≤ T, xinR
d

u(T, x) = g(x), x ∈ Rd,

alors u(0, x) = E (g(XT )).

7. Soit r(x) une fonction continue minorée par une constante ε > 0. Montrer que si u est une fonction
régulière :

Mt = e−
∫ t
0 r(Xs)dsu(Xt)−

∫ t

0

e−
∫ s
0 r(Xv)dv((A+B)u(Xs)− r(Xs)u(Xs))ds,

est une martingale.

8. En déduire que si u est une solution bornée et régulière de :

(A+B)u(x)− r(x)u(x) = f(x), dans Rd,

alors :

u(x) = −E
(∫ +∞

0

e−
∫ t
0 r(Xs)dsf(Xt)dt

)
.

Exercice 1 On considère deux fonctions lipschitziennes b et σ à valeurs réelles, un brownien unidimension-
nel (Wt) et (Xt) la solution de

Xt = x+

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dWs,

où x est un réel donné. Soit (X̄t, t ≤ T ) le schéma d’Euler en temps continu de pas h = T
n

: pour
t ∈ [kh, (k + 1)h[ (avec (k + 1)h ≤ T ),

X̄t = X̄kh + b(X̄kh)(t− kh) + σ(X̄kh)(Wt −Wkh).
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1. Soit p un entier non nul. En appliquant la formule d’Itô à (X̄t)
2p − (X̄kh)

2p pour t ∈ [kh, (k +
1)h[, montrer qu’il existe une constante C(p) telle que, pour tout h assez petit, pour tout t ∈ [0, T ],
E(X̄t)

2p ≤ C(p).

2. En déduire que, lors d’un calcul par Monte Carlo de Ef(X̄T ), où |f | est majorée par un polynôme, la
variance de l’erreur statistique peut être majorée uniformément en h.
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Méthodes de Monte Carlo et Équations d’évolutions

Mars 1997 3 heures

Exercice 1

On suppose que X et Y sont des variables aléatoires indépendantes à valeurs dans R dont les fonctions de
répartitions respectives sont notées F et G. On cherche à calculer à l’aide d’une méthode de Monte Carlo :

θ = P (X + Y ≤ t) .

1. Expliquez quelle est la méthode Monte Carlo classique pour ce problème. On précisera, en particulier,
comment l’on peut estimer l’erreur commise.

2. Proposer un estimateur de variance réduite en utilisant une méthode de conditionnement.

3. On suppose que F et G sont numériquement facilement inversibles, expliquer comment implémenter
la méthode des variables antithétiques. Pourquoi cette méthode diminue t’elle la variance dans ce cas
?

4. On suppose que h est une fonction telle que
∫ 1

0
|h(s)|2ds < +∞. Soit (Ui, i ≥ 1)

une suite de variables aléatoires indépendantes uniformes sur [0, 1]. Montrez que l’estimateur
1
N

∑N
i=1 h ((i− 1 + Ui) /n) , est meilleur du point de vue de la variance que 1

N

∑N
i=1 h (Ui) . Com-

ment appliquer ce résultat dans ce cas.

5. Interprétez le résultat précédent en terme de méthode de stratification.

Exercice 2

On suppose que le prix d’un actif financier St s’écrit sous la forme :

St = exp
(
A(t) +B1(t)X1

t +B2(t)X2
t

)
,

Xt = (X1
t , X

2
t ) étant la diffusion solution de :

dXt =

(
α1(t)
α2(t)

)
dt+ σdWt, X0 = x0,

où Wt = (W 1
t ,W

2
t ) est un couple de Ft browniens indépendants, α1,α2,B1,B2 et A des fonctions de R+

dans R régulières et σ =

(
σ11 σ12

σ21 σ22

)
une matrice 2× 2. On cherche à évaluer :

V0 = E
(
e−

∫ T
0 X1

sdsf(ST )
)
.

1. Montrer que V0 peut s’écrire sous la forme :

V0 = E
(
e−λ1

∫ T
0 W 1

s ds−λ2
∫ T
0 W 2

s dsφ(T,W 1
T ,W

2
T )
)
.

On explicitera λ1,λ2 et φ.

2. Montrer que V0 peut se mettre sous la forme V0 = u(0, 0, 0), u(t, x1, x2) étant solution régulière d’une
équation parabolique dont on précisera la forme.
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3. Calculer la loi du couple
(∫ T

0
W 1
s ds,W

1
T

)
et en déduire une méthode de simulation de ce couple de

variables.

4. Proposer une méthode de Monte Carlo permettant de calculer V0.

5. Décrire une méthode utilisant (le minimum) des suites à discrépance faible permettant d’évaluer V0

de façon (en principe!) plus efficace que la méthode précédente. On pourra supposer que l’on sait
calculer numériquement l’inverse de la fonction de répartition d’une gaussienne centrée réduite N−1.

6. Soit f et g des fonctions C1. Calculez la loi du couple
(∫ T

0
f(s)dW 1

s ,
∫ T

0
g(s)dW 1

s

)
et en déduire

une méthode de simulation de ce couple.

7. En déduire que si σ est une matrice non plus constante mais dépendant du temps de façon déter-
ministe, on peut construire une méthode de Monte Carlo permettant de calculer V0, sans simuler
l’ensemble de la trajectoire de (Xs, s ≥ 0).

8. On suppose que α est une fonction de (x1, x2) régulière et bornée. Proposez une méthode de Monte
Carlo permettant de calculer le prix V0 dans ce cas.

Exercice 3

Le but de cet exercice est de prouver que la méthode des variables antithétiques réduit bien la variance
lorsque la fonction est monotone en chacune de ses variables.

1. On suppose que f et g sont deux fonctions croissantes bornées de R dans R. Montrez que, si X et Y
sont deux variables aléatoires réelles, on a :

E (f(X)g(X)) + E (f(Y )g(Y )) ≥ E (f(X)g(Y )) + E (f(Y )g(X)) .

2. En déduire que si X si est une variable aléatoire réelle :

E (f(X)g(X)) ≥ E (f(X))E (g(X)) .

3. Montrez que, si X1, . . . , Xn sont n variables aléatoires indépendantes :

E (f(X1, . . . , Xn)g(X1, . . . , Xn)|Xn) = φ(Xn),

φ étant une fonction que l’on explicitera sous forme d’une espérance.

4. En déduire que, si f et g sont deux fonctions croissantes en chacun de leur arguments :

E (f(X1, . . . , Xn)g(X1, . . . , Xn)) ≥ E (f(X1, . . . , Xn))E (g(X1, . . . , Xn)) .

5. Soit h une fonction de [0, 1]n dans R monotone en chacun de ses arguments, soit U1, . . . , Un n vari-
ables aléatoires indépendantes suivant un loi uniforme sur [0, 1], montrez que :

Cov (h(U1, . . . , Un)h(1− U1, . . . , 1− Un)) ≤ 0,

et en déduire que le méthode des variables antithétiques réduit la variance dans ce cas.
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Méthodes de Monte Carlo

Mars 1996 3 heures

Problème I

Soit (W 1
t , t ≥ 0) un mouvement brownien. On suppose que le processus (St, t ≥ 0) décrit le prix d’un actif

financier et que St est la solution de :

dSt = St
(
rdt+ σtdW

1
t

)
, S0 = x,

où σt est une fonction continue donnée. On cherche alors à calculer par des méthodes de Monte Carlo le
prix d’une option portant sur l’actif St. Cela signifie que l’on cherche à calculer :

E
(
e−rTψ(Ss, 0 ≤ s ≤ T )

)
,

ψ étant une fonctionnelle que l’on précisera dans la suite.

1. Montrer que : ST = x exp

(
rT −

∫ T

0

σ2
t /2dt+

∫ T

0

σtdW
1
t

)
. En déduire que la loi de ST est la

même que celle de :

h

W 1
T ,

√
1

T

∫ T

0

σ2
t dt

 ,

h étant une fonction que l’on explicitera.

2. On suppose maintenant que la fonction σt est tirée de façon aléatoire indépendamment de W 1
T et

que la loi de 1
T

∫ T
0
σ2
t dt est celle d’un carré d’une variable aléatoire gaussienne de moyenne m et de

variance v2. Soit f une fonction de R dans R continue et bornée, proposer une méthode de Monte
Carlo permettant de calculer sous ces hypothèses :

E
(
e−rTf(ST )

)
.

3. Décrire une méthode utilisant un couple de suites à discrépance faible permettant de résoudre ce
même problème.

4. On suppose maintenant que (σt, t ≥ 0) est le processus solution de :

dσt = −c (σt − a) dt+ αdW 2
t , σ0 = σ.

avec (W 2
t , t ≥ 0) un mouvement brownien indépendant de (W 1

t , t ≥ 0). Proposer un schéma de
discrétisation pour le couple de processus (St, σt, t ≥ 0). Déduire de ce schéma une méthode de
Monte Carlo (on ne demande pas de preuve de convergence) permettant de calculer, si H est une
constante positive :

E
(
e−rTf(ST )1{∀s ≤ T, Ss ≥ H}

)
.

5. Comment peut on estimer l’erreur due à la méthode de Monte Carlo ? Peut on espérer améliorer la
vitesse de convergence de cet algorithme à l’aide de suites à discrépance faible ?

6. Ecrire une équation parabolique telle que, si u est fonction de t, x, σ de classe C1,2,2, admettant des
dérivées premières en x et σ bornées alors E

(
e−rTf(ST )

)
= u(0, x, σ0).
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7. Même question si W 1 et W 2 ne sont plus indépendants mais tels que < W 1,W 2 >t= ρt, ρ étant un
nombre tel que |ρ| ≤ 1.

Problème II

Le but de ce problème est de donner un exemple d’équation différentielle stochastique telle que la vitesse de
convergence presque sûre du schéma d’Euler n’est pas plus rapide que h1/2, si h est le pas de discrétisation.
Soit (Wt, t ≥ 0) un mouvement brownien. On notera (Xt, t ≥ 0) la solution unique de :

dXt = XtdWt, X0 = x.

1. On prend comme pas de temps h = 1/N . Ecrire le schéma d’Euler pour l’équation précédente
et en déduire une expression de X̄1 (approximation de X1 par ce schéma) en fonction de ∆Wi =
Wti −Wti−1

, avec ti = i/N, i = 0 . . . N .

2. Montrer que, pour tout ω, il existe un N0(ω) tel que, si N ≥ N0(ω), pour i i = 1 . . . N , |∆Wi| ≤ 1/2.

3. Montrer que, si N ≥ N0 :

log(X̄1) = W1 −
1

2
+ T1 +

1

6
T2 + εN ,

avec :

T1 =

(
1−

N∑
i=1

∆W 2
i

)
/2 et T2 =

N∑
i=1

∆W 3
i ,

et εN ≤ KT3 si T3 =
∑N

i=1 ∆W 4
i .

4. Démontrer que :

E(T 6
1 ) ≤ C

N3
et E(T 4

2 ) ≤ C

N4
.

En déduire que p.s. limN→+∞N
αT 2

1 = 0 et que p.s. limN→+∞N
αT2 = 0, si α < 2/3.

5. Montrer que T3 = C/N + U3, U3 étant une variable aléatoire telle que :

E(U2
3 ) ≤ C

N3
.

En déduire que p.s. limN→+∞N
αεN = 0, si α < 1.

6. Soit (Zn, n ≥ 0) une suite de variables aléatoires réelles Zn convergeant en loi vers Z, Z étant une
variable aléatoire admettant une densité. Montrer que, pour tout ε > 0 nεZn converge en probabilité
vers +∞, puis que P

(
lim supn→+∞ n

εZn = +∞
)

= 1.

7. Montrer que lim supN→+∞N
αT1 = +∞, si α > 1/2. En déduire que :

P

(
lim sup
N→+∞

Nα
∣∣X̄1 −X1

∣∣ = +∞
)

= 1,

pour tout α > 1/2.
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