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Contexte

Soit d un entier non nul. La fonction de comptage, ou pseudo-norme ℓ0, d’expression

ℓ0(x) =
d∑

i=1

1{xi ̸=0} , ∀x ∈ Rd ,

compte le nombre de composantes non nulles d’un vecteur. Une telle fonction apparâıt en optimi-
sation dite parcimonieuse, où on recherche une solution avec le moins de composantes non nulles
(le moins de facteurs “explicatifs”), comme dans les problèmes d’optimisation

min
ℓ0(x)≤k

f(x) ou bien min
x∈Rd

{
f(x) + λℓ0(x)

}
où f : Rd → R, avec R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞}. Il est assez courant que la fonction f soit convexe.
En revanche, la fonction ℓ0 prend des valeurs entières, est discontinue et n’est pas convexe.

La conjugaison de Fenchel est un outil performant en analyse convexe. Elle associe à toute
fonction f : Rd → R, pas forcément convexe, les fonctions f⋆ : Rd → R et f⋆⋆′ : Rd → R définies
par

f⋆(y) = sup
x∈Rd

(
⟨x, y⟩ − f(x)

)
, ∀y ∈ Rd , f⋆⋆′(x) = sup

y∈Rd

(
⟨x, y⟩ − f⋆(y)

)
, ∀x ∈ Rd .

Les fonctions f convexes, propres et semi-continues inférieurement on la propriété que f⋆⋆′ = f .
Or, comme la fonction ℓ0 est homogène de degré zéro, la conjugaison de Fenchel ne fournit pas une
méthode d’analyse pertinente pour ℓ0.

Sujet

Dans une série de travaux [1, 3, 2, 4], nous avons proposé une classe de conjugaisons adaptées
à la pseudo-norme ℓ0. À partir d’une norme (source) |||·||| sur Rd, nous définissons une nouvelle
conjugaison, dite Capra, définie par

f¢(y) = sup
x∈Rd

(⟨x, y⟩
|||x|||

− f(x)
)
, ∀y ∈ Rd , f¢¢

′
(x) = sup

y∈Rd

(⟨x, y⟩
|||x|||

− f¢(y)
)
, ∀x ∈ Rd ,

avec la convention 0/0 = 0. Nous avons montré que ℓ
¢¢′

0 = ℓ0 pour une classe de normes |||·|||
(convexité généralisée). En ce cas, nous avons mis en évidence de la convexité cachée dans ℓ0 et
des perspectives algorithmiques. En effet, la formule

ℓ0(x) = sup
y∈Rd

(⟨x, y⟩
|||x|||

− ℓ
¢
0 (y)

)
, ∀x ∈ Rd
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permt d’obtenir une formulation dite min-max dans le problème d’optimisation minx∈Rd

{
f(x) + λℓ0(x)

}
.

À partir de ce type de formules, l’élève étudiera comment reformuler, de manière exacte, des
problèmes d’optimisation parcimonieuse et développera des algorithmes en conséquence [5]. Selon
sa motivation, l’élève pourra également étudier des aspects plus théoriques de ces conjugaisons ou
leur extension aux matrices.
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