Promenade aléatoire
Séance I, Vendredi 9 novembre 2007

Exercice 1 (RAPPELS). 1. Rappeler la définition de la convergence en loi, de la convergence en
probabilité, de la convergence LP et de la convergence presque-sire.

2. Montrer que la convergence presque-sire implique la convergence en probabilité, et que la
convergence en probabilité implique la convergence en loi.

3. Montrer que si (X,,n > 1) converge en loi vers X et si (Y,,,n > 1) converge en loi vers une
constante a, alors la suite ((X,,Y,),n > 1) converge en loi vers (X, a).

A

Exercice 2 (CONVERGENCE DU MAXIMUM).
Soient X une variable aléatoire a valeurs dans N.
+00
1. Montrer que ZIP’(X > k) =E[X].
k=1
On suppose que X est intégrable. Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires de méme loi
que X.

+oo
2. Soit m € N*. Montrer que la variable aléatoire Y,, = Z 1{ﬁ>i} est p.s. finie.
nzl n —m

X
3. En déduire que == tend p.s. vers 0 quand n tend vers l'infini.
n

1
4. Montrer que — max(Xy,...,X,) tend p.s. vers 0 quand n tend vers l'infini.
n

5. On suppose que X est une variable aléatoire intégrable a valeurs dans R et non plus dans N.

Montrer que — max(X7,...,X,) tend p.s. vers 0 quand n tend vers U'infini.
n

A

Exercice 3 (SOMME DE VARIABLES INDEPENDANTES DE LOI DE CAUCHY).

On rappelle que si X est une variable aléatoire de loi de Cauchy de parametre a > 0, alors E[e
e—alul,

iuX] —
Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy de parametre
a > 0. On note S,, = Y ;_; X}. Etudier les convergences en loi et en probabilité des suites :

L (Sznza).

2. <S—g,n2 1>.
n

S S
3. <—n,n > 1). On pourra dans un premier temps déterminer la loi de 22 — et puis en
n n

n
: : S S .
déduire que la suite (% - n> 1> ne converge pas en probabilité vers 0. On montrera
n n

alors que l'on ne peut avoir la convergence en probabilité de la suite (S—rf, n > 1).

A



Exercice 4 (LIMITE D'INTEGRALE).

Calculer
i F (u) dey - di,
[0,1]

n—oo n

ou f est une application continue bornée de R dans R.

A

Exercice 5 (Lol DE POISSON).

Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parametre 1.
On note S, => ;1 Xi.

1. Montrer que Sn— " Loi N(0,1).

\/ﬁ n—oo
2 n

n n
2. Déterminer la loi de S,,, puis montrer que lim e " (1 +n + o +-+ —') =
n—00 : n:

1
7

AN
Exercice 6 (LE PARADOXE DE SAINT-PETERSBOURG).
Le paradoxe de Saint-Petersbourg est d’abord un probléme imaginé par Nicolas Bernoulli, qui obtint
une solution partielle donnée par Daniel Bernoulli (1738) dans les Commentaires de I’Académie des
sciences de Saint-Petersbourg (d’ott son nom). Aujourd’hui encore, ce probleme attire 'attention
de certaines personnes en mathématiques et en économie!.

Un casino propose le jeu suivant qui consiste a lancer plusieurs fois de suite une piece équilibrée
jusqu’a obtenir pile. Le joueur gagne 2* francs si le premier pile a lieu au k-iéme jet. La question
est de savoir quel doit étre le prix a payer pour participer a ce jeu.

Soit X, le gain réalisé lors du n-ieme jeu et S, = X7 + --- + X, le gain obtenu lors de n jeux
successifs.

1. Peut-on appliquer la loi forte des grands nombres pour donner un prix équitable ?

Les fonctions d’utilité qui quantifient ’aversion au risque permettent de proposer des prix pour
ce jeu. La suite de l'exercice est consacré a ’étude de la convergence de la suite (S,,n > 1)
convenablement renormalisée?

2. On pose S}, =Y ;| Xj, oupour k € {1,...,n},
Xl? = Xk‘l{ngnloan}y

oil logyn est le logarithme en base 2, i.e. 2!°82" = n. Apres avoir vérifié que pour tout € > 0,

IP>< 5 S — ElSh] >€/2>+P<%—1‘>5/2>,

n__1l>e| <P
nlogyn nlogyn nlogyn
montrer que la suite ( ,n > 1) converge en probabilité vers 1.

/
n

nlogyn

3. Calculer P(S,, # S},), et en déduire sa limite quand n — oc.

4. En déduire que la suite ( ,n > 1) converge en probabilité vers 1.

nlogyn

Woir par exemple P’article suivant et les références citées : G. Székely and D. Richards, The St. Petersburg paradox
and the crash of high-tech stocks in 2000, Amer. Statist. 58, 225-231 (2004).
Feller, An introduction to probability theory and its applications, Vol. 1. Third ed. (1968). Wiley & Sons.
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Exercice 7 (PROCESSUS AUTO-REGRESSIF).
On rappelle que si X est une variable aléatoire de loi N'(m,0?), avec m € R et o > 0, alors
E[eiuX] _ eium—a2u2/2‘

Soit (g,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi N'(m,c?), avec m € R et
o > 0. Soit Y une variable aléatoire indépendante de (g,,n > 1) et de loi N'(mog,o3), avec mg € R
et g > 0. On définit par récurrence pour n > 1Y, =aY,,_1 +¢,.

1. Déterminer la loi de Y.

2. A quelle condition sur a la suite (Y,,,n > 0) converge-t-elle. De quelle convergence s’agit-il 7
Quand la convergence est assurée quelle est la limite ? Quelle est la loi de Y,, si Yy a pour loi
la loi limite ?

A

Exercice 8 (THEOREME DE WEIRSTRASSE).
Théoreme de Weierstrass (1885) : ”Toute fonction continue sur un intervalle borné est limite uni-
forme d’une suite de polynomes”.

Cet exercice s’inspire de la démonstration de Bernstein du théoreme de Weierstrass. Soit
(X, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de parametre x €
[0,1]. On considere la moyenne empirique X, = 1 3" | X}, (de loi binomiale de paramétre (n, z)).
Soit A : [0,1] — R une fonction continue. On pose A, = {|X,, — x| > d}.

1. Montrer que P(A,) < §2E[(X,, — x)?]. Majorer P(A,,) indépendanment de = € [0, 1].

2. Déterminer limy, o SUp,co 1] |h(z) — E[h(X,)]|, en écrivant
[h(@) — h(%0)] = [h(@) — h(%)| La, + [B(z) — h(Ea)| Las.

3. En déduire que

n

h(z) = Chn(k/n)ak (1 — )" *

k=0

lim sup =0.

00 2el0,1]

4. Soit f : RT — R continue bornée. Montrer, en s’inspirant des questions précédentes, que pour

tout x € RT,
k

£y = S0 e P )
k

=0 :

lim =0.

n—oo

Si 'on suppose f uniformément continue, la convergence ci-dessus est-elle uniforme en x ?
(Prendre par exemple f(z) = cos(x) pour z, = 7n.)

A

Exercice 9 (NOMBRES ABSOLUMENT NORMAUX).
L’objectif de cet exercice est de démontrer le théoréme suivant du a Borel (1909) : “Tout nombre
réel choisi au hasard et uniformémént dans [0, 1] est presque strement absolument normal”.

Soit = € [0, 1], et considérons son écriture en base b > 2 :

oo
E n
xr= -,
T

n=1

8



avec T, € {0,...,b—1}. Cette écriture n’est pas unique seulement pour les fractions rationnelles de
la forme x = a/b™ et a € {1,...,0" —1}. En effet, dans ce cas deux représentations sont possibles :
I'une telle que x; = 0 pour k > n + 1 et l'autre telle que x, = b — 1 pour k > n + 1. On dit que =

1
est simplement normal en base b si et seulement si pour tout ¢ € {0,...,b— 1}, lim — Card {1 <
n—oo N

k < n;z, = i} existe et vaut 1/b. Cela revient a dire que les fréquences d’apparition de i dans le
développement de x en base b sont uniformes.

On dit que x est normal en base b si et seulement si il est simplement normal en base b" pour
tout r € N*. Remarquons qu’un nombre est normal en base b si et seulement si pour tout r» € N*,
la fréquence d’apparition d’une séquence donnée de longueur r, dans le développement de x est

uniforme (et vaut donc 1/b") i.e. pour tout ¢ € {0,...,b—1}",
1 |
T}I_)H(go n Card {0 < k < n; (Tpkt1, - -+, Tr(hr1)) = i} = b

Les fractions rationnelles ne sont pas normales, quelle que soit leur représentation et quel que soit
la base. Le nombre de Champernowne? dont la partie décimale est la suite consécutive des entiers
(0,12345678910111213...) est normal en base 10.

On dit que = est absolument normal si et seulement si il est normal en toute base b > 2.

1. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Quelle est la loi de X,,, le n-ieme
chiffre du développement de X en base b?

2. Montrer que les variables aléatoires X1,..., X, sont indépendantes. En déduire que les va-
riables aléatoires (X,,n > 1) sont indépendantes.

3. En utilisant la loi forte des grands nombres, montrer que X est p.s. simplement normal en
base b.

4. Montrer que X est p.s. normal en base b, puis qu’il est p.s. absolument normal.

Bien que presque tous les réels soient absolument normaux, il est tres difficile de montrer qu'un
réel donné est absolument normal. On ne sait toujours pas si des nombres tels que 7, e, v/2 ou In 2
sont absolument normaux, ni méme normaux en base 10 (cf. Pour la Science, janvier 1999).

A

Exercice 10.
Soit (X, n € N*) une suite de variables aléatoires réelles continues, indépendantes et de méme loi.
On suppose que la densité, f, de leur loi est bornée, symétrique, continue en 0 et telle que f(0) > 0.

1 1

1. Montrer que la suite de variable aléatoire — Z — converge en loi vers une variable aléatoire
n - i
=1

de Cauchy dont on déterminera la parametre en fonction de f(0). On rappelle que

o1 _ T &
/ 1 — cos(u) d sin(u) du —
0

n

. T
5 uw = lim —.
u T—oo Jg u 2

n

1
21X

2. En déduire que la moyenne harmonique empirique X,, = converge en loi vers une

loi de Cauchy.
A

3D. G. Champernowne, The construction of decimals normal in the scale of ten, J. London MAth. Soc. (1933), 8
pp- 254-260



Promenade aléatoire
Séance II, Vendredi 16 novembre 2007

Exercice 1 (MANIPULATION SUR LES CHAINES DE MARKOV).
Soit X = (X,,,n > 0) une chaine de Markov sur un espace d’état dénombrable, E, et de matrice
de transition P.

1. Calculer P(Xs = y|Xo = z). Montrer que Z = (Z,, = Xap,n > 0) est une chaine de Markov.
Préciser sa matrice de transition. Vérifier que toute probabilité invariante pour X est une
probabilité invariante pour Z. En considérant un espace d’état a deux éléments, donner un
contre-exemple pour la réciproque.

2. On pose Y,, = (X,,—1, X;,) pour n > 1. Montrer que Y = (Y,,,n > 1) est une chaine de Markov
sur E2. Donner sa matrice de transition, Q. Donner un exemple o1 Q n’est pas irréductible
alors que P est irréductible. Changer 'espace d’état de Y pour que Y soit irréductible si X
est irréductible. On suppose que X posseéde une probabilité invariante, m. En déduire une
probabilité invariante pour Y.

A

Exercice 2 (CHAINE TRACE).
Soit X = (X,,,n > 0) une chaine de Markov sur un espace d’état dénombrable, E, et de matrice
de transition P. On utilise la convention inf () = +oo.

1. On pose 11 = inf{k > 1; X, # Xo}. Soit x € E. Calculer la loi de 71 conditionnellement a
X = x. Vérifier que, conditionnellement & Xy = x, soit 71 = 400 p.s. (on dit que x est un
point absorbant), soit p.s. 71 est fini.

2. Conditionnellement & Xg = x, si  n’est pas un point absorbant, calculer la loi de X,.
3. On pose Sy = 0, Yy = X et on définit par récurrence surn > 1 : .5, = S,_1 + 7, et si
Sp<o0:Y,=Xg, et
Tn+1 = 1nf{k > 1§Xk+5n 75 Xsn}
Soit R = inf{k; 7 = +o00}. Montrer que si X ne possede pas de points absorbants, alors p.s.
R = +4o0.

4. On suppose que X ne possede pas de points absorbants. Montrer que Y = (Y,,,n > 0) est une
chaine de Markov (appelée chaine trace associée a X) et donner sa matrice de transition. On
m(z)(1 - P(z,x))

> eyl = Py, y))
pour z € E. Vérifier que v = (v(z),x € E) est une probabilité invariante pour Y.

suppose que 7 est une probabilité invariante pour X. On pose v(z) =

A

Exercice 3 (RETOURNEMENT DU TEMPS).
Soit X = (Xp,n > 0) une chaine de Markov sur un espace d’état dénombrable E, de matrice de
transition P. Pour n > m > 0, on note 27, = (x,,...,o,) € E*~™L

1. Calculer P(X; = y| Xy = z, X2 = 2).
Xn+k k

2. Montrer plus généralement, pour n > 1, k > 1, P(X,, = y\Xg‘*l = :1:8*1, il = 1) =
P(X, = y|Xn—1 = 2p-1,Xnt1 = z1) (propriété de champ markovien).

3. Soit 7 une probabilité invariante pour X. On suppose que w(z) > 0 pour tout z € F et

que Xy est distribué suivant . Calculer P(X,, = y|X§j{{C = 2¥). Montrer que pour tout n,



(Xn, Xn-1,-..,X0) améme loi que (Yp,...,Y,),onY = (Yj; k > 0) est une chaine de Markov
dont on précisera la matrice de transition et la loi de Yj.

4. Si P est réversible par rapport a 7, comparer la loi de Y et la loi de X.

A

Exercice 4 (MODELE DE WRIGHT-FISHER).
On considére une population asexuée de taille constante N. On suppose que la reproduction est

aléatoire. Plus précisément, si on note af“ € {1,...,N} le parent de I'individu ¢ de la génération
k + 1, vivant a la génération k, alors les variables aléatoires (af“,i € {1,...,N},k € N) sont
indépendantes et de méme loi uniforme sur {1,..., N}. Tout se passe comme si chaque individu

choisissait de maniere indépendante son parent dans la génération précédente. Le modele de Wright-
Fisher concerne 1’étude de I’évolution de la répartition de deux alleles, A et a, au sein d’une
population.

On note vf = Card {r € {1,...,N};a**! =i} le nombre d’enfants de l'individu i € {1,...,N}
de la génération k. Les variables aléatoires (v*,k > 0) sont indépendantes et de méme loi.

1.

Calculer (et reconnaitre) la loi de ¥ = (vF,i € {1,..., N}). Les variables aléatoires (v},i €

{1,...,N}) sont-elles indépendantes ? Donner la loi de v/¥.

. Pour k£ > 0, on note X} le nombre d’alleles A présents a la génération k dans la population.

Montrer que X = (X,;n > 0) est une chaine de Markov sur {0,..., N}. Donner sa matrice
de transition. Trouver les états absorbants. Quelles sont les probabilités invariantes ?

. On note 7 le premier instant de disparition de la diversité : 7 = inf{k > 0, X, € {0, N}}, avec

la. convention inf () = +o0o. Montrer, en décomposant suivant les valeurs possibles de Xj,_1,
qu’il existe ¢ > 0 tel que, pouri € {1,... ,N—1},onaP(7 > k| Xo = 1) < cP(7 > k—1| Xy = 1).
En déduire que p.s. 7 est fini.

. Montrer, en décomposant suivant les valeurs de X,,_; que pour n > 1,7 € {0,...,N}, on a

E[Xn|X0 = Z] = E[Xn,ﬂXo = ’L] En déduire que ]P)(XT = N|X0 = ’io) = Zo/N
A



Promenade aléatoire
Séance III, Vendredi 23 novembre 2007

Exercice 1 (CHAINE DE MARKOV A DEUX ETATS).
On considere l'espace a deux états E = {a,b}. La matrice stochastique la plus générale s’écrit

Ll

1l —«o o
p_< p 1_5).

Condition pour que la chaine de Markov soit de période 2.
Condition pour que la chaine de Markov soit irréductible.
On suppose que la chaine est irréductible. Calculer la probabilité invariante, .

On suppose que la chaine de Markov associée a P est irréductible. Montrer que les puissances

de P s’écrivent
I-p p D —p
P = " .
<1—p p>+7 <—1+p 1-p

ou 'on déterminera p et ~.

. On suppose que la chaine de Markov est apériodique et irréductible. En déduire que lim vgP™

n—oo
est indépendant de la loi initiale 1.

A

Exercice 2 (RECURRENCE ET TRANSIENCE POUR LA MARCHE ALEATOIRE).

Soit d > 1. On considere (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur B = {(z1,...,2q) € {—1,0,1}d;zg:1 lz;] = 1} : P(X,, = ) = 279, pour tout z € B. La
marche aléatoire symétrique simple sur Z¢, S = (S,,n > 0) est définie par Sy = 0 et pour n > 1,
Sp=X1+-+X,.

1.

Rappeler le critere pour qu'une chaine de Markov irréductible soit récurrente.

2. Vérifier que S est une chaine de Markov irréductible.
3. Soit d = 1. Calculer P(Sy, = 0). En utilisant la formule de Stirling (n! ~ v/2xn"t1/2e™"

6.

pour n grand), montrer que P(S,, = 0 infiniment souvent) = 1, i.e. 0 est récurrent pour S. En
déduire que S est récurrente. La chaine S est-elle récurrente positive ?

. Soit d = 2. Calculer P(Ss, = 0). Montrer que 0 est récurrent pour la chaine de Markov S.

(On pourra utiliser que (1 4+ z)"(1 + x)" = (1 + z)?" pour calculer kzo (k:')Q(((Z)— A1

5-) En

déduire que S est récurrente.

. Soit d = 3. Montrer que 0 est transient. On utilisera que pour n > 3 :

2
n! n! n! n!
— ) < — < 3" ,
2 (i!j!k!) <| 2 VT R (z’!j!k!) =2 g+ a)(g+ B

i+j+k=n i+j+k=n

ounq,a,0 ENavecn=3¢g+a+fet0<a<pg<l.

En déduire que la marche aléatoire symétrique simple est transiente? si et seulement si d > 3.

“Plus généralement, il existe un critére du & Chung et Fuchs (cf Feller tome II p.614) sur la fonction génératrice
qui détermine si la marche aléatoire est récurrente ou transiente.



A

Exercice 3 (SALLE D’ATTENTE).
On désire étudier I’évolution du nombre de personnes dans une salle d’attente. On suppose que si
k personnes sont dans la salle d’attente avec k > 1, alors le prochain changement du nombre de
personnes dans la salle d’attente correspond & une arrivée avec probabilité p € (0,1) et & un départ
avec probabilité 1 — p. Si k = 0, le prochain changement correspond a une arrivée.

On note X, le nombre de personnes dans la file d’attente au n-ieme changement.

1. Pourquoi le processus X = (X,,,n > 0) est-il une chaine de Markov ? Donner alors sa matrice
de transition. La chaine est-elle irréductible ?

2. Pour quelles valeurs de p a-t-on une probabilité invariante ? La calculer quand elle existe. (On
pourra montrer que si 7 est une probabilité invariante, alors 7(n) = o™ 7 (1) pour n > 1 et
a=p/1-p).)

3. On suppose que la probabilité invariante, 7, existe. La chalne de Markov est-elle réversible
par rapport a w7 Calculer le nombre moyen de personnes dans la salle d’attente en régime
stationnaire.

Soit (Z,,,n > 0) une suite de variable aléatoire indépendantes de méme loi & valeurs dans {—1,1}
telles que P(Z, = 1) = p = 1—-P(Z, = —1). Soit z € N. On pose Sy = x et pour n > 1,
Sp =2+ p_y Zi. On suppose que Xy = .

4. Vérifier que X a méme loi que Y = (Y,,n > 0) ou Yy =z et, pourn > 1, Y, =Y,_1 +
Znlyy, >0y + 1y, _,—0}- Montrer que si p > 1/2 alors p.s. limy, .o S, = +00. En déduire
que p.s. lim,,_ .o X;, = +00. En déduire que la chaine est transiente.

5. On suppose p = 1/2. Montrer que X a méme loi que (|S,|,n > 0). Montrer que la chaine
est récurrente : p.s. le cardinal de {n > 0; X,, = 0} est infini. En déduire que la chaine est
récurrente nulle.

A

Exercice 4 (TEMPS D’ATTEINTE ET RUINE DU JOUEUR).
Soit X = (X,,n > 0) une chaine de Markov sur un espace fini £ de matrice de transition P.

1. Soit A C E. On note 7 = inf{k > 0; X, € A} le temps d’atteinte de A. On pose u(x) =
E[7|Xo = 2] pour z € E. Montrer que pour x ¢ A, u(z) =1+ cpu(y)P(z,y).

Vous jouez a un jeu de pile ou face : a chaque lancer dont le résultat est pile, votre adversaire
vous donne 1 Euro, et a chaque lancer dont le résultat est face, vous donnez un 1 Euro a votre
adversaire. On suppose que la probabilité d’avoir pile est p € (0,1). Le jeu s’arréte dés qu’un jour
est ruiné. On note xg votre richesse initiale, yy celle de votre adversaire et X,, votre richesse apres
le n-iéme lancer.

2. Montrer que X = (X,,n > 0) est une chaine de Markov. Donner sa matrice de transition.

3. Calculer le temps moyen de la fin du jeu pour p # 1/2 puis pour p = 1/2. (Pour p # 1/2,
on pourra poser, pour 1 < x < z9+yo — 1, a(z) = u(z) —u(z — 1) — (1 — 2p)~! avec
A= {0,1}0 + yo})

4. Soit 7 = inf{k > 0; X} = r}. On note ¢(z) = P(70 < Tzy4y,|Xo = «) la probabilité que vous
soyez ruiné alors que vous possédez x Euro (et votre adversaire xg + yo — x). Ecrire p(z) en
fonction de p(x + 1) et p(x — 1). En déduire ¢(z0).

A



Promenade aléatoire
Séance IV, Vendredi 30 novembre 2007

Exercice 1 (LOI UNIFORME SUR LES PERMUTATIONS).

Soit S,, 'ensemble des permutations sur {1,...,n}, n > 2. On considere le mécanisme de transition
suivant : si 'on dispose d’une permutation o = (o(1),...,0(n)) € S,, on choisit deux éléments au
hasard, par exemple i et j et on les permute pour obtenir la permutation o’ telle que o’(k) = o (k)

sik ¢ {i,j}, o'(i) = o(j) et o'(j) = o(i).

1. La chaine de Markov, dont le mécanisme est décrit ci-dessus, est-elle irréductible 7 Est-elle
apériodique 7 Vérifier que sa matrice de transition, P, est symétrique. En déduire une proba-
bilité invariante pour laquelle P est réversible. Est-ce la seule probabilité invariante 7 Donner
une méthode pour évaluer ) s f(0).

2. On impose de choisir des éléments distincts (i # j) pour chaque transition. Vérifier que
la chalne de Markov est périodique. La méthode de la question précédente, utilisant cette
nouvelle chaine de Markov, permet-elle d’évaluer ) s f(0)?

A

Exercice 2 (“WASTE RECYCLING MONTE CARLO”).
L’algorithme “Waste recycling Monte Carlo” (WR) est une variante de I’algorithme de Metropolis
Hasting qui tient compte de toutes les propositions (et pas seulement des propositions acceptées
comme dans Metropolis-Hastings). Soit

— FE un espace au plus dénombrable,

— 7 une probabilité sur E telle que 7(x) > 0 pour tout = € F,

— @ une matrice de transition irréductible telle que si Q(z,y) = 0 alors Q(y,z) = 0,

— p une fonction définie sur E x E a valeurs dans (0, 1] telle que pour tout z,y € F,

p(z,y)m(r)Q(z,y) = p(y, 2)7(y)Q(y, 7).

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans E. On suppose construit Xo, ..., X,. La proposition
a l'étape n + 1, Xn-i—l est distribuée suivant Q(X,,,-). La proposition est acceptée avec probabilité
p(Xn,f(nH) et alors on pose X,,11 = Xn+1~ Si elle est rejetée, alors on pose X,11 = X,,.

Pour une probabilité v sur E et f une fonction réelle définie sur F, on définit (v, f) =
> zerV(x)f(x), des que le second membre a un sens (i.e. si f > 0 ousi (v, |f]) < oc0).

1. Vérifier que X = (X,,,n > 0) est une chaine de Markov. Donner sa matrice de transition.
Vérifier que P est réversible par rapport a w. Montrer que P est irréductible.

1 n
2. Soit f telle que (m,|f]) < co. Montrer que I,(f) = — E f (X)) converge p.s. vers (m, f).
n
k=1

n—1
On pose fo(x, &) = E[f(X1)|Xo =z, X1 = & et [,V (f) = %ch(leXkH)-
k=0

3. On suppose que (v, |f|) < 0o, ol vy est la loi de Xo. Montrer que IJVE(f) et I,,(f) sont des
estimateurs de (, f) ayant méme biais (i.e. E[IVE(f)] = E[L.(f)]).

4. Montrer que X¢ = (X¢ = (Xpn, Xp41),n > 0) est une chaine de Markov. Donner sa matrice
de transition P¢. Est-elle irréductible ? Montrer que 7€ définie par 7¢(x,Z) = 7(x)Q(x, T) est
une probabilité invariante pour P¢. Est-ce la seule?



5. Calculer (7€, f¢). Montrer que I'VE(f) converge p.s. vers (m, f).

6. Montrer que Vary(f(X)) > Varg(f¢(Xg, Xp11)), ou lindice 7 indique que la loi de Xq est
7. Peut-on en déduire que la variance de I)VE(f) est plus faible que celle de I,, 57

A
Exercice 3 (DERNIER TEMPS DE PASSAGE).
Soit Y une chalne de Markov irréductible transiente a valeurs dans un espace d’état au plus

dénombrable. On note 7, = sup {n > 0;Y;,, = y} le dernier temps de passage en y, avec la convention
inf ) = co.

1. Montrer que }_, -, P(m, = n|Yp = y) = 1. En déduire que

1
L4+ s PV =ylYo=y)

P(Y, #y, Yn>1Yy=y) =

2. Montrer que N = Card {n > 0;Y,, = y} suit, conditionnellement & {Yy = y}, une loi
géométrique dont on précisera le parametre.

Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de
parametre p € (0,1) : P(X,, =1) =p=1—-P(X,, = —1). On suppose p # 1/2. On définit Sy = 0,
et S, =X1+---+ X, pourn > 1.

3. Vérifier que S = (S,,n > 0) est une chaine de Markov a valeurs dans Z. Montrer que S est
irréductible transiente.
4. Evaluer P(S,, = 0). Ecrire la fonction f(z) = (1 —)~'/2 sous forme d’une série entiére (pour
€ (—1,1)). En déduire que P(S,, #0, ¥n>1)=|1—2p|.
A

Exercice 4 (MARCHE ALEATOIRE SYMETRIQUE DANS Z2).

Soit (X,,n > 0) une suite de variables aléatoires & valeurs dans Z? indépendantes de méme loi, de
carré intégrable et telle que X; a méme loi que —X;. On suppose que E[X;] = 0. On pose Sy = 0
et, pourn > 1, S, =1 | Xj.

1. Montrer que S = (S,,n > 0) est une chaine de Markov.
2. Montrer que P(S2, = 0) =Y, 72 P(Sp = )%

3. On pose B, = {x € Z?;|z|? < 2E[|S,|?]}. Calculer E[|S,|?] et en déduire que Card B, < n/C
pour une certaine constante C'.

2
1 1
4. M — P(S,, = < P(S, = z)*.
ontrer que <Card B, IGZB (Sn a:)) < Gard B, x%; (S =x)

5. Montrer que P(Ss, = 0) > C/4n, puis en déduire que S est une chaine de Markov récurrente®
(i.e. p.s. le cardinal de {n > 0;S,, = 0} est infini).

6. Montrer que si S est irréductible, alors elle est récurrente nulle.

A

°D. Frenkel. Waste Recycling Monte Carlo, Lect. Notes in Phys., 703 :127-137, Springer, (2006).
6J.-M. Derrien, A simple proof of a recurrence theorem for random walks in 72, http://hal.archives-ouvertes.
fr/hal-00109869/en/, (2006).



Exercice 5.
On considére une marche aléatoire symétrique Sop = 0 et S, = X1+ --+X,,, ot les via.r. (X,,,n > 1)
sont i.i.d. et

PX; =1] =P[X; = —1] = 1/2.

On considere la famille de variables aléatoires
Yy = sup {k <niSop =0}, n> 1.
On désire évaluer la valeur P[Y,, = k] pour & < n. Dans le jeu de pile ou face, la v.a.r. Y, est le
dernier instant ou les deux joueurs sont a égalité.
1. Calculer P[S,, = b].
2. On admet la formule suivante :

P[S1 #0;...:5,, # 0; Sy, = b :%P[Sm:b].

Calculer P[S] # 0;...; S2, # 0]. On pourra utiliser le fait que

2k 1 1

(n+k)n—k) n—k—-1 n+k—1

3. En déduire que P[S; # 0;...;Sa, # 0] = P[Sy, = 0].

4. En utilisant le résultat précédent montrer que
P[Y,, = k] = P[So, = 0]P[Say,—a1 = 0].

Remarquer que contrairement a 'intuition la loi du dernier zéro avant 2n est symétrique par
rapport a n.

5. Soit 0 < y < = < 1. En utilisant la formule de Stirling (n! ~ n"*1/2e=" /27 pour n grand),
montrer que pour n grand

1 [/* 1
y _

6. En déduire que la suite (Y, /n,n > 1) converge en loi.

7. Montrer que asymptotiquement, avec probabilité 1/2,

Y, /n € [0,2_4\@] U 2+ﬂ,1] .

4




Promenade aléatoire
Séance V, Vendredi 7 décembre 2007

Exercice 1 (MANIPULATION DE L'ESPERANCE CONDITIONNELLE).

1. Soit A et B deux évenements. Calculer E[14|15].

2. Soit X une variable aléatoire réelle symétrique (i.e. X et —X ont méme loi) et intégrable.
Calculer E[X|X?2].

3. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable a densité. Calculer E[X||X|] puis en déduire
E[X|X2].

4. Soit (X,,n > 1) des variables aléatoires réelles intégrables indépendantes et de méme loi. On
pose S, = Y ;4 X, pour n > 1. Montrer que p.s. E[X;]Ss] = E[X3|S3]. En déduire E[X;|S5].
Calculer E [X; | 0(Sk, k > n)] pour n > 1.

A

Exercice 2 (FORMULE DE WALD).

Soit X = (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires réelles, de carré intégrable, indépendantes et
de méme loi. Soit 7 une variable aléatoire a valeurs dans N*, de carré intégrable et indépendante
de X. On note S, =%, _; Xj.

1. Calculer la moyenne conditionnelle E[S, | 7] et E |(S, — E[S, | 7])* | T], la variance condi-

tionnelle.

2. En déduire la valeur de E[S;] et de Var(S;).
A

Exercice 3 (URNE DE PoLyA).

On considére une urne contenant » > 1 boules rouges et b > 1 boules bleues. A I’étape n, on tire
une boule au hasard de I'urne. Si elle est rouge on la remet dans I'urne avec une autre boule rouge,
si elle est bleue, on la remet dans I'urne avec une autre boule bleue. Ainsi a ’étape n,ily ab+r—+n
boules dans I'urne. On définit la suite (X,,n > 1), ou X,, = 1 si la boule tirée a I’étape n est rouge
et X,, = 0 sinon. On note 5, le nombre de boules rouges dans I'urne a ’étape n. En particulier, on
aSy=retS,=r+>. ,X;pourn>1.

1. Montrer, par récurrence, que

(s—1)!  (b+r—1) (b+r+n—s—1)!
P(X, = ey X =) = ’
(X1 =21,..., Tn) -0 =10 " (btrin—1)

olt s =r+ Y =, ;. Les variables aléatoires X1,...,X,, sont-elles indépendantes ?

2. Soit ¢ une permutation de {1,...,n}. Vérifier que le vecteur (Xy(1, .., Xq(n)) @ méme loi
que (Xi,...,X,) (On dit que les variables aléatoires sont échangeables.). En déduire que les
variables (X,,,n > 1) ont méme loi, que 'on déterminera.

3. Déduire de la loi de (Xq,...,X,) laloi de S, :

b+r+n—s—1

n )
Cb+7’+n—1

S—7 N+r—s
e

P(S, = s) seN,s >r.



On note (Fy,,n > 0) la filtration naturelle du processus S = (S,,,n > 0) (i.e. F, = 0 (Sg, k < n)).

4.

5.

6.

Montrer que S est une chaine de Markov (non homogene) dont la matrice de transition, que
I'on calculera, dépend de n : P(S,+1 = s|Fn) = Pry1(Sn, s).

n

Montrer que la suite M = (M,,,n > 0) définie par M,, = est une martingale bornée

b+r+n
par rapport a la filtration (F,,n > 0).
Soit 6 € (0,1). Montrer que la suite (N?,n > 0), on
NG — (b tr+n-— 1)! 95’n—1(1 o H)b—l—r-l—n—Sn—l

(S -Dib+r+n—S, 1)

est une martingale par rapport a la filtration (F,,n > 0).
A

Exercice 4 (URNE DE POLYA ET CONVERGENCE).
On reprend les notations de I’exercice précédent. On cherche a identifier la loi limite de la martingale
M. Soit Z une variable aléatoire de loi B(a,a’), avec a > 0,a’ > 0 dont la densité est f(z) =

I'(a+d)
I'(a)l(a’)

227 H1 - z)a/*ll]o,l[(z). Soit (U,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes

suivant une loi uniforme sur [0, 1]. On suppose que cette suite est indépendante de Z. On définit,
pour n > 1, Y, = 1y, <z}

1.
2.

Z(1-2)

—

En déduire que lim, 1 E [(Z — Yn)Z] = 0. Quelle est la loi limite de Y,, lorsque n tends
vers l'infini 7

On note ¥, = 1 37" |y, Montrer que E [(Z — Y,)*|Z] =

Calculer P(Y; = z1,...,Y, = x,) en fonction de v = Y ; ;. Montrer que 'on peut choisir
a et a’ de fagon & ce que la loi de la suite (Y,,,n > 0) ait méme loi que (X,,n > 0). (On
rappelle que si a € N* alors I'(a) = (a — 1))

. Vérifier que la suite M converge p.s. vers une limite M,,. Donner la loi de M.

A

Exercice 5 (URNE DE POLYA ET RETOURNEMENT DU TEMPS).
On reprend les notations de ’exercice précédent. Pour s > r + 1, On note T, le premier instant
d’apparition de la s-ieme boule rouge : Ts = inf{n > 0;.5,, = s}.

1.

Ecrire I'événement {T; = n} en fonction de Xi,...,X,. En déduire que P(T, = n) =
s—r
P(S, = s).

2. Ecrire ’événement {Ts = n} en fonction de S,,_; et S,. En déduire P(S,,—1 = s — 1|S,, = s).

Montrer que la suite (V,,,n € {0,...,m}) définie par V;, = Sp,_,, est une chaine de Markov
(non homogene).
En déduire que ((S, —7)/n,n € {0,...,m}) est une martingale par rapport & une filtration
que 'on précisera.

A



Promenade aléatoire
Séance VI, Vendredi 14 décembre 2007

Exercice 1 (UNIFORME INTEGRABILITE).
Soit un espace probabilisé (2, F,P). Soit (X;,i € I) une famille, pas forcément dénombrable, de
variables aléatoires réelles. On dit que la famille (X;,7 € I) est uniformémént intégrable si on a

lim supE [|XZ\ 1\X¢\27’] = 0.

T—00 el

1. Montrer que (X;,i € I) est uniformément intégrable si et seulement si sup;c; E[|X;|] < oo et
pour tout £ > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout évenement B tel que P(B) < 4, alors on a
E[|X;|15] < € pour tout i € I.

Soit X une variable aléatoire réelle intégrable.

2. Vérifier que X est uniformément intégrable. Soit G une sous-tribu de F. Montrer que 'on a
E [1\E[X|g]|2T] < E[|X|]/r. Montrer que

E[[E[X | Gl 1gixig)>r] < E [IX| 1gix|6)>r] -

En déduire que la famille de variables aléatoires E[X | G|, ou G parcourt '’ensemble des
sous-tribus de F est uniformément intégrable.

3. Soit (Fp,n > 1) une filtration et Fo, la plus petite tribu qui contient F,, pour tout n > 1.
Montrer que (X,, = E[X|F,],n > 1) est une martingale qui converge p.s. et dans L' vers
E[X|Fo).

AN

Exercice 2 (INEGALITE DE JENSEN).

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans R¢ définie sur un espace de probabilité (Q, F,P). On
suppose que X est bornée. Soit G une sous tribu de F. Soit ¢ une fonction convexe de R¢ dans R :
¢ est enveloppe supérieure d’une famille dénombrable de fonctions affines (i.e. il existe une famille
dénombrable (A,,n > 1) de fonctions affines telle que pour tout = € R?, p(x) = sup,>; A(z)).

1. Montrer que p.s. o(E[X | G]) < E[p(X) | G].

2. Soit Y une variable aléatoire réelle de carré intégrable. On pose Y = E[X|G]. Vérifier que Y
est de carré intégrable. Montrer que Var(Y') < Var(X).

A

Exercice 3 (MARTINGALE ET MESURE DE LEBESGUE).
On consideére €2 = [0, 1) muni de la tribu borélienne, F, (la plus petite tribu sur [0, 1) qui contienne
tous les ouverts) et de la mesure de Lebesgue, P, comme probabilité sur (€2, F).

On note F, la tribu engendrée par la fonction x +— [2"z|, ou |y| désigne la partie entiere de
y €R.

1. Donner tous les événements de F,.

2. Soit g une fonction mesurable intégrable définie sur [0, 1). Calculer g,, = E[g|F,]. Déterminer
la plus petite tribu qui contienne F,, pour tout n > 0. Déduire de I’exercice 1, question 3, que
(gn,n > 0) converge p.s. et dans L' (PP) vers une limite que 1’on précisera.



3. On considere g, = 2"1j9-ny. Montrer que (g,,n > 0) est une (F,)-martingale intégrable.
Etudier la convergence de cette martingale. Est-elle uniformément intégrable ?
4. Soit f une fonction lipschitzienne définie sur [0,1] : il existe ¢ > 0 telle que |f(x) — f(y)| <
¢|lx — y| pour tout z,y € [0,1). On pose h,(z) = 2" (f(Q*” +27"|2%x))— f(27" L2”:L‘J)) pour
x € [0,1). Montrer que (h,,n > 0) est une (F,,)-martingale bornée. Montrer qu'’il existe une
fonction h intégrable telle que f(z) = f(0) + [, h(y) dy pour z € [0,1).
A

Exercice 4 (CONVERGENCE EN PROBABILITE DE MARTINGALE MAIS PAS P.S.).
Soit (Z,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que P(Z, = 1) = P(Z, =
—1)=1/(2n) et P(Z, =0) =1 —n"t. On pose X; = Z; et pour n > 2

|z, si X1 =0,
"\ nXu_1|Zn|  si Xno1 #0.

1. Vérifier que | X,| < n!, puis montrer que X = (X,,,n > 1) est une martingale.
2. Montrer directement que X converge en probabilité vers 0.

3. En utilisant le lemme de Borel-Cantelli, vérifier que P(Z,, # 0 infiniment souvent) = 1. En
déduire que P( lim X,, existe) = 0. En particulier la martingale ne converge pas p.s. vers 0.
n—oo

A

Exercice 5 (CONVERGENCE L' ET UNIFORME INTEGRABILITE).
Soit (X,,,n > 0) une suite de variables aléatoires intégrables qui converge p.s. vers X intégrable.
On note ™ = max(0, z).

1. On suppose que lim E[X,] = E[X]. Montrer que lim E[(X — X,,)¥] = 0. En déduire que

n—~o0

(Xp,n > 0) converge vers X dans L!.

2. Montrer que (X,,,n > 0) converge vers X dans L' si et seulement si (X,,n > 0) est uni-
formément intégrable. On pourra utiliser 1’exercice 1.

A

Exercice 6 (MODELE DE WRIGHT-FISHER).
On considére une population asexuée de taille constante N. On suppose que la reproduction est
aléatoire : tout se passe comme si chaque individu choisissait de maniere indépendante son parent
dans la génération précédente. Le modele de Wright-Fisher concerne 1’étude de 1’évolution de la
répartition de deux alleles, A et a, au sein d’'une population. Pour £ > 0, on note X,, le nombre
d’alleles A présents a la génération n dans la population. On suppose que Xg =i € {0,..., N} fixé.
1. Montrer que X = (X,,,n > 0) est une martingale (préciser la filtration).
2. Montrer que X converge vers une limite X, et préciser le type de convergence.
3. Montrer que M = (M, = (F5)"Xn(N — X,,),n > 0) est une martingale et calculer
E[XOO(N - Xoo)]
4. Montrer que I'un des alleles disparait p.s. en temps fini. Calculer la probabilité pour que
I’allele A disparaisse.
5. (FAcULTATIF) Déterminer My = limy, o0 M,. A-t-on E[My] = E[Mj]? La martingale M
est-elle uniformément intégrable ?

A



Promenade aléatoire
Séance VII, Vendredi 21 décembre 2007

Exercice 1 (TEMPS D’ARRET).
Soit T et S deux temps d’arrét associés a une filtration (F,,n > 0).

1. Montrer que min(7, S) est une temps d’arrét et qu’il est Fr mesurable.

2. Montrer que max(7,.S) est un temps d’arrét. Est-il Fr mesurable ?
A

Exercice 2 (PROPRIETE DE MARKOV FORT).
Soit X = (X,,,n > 0) une chaine de Markov définie sur un espace discret E et de matrice de
transition P. Soit 7 un temps d’arrét fini p.s. par rapport a la filtration naturelle du processus X,
(Fn,n >0).
1. Calculer la loi de X4 sachant F-.
2. Montrer que la loi de Y = (Y,, = X, 4,,n > 0) sachant F; est la loi de X issu de X distribué
suivant X..

A

Exercice 3 (LOI DU TEMPS DE SORTIE DE LA MARCHE ALEATOIRE SIMPLE).
Soit X = (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi : P(X,, = 1) =
p=1—P(X,, =—1), ot p € (0,1). On consideére la marche aléatoire simple S = (S,,n > 0) définie
par So = x € Z, et pour n > 1, S, = x + > ;_; Xi. On note (F,, = o(So, -+ ,5),n > 1) la
filtration naturelle de S. On utilisera la notation P, pour souligner que Sy = z.

Pour a < b € Z, on note 7,3 (resp. 73) le temps de sortie de (a,b) (resp. de (—o0,b)) pour la
marche aléatoire

Tab = inf{n >0;5,>bou S, < (1} et 7= inf{n > 0;8, > b}7

avec la convention inf ) = +o0o. Le but de cet exercice est de déterminer les lois de 7, et de 7.

1. Montrer que 7, est un temps d’arrét. Donner sa valeur si z ¢ (a,b).
2. Vérifier que (7_,,,n > 0) converge p.s. en croissant vers 7,. En déduire que 7, est un temps
d’arrét.
On suppose dorénavant que z € (a,b). On étudie dans une premiere partie le cas p = 1/2.

3. Montrer en utilisant le théoréme de la limite centrale que p.s. 7, est fini. Montrer qu’il n’est
pasbomésia<zr <b—1lousia+1<z<b.

4. Montrer que (Sy,,n > 0) est une (F,)-martingale. En déduire que E,[S7, ,] = =, puis calculer
P, (S, = a).

5. Trouver une suite déterministe (b,,n > 0) telle que ((S, — 2)? — by, n > 0) soit une (F,)-
martingale. En déduire E,[r,3].

6. Utiliser les martingales exponentielles pour calculer
eat Ex |:87T“’b 1{Sfa,b=a}] 4 ebt EI |:5*7'a,b 1{STa,b:b}i| s

ot s = (e! +e7%)/2 et t € R. Exprimer e’ en fonction de s. En déduire E, |:8_T“’b1{57_ b:a}],

puis la fonction génératrice de 7.



7. Montrer que P,(7, < +00) = lim P,(S, , =b) =1
n—oo ?
8. Calculer E,[r]. Calculer la fonction génératrice de 7. Peut-on appliquer le théoréme d’arrét
a la martingale S a I'instant 7, 7 En déduire que E[sup,,<, [Sn|] = +oo0.
On étudie dans une seconde partie le cas p # 1/2. On pose ¢ = 1 — p.

9. Montrer en utilisant la loi forte des grands nombres que 7, est fini p.s. Montrer qu’il n’est
pasbormésia<z <b—lousia+1<z<b.

10. Montrer que ((g/p)°",n > 0) est une (F,)-martingale. En déduire Ex[(q/p)ST +] = (q/p)*,
puis P, (S, , = a). Que se passe-t-il quand p — 1/2 (on cherchera une convergence en loi) ?

11. Trouver une suite déterministe (c,,n > 0) telle que (S, —cp,n > 0) soit une (F,)-martingale.
En déduire E;[7,].

12. Utiliser les martingales exponentielles pour calculer

eat E, |:3_Ta’b]-{5'7-a b:a}] 4 ebt E, [S_Ta’b]-{S’Ta,b — b}] ,

ot s = pe! +ge~t. Exprimer ¢! en fonction de s. En déduire E, [S_Ta’bl {S-,, :a}} . En deduire
la fonction génératrice de 7, 5. Que se passe-t-il quand p — 1/27

13. Montrer que 7, n’est pas toujours fini p.s. Calculer P, (7, < +00).

14. Calculer la fonction génératrice de 7,. Que se passe-t-il quand p — 1/27

A

Exercice 4 (TEMPS D’ATTENTE AVANT L’APPARITION D’UNE SEQUENCE).

Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de parameétre
p € (0,1) : P(X, =1) = 1—-PX, = 0) = p. On désire calculer le temps moyen avant la
premiere apparition d’une séquence de longueur trois donnée. Pour cela, on pose : 75, = inf{n >
3; (Xp—2, Xn—1,Xpn) = (4,7,k)} pour i,j,k € {0,1}

1. Montrer que 7;;, est un temps d’arrét (par rapport a une filtration que 'on précisera) p.s.
fini.
X
2. On pose Sgp =0 et S, = (S,,_1 +1)—= pour tout n > 1. Montrer que (S, —n,n > 0) est une
martingale. En déduire E[ry11].

3. Calculer ]P(Tlll > 7—110)-

XX, X 1-X, X,.X, X,.01-X X
12 2 + _2 ot Tn — T, 4 n n ; n n 1( n) + “n pour
P P 1—p P p(1—p) P

4. Considérer Th =

tout n > 3, afin de calculer E[r10].

X 1-X X,
5. Considérer U; = =2 et U, = Up_4 1 " + == pour tout n > 2, afin de calculer E[rqq).
b - P b
Xi(1-X X X, X,—1(1 - X X,-1X X,
6. Considérer V5 = M + 22 ot V, =V, 24+ 1 n) _n ; non pour
p(1—p) p P p(1—p) p p

tout n > 3, afin de calculer E[r¢].
A



Promenade aléatoire
Séance VIII, Vendredi 11 janvier 2008

Exercice 1 (PECHE).

Vous débutez une journée de péche dans un bassin. On suppose que la vente d’un poisson rapporte
g = 1 et que chaque unité de temps passée a pécher cotute ¢ > 0. Le but de cet exercice est de
déterminer le nombre optimal de poisson a pécher qui assure le plus grand gain moyen.

On suppose que le bassin comporte n > 1 poissons numérotés de 1 a n ot n est connu. On
modélise le temps ou le poisson k € {1,...,n} est péché par une variable aléatoire Tj. On suppose
que les variables aléatoires 17, ...,T}, sont indépendantes et de méme loi qu'une variable aléatoire
T positive dont la fonction de répartition est continue (i.e. P(T" = t) = 0 pour tout ¢t € Ry).
Pour k € {1,...,n}, on note X}, le temps de péche du k-ieme poisson (ainsi X; = minj<;<p, T; et
X, = maxi<i<n T;).

1. Montrer que ’on ne peut pécher qu’un seul poisson a la fois.

2. Ecrire la valeur du gain, Y%, lorsque I'on péche le k-ieme poisson. On pose Yy = 0. Ecrire les
équations d’optimalité (i.e. 'enveloppe de Snell, Z = (Z;,0 < k < n), du processus de gain
Y = (Y%, 0 <k <n)).

On suppose que 7T suit une loi exponentielle de parametre A > 0 (ceci est équivalent a supposer
que la probabilité de pécher le poisson k entre les instants ¢ et ¢ 4+ dt sachant qu’il n’a pas encore
6té péché ne dépend pas de t). La densité de la loi de T est Ae™*® 150y

3. On suppose n > 2. On pose U = j si Tj = minj<i<, I} de sorte que Ty = X;. Montrer
que les variables aléatoires U, X1, (T — X1,1 < k < n,k # U) sont indépendantes, et que
U est uniforme sur {1,...,n}, X1 est de loi exponentielle de parametre n\, et les variables
(T, — X1,1 < k < n,k # U) sont n — 1 variables indépendantes de loi exponentielle de
parametre \.

4. On pose Xy = 0. Déduire de la question précédente que les variables (X — Xp_1,1 <k <n)
sont indépendantes et que Xj — X1 suit la loi exponentielle de parametre A\(n + 1 — k).

5. Montrer que Zj = ay — c¢Xj pour 0 < k < n pour une certaine suite (ag,0 < k < n).
6. Montrer que le temps optimal minimal, 7%, d’arrét de la péche est déterministe. Vérifier que
c
si ¢ > nA, alors il est optimal de ne rien faire. Vérifier que 7* = max(0, [n — XD’ oulz| €Z

est tel que [z] — 1 < z < [z]. Donner le gain optimal.
A

Exercice 2 (EXEMPLES OU IL N’EXISTE PAS DE TEMPS D’ARRET OPTIMAL).
On note Y, le gain a linstant n > 1. On cherche un temps d’arrét optimal, 7* : E[Y;«] =
sup,e7 E[Y7], ot 7 est I'ensemble des temps d’arrét strictement positifs.

1. On pose ¥;, =1 —n~! et Yo, = 0. Existe-t-il un temps d’arrét optimal ?

2. On considere un jeu de pile ou face : les variables aléatoires (X,,,n > 1) sont indépendantes
de méme loi de Bernoulli de parametre 1/2. On considere les gains Y, = (2" — 1) []}_; Xj :
si on s’arréte a U'instant n, on gagne (2" — 1) si on a observé que des succés et rien sinon.
On pose Yo, = 0.

(a) Montrer que p.s. limsupY,, = 0. Calculer E[supY,].

n— o0 n>1



(b) Montrer que E[Y,4+1|F,] > Y, pour tout n > 1, ou F,, est la tribu engendrée par
X1,...,X,. En raisonnant par I’absurde, montrer qu’il n’existe pas de temps d’arrét
optimal.

A

Exercice 3 (RECHERCHE OPTIMALE D’UNE PLACE DE PARKING).

Vous désirez garer votre voiture le plus pres possible de I’entrée du théatre ot vous vous rendez. Vous
vous engagez dans la rue du théatre (a sens unique), qui comporte n > 1 places de parking avant
Pentrée du théatre (la n-itme place de parking étant devant l'entrée du théatre) et qu'il y a une
infinité de places de parking aprés I'entrée du théatre. On note X = 0 si la k-ieme place de parking
est libre et X = 1 sinon. On suppose que les variables aléatoires (X, k > 1) sont indépendantes
de méme loi et que la probabilité pour qu'une place donnée soit vide, p = P(X; = 0) € (0,1), est
connue.

L’objectif est de trouver une stratégie optimale qui réduise le nombre de place de parking entre
I'entrée du théatre et I'endroit ot vous garez la voiture. On note Y; = [n — k[ + colyx, —1) le coiit
si vous vous garez sur la k-ieme place de parking. Soit 7; I’ensemble des temps d’arrét (associés a
la filtration naturelle engendrée par (X;,i > 1)) minorés par k. On désire donc trouver 7* € 7y tel
que E[Y;+] = min E[Y;]. On considére pour k > 1 Zj = ess inf E[Y;|Fy].

T€Ty TETY

X
1. Quelle stratégie adopter si k > n. En déduire Z,, = —=.
p

2. Montrer que pour 1 <k <n, Z; = o, X + min(n — k, o) (1 — Xj), ou

1
ap=— et,pour l<k<n-—1, ar=1—plag;+pmin(n —k—1,ags1).
p

1—
3. Vérifier que pour p > 1/2, Z;, = -—p < 1 pour 1 <k < n. En déduire la stratégie optimale.
p

4. Montrer que si agy1 <n —k — 1 alors o, < n — k. En déduire qu’il est optimal de choisir la
premiére place libre & partir de k* = inf{k > 1;n — k < ay} : le temps d’arrét optimal est
™ = inf{k > k*; X}, = 0}.
On note n*(p) = n — k* le nombre de places avant le théatre a partir du quel il est optimal de se
garer. La question 3 assure que n*(p) =0sip > 1/2.

5. On suppose p < 1/2. On pose
1
ap=— et,pourl<k<n-1, ar=(1-plags1 +pn—k—1).
p

21 —p)" -1

pour 1 < k < n. Vérifier que oy = aj pour

log(2) J
[log(1 —p)[J’

Montrer que ap = n — k +

k > k*—1, puis que n*(p) = inf{j > 0;j > an—;} —1. En déduire que n*(p) = {
ou |x] € 7Z est tel que |z] <z < |z]+ 1.
6. Montrer que pour p € (1 — 2757 1 —2=V+D] ot r € N, on a n*(p) = r.
A
Exercice 4 (VENTE DE MAISONS).

Un vendeur désire vendre une maison au plus offrant. L’attente d’une offre supplémentaire en-
gendre un cout ¢ > 0. Les offres (X,,,n > 1) sont modélisées par des variables aléatoires positives



indépendantes de méme loi et de carré intégrable. On suppose qu’'une offre rejetée est perdue. Le
gain de la vente lors de la n-ieme offre est donc Y, = X,, — nc.
On suppose ¢ < E[X;]. On pose Yy = 0. On note z* = max(0, z) la partie positive de z € R.

1. Montrer que ), -, P(Y;, > —nc/2) < co. En déduire que p.s. lim Y, = —oc.
- n—oo

2. Vérifier que E[sup,,>; Y] < 37, 51 E[(X1 — nc)™]. En déduire que sup,,; Y, est intégrable.
(En fait il y équivalence entre sup,,»; Y, intégrable et X de carré intégrable).

On note 7 'ensemble des temps d’arrét (associés a la filtration naturelle engendrée par (X,,,n > 1))

minorés par k. Pour n > 1, on pose Z,, = ess sup E[Y,|F,], et Zy = sup E[Y;] le gain moyen optimal
T€Tn TeTh
de la vente.

3. Vérifier que Zy = E[Z1]. Montrer que p.s. Z; = max(X1, Zy) — ¢, puis E[(X; — Zo)T] =¢.
4. Montrer qu’il existe une unique solution de I’équation E[(X; — 2)*] = ¢, que 1'on note Zj.

5. Montrer que 7" = inf{n > 1;X,, > Zy} est un temps d’arrét optimal pour le probleme en
horizon infini : E[Y;«] = sup 7, E[Y;].
6. On suppose que les offres rejetées ne sont pas perdues : le gain de la vente lors de la n-iéme
offre est Y,, = 113}2{ Xy — nc. Vérifier que sup,,~; Y, = sup,,>; Yn. Montrer que la stratégie
- > >

associée au temps d’arrét 7* est encore optimale, et que le gain moyen optimal de la vente
est encore V.

On note 7}, le sous ensemble de 7}, formé des temps d’arrét intégrables.

On suppose que lorsque la maison est vendue, suivant une stratégie associée a un temps d’arrét
7 € 711, on construit une autre maison du méme type, avec un coiit a > 0, sur une durée b > 0, que
I'on vend en utilisant la méme stratégie. On note Y le gain de la vente de la maison i, 7° la durée
de la vente et 7° 4 b la durée d’un cycle construction-vente. On suppose que les variables (Y, 7%),
pour ¢ > 1, sont indépendantes et de méme loi que (Y; — a, 7).

7. Sur le long terme, quel est le gain moyen de la vente d’une maison par unité de temps :
Y, —a ElY;] —a
E u———>7
T+0b E[r]+b

8. Montrer que sil existe v € R tel que sup, 7 E[Y; —a—~(7+b)] = 0, alors sup % =
B rer; E[T]+0
Vérifier que si 7 € 7 est tel que E[Y; —a — (T +b)] = 0, alors le temps d’arrét 7 définie une
stratégie qui maximise le gain moyen de la vente d’une maison par unité de temps.

9. Pour 7 € R fixé, déduire de la question 5. la valeurs de Zo(7) = sup, ¢z, E[Y; —a — (7 +b)].
On suppose E[(X] — a + bc)™] > 0. Montrer qu’il existe une valeur unique v* > —c telle que
Zo(v") = 0.

10. Montrer que la stratégie optimale est définie par le temps d’arrét intégrable 7% = inf{n >
1; X, > a+~*b}.

11. Si b = 0, déterminer 7* et 4* le gain moyen optimal de la vente d’une maison par unité de
temps.

12. On suppose que la loi de X; est la loi exponentielle de parametre A > 0 (et de densité

E[Y,] -
Ae 1(z>0y)- Calculer v*. Calculer E[Y;] et ﬁ

pour 7 =T7%et T =T".
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Exercice 1 (CONVERGENCE P.S. POUR SOMME DE VARIABLES INDEPENDANTES).
Soit (X, n > 1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. On pose S, = Y ;. X}
pour n > 1. Le but de cet exercice est de démontrer que si (S,,,n > 1) converge en loi alors la suite
converge presque stirement.
' oitSn
Pour t € R, on pose ¢y, (t) = E[e™*"] et M, (t) = ————— pour n > 1 si [[}_; ¥x(t) # 0.
[Ti=1 ¢k(t)
1. Soit ¢t € R tel que [[;_; ¥x(t) # 0. Montrer que (Mj(t),1 < k < n) est une martingale.

On suppose que (S,,n > 1) converge en loi vers S.
2. Montrer qu’il existe £ > 0 tel que pour tout ¢t € [—¢,¢], p.s. la suite (eitS”,n > 1) converge.

3. On rappelle que sl existe € > 0 tel que pour presque tout ¢t € [—¢,&] la suite (€7, n > 1)
converge, alors la suite (s,,n > 1) converge. Montrer que (S,,n > 1) converge p.s. vers une
variable aléatoire de méme loi que S.

A

Exercice 2 (TOUTE SUITE DE VARIABLES N’EST PAS UNE CHAINE DE MARKOV).
Soit (Xop41,n > 0) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur {—1,1} :
]P(Xl = 1) = ]P)(Xl = —1) = 1/2 On définit pour tout n > 1, Xgn = X2n71X2n+1.

1. Vérifier que les variables aléatoires Xo,,n > 1 sont indépendantes et de méme loi que Xj.
Montrer également que X, et X,, 1 sont indépendantes.

2. En déduire que les variables aléatoires (X,,,n > 1) sont indépendantes deux & deux.

3. Calculer P(X,,4n = j | Xin =) pour tout n > 1, 4,5 = £1. En déduire que les équations de
Chapman-Kolmogorov sont satisfaites.

4. Calculer P(X5,41 = 1| X9, = =1, X9,-1 = 1). En déduire que X n’est pas une chaine de
Markov.

5. Montrer que (Z,, = (Xn, Xn+1),m > 1) est une chaine de Markov non homogene a valeurs
dans {—1,1}2. On déterminera la matrice de transition en distinguant suivant que n est pair
ou impair.

A

Exercice 3 (DETERMINANT D’UNE MATRICE A COEFFICIENTS GAUSSIENS).
Soit (X1, X9, X3,X4) des variables aléatoires indépendantes de loi gaussienne centrée réduite,

N(0,1). On considere la matrice aléatoire A = <§1 §2) et on note Y = det A. Calculer
3 X4

E [eiuy |X1,X2], puis en déduire la fonction caractéristique de Y. Vérifier que Y est distribuée

suivant la loi exponentielle symétrique (de densité 271 e~1el),
A

Exercice 4 (EXEMPLE DE CHAINE DE MARKOV).
Soit (pn,n > 0) une suite a valeurs dans (0, 1]. On considére une chaine de Markov, S = (S,,n > 0),



a valeurs dans N dont les transitions sont : pour tout n > 0,

Dn, sik=n+1,
P(51:k|50:n): 1—pn Sik‘:O,
0 sik¢&{0,n+1}.

1. Donner une condition nécessaire est suffisante sur (p,,n > 0) pour que S soit irréductible.

2. On suppose S irréductible. Montrer que P(il existe n > 1,5, = 0|Sy = 0) = 1 si et seulement
si Y o2 (1 —pp) = 4o0. Donner une condition nécessaire est suffisante sur (p,,n > 0) pour
que S soit récurrente.

3. On suppose S irréductible. Donner une condition nécessaire est suffisante sur (p,,n > 0) pour
que S soit récurrente positive.

4. On suppose S irréductible récurrente positive. On note 7, = inf{n > 1;S,, = r} pour r € N.
Montrer que pour r > 1,

E[T:|So = r] = E[Ty|So = r] + E[T3|So = 0],

—2 1k
1+ > ol lisopi
1
H::(] Di

5. On pose Vg = Sy et, pour n > 1, V, =

puis que E[T,|Sy = 0] = , avec la convention > 52 [[F pi =0sir=1.

15,20} (

n—1

une martingale. Retrouver la valeur de E[T}|Sy = 0] pour r > 1.

1+ V,—1). Montrer que (V,, —n,n > 0) est

A

Exercice 5 (CONVERGENCE P.S. DE MARTINGALE MAIS PAS L1).

On considere un jeu de pile ou face équilibré ou a chaque tour on joue toute sa fortune pour soit
tout perdre soit doubler sa fortune. On note X,, votre fortune a 'instant n > 1. On suppose que
Xo = 1. Montrer que X = (X,,,n > 1) est une martingale positive. Donner sa limite p.s. Peut-on
avoir une convergence dans L' ?

A

Exercice 6 (LOI DU MAXIMUM D’UNE MARCHE ALEATOIRE).
Soit (X,,,n > 1), une suite de variables aléatoires & valeurs dans Z, indépendantes, de méme loi
qu’une variable aléatoire X. On suppose que P(X > 2) =0, p = P(X = 1) > 0 et X intégrable
avec m = E[X] < 0. On considere la marche aléatoire S = (S,,n > 0) définie par Sy = 0 et pour
n>1,5,=>% "X, On désire étudier le maximun global de S : M = sup,,~q Sn.

1. Montrer que P(M < 4o00) = 1.

2. On pose ¢(\) = E [e)‘Xi] pour A > 0. Montrer que ¢ est convexe et qu’il existe un unique
Ao > 0 tel que p(Ng) = 1. Vérifier que ¢’'(N\g) > 0.
On pose pp = ¥ P(X,, = k) pour k € Z. D’apreés la question précédente on a > kez Pk = 1. Soit
(Y,,n > 1) une suite de variables aléatoires a valeurs dans Z, indépendantes, de méme loi et telles
que pour k € Z, P(Y,, = k) = pg. On considére la marche aléatoire V' = (V,,,n > 0) définie par
Vo=0etpourn>1V,=>"Y.

3. Montrer que pour toute fonction f bornée ou positive (mesurable), on a

E|f(vi,... ,Yn)e’)“)v"] —E[f(X1,...,Xn)].



4. Vérifier que Y] est intégrable et que E[Y;] > 0.

On introduit les premiers temps d’atteinte du niveau k£ > 0 pour les marches S et V :
T =inf{n >0;S, >k} et pp=inf{n>0;V, >k},

avec la convention inf () = oo.
5. Vérifier que py, et 7, sont des temps d’arrét par rapport a des filtrations que 1'on précisera.
6. Quel est le comportement asymptotique de la suite V' quand n tend vers I'infini 7 En déduire
P(pr < 00) et V.

7. Montrer que (7" n > 1) est une martingale. Calculer E |1,, <, e AoV | For |-

8. Déduire des questions précédentes que P(1, < n) = e **P(p;, < n). Puis calculer P(1;, < 00).

9. Montrer que M 4+ 1 est une variable aléatoire géométrique : P(M + 1 = k) = a1 — o)k !
pour k € N*. On explicitera a.

On considere la marche aléatoire simple avec dérive négative : P(X = —1) = 1—p avec 1/2 > p > 0.

Ao — 1L Montrer, en utilisant la propriété de Markov, que P(S,, < 0;Vn >

10. Vérifier que e~

1) = (1 —p)P(M = 0). En déduire la probabilité pour que la marche aléatoire (S,,n > 0) ne
revienne jamais en 0 : P(S,, < 0;Vn > 1).

A

Exercice 7 (ARRET OPTIMAL POUR UNE MARCHE ALEATOIRE).
Soit (X,,n > 1), une suite de variables aléatoires a valeurs dans Z, indépendantes, de méme loi
qu’une variable aléatoire X. On suppose que P(X > 2) =0, p = P(X = 1) > 0. On considere la
marche aléatoire S = (S,,n > 0) définie par Sy € Z, variable aléatoire indépendante de (X,,,n > 1),
et pour n > 1, S, = Sp+ > ; X;. On consideére le gain a l'instant n > 0 défini par Y,, = "5, ou
B € (0, 1] peut s’interpréter comme un taux d’actualisation. On pose Y5, = 0. On désire calculer la
valeur optimale moyenne des gains en fonction de Sy et déterminer le temps d’arrét optimal associé.
On suppose § < 1.
1. Vérifier que Y, < (n + Sg)3", ott y© = max(0,y) désigne la partie positive de y. En déduire
que p.s. limsup Y, <0 et E[sup,,~¢(Yn)"|So = x] < oo pour tout x € Z.

n—oo
On note (F,,n > 0) la filtration naturelle associée au processus (X,,n > 0), 7, I'ensemble des
temps d’arrét 7 tel que p.s. 7 > n. On pose Zo(x) = sup,c, E[Y7|So = ] et pour n > 1, Z,, =
ess sup, ¢, E[Y;| 7).

2. Montrer que Z,, = ["Zy(Sy,) et que Zy(x) est une fonction croissante de x. Montrer que
E[Zy(2' + X)] < E[Zy(x+ X)]+ 2’ — 2 pour tout 2’ > z. En déduire, en utilisant les équations
d’optimalité, que si a instant n, S,, = x et qu’il est optimal de s’arréter alors si S,, = z’ avec
x’ > z il est également optimal de s’arréter. Montrer qu’il existe un temps d’arrét optimal de
la forme 7, = inf{n > 0;5,, > r}, our € Z.

3. Montrer que

T sixz>r
E[Yr,|So = ] = o
T’y_('r_’”) six <r,

ou v = 1/E[™|Sy = 0]. En déduire le temps d’arrét optimal en fonction de +, et la valeur

optimale moyenne des gains en fonction de Sy.



4. On note p(\) = E[e*] pour A < 0. Montrer que log(y) est 'unique racine positive de
ply) =1/8.
On suppose 8 = 1, E[X] € [-00,0), et on considere le gain Y,, = (S,)". On rappelle que M =
SUP;,>0 Sn — So est fini p.s., et que M + 1 suit une loi géométrique (son parametre est 1 — e 0, ol
Ao est 'unique racine strictement positive de ¢(y) = 1).

5. Montrer qu’il existe des temps d’arrét optimaux, dont un de la forme 7, avec r € N.

6. Montrer que
T six >,

E[Y,|So = 2] =
Y|S0 = {E[STT1{7T<OO}|S(]:J:] six <.

Si x < r, montrer que E[(M + x — S7,)1(;, <o0}|So = 2] = E[M]P(7, < 00[Sp = z), puis que
E[S;, 1ir, coo}lSo = 2] = E [(M + 2 — E[M]) {01400} ] -

En déduire que 7g[psest un temps d’arrét optimal, ou pour y € R, [y] € Z est tel que
[y] — 1 <y < [y]. Vérifier que le gain moyen optimal est Vy(z) = E[(M + z — E[M])™].

A

Exercice 8 (RECURRENCE DES PROCESSUS DE NAISSANCE ET DE MORT).
Soit X = (X,,n > 0) un processus de naissance et de mort, ¢’est-a-dire une chaine de Markov sur
N dont les transitions sont données pour & > 0 par P(X; = k + 1| Xo = k) = uk, P(X1 = k| Xo =
Ey=r,P(Xi=k—-1Xo=k)=d (sik>1),P(X; =/Xo=k)=0si|0—k|l>1, ot ug >0,
rr >0, et up +rp + dp = 1 pour tout k > 0, avec dg = 0 et d > 0 pour tout k£ > 1.

On considere la fonction h définie par h(0) = 0 et pour > 1, h(z) = Zi;é v définie sur N,

k
Hi:l dj

oy =1lety, ==F—sik>1
j=1Uj
On note les temps d’entrée 7, = inf{n > 0; X,, = r} pour r € N.
1. Montrer que E[h(X7)|Xo = 2] = h(x) si z > 1. En déduire que, si Xy > 1, alors le processus
(P(Xmmin(n,r))>n > 0) est une martingale.

2. Soit 0 < r <z < s € N. Montrer en utilisant le théoreme d’arrét que

M) @) o e () = h()
h(S)—h(T‘) t, P(S< T‘XO ) .

P(r < 75| Xo =) =
3. Vérifier que X est irréductible. Donner une condition nécessaire est suffisante pour que X
soit récurrent.

A

Exercice 9 (RUINE D’UNE ASSURANCE).
On considere I’évolution du capital d’une assurance au cours du temps. Soit Sy = = > 0 le capital
initial, ¢ > 0 le montant (supposé fixe) des revenus des cotisations par an et X,, > 0 le cott
des dommages pour 'année n. Le capital & la fin de 'année n > 1 est S, = z +nc— > ;_; Xp.
L’assurance est dite ruinée si son capital devient négatif, i.e. si 7 = inf{k; Sy < 0} est fini. Le but
de cet exercice est de majorer la probabilité de ruine, P(7 < 00).

On suppose que les variables (X, k > 1) sont indépendantes, de méme loi, non constante p.s.
et possédant des moments exponentiels de tous ordres (i.e. E[e’1] < oo pour tout A € R).



1. Vérifier que E[X;] > ¢ implique P(7 < 00) = 1, et que P(X; > ¢) = 0 implique P(7 < 00) = 0.
On suppose que E[X;] < cet P(X; > ¢) > 0.
2. Vérifier que si E[e***] > e*, alors (V,, = e Mt > 0) est une sous martingale positive.

3. Soit N > 1. Vérifier que {7 < N} est la réunion disjointe des évenements Fj = {S, >
0 pour r < k, Sy, <0} = {7 =k} pour k € {1,...,N}. En déduire

N
E[Vilg<ny =D E[Vil_py] > e P(r < N).
k=1

(Vérifier que I'on retrouve ainsi I'inégalité maximale sur les sous martingales positives.)

4. En déduire que P(7 < 00) < e~20% o \g € (0,00) est 'unique racine de E[e’1] = erc.



