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Chapitre 1

Rappels de Probabilités

1.1 Notion de tribu et de variables aléatoires

Définition 1.1.1 Soit Ω un ensemble etA un sous ensemble de l’ensembleP(Ω) des parties
de Ω. On dit queA est unetribu si cet ensemble est stable par les opérations ensemblistes
naturelles, plus précisément :

– stabilité par∩,∪ et passage au complémentaire : siA etB appartiennent àA, alorsA∩B,
A ∪ B etAc appartiennent àA.

– stabilité par réunion et intersectiondénombrables: si pour touti ∈ N∗, Ai ∈ A alors
∪i≥1Ai et∩i≥1Ai sont dansA.

– ∅,Ω ∈ A.

Remarque 1.1.2A représente une information disponible.

Exemples
– A = {∅,Ω} est la plus petite tribu. On l’appelle la tribu triviale. Elle représente l’absence

totale d’information.
– A = P(Ω) est une tribu appelée tribu discrète qui représente l’information totale.
– Soit (B1, . . . , Bn) une partition deΩ, alors :

A =
{∪réunion finieBik

}
,

est une tribu.
– SoitΩ = R, on appelle tribu borélienne la plus petite tribu contenant les intervalles deR.

On la noteB(R).

Remarque 1.1.3 Il est facile de vérifier que l’intersection d’une famille quelconque de tribus reste une
tribu. La tribu borélienne deR est donc définie comme l’intersection de toutes les tribus qui contiennent
les intervalles deR. Comme tout ouvert deR s’exprime comme union dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints, la tribu borélienne contient tous les ouverts deR et tous les fermés par passage au complémen-
taire.
En fait la tribu borélienneB(R) est strictement plus petite que l’ensemble de toutes les parties deR, mais
la preuve de ce résultat délicat repose sur l’utilisation de l’axiome du choix.

La notion de tribu permet de préciser la définition d’une variable aléatoire.

Définition 1.1.4 Une applicationX deΩ dansR est une variable aléatoiremesurable par rap-
port à la tribuA, si pour toutB ∈ B(R) :

{ω ∈ Ω,X(ω) ∈ B} = {X ∈ B} ∈ A.

On dit alors queX est une variable aléatoireA-mesurable.
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8 Cours de Processus Aléatoires

Définition 1.1.5 Une probabilitéP sur(Ω,A) est une mesure positive de masse totale1 définie
surA. Cela signifie que :

– pour toutA ∈ A, P(A) ∈ [0, 1] est défini,
– P(Ω) = 1,
– si pour tout entieri ≥ 1, Ai ∈ A et la famille desAi est disjointe, alors :

P(∪i≥1Ai) =
∑

i≥0
P(Ai).

Le triplet (Ω,A, P) s’appelle espace de probabilité.
On voit que pour une variable aléatoireA-mesurable on peut définirP(X ∈ A) pour toutA,
borélien deR.

Remarque 1.1.6En choisissantAi = ∅ pour i ≥ n + 1, on obtient que siA1, . . . , An sont
disjointsP(∪ni=1Ai) =

∑n
i=1 P(Ai).

Définition 1.1.7 On dit qu’une propriété est vraie presque sûrement, si cette propriété est vé-
rifiée avec probabilité1. On dit ainsi qu’une suite(Xn, n ≥ 1) converge presque sûrement
si :

P
(

lim
n!+1Xn existe

)
= 1.

1.2 Espérance d’une variable aléatoire

La notion d’espérance est la formalisation du concept de moyenne.

Cas des variables aléatoires positivesSoit (Ω,A, P) un espace de probabilité. SoitX une
variable aléatoire réelle à valeursR+ ∪ {+∞} mesurable par rapport à la tribuA (en plus de la
définition1.1.4, on suppose simplement que{X = +∞} ∈ A). Notez bien que l’on accepte que
X puisse prendre la valeur+∞ avec probabilité non nulle

SiX prend un nombre fini de valeurs deR, {x1, . . . , xn}, on définit l’espérance naturellement
par

E(X) :=

n∑

i=1

xiP(X = xi).

On étend l’espérance a toute variable aléatoireX positive en “approchant”X par la suitecrois-
sante(Xn, n ≥ 1) donnée par

Xn =

n2n-1∑

k=0

k

2n
1{

k

2n
≤ X <

k + 1

2n

} + n1{X ≥ n}.

Notez que pour unn fixé on sait donner une valeur àE(Xn) (carXn prend un nombre fini de
valeurs)

E(Xn) =

n2n∑

k=0

k

2n
P

(
k

2n
≤ X <

k + 1

2n

)
+ nP(X ≥ n).

Ondéfinitalors l’espéranceE(X) par

E(X) = lim
n!1E(Xn).
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La limite existe forcément comme limite croissante de nombres réels positifs. Elle peut être
égale à+∞. Dans tous les cas elle définit l’espérance de la variable aléatoire positiveX.

Notez que siP(X = +∞) > 0, on a par construction pour toutn

E(X) ≥ nP(X ≥ n) ≥ nP(X = +∞).

On a doncE(X) = +∞. Par contraposée, on voit qu’une variable aléatoire positive d’espérance
finie est finie avec probabilité1. Autrement dit

E(X) < +∞ impliqueP(X < +∞) = 1. (1.1)

Exercice 1 Vérifier à partir de la construction de l’espérance que, si0 ≤ X ≤ Y on aE(X) ≤
E(Y).

Cas des variables aléatoire de signe quelconqueSiX est une v.a. réelle de signe quelconque,
on dit qu’elle est intégrable siE(|X|) < ∞ (E(|X|) est toujours définie d’après ce qui précède).
Notez que1.1 implique que|X| est finie presque sûrement. Comme

X1X≥0 ≤ |X| et (−X)1X<0 ≤ |X|

On a, par croissance de l’espérance,E(X1X≥0) ≤ E(|X|) < +∞ et E((−X)1X<0) ≤ E(|X|) <

+∞. On peut donc définir l’espérance par la différence de deux nombres réels (finis !)

E(X) = E(X1X≥0) − E((−X)1X<0).

On admet les propriétés suivantes de l’espérance.

1. Linéarité. SoientX et Y deux v.a. intégrables, soientα,β ∈ R. Alors la v.a.
αX + βY est intégrable, et on a

E[αX + βY] = αE[X] + βE[Y].

2. E(1A) = P(A).

3. Positivité. SoitX une v.a. réelle positive p.s., c’est-à-dire telle queP(X ≥ 0) =

1, alors on aE(X) ∈ [0, ∞]. En particulierE(X) ≥ 0.

4. SoientX et Y deux v.a. réelles intégrables telles queX ≤ Y p.s., c’est-à-dire
telles queP(X ≤ Y) = 1, alors on a

E(X) ≤ E(Y).
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1.3 Théorèmes de convergences pour les espérances

Les théorèmes suivants sont fondamentaux lorsque l’on cherche à justifier proprement que :

lim
n!1E(Xn) = E

(
lim
n!1Xn

)
.

Cette égalité bien que naturelle ne va pas de soi et est en général fausse, même si on peut la
justifier dans de nombreux cas. L’espérance d’une variable aléatoire positiveX a été construite
comme la limite des espérances de variables aléatoiresXn qui convergent versX en croissant.
C’est pourquoi le théorème suivant que nous admettrons est naturel.

Théorème 1.3.1 (Théorème de convergence monotone)Si (Xn, n ≥ 1) est une
suite de variables aléatoires croissantes positives, i.e.

0 ≤ Xn ≤ Xn+1,

on peut affirmer que :
E( lim
n!+1Xn) = lim

n!+1E(Xn).

Noter que l’on n’impose ni l’intégrabilité desXn ni celle delimn!+1 Xn, ce qui rend ce théo-
rème très pratique : rien n’interdit aux limites à droite et à gauche de l’égalité de prendre la
valeur+∞. Si l’une vaut+∞ cela implique que l’autre vaut aussi+∞.

Remarque 1.3.1Une application directe de ce dernier résultat montre que l’on atoujours:

∑

n≥0
E(|Xn|) = E

(∑

n≥0
|Xn|

)
.

Lorsque l’on peut prouver que
∑
n≥0 E(|Xn|) < +∞ , on est donc sûr que

E

(∑

n≥0
|Xn|

)
< +∞.

La variable aléatoire
∑
n≥0 |Xn| est donc finie presque sûrement et la série

∑
n≥0 Xn est donc

forcément (absolument) convergente. En particulier,Xn tends presque sûrement vers0.
On démontrerait de façon identique que si, pour un entierp plus grand que1

∑

n≥0
E(|Xn|

p) < +∞,

alorslimn!+1 Xn = 0. Ce résultat (très facile à obtenir !) est l’un des rares moyens qui permet
de prouver la convergence presque sûre.

Le résultat le plus important pour passer à la limite dans les espérances est le
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Théorème 1.3.2 (Théorème de convergence dominée (ou de Lebesgue))On sup-
pose que la suite(Xn, n ≥ 1) vérifie
– convergence presque sûre :

P
(

lim
n!+1Xn existe

)
= 1.

– domination : pour toutn,

|Xn| ≤ X̂, avecE(X̂) < +∞.

On peut alors affirmer quelimn!+1 Xn est intégrable et que :

E( lim
n!+1Xn) = lim

n!+1E(Xn).

Nous allons montrer que le théorème de convergence dominée découle du théorème de convergence
monotone. Pour cela nous allons commencer par établir le

Théorème 1.3.3 (Lemme de Fatou)Soit(Xn)n∈N∗ une suite de v.a. positivesp.s. On a :

E
(

lim
n!1 inf

k≥n
Xk

)
≤ lim
n!1 inf

k≥n
E(Xk).

Démonstration : On poseYn = infk≥n Xk. La suite(Yn) est une suite croissante de variables positives.
Par le théorème de convergence monotone,

E(lim
n

Yn) = lim
n

E(Yn).

Pourk ≥ n, Yn ≤ Xk et par croissance de l’espérance,E(Xk) ≥ E(Yn). Doncinfk≥n E(Xk) ≥ E(Yn).
En passant à la limiten → +∞ dans cette inégalité, on obtient

lim
n

inf
k≥n

E(Xk) ≥ lim
n

E(Yn) = E(lim
n

Yn).

On peut alors démontrer le théorème de convergence dominée :
Démonstration : On noteX = limn Xn. Par passage à la limite dans l’inégalité de domination|Xn| ≤ X̂,
on obtient que|X| ≤ X̂, ce qui assure l’intégrabilité deX. On a également|X − Xn| ≤ |X| + |Xn| ≤ 2X̂.
Ainsi les variablesYn = 2X̂ − |X − Xn| sont positives. Le lemme de Fatou implique alors

E
(

lim
n!1 inf

k≥n
(2X̂ − |X − Xk|)

)
≤ lim
n!1 inf

k≥n
E(2X̂ − |X − Xk|),

inégalité qui se récrit

2E(X̂) − E

(
lim
n

sup
k≥n

|X − Xk|

)
≤ 2E(X̂) − lim

n
sup
k≥n

E(|X − Xk|).

Comme par convergence deXn vers X, supk≥n |X − Xk| converge presque sûrement vers0 lorsque
n → +∞, on en déduit que

lim
n

sup
k≥n

E(|X − Xk|) ≤ 0
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et donc quelimn E(|X − Xn|) = 0. On conclut en utilisant l’inégalité

|E(X) − E(Xn)| ≤ E(|X − Xn|)

qui s’obtient par linéarité et croissance de l’espérance.

1.4 Loi d’une variable aléatoire réelle

Définition 1.4.1 Soit X une variable aléatoire à valeurs dansR. On dit que cette variable aléa-
toire admet une densitép(x) (p(x) étant une fonction positive d’intégrale surR égale à1) si
pour toute fonctionf : R → R bornée ou positive, on a :

E (f(X)) =

∫

R
f(x)p(x)dx.

Remarque 1.4.2Notons que la loi d’une variable aléatoire est caractérisée par :
– sa fonction de répartition :

u ∈ R → FX(u) = P(X ≤ u) ,

– ou sa fonction caractéristique :

u ∈ R → ΦX(u) = E
(
eiuX

)
.

Si X admet la densitép, FX(u) =
∫u
-1 p(x)dx etΦX(u) =

∫
R eiuxp(x)dx.

Exemple de loi : la loi gaussienne Un exemple de loi à densité surR très utile est la loi
gaussienne. On dit queG suit une loi gaussienne centrée réduite si pour toute fonctionf bornée :

E (f(G)) =

∫

R
f(x)e-

x2
2

dx√
2π

.

La fonction caractéristique de cette loi vaut :

E
(
eiuG

)
= e-

u2
2 .

la fonction de répartition n’admet pas de formule explicite et on la note souventN :

N(x) =

∫x
-1 e-

u2
2

du√
2π

.
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On dit queX suit une loi gaussienne de moyennem et d’écart-typeσ (ou de variance1 σ2) si,
pour toute fonction positive :

E (f(X)) =

∫+1
-1 f(x)e-

(x-m)2

2�2
dx

σ
√

2π
.

On vérifie queE(X) = m et Var(X) = σ2 et l’on dit queX suit la loiN (m,σ2).
Notons que siX suit une loi gaussienne de moyennem et de varianceσ2, alorsG = (X −

m)/σ est une gaussienne de moyenne0 et de variance1 (on dit aussi centrée réduite). On voit
donc que l’on peut toujours écrire une gaussienne(m,σ2) sous la formeX = m + σG, G étant
une gaussienne centrée réduite. Cette remarque est souvent utile pour simplifier certains calculs.

Il est facile d’expliciter la fonction caractéristique d’une gaussienne(m,σ2) en effet :

E
(
eiuX

)
= E

(
eiu(m+�G)) = eiumE

(
eiu�G

)
= eiume-

(u�)2
2 = eiuE(X)e-

u2
2 Var(X).

1.5 Loi d’un vecteur aléatoire

Définition 1.5.1 SoitX = (X1, . . . , Xd) une variable aléatoire prenant ses valeurs dansRd. On
dit queX admet une densitép(x1, . . . , xd), si pour toute fonction positive ou bornéef de Rd

dansR on a :

E (f(X1, . . . , Xd)) =

∫

Rn
f(x1, . . . , xd)p(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd.

La densité d’un vecteur aléatoire permet de calculer la densité de chacune de ses composantes
grâce à la formule des densités marginales :

Proposition 1.5.2 Si le vecteur aléatoireX = (X1, . . . , Xd) possède la densitép(x1, . . . , xd)

alors pour tout1 ≤ i ≤ d, Xi possède la densitépi(xi) obtenue à partir dep en intégrant sur
les autres variables :

pi(xi) =

∫

Rd-1
p(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxi-1dxi+1 . . . dxd.

1La variance d’une variable aléatoire est donnée par :

Var(X) = E(X2) − E(X)2 = E
{

(X − E(X))
2
}

.
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La fonction de répartition d’un vecteur est rarement utilisée, mais on peut définir lafonction
caractéristiqued’un vecteur par, pour toutu = (u1, . . . , ud) vecteur deRd :

ΦX(u) = E
(
eiu:X

)
=

∫

Rn
eiu:xp(x)dx,

avecu.x = u1x1 + · · ·+ udxd etdx = dx1 . . . dxd.
La fonction caractéristique caractérise la loi du vecteurX : on peut montrer que siX et Y

sont deux vecteurs à valeurs dansRd tels que pour toutu ∈ Rd :

E
(
eiu:X

)
= E

(
eiu:Y

)
,

alors la loi deX est identique à celle deY et donc pour toute fonction réelle positive ou bornée
f surRd :

E (f(X)) = E (f(Y)) .

La notion d’indépendance est centrale en probabilité. C’est la façon naturelle de spécifier
un modèle d’évolution.

Commençons par définir l’indépendance de deux variables aléatoires.

Définition 1.5.3 On dit que deux variables aléatoires réellesX etY sont indépendantes, si l’on
a l’une des deux propriétés équivalentes suivantes

– pour toutA etB ensemble (de la tribu borélienne pour les amateurs !)

P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A) P(Y ∈ B) ,

– Pour toutf etg fonctions bornées (et mesurable pour les mêmes amateurs) deR dansR

E (f(X)g(Y)) = E (f(X)) E (g(Y)) .

On peut généraliser cette définition àn variables aléatoires.

Définition 1.5.4 On dit quen variables aléatoires réelles(X1, . . . , Xn) sont indépendantes, si
l’on a l’une des deux propriétés équivalentes suivantes

– pour tout ensembleA1, . . . , An

P(X1 ∈ A, . . . , Xn ∈ An) = P(X1 ∈ A) . . . P(Xn ∈ An) ,

– Pour tout(fk, 1 ≤ k ≤ n) fonctions bornées deR dansR

E (f1(X1) . . . fn(Xn)) = E (f1(X1)) . . . E (fn(Xn)) .

Définition 1.5.5 On dit que(Xn, n ≥ 0) est une suite de variables aléatoires indépendantes si,
tout vecteur de longueur fini est constitué de variables aléatoires indépendantes.

On peut caractériser l’indépendance d’un vecteur aléatoire sur la densité de la loi. Le résultat
est exprimé pour un couple de variables aléatoires mais s’étend sans difficulté au cas vectoriel.

Proposition 1.5.6 Un couple(X, Y) de variables aléatoires réelles admettant une loi de densité
p(x, y), est un couple de variables aléatoires indépendantes si et seulement si, on peut mettre
p sous la forme

p(x, y) = p1(x)p2(y),

p1 etp2 étant deux densités de loi à valeurs réelles. En outre,X admet alors la densitép1 etY
la densitép2.
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Démonstration : Supposons d’abord quep(x, y) = p1(x)p2(y). Soitf etg deux fonctions bornées

E (f(X)g(Y)) =

∫

R2
f(x)g(y)p(x, y)dxdy =

∫

R2
f(x)g(y)p1(x)p2(y)dxdy.

En utilisant le théorème de Fubini pour des intégrales réelles on obtient

E (f(X)g(Y)) =

∫

R
f(x)p1(x)dx

∫

R
g(y)p2(y)dy.

En faisantg = 1 on obtient

E (f(X)) =

∫

R
f(x)p1(x)dx,

et de même

E (g(Y)) =

∫

R
g(y)p2(y)dy.

On a finalement

E (f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

X etY sont donc indépendantes.
Réciproquement supposons queX et Y soient indépendantes. Commençons par construirep1 et p2.

Pour cela, notons que, en toute généralité, on a

E(f(X)) =

∫

R2
f(x)p(x, y)dxdy =

∫

R
f(x)

(∫

R
p(x, y)dy

)
dx.

Ce qui prouve que la loi deX admet une densité donnée par

p1(x) =

∫

R
p(x, y)dy.

De même la densité de la loi deY est donnée par

p2(y) =

∫

R
p(x, y)dx.

Pour simplifier la preuve, on supposera quep, p1 etp2 sont des fonctions continues. On a

P(X ∈ [x, x + ε], Y ∈ [y, y + ε]) = P(X ∈ [x, x + ε]) P(Y ∈ [y, y + ε]) .

Donc : ∫x+�
x

∫y+�
y

p(u, v)dudv =

∫x+�
x

p1(u)du

∫y+�
y

p2(v)dv.

On peut alors diviser parε2 et passer à la limite lorsqueε tend vers0, pour obtenir, pour toutx, y :

p(x, y) = p1(x)p2(y).
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Simulation d’une gaussienne centrée réduite Nous allons voir comment l’on peut simuler
des variables aléatoires suivant la loi gaussienne centrée réduite. Pour cela, appelonsG1, G2
deux gaussiennes centrées réduites indépendantes et notonsR le rayon polaire :

R = r̄(G1, G2) =

√
G2
1 + G2

2,

etΘ = θ̄(G1, G2), l’angle polaire (il est plus prudent de ne pas expliciter la formule de l’angle
polaire !). Soitf une fonction positive, on a :

E (f(R,Θ) =

∫

R2
f(r̄(x, y), θ̄(x, y))e-

x2+y2
2

1

2π
dxdy.

Un changement de variable polaire permet alors d’affirmer que :

E (f(R,Θ) =

∫

r>0;�∈[0;2�[
f(r, θ)e-

r2
2

1

2π
rdrdθ.

Ceci permet d’identifier la loi du couple(R,Θ) comme étant la loi de densité :

1{r > 0}re
-r2=2 ×

1{θ ∈ [0, 2π[}

2π
.

On en déduit que les deux variables aléatoiresR et Θ sont indépendantes.Θ suit une loi uni-
forme sur[0, 2π[ et un changement de variable simple (exercice) montre queR2 suit une loi
exponentielle de paramètre1/2.

On en déduit que :

U1 = e-R
2=2 etU2 =

Θ

2π
,

sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois uniformes sur[0, 1]. Il est facile
d’exprimerG1 etG2 à l’aide deU1 etU2 :

G1 =
√

−2 log(U1) cos(2πU2)

G2 =
√

−2 log(U1) sin(2πU2).

Ceci conduit à la méthode classique de simulation d’une variable aléatoire gaussienne :
– tirer U1 etU2 indépendantes selon une loi uniforme sur[0, 1],
– renvoyer

√
−2 log(U1) sin(2πU2).

1.6 Convergence presque sûre et théorèmes liés

Rappelons l’un des théorèmes fondamentaux du calcul des probabilités : la Loi Forte des
Grand Nombres.

Théorème 1.6.1Soit(Xi, i ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes
la même loi qu’une variable aléatoireX. On suppose queE(|X|) < +∞. Alors, pour presque
toutω :

E(X) = lim
n!+1 1

n
(X1(ω) + · · ·+ Xn(ω)).

Ce résultat est d’une importance centrale en statistique et les méthodes de Monte-Carlo en sont
une application directe.
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Remarque 1.6.1La condition queE(|X|) < +∞ est évidemment essentielle. On vérifie, par
exemple, que si(Xi, i ≥ 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi
de Cauchy standard, c’est à dire de densité donnée par :

1

π(1 + x2)
,

alors la loi de(X1 + · · · + Xn)/n est égale à celle deX1 (on pourra démontrer ce résultat
en exercice, en admettant que la fonction caractéristique de la loi de Cauchy est donnée par
E(eiuX1) = e-juj). On peut alors en déduire que(X1 + · · ·+ Xn)/n ne peut converger vers une
constante.

Application On considère un modèle d’évolution du cours d’une action en temps discret.
Entre l’instantn et l’instantn + 1, on suppose le cours peut soit monter en étant multiplié par
un facteurβ > 1 soit baisser en étant multiplié par un facteurα ∈]0, 1[ mais que sa moyenne
reste constante.
Pour formaliser cette idée, on se donne une suite(Ti, i ≥ 1) de variables aléatoires i.i.d. à
valeurs dans{α,β} d’espéranceE(Ti) = 1. Un rapide calcul montre que

P(Ti = α) = p� =
β − 1

β − α
et P(Ti = β) = p� = 1 − p�.

Le cours de l’action à l’instantn est

Sn = T1 × T2 × . . .× Tn =

n∏

i=1

Ti.

Les variablesln(Ti) à valeurs dans{ln(α), ln(β)} sont intégrables. Comme pour toutx > 0

différent de1, ln(x) < 1 − x,

E(ln(Ti)) = p� ln(α) + p� ln(β) < p�(1 − α) + p�(1 − β) = 1 − E(Ti) = 0.

En appliquant la loi forte des grands nombres, on obtient que1
n

∑n
i=1 ln(Ti) converge presque

sûrement versE(ln(T1)) < 0 lorsquen → +∞. Donc
∑n
i=1 ln(Ti) = ln(Sn) tend presque

sûrement vers−∞. Par composition avec la fonction exponentielle, on conclut queSn converge
presque sûrement vers0.
Mais par indépendance desTi, E(Sn) =

∏n
i=1 E(Ti) = 1. On a donc

1 = lim
n

E(Sn) > E(lim
n

Sn) = 0.

Cet exemple naturel montre que l’espérance de la limite n’est pas toujours égale à la limite des
espérances. Il ne faut toutefois pas se décourager lorsque l’on doit calculer l’espérance d’une
limite. Les théorèmes de convergence monotone et surtout de convergence dominée permettent
de conclure dans bien des cas. L’exemple illustre simplement la nécessité de vérifier l’hypothèse
de positivité et de croissance pour appliquer le théorème de convergence monotone et l’hypo-
thèse de domination pour appliquer celui de convergence dominée.
Ici la suiteSn n’est pas croissante, ce qui explique que le théorème de convergence monotone
ne s’applique pas. Et comme la conclusion du théorème de convergence dominée est infirmée,
on en déduit que l’hypothèse de domination n’est pas vérifiée :E(supn Sn) = +∞. Enfin on
peut noter que l’inégalité donnée par le Lemme de Fatou est stricte.
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1.7 Convergence en loi d’une famille de variables aléatoires

Définition 1.7.1 Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires réelles, on dit que cette
suite converge en loi vers une variable aléatoireX si, pour toute fonction continue et bornée
f : R → R,

lim
n!+1E (f(Xn)) = E (f(X)) .

On peut montrer le résultat, important mais délicat à prouver, suivant.

Proposition 1.7.2 (Xn, n ≥ 1) converge en loi vers une variable aléatoireX si et seulement si,
pour tout réelu :

lim
n!+1E

(
eiuXn

)
= E

(
eiuX

)
.

Nous pouvons maintenant rappeler l’un des résultats fondamentaux du cours de probabilité de
1ère année : le théorème de la limite centrale.

Théorème 1.7.1Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
toutes la même loi qu’une variable aléatoireX. On suppose queE(X2) < +∞. On noteσ2

la variance deX, alors :

√
n

(
1

n
(X1 + · · ·+ Xn) − E (X)

)
converge en loi versσG,

G étant une variable aléatoire suivant une loi gaussienne centrée réduite.

Démonstration : Quitte à retrancherE(X) à X, on se ramène au cas oùX est une variable aléatoire de
moyenne nulle. Notons alors :

Φn(u) = E
(

e
iuX1+···+Xn√

n

)
.

En utilisant le fait que lesXn sont indépendantes et de même loi, on obtient :

Φn(u) = E
(
e
iu X√

n
)n

.

Puis, en faisant un développement de Taylor à l’ordre2 en 0 de u → E
(
e
iu X√

n
)

, on obtient (voir la

remarque1.7.3pour un argument précis) :

E
(
e
iu X√

n
)

= 1 + E(X)
u√
n

−
1

2
E(X2)

u2

n
+

1

n
εn.

aveclimn!+1 εn = 0. Finalement, commeE(X) = 0, E(X2) = σ2 et

E
(
e
iu: X√n

)
= 1 −

1

2n
σ2u2 +

1

n
εn.

Donc :

lim
n!+1Φn(u) = lim

n!+1
(

1 −
1

2n
σ2u2 +

1

n
εn

)n
= e-

�2u2
2 .

Ceci prouve le résultat annoncé grâce à la proposition1.7.2.

Remarque 1.7.3 Pour justifier en détail le développement limité, il faut vérifier que la fonctionΦ(u)

définie par :

Φ(u) = E
(
eiuX

)
,
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est2 fois différentiable, les dérivées secondes partielles étant continues. Pour ceci, on commence par
prouver que, commeE(|X|) < +∞, on a :

Φ ′(u) = E
(
iXeiuX

)
.

Puis, commeE(|X|2) < +∞, on a déduit que :

Φ ′′(u) = −E
(
X2eiuX

)
,

et l’on peut aussi prouver queΦ ′′(u) est continue en utilisant le théorème de convergence dominée.

Notonsεn = 1
n (X1 + · · ·+ Xn) − E (X). Considérons la fonctionf(x) = 1{x ∈ [a, b]}. Cette

fonction n’est pas continue aux pointsa et b. Mais commeP(G = a) = P(G = b) = 0, on
peut étendre (exercice difficile) le résultat du théorème précédent pour obtenir, que pour tout
a < b :

lim
n!+1P

(
σ√
n

a ≤ εn ≤ σ√
n

b

)
=

∫b
a

e-
x2
2

dx√
2π

.

On prend, alors,b = −a et on choisita de façon à avoir :
∫a
-a

e-
x2
2

dx√
2π

= p proche de1.

Les valeurs classiques dep sontp = 0.95 (qui correspond àa = 1.96) etp = 0.99 (a = 2.6).
Dans les applications pratiques on “oublie le passage à la limite” pour affirmer que

P
(
|εn| ≤ 1.96 �√

n

)
est de l’ordre de0.95. On a donc avec une probabilité proche de0.95 que :

E (X) ∈
[

1

n
(X1 + · · ·+ Xn) − 1.96

σ√
n

,
1

n
(X1 + · · ·+ Xn) + 1.96

σ√
n

]

Application à la méthode de Monte-Carlo On cherche à calculerE(X). On suppose que
E(X2) < +∞ et que, de plus, l’on saitsimulerune suite de variables aléatoires(Xn, n ≥ 1)

(cela signifie que l’on peut considérer les variables aléatoires comme indépendantes et tirées
selon la loi deX).

À l’issue den tirages on va estimer la moyennem par la moyenne empiriquēm définie
par :

m̄ =
1

n
(X1 + · · ·+ Xn) .

Quelle est la précision de cette estimation ? Le théorème de la limite centrale nous dit que :

P
(

m ∈ [m̄ − 1.96
σ√
n

, m̄ + 1.96
σ√
n

]

)
≈ 0.95.

L’écart-typeσ n’est évidemment pas explicitement connu lorsque l’on utilise une méthode de
Monte-Carlo et l’on doit donc trouver une méthode d’estimation pourσ. La méthode habituel-
lement utilisée est la suivante, on pose :

σ̄2n =
1

n − 1

n∑

i=1

(Xi − m̄)
2

=
1

n − 1

n∑

i=1

X2i −
n

n − 1
m̄2.
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On peut alors montrer (exercice facile) queE(σ̄2n)σ
2 (on dit que l’on a affaire à un estimateur

sans biais deσ2) et que, presque sûrement,limn!+1 σ̄2n = σ2 (on dit que l’estimateur est
convergent).

Dans la pratique, au cours de la simulation, en plus de stocker la somme desXi on stocke
également la somme

∑
i X

2
i de leurs carrés (cela ne coûte pratiquement rien de plus) pour cal-

culerσ̄2n à l’aide de sa seconde expression ci-dessus. On remplaceσ parσ̄n dans les extrémités
de l’intervalle et l’on affirme que (bien que l’on ait rajouté une autre source d’erreur) :

P
(

m ∈ [m̄ − 1.96
σ̄n√
n

, m̄ + 1.96
σ̄n√
n

]

)
≈ 0.95.

Exercice 2 Implementer la méthode de Monte-Carlo qui vous est suggérée avecG une gaus-
sienne centrée réduite etX = 1{G ≥ λ} pour λ = 0, 1, 2, . . . , 5. Comment évolue l’erreur

relative de la méthode ?

Exercice 3 Calculer par simulation (ou au moins essayer !)E
(
e�G

)
pourσ = 1, 2, 5. Préciser

à chaque fois l’intervalle de confiance. Que constatez vous ? Comment interpréter ce résultat.

1.8 Autres type de convergence

Définition 1.8.1 On dit qu’une suite de v.a.(Xn)n∈N∗ converge en probabilitévers une v.a.X
si et seulement si pour toutε > 0,

lim
n!1P(|Xn − X| > ε) = 0.

Proposition 1.8.2 La convergence p.s. entraîne la convergence en probabilité.

Démonstration : Soit (Xn, n ∈ N∗) une suite de v.a qui converge p.s. versX. La suite de v.a.
discrètes positives(1jXn-Xj>")n∈N∗ converge p.s. vers0. De plus elle est uniformément bornée
par1. Par le théorème de convergence dominée, on en déduit que :

lim
n!1E

[
1jXn-Xj>"

]
= lim
n!1P(|Xn − X| > ε) = E

[
lim
n!11jXn-Xj>"

]
= 0.

Proposition 1.8.3 De toute suite qui converge en probabilité, on peut extraire une sous-suite
qui converge presque sûrement.

Démonstration : Soit (Xn)n∈N∗ une suite de v.a. qui converge en probabilité versX. On définit
la sous-suite de manière suivante :σ(1) = 1 et

σ(n + 1) = inf

{
p > σ(n) tel queP(|Xp − X| >

1

n
) ≤ 1

n2

}
.

La suite(Xn) converge en probabilité, cela assure que la sous-suiteσ(n) est bien définie. On
en déduit, par convergence monotone, que

E

[∑

n≥1
1|X�(n)-X|> 1n

]
≤

∑

n≥1

1

n2
< ∞.
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Cela implique que p.s.
∑
n≥1 1|X�(n)-X|> 1n

< ∞. Les termes d’une série convergente tendent

vers0. Donc p.s.limn!1 1|X�(n)-X|> 1n
= 0. Comme la fonction indicatrice ne prend que deux

valeurs 0 ou 1, cela entraîne que p.s.1|X�(n)-X|> 1n
(ω) est nul à partir d’un certain rangn0 (qui

dépend deω). Donc, à partir d’un certain rang,
∣∣X�(n) − X

∣∣ < 1
n . En particulier, cela implique

que p.s.limn!1 X�(n) = X. Donc la sous-suite(X�(n)) converge p.s. versX.

Proposition 1.8.4 La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

Remarque 1.8.5En fait, on a le résultat plus fort du à Paul Lévy : soit(Xn, n ∈ N∗) une suite
de v.a. réelle (vectorielle à valeurs dansRd). Si ψXn converge vers une fonctionψ continue
en 0, alorsψ est la fonction caractéristique d’une v.a. vectorielleX et la suite(Xn, n ∈ N∗)
converge en loi versX.

Remarque 1.8.6 Il existe un résultat similaire pour les tranformées de Laplace.

Proposition 1.8.7 Soit (Xn, n ∈ N∗) une suite de v.a. qui converge en loi vers la loi d’une
v.aX. Soitf une fonction à valeurs réelles, mesurable bornée. SoitA l’ensemble des points de
discontinuité def (A ∈ B(Rd)).

Si P(X ∈ A) = 0, alors lim
n!1E [f(Xn)] = E [f(X)] .

Remarque 1.8.8On peut également montrer que la suite(Xn, n ∈ N∗) converge en loi versX
si et seulement si la suite de fonctions de répartitionFXn(x) converge presque partout vers la
fonction de répartition deX.



22 Cours de Processus Aléatoires

1.9 Problème corrigé

1. SoitX une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy réduite, c’est à dire suivant la loi

dx

π (1 + x2)
.

Calculer la fonction de répartition deX, notéeF.

C La fonction de répartition deX est donné, pour toutx réel, par

F(x) =

∫x
-1 du

π(1 + u2)

d’où :

F(x) = 1
�Arc tan(x) + 1

2

B
2. Vérifier queF est une bijection deR dans]0, 1[. On noteF-1 son inverse et l’on considère

une variable aléatoireU de loi uniforme sur[0, 1]. Quelle est la probabilité queU vaille 0

ou1 ? Montrer queF-1(U) suit la même loi queX. En déduire une méthode de simulation
selon la loi de Cauchy.

C La fonctionF est définie surR et prend ses valeurs dans]0, 1[, de plus elle est
strictement croissante puisque sa dérivée est la densité de probabilité deX qui est
strictement positive.

F est donc bien une bijection deR dans]0, 1[.

L’ensemble{0, 1} est un ensemble de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, et
donc : {

P(U = 0) = 0

P(U = 1) = 0

De ce qui précède, F-1(U) est bien définie. On va montrer queX etF-1(U) ont même
fonction de répartition (elles auront donc même loi). La fonction de répartition de
F-1(U) est pour toutx réel :

P(F-1(U ≤ x) = P(U ≤ F(x)),

puisqueF est une bijection croissante deR dans]0, 1[. On a donc

P(U ≤ F(x)) =

∫F(x)
0

du = F(x).

F-1(U) etX ont donc même loi.

Pour simuler la loi de Cauchy il suffit de simuler une variable aléatoire de loi uniforme
sur [0, 1] et d’appliquer la fonctionF-1(x) = tan

(
π

(
x − 1

2
))

. Les probabilités de
tirer 0 ou1 étant nulle, il n’y a pas de problème.B

3. Soit V une variable aléatoire qui vaut1 ou −1 avec probabilité1/2 et Z une variable
aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramètre1. Quelle est la loi deVZ ? Calculer
sa fonction caractéristique. En déduire, en utilisant la formule d’inversion de la transfor-
mation de Fourrier, que : ∫+1

-1 eiux
dx

π (1 + x2)
= e-juj.
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C Calculons la loi deVZ. On a pour toutef fonction bornée

E(f(VZ)) = E(f(Z)1{V = 1}) + E(f(−Z)1{V = −1})

= 1
2

∫+1
0 f(u)e-udu + 1

2
∫+1
0 f(−u)e-udu

= 1
2

∫+1
-1 f(u)(1fu<0geu + 1fu>0ge-u)du

D’où VZ suit la loi
1

2
e-jujdu.

La fonction caractéristique deVZ est alors pour toutu réel :

∫+1
-1 1

2e
iux-jxjdx =

∫+1
0

1
2e
iux-xdx +

∫0
-1 1

2e
iux+xdx

= 1
2(
1+iu
1+u2 + 1-iu

1+u2 )

= 1
1+u2

On en déduit donc en utilisant l’inversion de la transformation de Fourrier que∫+1
-1 eiux

1+x2dx = 2π12e
-juj d’où la fonction caractéristique de la loi de Cauchy ré-

duite :
∫+1
-1 eiux

π (1 + x2)
dx = e-juj

B
4. SoientX et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Cauchy de pa-

ramètres respectifsa etb. Calculer la loi deX + Y.

C Si les variables aléatoiresX et Y sont indépendantes, on peut calculer la fonction
caractéristiqueφX+Y deX + Y pour toutu reél, par :

φX+Y(u) = E(eiu(X+Y))

= E(eiuXeiuY)

= E(eiuX)E(eiuY)

= φX(u)φY(u)

Or, pour tout réelu la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi de
Cauchy de paramètreλ este-j�jjuj avec la question précédente. D’où,φX+Y(u) =

e-(jaj+jbj)juj.

X + Y suit une loi de Cauchy de paramètre|a| + |b|.

B
5. Soit (Yn, n ≥ 1), une suite de variables aléatoires réelles convergeant presque sûrement

vers une variable aléatoireZ. Montrer, en utilisant le théorème de Lebesgue, que l’on a,
pour toutε > 0

lim
n!+1P(|Y2n − Yn| ≥ ε) = 0.

C Soit ε un reél strictement positif. On considère la variable aléatoireUn =

1jY2n-Ynj≥" . On peut écrire pour tout entier n,

|Y2n − Yn| = |Y2n − Z + Z − Yn| ≤ |Y2n − Z| + |Z − Yn|.

Or, on sait que la suite(Yn, n > 1) converge vers Z presque sûrement. On en déduit
que la suite(|Y2n− Yn|, n > 1) converge presque sûrement vers0 et donc qu’il existe
un rangN avecN entier naturel dépendant deε tel que pour toutn > N on aUn = 0

presque sûrement.
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Ainsi,(Un, n ≥ 1) converge presque sûrement vers0. De plus, pour tout entier naturel
n on aUn ≤ 1 avec1 qui est une variable aléatoire d’éspérance finie égale à1. On
peut donc appliquer le théorème de convergence de Lebesgue :

lim
n!+1E(Un) = E( lim

n!+1Un).

D’où :

lim
n!+1P(|Y2n − Yn| ≥ ε) = 0.

B
6. Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Cau-

chy de paramètre1. On considère la suite

Yn =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
.

Calculer la loi deY2n − Yn. La suite desYn converge t’elle en loi ? presque sûrement ?

C Pour tout entiern > 0,

Y2n − Yn =
−(X1 + · · ·+ Xn) + (Xn+1 + · · ·+ X2n)

2n
.

Comme−X1, −X2, . . . , −Xn, Xn+1, . . . , X2n sont des variables aléatoires indépen-
dantes suivant des lois de Cauchy, on peut faire comme dans la question3 et montrer
que pour tout entiern :

la loi deY2n − Yn qui est une loi de Cauchy de paramètre 1.

De la même manière on peut dire que pour toutn, Yn suit une loi de Cauchy de
paramètre1.

Yn converge donc en loi vers une une loi de Cauchy de paramètre 1.

SiYn convergeait presque sûrement vers une variable aléatoireZ, alors avec la ques-
tion 5) on aurait

lim
n!+1P(|Y2n − Yn| ≥ 1) = 0,

or Y2n− Yn suit une loi de Cauchy de paramètre1 et donc pour tout entier natureln,

P(|Y2n − Yn| ≥ 1) =

∫

jxj≥1

dx

π(1 + x2)
,

est indépendant den et est strictement positif. Il y a alors une contradiction et donc :

Yn ne converge pas presque sûrement.

B

7. Montrer que la suite(Zn, n ≥ 1) définie par

Zn =
(√

|X1| +
√

|X2| + · · ·+
√

|Xn|
)

/n

converge presque sûrement et écrire sa limite sous forme d’une intégrale.

C On va vérifier que l’on peut utiliser la loi des grands nombres pour la variable
aléatoire

√
|Xi|. Pour cela notons que, comme

√
|x| est une fonction positive on a :

E(
√

|Xi|) =

∫

R

√
|x|dx

π(1 + x2)
.
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Comme, pourx grand :

√
|x|

π(1 + x2)
≈ 1

|x|3=2
,

E(
√

|Xi|) < +∞. La loi des grands nombres permet alors d’affirmer que

(Zn, n ≥ 1) converge presque sûrement vers
∫

R

√
jxjdx

�(1+x2) .

B

8. Vérifier par simulation queYn diverge (p.s.) et queZn converge (p.s.).

C On commence à voir pour 3000 tirages deY40000 et deY40000 − Y20000 queYn
(figure1.3) etY2n − Yn (figure1.4) suivent une loi de Cauchy de paramètre1 :

FIG. 1.3 –Loi deYn

FIG. 1.4 –Loi deY2n − Yn

Pour 3000 tirages deZ40000, on voit un pic (figure1.5) se former :
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FIG. 1.5 –Loi deZn

B
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Exercice 2

Soientf etg deux fonctions deR dansR+ telles quef(x) etg(x) soient les densités de lois
de variables aléatoires à valeurs dansR. On suppose de plus que, pour toutx ∈ R

f(x) ≤ kg(x).

Soient(Y1, Y2, · · · , Yn, · · · ) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi
de densitég(x) et (U1, U2, · · · , Un, · · · ) une suite de variables aléatoires indépendantes sui-
vant une loi uniforme sur[0, 1] indépendante de la suite desYi. On poseN = inf{n ≥
1, kUng(Yn) < f(Yn)}.

1. Démontrer queN est fini presque sûrement et suit une loi géométrique. Quelle est sa
moyenne ?

C Commençons par remarquer quep = P(kUng(Yn) < f(Yn)) ne dépend pas den
(cette probabilité s’exprime en fonction de la loi du couple(Yn, Un) qui ne dépend
pas den). De plus en utilisant l’indépendance deYn et Un, on peut aussi écrirep
sous la forme

p =

∫1
0

∫

R
1fkug(x)<f(x)gg(x)dudx.

Commençons par montrer quep est non nul. Pour cela, remarquons que siA = {x ∈
R, g(x) = 0}, on a

p =

∫1
0

∫

R=A
1fkug(x)<f(x)gg(x)dudx.

D’où

p =

∫

R=A

(∫ f(x)
kg(x)

0
du

)
g(x)dx =

∫

R=A

f(x)

k
dx.

En tenant compte de l’inégalitéf(x) ≤ kg(x), on obtient pour toutx deA, f(x) = 0.

D’où p =
∫

R
f(x)
k dx. On en déduit, commef est une densité, quep = 1

k . p est en
particulier strictement positif.

Pour tout entier non nuln, on a (en utilisant les propriétés d’indépendance)

P(N ≥ n) = P(∀k, 1 ≤ k < n, kUkg(Yk) ≥ f(Yk))

=

n∏

k=1

P(kUkg(Yk) ≥ f(Yk)) = (1 − p)n.

Commep > 0 on obtient (parσ- additivité de la probabilitéP ... ou par convergence
monotone, ... ou par convergence dominé) :

P(N = +∞) = lim
n!+1P(N ≥ n) = 0.

N est donc fini presque sûrement.

Pour toutn entier naturel non nul, on a (par indépendance)

P(N = n) = P(∀l, 1 ≤ l < n, kUlg(Yl) ≥ f(Yl), kUng(Yn) < f(Yn))

=

n∏

l=1

P(kUlg(Yl) < f(Yl))× P(kUng(Yn) < f(Yn)) .

D’où
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P(N = n) = p (1 − p)n-1

N suit bien une loi géométrique de paramètrep = 1
k .

La moyenne de N est donnée par

E(N) =
∑

n≥1
np(1 − p)n-1,

grâce au résultat connu sur les séries :

E(N) = 1
p = k

B
2. On définit alors la variable aléatoireX en posant :

X = YN =
∑

i≥1
Yi1{N = i}.

Calculer pourn fixé etf bornée

E
(

1{N = n}f(X)
)

.

En déduire la loi deX. Quelle est la loi du couple(N,X) ?

C Soitn un entier naturel eth une fonction réelle bornée. On a

E(1fN=ngh(X)) = E(1{∀1 ≤ l < n, kUlg(Yl) > f(Yl)}
×1{kUng(Yn) < f(Yn)}h(Yn)).

D’où par indépendance entre les tirages, on a

E(1fN=ngh(X)) = (1 − p)n-1E(1{kUng(Yn) < f(Yn)}h(Yn)).

Et par le même raisonnement que dans la question 1) on obtient :

E(1{kUng(Yn) < f(Yn)}h(Yn)) = p

∫

R
h(y)f(y)dy.

Donc :

E(1fN=ngh(X)) = (1 − p)n-1p
∫

R h(y)f(y)dy.

Cette relation permet d’identifier la loi du coupleX,N et prouve en particulier queX
etN sont des variables aléatoires indépendantes.

Pour identifier la loi deX, il suffit de remarquer que toute fonction réelle bornéeh,

E(h(X)) =
∑

n≥1
E(1N=nh(X)) =

∫

R
h(y)f(y)dy×


∑

n≥1
p(1 − p)n-1


 ,

d’où E(h(X)) =
∫

R h(y)f(y)dy.

X suit donc la loi de densitéf.

B
3. En déduire comment on peut simuler une variable aléatoire de loif(x)dx si on sait simuler

une variable aléatoire de loig(x)dx.



Ch.1 Rappels de Probabilités 29

C On a vu queX suit une loi de densitéf. Il suffit donc de simuler les suites(Un, n ≥
1) et(Yn, n ≥ 1) de manière indépendante jusqu’àN (qui est une variable aléatoire) :
YN donne alors un tirage d’une variable aléatoire de loif(x)dx.

On peut remarquer qu’il faut trouver un densitég telle qu’il existe unk permettant
d’assurer quef(x) ≤ kg(x) pour toutx. C’est souvent possible, quitte à prendrek

grand. Cependant plusk est grand, plus l’espérance deN, E(N) = k est grande et
plus la simulation sera inéfficace. Il est donc conseillé de choixg de façon à avoirk
aussi proche de1 que possible.B

1.10 Exercices

Exercice 4 Soit (Xi)i∈N une suite de variables aléatoires indépendantes, lesXi suivant une loi
de moyennem et de varianceσ2.

1. Calculez l’estimation deP
(∣∣X1+···+Xn

n − m
∣∣ ≥ α

)
en fonction de la variance que l’on

obtient en appliquant l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev. En déduire un intervalle de
confiance à5% près, par excés, de la moyenne à l’issue den tirages.

2. Appliquer le théorème de la limite centrale et en déduire un intervalle de confiance pour
l’estimation de la moyenne à5% près.

3. On suppose queφ(λ) = E
(
e�X

)
< +∞ pour unλ ∈ R. Calculerφ(λ) si X suit une loi

gaussienne centrée de varianceσ2 (supposée connue).

4. On suppose que la loi deX est symétrique, ce qui signifie que :

E (f(X)) = E (f(−X)) ,

pour toute fonction borélienne positive (ou bornée)f. Démontrer que dans ce cas pour
toutβ > 0 :

P(|X| ≥ λ) ≤ 2

e��
E

(
e�X

)

5. Démontrer que pour toutβ > 0 :

P
(∣∣∣∣

X1 + · · ·+ Xn

n
− m

∣∣∣∣ ≥ α

)
≤ 2

e�a
E

(
e
�
n (X1-m)

)n

6. En déduire queP
(∣∣∣∣

X1 + · · ·+ Xn

n
− m

∣∣∣∣ ≥ α

)
≤ 2 e-n (�) où :

ψ(u) = sup
�∈R+

{
βu − log

(
E

(
e�(X1-m)))} .

7. Calculerψ(u) pour une gaussienne de moyennem et de varianceσ2. Déduire pour cette
loi un intervalle de confiance à5% de la moyenne. Comparer avec les résultats obtenus
en1 et en2.

Exercice 5 Soit X et Y deux variables aléatoires gaussiennes centrées de variance1 indépen-

dantes. Trouver la loi du couple
(
X-Y√
2

, X+Y√
2

)
. En déduire la fonction caractéristique deX

2-Y2
2 .

Exercice 6 Soit (Un, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identique-
ment distribuées. On pose :

Yn = sup
1≤k≤n

Uk etZn = inf
1≤k≤n

Uk.
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1. On suppose la loi desUi uniforme sur[0, 1]. Calculer la loi deYn et deZn. Quel est le
comportement presque sûr deYn etZn ?

2. Déterminer la loi du couple(Yn, Zn). On commencera par calculer

P(Yn ≤ x, Zn ≥ y) .

3. Quelle est la limite en loi du couple((n − 2)(1 − Yn), (n − 2)Zn) ?

4. Si lesUi suivent des lois exponentielles de paramètre1, quelle est la loi deYn et celleZn.
Quel est le comportement presque sûr de ces variables lorsquen tend vers+∞.

5. On suppose que lesUi suivent des lois uniformes sur[0, θ], θ étant un paramètre que l’on
cherche à estimer. On va estimerθ parθn = Yn. Calculer la moyenne deθn et en déduire
un estimateur sans biais deθ. Calculer la variance de l’estimateur.

Exercice 7 Soit(Xn, n ≥ 0) une suite de variables aléatoires indépendantes qui ont toutes pour
loi une loi exponentielle de paramètreλ.

1. On poseSn = X0 + · · ·+ Xn. Calculer la loi deSn.

2. SoitT = inf{n ≥ 0, Sn > 1}. Démontrer que presque sûrementT < +∞.

3. Calculer la loi deT et l’identifier comme une loi de Poisson.

4. Proposer une méthode de simulation de la loi de Poisson, en prenant soin d’utiliser au
maximum des fonctions élémentaires (addition, multiplication).

Exercice 8 Soit X = (X1, . . . , Xn) un vecteur centré, de matrice de covarianceK. Calculer la
variance de

∑n
i=1 uiXi. Démontrer que si il existe un vecteuru 6= tel queKu = 0, alors la loi

deX est portée par un sous espace vectoriel strict deRn.

Exercice 9 SoitX une variable aléatoire normale centrée réduite.

1. Calculer la loi deX3.

2. SoitZ la variable aléatoire définie par, sia > 0 :

Z =

{
−X si |X| < a

X si |X| ≥ a

Calculer la loi deZ. Le couple(X,Z) est-il gaussien ?

3. Donner un exemple de couple de variables aléatoires(X,Z) centrées, telles queE(XZ) =

0, X etZ suivent des lois gaussiennes et telles queX etZ ne sont pas indépendantes.

Exercice 10 Soit((Xi, Yi), i ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans
R2 suivant toutes la même loi. On suppose de plus queE(X1) = E(Y1) = 0, queE(X21) < +∞
etE(Y21) < +∞.

1. Quelle est la loi limite de(X1 + · · ·+ Xn)/
√

n, de(Y1 + · · ·+ Yn)/
√

n ?

2. Quelle est la loi limite du couple
(
(X1 + · · ·+ Xn)/

√
n, (Y1 + · · ·+ Yn)/

√
n
)

?

3. A quelle condition la loi limite est elle celle d’un couple de variables aléatoires indépen-
dantes ?

4. On suppose que le couple des(Xi, Yi) suit la loi suivante : avec probabilité1/4 le
couple vaut soit(cos(θ), sin(θ)), soit (− sin(θ), cos(θ)), soit (− cos(θ), − sin(θ)), soit
(sin(θ), − cos(θ)). A quelle condition surθ, lesXi et lesYi sont elles indépendantes ?
Montrer que, cependant, quelle que soit la valeur deθ, la loi limite est celle d’un couple
de variables aléatoires indépendantes dont on donnera la loi.
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Exercice 11 On se donne2n (n ≥ 2) variables aléatoires réelles gaussiennes indépendantes
X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn telles que, pour1 ≤ i ≤ n :

E (Xi) = λ, E (Yi) = µ,

et :
Var(Xi) = Var(Yi) = σ2,

λ, µ, σ étant trois paramètres réels. On pose :

Ln =
X1 + · · ·+ Xn

n
Mn =

Y1 + · · ·+ Yn

n
.

1. Trouver la loi du vecteur aléatoire(Ln,Mn).

2. Exprimer lorsqueλ = µ, la fonction définie, poura ≥ 0 par :

f(a) = P
(
|Ln − Mn| > aσ/

√
n
)
,

à l’aide deN(x) =
∫x
-1 e-u

2=2du/
√

2π.

3. On pose :

S2n =
1

n − 1

n∑

i=1

(Xi − Ln)
2

T 2n =
1

n − 1

n∑

i=1

(Yi − Mn)
2

Montrer queS2n, T 2n et (S2n + T 2n)/2 sont des estimateurs sans biais deσ2. Lequel vous
parait il préférable ?

4. En déduire que lorsqueλ = µ, la variable aléatoire :

√
n

Ln − Mn√
S2n + T 2n

,

suit une loi de Student de paramêtren − 1.

5. Que se passe t’il lorsqueλ 6= µ et quen tend vers+∞. Proposer un test de l’hypothèse
λ = µ contre l’alternativeλ 6= µ.

6. Soit deux groupes de 21 élèves. On constate que la moyenne empirique est de13.8 et
la variance empirique de2.4 pour le premier groupe et de13 et 3.1 pour le deuxième
groupe. L’écart entre les deux groupes vous parait elle significative ? (Student= 0.93)

Exercice 12 On considère le modèle de transmission suivant : un signal déterministesn est
bruité par une variable aléatoireBn. On poseXn = αsn+σBn oùXn est l’observation effective
(bruitée).α etσ sont des paramètres fixés mais inconnus. On cherche en particulier une méthode
d’estimation deα. On suppose que les(Bk)1≤k≤n suivent des lois gaussiennes centrées réduites
et sont indépendantes.

1. Trouver la loi du vecteur(X1, . . . , Xn).

2. On notex = (x1, . . . , xn) un point deRn. Trouver la valeur̂α(x) qui maximise cette
densité. Calculer :

E (α̂(X1, . . . , Xn)) et Var(α̂(X1, . . . , Xn)) .

A quelle conditionα̂ est’il un estimateur convergent en moyenne quadratique.





Chapitre 2

Vecteurs gaussiens - Mouvement Brownien

2.1 Vecteurs gaussiens

Définition 2.1.1 On dit qu’un vecteur aléatoireX = (X1, . . . , Xd) est un vecteur gaussien si,
pour toutu ∈ Rd, la variable aléatoire réelleu.X est une variable aléatoire gaussienne.

Notons que par linéarité de l’espérance et par bilinéarité de la variance on a :

E(u.X) = u1E(X1) + · · ·+ udE(Xn) = u.E(X),

et :

Var(u.X) =

d∑

i=1

d∑

j=1

uiujCov (Xi, Xj),

avecCov (Y, Z) = E(YZ) − E(Y)E(Z) = E {(Y − E(Y))(Z − E(Z))}.
NotonsΓ , avecΓij = Cov (Xi, Xj), la matrice de variance covariance du vecteurX et m,

avecmi = E(Xi), son vecteur moyenne. On voit donc que :

E
(
eiu:X

)
= eiE(u:X)-

1
2Var(u:X) = eiu:m-12u:�u.

On constate que la fonction caractéristique (et donc la loi) ne dépend que du couple(m, Γ). On
dit dans ce cas queX suit la loiN (m, Γ).
Exemples :Si G1, . . . , Gd sont des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes alors
G = (G1, . . . , Gd) est un vecteur gaussien centré de matrice de variance covariance égale à la
matrice identité deRd. En effet pouru ∈ Rd, par indépendance, la fonction caractéristique de
u.G est

Φu:G(v) = E(eiv(u:G)) =

d∏

j=1

E(eivujGj) =

d∏

j=1

e-
(vuj)

2

2 = e-
v2
2 u:u,

ce qui implique que cette variable aléatoire suit la loi gaussienne centrée de varianceu.u.

Remarque 2.1.2 Il ne suffit pas queX1 etX2 soient des variables gaussiennes réelles pour que
(X1, X2) soit un vecteur gaussien. Ce résultat est vrai dans le cas particulier oùX1 et X2 sont
indépendantes mais pas en toute généralité.

Notons que la matrice de variance covarianceΓ de n’importe quel vecteurX est une matrice
symétrique positive (i.e.u.Γu ≥ 0 pour tout vecteuru deRd) : en effet,u.Γu = Var(u.X) ≥ 0.
D’autre part, on peut construire (ou simuler) un vecteur gaussien de vecteur moyennem et de

33
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matrice de covarianceΓ donnéessi et seulement sila matriceΓ est symétrique positive. Nous
prouvons ce résultat dans le paragraphe consacré à la simulation d’un vecteur gaussien . Notons,
de plus, queΓ peut être dégénérée (i.e. il existeu0 6= tel queΓu0 = 0) et dans ce casX prend
ses valeurs dans un sous espace affine strict deRd.

Stabilité du caractère gaussien par transformation linéaire Si X est un vecteur aléatoire
à valeursRd et Y = a + MX pour un vecteur (constant)a ∈ Rn et une matriceM de taille
n × d, alors toute combinaison linéaire des coordonnées deY est combinaison linéaire des
coordonnées deX à une constante près : pourv ∈ Rn, v.Y = v.a + (Mtv).X. Donc siX est
gaussien,Y l’est aussi.

Exercice 13 Vérifier queE(Y) = a + M.E(X) et que la matrice de variance covarianceΛ de
Y s’exprime en fonction de celleΓ deX par la relationΛ = MΓMt.

Exemples :Si X = (X1, . . . , Xd) est un vecteur gaussien à valeursRd alors pourk ≤ d, le
vecteur(X1, . . . , Xk) est gaussien (de même que tout vecteur obtenu à partir deX en enlevant
certaines coordonnées). La moyenne empirique1

d

∑d
i=1 Xi est une gaussienne réelle.

Simulation d’un vecteur gaussien Supposons que l’on cherche simuler un vecteur gaussien
dont on connaît le vecteur moyennem et la matrice de variance-covarianceΓ .

La matriceΓ est symétrique positive. Il existe donc une racine carréeA telle que :

AAt = Γ.

Voir l’exercice14pour une preuve.
D’après ce qui précède, siG = (G1, . . . , Gd) est un vecteur de variables aléatoires gaus-

siennes centrées réduites indépendantes alorsm + AG suit la loiN (m, Γ).
On débouche donc sur l’algorithme suivant pour simuler un vecteur gaussienm, Γ :

Simulation d’un vecteur gaussien :
– Calculer une racine carréeA deΓ ,
– tirer un vecteur de gaussiennes centrées réduites indépendantesG =

(G1, . . . , Gd),
– retourner le vecteurm + AG.

Exercice 14 Algorithme de Cholevsky En supposant que estA est une matrice triangulaire
supérieure, résoudre itérativement l’équationAAt = Γ . Programmer la méthode ainsi identifiée.

Vecteurs gaussiens et indépendanceSi les coordonnées du vecteur aléatoireX =

(X1, . . . , Xd) sont indépendantes et de carré intégrable, alors sa matrice de variance covariance
est diagonale. En effet pouri 6= j, E(XiXj) = E(Xi)E(Xj) i.e.Cov (Xi, Xj) = 0.
Dans le cas oùX est un vecteur gaussien, le caractère diagonal de la matrice de covariance
s’avère une condition suffisante d’indépendance :

Proposition 2.1.3 Les coordonnées d’un vecteur gaussienX = (X1, . . . , Xd) sont indépen-
dantes si et seulement si sa matrice de variance covarianceΓ est diagonale.

Démonstration : Nous avons déjà démontré la condition nécessaire. Supposons que la matrice de va-
riance covarianceΓ est diagonale et notonsm le vecteur espérance deX. SiY1, . . . , Yd sont des variables
gaussiennes indépendantes d’espérance et variance respectivesm1, Γ11, . . . , md, Γdd alors le vecteur
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Y = (Y1, . . . , Yd) suit la loiN (m, Γ). DoncX et Y ont même loi et les coordonnéesXi sont des va-
riables indépendantes.

Exercice 15 Soit Y1, . . . , Yn des vecteurs aléatoires à valeurs respectivement dans
Rd1, . . . , Rdn t.q. le vecteurY = (Y1, . . . , Yn) est gaussien (cela implique en particulier que
lesYi sont des vecteurs gaussiens). Montrer que les vecteursY1, . . . , Yn sont indépendants si et
seulement si la matrice de variance covarianceΓ deY est diagonale par blocs au sens où :

∀(j, k) /∈
n⋃

i=1

[d1 + . . . + di-1 + 1, d1 + . . . + di]
2, Γjk = 0.

Convergence en loi de vecteurs aléatoiresLa définition de la convergence en loi est iden-
tique au cas unidimensionnel.

Définition 2.1.4 On dit que (Xn, n ≥ 1) suite de variables aléatoires à valeurs dansRd

converge en loi versX variable aléatoire à valeurs dansRd si, pour toute fonction continue
et bornéef : Rd → R,

lim
n!+1E (f(Xn)) = E (f(X)) .

On peut étendre au cas vectoriel le critère de convergence utilisant la fonction caractéristique.

Théorème 2.1.1Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires à valeurs dansRd. Cette
suite converge en loi versX si et seulement si, pour toutu = (u1, . . . , ud), on a :

lim
n!+1E

(
eiu:Xn

)
= E

(
eiu:X

)
.

Ce résultat est délicat à obtenir et nous l’admettrons. Nous allons voir qu’il permet de démontrer
simplement une généralisation du théorème de la limite centrale.

Théorème 2.1.2 (de la limite centrale multidimensionnel)Soit(Xn, n ≥ 1) une suite de va-
riables aléatoires à valeurs dansRd indépendantes suivant toutes la même loi queX. On sup-

pose queE
(
|X|

2
)

< +∞ (où |x| désigne la norme euclidienne d’un vecteur deRd). On note

m le vecteur des espérances deX, mi = E(Xi) pour i = 1, . . . , d. etΓ le matrice de variance-
covariance du vecteurX, Γij = Cov (Xi, Xj). Alors :

√
n

(
1

n
(X1 + · · ·+ Xn) − m

)

converge en loi vers un vecteur gaussien centré de matrice de variance-covarianceΓ .

Démonstration : Soit u ∈ Rd et Yn = u.Xn. Les variablesYn sont des variables aléatoires réelles
indépendantes et identiquement distribuées. Elles sont de carré intégrable. Leur espérance estmu = u.m

et leur varianceσ2u = u.Γu.
Donc, par application du théorème de la limite centrale dansR (théorème1.7.1), la suite√

n
( 1
n(Y1 + . . . + Yn) − mu

)
converge en loi versσu G. En utilisant la caractérisation de la conver-

gence en loi des variables aléatoires réelles par les fonctions caractéristiques, on en déduit :

lim
n!+1E

(
ei
√
n( 1n (Y1+:::+Yn)-mu)

)
= E

(
ei�uG

)
= e-

1
2u:�u.
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En utilisant la définition deYn, on obtient

lim
n!+1E

(
eiu:

√
n( 1n (X1+:::+Xn)-m)

)
= e-

1
2u:�u.

Commeu ∈ Rd est arbitraire, on conclut en utilisant la caractérisation de la convergence en loi des
vecteurs aléatoires dansRd par les fonctions caractéristiques.

Stabilité des vecteurs gaussiens par convergence en loiLe résultat suivant qui assure que
toute limite en loi (à fortiori presque sûre, en probabilité, dansL1 ou dansL2 puisque ces conver-
gences impliquent la convergence en loi) de variables gaussiennes réelles est gaussienne, est très
utile pour obtenir le caractère gaussien de variables obtenues par un procédé de passage à la li-
mite.

Proposition 2.1.5 Soit (Xn)n une suite de variables gaussiennes réelles qui converge en loi
versX. AlorsX est gaussienne.

Démonstration : Supposons dans un premier temps queXn converge versX dansL2 i.e. queE((Xn −

X)2) → 0. Comme(E(Xn) − E(X))2 ≤ E((Xn − X)2), E(Xn) → E(X).
Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,E(XnX) ≤

√
E(X2n)

√
E(X2).

Donc

E((Xn − X)2) = E(X2n) − 2E(XnX) + E(X2) ≥ (

√
E(X2n) −

√
E(X2))2.

Ainsi E(X2n) → E(X2) et Var(Xn) → Var(X).

On en déduit que pouru ∈ R, E(eiuXn) = eiuE(Xn)-u
2
2 Var(Xn) → eiuE(X)-u

2
2 Var(X). La convergence

dansL2 deXn versX entraîne la convergence en loi deXn versX et donc d’après les théorèmes1.7.2et
2.1.1, la convergence deE(eiuXn) versE(eiuX). On conclut donc que

∀u ∈ R, E(eiuX) = eiuE(X)-u
2
2 Var(X),

ce qui implique queX est gaussienne.
Traitons maintenant le cas plus délicat où l’on suppose seulement la convergence en loi de la suite

Xn versX. Comme la fonction caractéristiqueΦX(u) = E(eiuX) est continue (conséquence du théorème
de convergence dominée) et vérifieΦX(0) = 1, il existev > 0 t.q. |ΦX(v)| 6= 0. La convergence en loi
deXn versX entraîne celle deE(eivXn)E(e-ivXn) = e-v

2Var(Xn) versE(eivX)E(e-ivX) = |ΦX(v)|2.
On en déduit que la suite(Var(Xn))n converge vers une limiteσ2 ∈ R+.

Comme pour toutu ∈ R, E(eiuXn) = eiuE(Xn)-u
2
2 Var(Xn) converge versE(eiuX), pour toutu ∈ R

la suiteeiuE(Xn) converge vers une limiteψ(u) avec |ψ(u)| = 1. Montrons par l’absurde que l’on
peux extraire de la suite(E(Xn))n une sous-suite(E(Xnk))k qui converge vers une limite finiem ∈ R.
Supposons qu’au contraire|E(Xn)| → +∞. Soit ϕ une fonctionC1 à support compact surR. Par
convergence dominée ∫

R
ψ(u)ϕ(u)du = lim

n!+1
∫

R
eiuE(Xn)ϕ(u)du.

Or par intégration par parties,
∫

R
eiuE(Xn)ϕ(u)du =

i

E(Xn)

∫

R
eiuE(Xn)ϕ ′(u)du.

ce qui entraîne que|
∫

R eiuE(Xn)ϕ(u)du| ≤ 1
jE(Xn)j |

∫
R |ϕ ′(u)|du. On conclut que pour toute fonction

C1 à support compactϕ, ∫

R
ψ(u)ϕ(u)du = 0.
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Ainsi la distribution associée à la fonction localement intégrableψ est nulle i.e.ψ ≡ 0, ce qui contredit
|ψ| ≡ 1. Donc il existe une sous-suite(E(Xnk))k qui converge vers une limitem ∈ R. On conclut que

∀u ∈ R, E(eiuX) = lim
k

E(eiuXnk ) = lim
k

eiuE(Xnk )-
u2
2 Var(Xnk ) = eium-u

2
2 �

2
.

Corollaire 2.1.6 Soit (Xn)n une suite de vecteurs gaussiens à valeursRd qui converge en loi
vers un vecteurX. AlorsX est gaussien.

Démonstration : Comme pouru ∈ Rd, l’applicationx ∈ Rd → u.x ∈ R est continue, la convergence
en loi deXn versX entraîne celle deu.Xn versu.X. Les variablesu.Xn étant gaussiennes, on en déduit
avec la proposition2.1.5queu.X est une variable gaussienne. Commeu ∈ Rd est arbitraire,X est un
vecteur gaussien.

2.2 Mouvement Brownien

Définition 2.2.1 On appelle processus stochastique à temps continu à valeurs dans un espaceE

muni d’une tribuE , une famille(Xt, t ≥ 0) de variables aléatoires à valeurs dansE définies sur
un espace de probabilité(Ω,A, P).

Remarque 2.2.2L’indice t ∈ [0, +∞[ représente le temps. Notons que l’on peut associer, à
chaqueω ∈ Ω, une trajectoire :

t → Xt(ω).

Définition 2.2.3 Un processus stochastique(Bt, t ≥ 0) à valeurs réelles est appelé mouvement
brownien (standard) s’il vérifie les quatre propriétés suivantes :

(i) B0 = 0

(ii) Pour touts ≤ t, l’accroissementBt − Bs suit la loi gaussienne centrée de variancet − s.

(iii) si 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn, les accroissementsBt1 , Bt2 − Bt1 , . . . , Btn − Btn-1 sont
indépendants

(iv) En dehors d’un ensemble de probabilité nulle, les trajectoirest → Bt(ω) sont continues.

Notons que (i) et (ii) implique queBt = Bt − B0 suit la loi gaussienne centrée de variancet

dont la densité est
1√
2πt

e-
x2
2t .

Définition 2.2.4 Un processus(Xt, t ≥ 0) à valeurs réelles est dit :
– continu si les trajectoirest → Xt(ω) le sont.
– à accroissements indépendants si∀n ∈ N∗ et0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn, les accroissements

Xt1 − X0, Xt2 − Xt1 , . . . , Xtn − Xtn-1 sont indépendants.
– à accroissements stationnaires si∀s, t ≥ 0, Xt+s − Xt a même loi queXs − X0.

Un mouvement brownien standard est donc un processus continu (iv) à accroissements indé-
pendants (iii) et stationnaires (ii). En fait, on peut caractériser tout les processus qui vérifient
ces trois propriétés
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Théorème 2.2.1Si (Xt, t ≥ 0) est un processus continu à accroissements indépendants et
stationnaires alors il existe deux constantes réellesr etσ t.q.∀t ≥ 0, Xt−X0 = rt+σBt avec
(Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien.

Démonstration : La démonstration du caractère gaussien deXt − X0 est délicate. Elle repose sur des
variantes du théorème de la limite centrale. Nous admettrons ce résultat.

Par contre, il est très facile de calculer la moyenne et la variance deXt − X0. En effet :

Xt+s − X0 = (Xt+s − Xt) + (Xt − X0) .

La loi de(Xt+s − Xt) est identique à celle de(Xs − X0) par hypothèse. Comme nous avons admis qu’il
s’agissait d’une variable aléatoire gaussienne, cette variable aléatoire a une espérance et une variance
finie ainsi que(Xt − X0). Donc :

E (Xt+s − X0) = E (Xt+s − Xt) + E (Xt − X0) = E (Xs − X0) + E (Xt − X0) .

Si l’on noteφ(t) = E (Xt − X0), on a donc l’équation fonctionnelle :

φ(t + s) = φ(t) + φ(s).

On en déduit que pourk, n ∈ N∗, φ(k/n) = kφ(1/n). Si on poser = φ(1), le choixk = n permet
de vérifier que∀k, n ∈ N∗, φ(k/n) = rk/n. On conclut alors, sans presque aucune hypothèse de
régularité surφ, queφ(t) = rt.

De même, pour la variance, commeXt+s−Xt etXt−X0 sont deux variables aléatoires indépendantes,
on a :

Var(Xt+s − X0) = Var(Xt+s − Xt) + Var(Xt − X0) = Var(Xs − X0) + Var(Xt − X0) .

Le même argument permet alors d’affirmer que Var(Xt − X0) = σ2t. On vérifie ensuite facilement que
Bt = 1

�(Xt − X0 − rt) est un mouvement brownien.

Remarque 2.2.5Si on souhaite modéliser le cours(St)t≥0 d’une action par un processus
continu strictement positif à accoissements relatifs

St − Su

Su
=

St

Su
− 1, u ≤ t

indépendants et stationnaires alorsXt = ln(St) est un processus continu à accroissements
indépendants et stationnaires. Dans ces conditions, d’après le théorème2.2.1, il existe deux
constantes réellesr etσ et un mouvement brownien(Bt, t ≥ 0) t.q.

∀t ≥ 0, St = S0 exp(σBt + rt).

Ce modèle d’actif est appelé modèle de Black-Scholes.

Exercice 16 Montrer que pour toutλ ∈ R, E(e�Bt) = e
�2t
2 . En déduire que

E(Bnt ) =

{
0 si n impair
tn=2n!

2n=2(n=2)! si n pair.
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2.3 Vers une construction du mouvement brownien

Nous allons donner une réponse (partielle) à la question : Le mouvement brownien (stan-
dard) existe t’il ? Le but de cette partie sera d’écrire un programme informatique permettant de
simuler une trajectoire d’un mouvement brownien.

Pour mener à bien cette construction, nous allons chercher à identifier la “loi conditionnelle
deB t+s

2
lorsque l’on connaitBt etBs”.

Pour cela, notons que sis ≤ t alors le vecteur :

(Bs, B t+s
2

, Bt)

est un vecteur gaussien puisque il s’écrit linéairement à partir du vecteur de gaussiennesindé-
pendantes:

(Bs, B t+s
2

− Bs, Bt − B t+s
2

).

L’indépendance de ces trois variables aléatoires est une conséquence de la définition : les ac-
croissements du brownien sont indépendants.

On cherche à déterminerα etβ de façon à ce que la variable aléatoireZ�;� :

Z�;� = B t+s
2

− αBs − βBt,

soit indépendante du couple(Bs, Bt).
Pour cela, il convient de noter que le vecteur(Z�;�, Bs, Bt) est un vecteur gaussien (comme

combinaison linéaire de variables aléatoires gaussiennes indépendantes) centré (puisque
E(Bt) = E(B t+s

2
) = E(Bs) = 0 et doncE(Z�;�) = 0).

Ce vecteur étant gaussien, d’après l’exercice15, Z�;� sera indépendante du couple(Bs, Bt)

si et seulement si :
Cov (Z�;�, Bs) = 0 etCov (Z�;�, Bt) = 0.

On obtient, sans difficultés, que :

Cov (Z�;�, Bs) = E
(
B t+s

2
Bs

)
− αE(B2s) − βE(BtBs).

On voit donc qu’il faut savoir calculer, pour un mouvement brownien standardE(BuBv) si
u ≤ v. Pour cela remarquons que :

E(BuBv) = E(B2u + Bu(Bv − Bu)) = E(B2u) + E(Bu(Bv − Bu)).

Mais,Bu etBv − Bu sont indépendantes etE(Bu) = 0 donc :

E(Bu(Bv − Bu)) = 0.

De plus,Bu suit une loi gaussienne centrée de varianceu doncE(B2u) = u. On voit donc que,
si u ≤ v :

E(BuBv) = u.

Plus généralement, cela implique que pour toutt et pour touts :

E(BtBs) = t ∧ s = inf(s, t).

Ce résultat intermédiaire étant établi, on obtient :

Cov (Z�;�, Bs) = E
(
B t+s

2
Bs

)
− αE(B2s) − βE(BtBs) = s − αs − βs,
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et :

Cov (Z�;�, Bt) = E
(
B t+s

2
Bt

)
− αE(BtBs) − βE(B2t) =

t + s

2
− αs − βt.

On a doncCov (Z�;�, Bs) = Cov (Z�;�, Bt) = 0 si et seulement siα = β = 1/2. Posons
Z = Z1=2;1=2, soit :

Z = B t+s
2

−
1

2
(Bs + Bt) .

Z est par construction une variable aléatoire indépendante du couple(Bs, Bt). De plus elle
suit une loi gaussienne puisque elle s’exprime linéairement en fonction du vecteur gaussien
(Bs, B t+s

2
, Bt). Pour identifier la loi deZ il suffit de calculer sa moyenne et sa variance. On

obtient facilement queE(Z) = 0 puis que :

Var(Z) = E(Z2) = E

{(
B t+s

2
−

1

2
(Bs + Bt)

)2}
.

En développant le carré, on obtient :

Var(Z) =
t + s

2
+

t

4
+

s

4
−

t + s

2
− s +

s

2
=

1

4
(t − s).

On voit donc queZ s’écrit sous la forme :

Z =
1

2

√
t − s Gs;t,

Gs;t étant une gaussienne centrée réduite indépendante du couple(Bs, Bt).

Remarque 2.3.1On peut montrer queGs;t est en fait indépendante deBu pour toutu ≤ s ou
≥ t.

On peut résumer le résultat qui vient d’être établi de la façon suivante :
{

B t+s
2

= 1
2 (Bs + Bt) + 1

2

√
t − s Gs;t

Gs;t étant indépendante deBu pour toutu ≤ s ou≥ t.
(2.1)

Cela suggére la procédure de simulation (ou de construction) suivante de la trajectoire(Bs, 0 ≤
s ≤ 1) à partir d’une suite(Gj)j≥1 de variables gaussiennes centrées réduites indépendantes :

1. PoserB1 = G1,

2. utiliser (2.1), avecs = 0 et t = 1 pour poserB1=2 = 1
2(B1 + G2),

3. utiliser (2.1), avecs = 0 et t = 1/2 pour poserB1=4 = 1
2(B1=2 + 1√

2
G2),

4. utiliser (2.1), avecs = 1/2 et t = 1 pour poserB3=4 = 1
2(B1=2 + B1 + 1√

2
G4),

5. etc ...

Il est facile d’écrire un programmeCqui fait ce travail.

double gaussienne()
// renvoit une gaussienne centrée réduite
{

return ...
}

void Pont(s,x,t,y)
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{
double z;

if(|t-s|<epsilon)
{

tracer la droite de (s,x) à (t,y);
return;

}
z = (x+y)/2 + sqrt(t-s)/2 * gaussienne();
Pont(s,x,(s+t)/2,z);
Pont((s+t)/2,z,t,y);

}

void main(void)
{

Pont(0,0,1,gaussienne());
}

2.4 Régularité des trajectoires

Une propriété importante (bien que parfois génante !) du mouvement brownien est le
manquede régularité des trajectoires. Nous admettrons le théorème suivant.

Théorème 2.4.1Soit(Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien, alors, en dehors d’un ensemble de
probabilité nulle, il n’existe aucun point où la trajectoire est différentiable.

Nous allons prouver un résultat lié à ce théorème bien que moins fort.

Proposition 2.4.1 Soit(Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien, soitT un réel positif,n un entier.
On pose :

tni =
iT

n
, pour0 ≤ i ≤ n.

Alors, au sens de la convergenceL2 :

lim
n!+1

n-1∑

i=0

(
Btni+1 − Btni

)2
= T.

Démonstration : En utilisant l’indépendance des accroissements de(Bt, t ≥ 0) on obtient :

Var

(n-1∑

i=0

(
Btni+1 − Btni

)2)
=

n-1∑

i=0

Var

((
Btni+1 − Btni

)2)
.

Mais :

Var

((
Btni+1 − Btni

)2)
= E

((
Btni+1 − Btni

)4)
− E

((
Btni+1 − Btni

)2)2
.

La loi deBtni+1 − Btni est celle d’une gaussienne centrée de variancetni+1 − tni = T/n, donc siG est une
gaussienne centrée réduite, on a :

Var

((
Btni+1 − Btni

)2)
=

T2

n2

(
E(G4) − E(G2)2

)
=

T2

n2
(E(G4) − 1).
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De plus :

E

(n-1∑

i=0

(
Btni+1 − Btni

)2)
=

n-1∑

i=0

E
((

Btni+1 − Btni

)2)
= n

T

n
= T.

Finalement on obtient :

E




[n-1∑

i=0

(
Btni+1 − Btni

)2
− T

]2
 =

T2

n
(E(G4) − 1) =

2T2

n
.

Ce qui prouve le résultat.

Remarque 2.4.2Ceci implique que(Bt, t ≥ 0) ne peut être lischitzienne sur l’intervalle[0, T ].
En effet la convergenceL2 implique la convergence presque sûre pour une sous suite et, de plus,
si |Bt − Bs| ≤ K |t − s|, on a :

n-1∑

i=0

(
Btni+1 − Btni

)2
≤

n-1∑

i=0

K2T 2

n2
≤ K2T

n
→n!+1 0.

Ceci prouve que la trajectoire ne peut être lipschitzienne sur l’intervalle[0, T ].

2.5 Caractère gaussien du mouvement brownien

Nous avons vu que si(Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien alorsBt suit une loi gaus-
sienne. Une propriété plus forte est vérifié par le processus(Bt, t ≥ 0) : c’est un processus
gaussien.

Définition 2.5.1 On dit qu’un processus(Xt, t ≥ 0) est unprocessus gaussien, si pour tout
entiern et pour toutn-uplet,0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn < +∞, le vecteur(Xt1 , . . . , Xtn) est un
vecteur gaussien.

Il est alors facile de vérifier que :

Théorème 2.5.1Un mouvement brownien est un processus gaussien.

Démonstration : Appelons(Bt, t ≥ 0) ce mouvement brownien. Alors

(Bt1 , Bt2 − Bt1 , . . . , Btn − Btn-1)

est un vecteur formé de gaussiennes indépendantes, donc un vecteur gaussien. Le vecteur(Bt1 , . . . , Btn)

qui s’obtient par transformation linéaire du précédent est également gaussien.

On peut de plus prouver le résultat suivant.

Théorème 2.5.2Soit(Bt, t ≥ 0) un processus gaussien centré continu t.q.

∀s, t ≥ 0, Cov (BsBt) = min(s, t).

Alors (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien.

Démonstration : Le point (iv) de la définition2.2.3est vérifié. CommeE(B0) = 0 (processus centré)
et Var(B0) = min(0, 0) = 0, B0 est nul avec probabilité1 et le point (i) est vérifié.
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Pour les points (ii) et (iii) on se donne0 = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn. Pour1 ≤ i ≤ n,

Var(Bti−Bti-1) = Var(Bti)−2Cov (Bti , Bti-1)+Var(Bti-1) = ti−2 min(ti, ti-1)+ti-1 = ti−ti-1.

Et pour1 ≤ i < j ≤ n,

Cov (Bti − Bti-1Btj − Btj-1)

= Cov (Bti , Btj) − Cov (Bti , Btj-1) − Cov (Bti-1 , Btj) + Cov (Bti-1 , Btj-1)

= min(ti, tj) − min(ti, tj-1) − min(ti-1, tj) + min(ti-1, tj-1)

= ti − ti − ti-1 + ti-1 = 0.

Comme(Bt) est un processus gaussien, on conclut que les variablesBt1 , Bt2 − Bt1 , . . . , Btn − Btn-1
sont des gaussiennes centrées indépendantes de variances respectivest1, t2 − t1, . . . , tn − tn-1.

Exercice 17 Montrer que si(Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien alors :
– (−Bt, t ≥ 0)

– (1cBc2t, t ≥ 0) oùc 6= 0,
– (Bt0+t − Bt0, t ≥ 0) où t0 ≥ 0

sont des mouvements browniens. En déduire que Loi(
∫T
0 Bsds) = Loi(T 3=2

∫1
0 Bsds).

Une application du caractère gaussien du mouvement brownienQuelle est la loi de∫T
0 Bsds si (Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien ?

Comme(Bt, t ≥ 0) est un processus continu, on a, au sens d’une limite presque sûre :

lim
n!+1 T

n

n-1∑

i=0

Btni =

∫ T
0

Bsds,

si tni = iT
n (approximation d’une intégrale par une somme de Rieman).

Comme le processus(Bt, t ≥ 0) est un processus gaussien les variables aléatoires
T
n

∑n-1
i=0 Btni sont des gaussiennes centrées. Avec la proposition2.1.5, on en déduit que

∫T
0 Bsds

est une gaussienne. CommeE(
∫T
0 Bsds) =

∫T
0 E(Bs)ds = 0, pour identifier sa loi il nous reste

à calculer sa variance :

Var

(∫ T
0

Bsds

)
= E

([∫ T
0

Bsds

]2)

= E
(∫ T

0

∫ T
0

BsBs ′dsds ′
)

=

∫ T
0

∫ T
0

E (BsBs ′) dsds ′.

CommeE(BsBt) = min(s, t), un calcul simple montre que :

Var

(∫ T
0

Bsds

)
=

T 3

3
.

Exercice 18 Montrer que le couple
(
BT ,

∫T
0 Bsds

)
est un vecteur gaussien et identifier sa loi.
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2.6 Exercices

Exercice 19 SoitX etY des variables gaussiennes réelles indépendantes. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que les variablesX + Y etX − Y soient indépendantes.

Exercice 20 Soit X une variable gaussienne centrée réduite etε une variable vérifiantP(ε =

1) = P(ε = −1) = 1/2 indépendantes.

1. Quelle est la loi deY = εX ?

2. Donner la matrice de covariance du vecteur(X, Y).

3. ComparerE(X2Y2) àE(X2)E(Y2). Les variablesX etY sont-elles indépendantes ?

4. Que peut-on conclure sur le couple(X, Y) ?

Exercice 21 Soit X1, . . . , Xn des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes. On
noteMn = 1

n

∑n
i=1 Xi etVn = 1

n-1

∑n
i=1(Xi − Mn)

2 la moyenne et la variance empirique.

1. Montrer queMn est indépendante du vecteur(X1 − Mn, X2 − Mn, . . . , Xn − Mn).

2. Conclure queMn etVn sont indépendantes.

Exercice 22 Dans toute la suite on suppose que(Bt, t ≥ 0) est un mouvement brownien stan-
dard.

1. CalculerE(|Bt|).

2. CalculerE(B2tB
2
s).

Exercice 23 Soientf1,f2 deux fonctions continues sur[0, 1]. On noteXj =
∫1
0 Bsfj(s)ds.

1. Montrer que presque sûrement

Xj = lim
n!1 1

n

n-1∑

k=0

Bk=nfj(k/n).

2. En déduire que(X1, X2) est un vecteur gaussien.

3. Calculer la moyenne et la matrice de variance covariance de ce vecteur.

Exercice 24 Lemme de Borel-Cantelli

1. Soit (Xk, k ≥ 1), une suite de variables aléatoires réelles, montrer que l’on a toujours :

E

(∑

k≥1
|Xk|

)
=

∑

k≥1
E (|Xk|) .

2. En déduire que siE
(∑

k≥1 |Xk|
)

< +∞, alors, presque sûrementlimk!+1 Xk = 0.

3. On considère une suite d’évènements(Ak, k ≥ 1). Montrez, en posantXk = 1Ak que
si

∑
k≥1 P(Ak) < +∞ alors, presque sûrement, il existe un rangN(ω) (dépendant du

hasard) tel que sik ≥ N(ω) alorsω 6∈ Ak.

Ce résultat, très utile pour prouver des convergences, est connu sous le nom de Lemme de
Borel-Cantelli. Il sera utilisé dans l’exercice suivant.
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Exercice 25 1. On noteZt = tB1=t. Montrer que le vecteur(Zt1 , Zt2 − Zt1, . . . , Ztn −

Ztn-1), où 0 < t1 < · · · < tn, est un vecteur gaussien dont on déterminera les caracté-
ristiques. En admettant quelimt!0 Zt = 0, montrer que(Zt, t ≥ 0) est un mouvement
brownien. Le reste de cet exercice consiste a prouver quelimt!0 Zt = 0.

2. Montrer que presque sûrementlimn!1 Bn/n = 0.

3. On considèreMn = sup{|Bt − Bn|; n ≤ t ≤ n + 1}. Montrer que(Mn, n ≥ 0) est une
suite de variables aléatoires indépendantes de même loi.On admettra dans la suite de
cet exercice queE(|M1|) < +∞.

4. Montrer que, pour toutε > 0

∑

n≥1
P(Mn ≥ εn) =

∑

n≥1
P(M1 ≥ εn) ≤ 1

ε
E(|M1|).

En utilisant le fait queE(|M1|) < +∞ et le lemme de Borel-Cantelli en déduire que,
presque sûrement,limn!+1Mn/n = 0.

5. Montrez que pourn ≤ t < n + 1, on a
∣∣∣∣
Bt

t
−

Bn

n

∣∣∣∣ ≤
|Bn|

n(n + 1)
+

Mn

n
.

En déduire que presque sûrement

lim
t!1Bt/t = 0.

Exercice 26 Soit0 ≤ a < b < ∞ fixés. Soitτ une subdivision finie de[a, b] : τ = (t0, . . . , tn)

oùa = t0 < · · · < tn = b. Le pas∆(τ) de la subdivisionτ est

∆(τ) = sup{ti+1 − ti, 0 ≤ i < n}.

Enfin on noteX� =
∑n
i=1[Bti+1 − Bti ]

2. Soit (τk, k ≥ 1) une suite de subdivisions dont le pas
tend vers zéro.

1. Montrer que la suite(X�k, k ≥ 1) converge dansL2(P) versb − a.

2. Montrer qu’il existe une sous-suite(kl, l ≥ 1) telle que la suite(X�kl , l ≥ 1) converge
presque sûrement versb − a (On utilisera le lemme de Borel-Cantelli).

3. Soitε > 0. Déduire de la question précédente que presque sûrement

sup
(s;t)∈[a;b]2; s6=t

|Bs − Bt|

(s − t)
1
2 +"

= ∞.

Donner une interprétation intuitive en terme de régularité d’une trajectoire d’un mouve-
ment brownien ?
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2.7 Travail dirigé : Test d’adéquation à une loi

On vous propose de jouer avec un dé et cinq partenaires. Tout le monde mise 1F, on lance
le dé. La face exposée détermine le gagnant qui empoche toutes les mises. Calculer votre gain
moyen au bout den coups. Pour accepter de jouer, il vous faut savoir si le dé est biaisé ou non.
Notre but est d’établir une procédure simple pour déterminer si le dé est non-biaisé. On parle
de test d’adéquation à une loi.

On note(Xi, i ≥ 1) des variables aléatoires indépendantes et de même loi à valeurs dans
{x1, · · · , xk}, dont la loi est caractérisée parpj = P[X1 = xj] > 0 et

∑k
j=1 pj = 1. (Dans

l’exemple ci-dessusk = 6.) On note

Nj =

n∑

i=1

1Xi=xj et Tn =

k∑

j=1

(Nj − npj)
2

npj
.

1. Déterminer la loi deNj.

Le cas d’une pièce :k = 2

1. Déterminer la loi du couple(N1,N2).

2. Déterminer le comportement de la suite(N1/n, n ≥ 1).

3. Déterminer le comportement de la suite(N1-np1√
n , n ≥ 1).

La loi du χ2

1. Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires vectorielles qui converge en loi versX.
Soit f une fonction continue. Déterminer le comportement de la suite(f(Xn), n ≥ 1).

2. CalculerTn. Comportement de(Tn, n ≥ 1).

3. Donner la densité de la loi limite. Identifier la loi limite comme une loi Gamma :
Γ(1/2, d/2) avecd = 1. Rappeler sa fonction caractéristique. On parle également de
loi du χ2 àd degrés de liberté. Ces lois sont tabulées.

4. En déduire un test pour déterminer si une pièce est non-biaisée.

Le cas général

1. Donner la loi de la somme de deuxχ2 indépendants àk1 et k2 degrés de liberté. En
déduire la loi de

∑k
j=1 X2j , oùX1, · · · , Xk sontk gaussiennes indépendantesN (0, 1). On

pose

Zn =

(
N1 − np1√

np1
, · · · ,

Nk − npk√
npk

)
.

2. Donner la limite en loi,Z, de (Zn, n ≥ 1) quandn → ∞. Déterminer la matrice de
variance-covarianceΓ .

3. Calculer
∑k
j=1
√

pjZn(j). En déduire queΓ est de rang strictement inférieur àk.

4. Montrer queΓ 2 = Γ . Montrer queΓ est de rangk − 1. On pourra considérer les vecteurs
ek et Γek où ek(1) =

√
pk, ek(k) = −

√
p1 et ek(i) = 0 si i 6∈ {1;k} pourk ≥ 2. En

déduire qu’il existe une matrice unitaireU telle queUtΓU est diagonale.

5. Donner la loi deUtZ. En déduire la loi de
∑k
j=1 Z(j)2.

6. Donner la limite de(Tn, n > 1). En déduire un test pour savoir si un dé est non-biaisé.
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Exemples numériques

1. On considère les naissances aux U.S.A. On souhaite savoir si les naissances sont équi-
réparties sur les jours de la semaine. Les nombres moyens de naissances par jours de
semaine pour 1997 sont les suivants (source NVSR 1999) :NLundi = 10861, NMardi =

12104, NMercredi = 11723, NJeudi = 11631, NVendredi = 11640, NSamedi = 8670 et
NDimanche = 7778. On obtientTn = 1639. On lit dans la table duχ2 à 6 degrés de li-
berté queP(χ2(6) > 23) = 0, 1%. On rejette donc l’hypothèse des naissances uniformes
sur les jours de la semaine au niveau 0,1%.

2. Weldon a effectuén = 26306 lancers de 12 dés à six faces. On noteXi le nombre de
faces indiquant 5 ou 6 lors du i-ième lancer. Les fréquences empiriques observées sont

notéesf̂j =
Nj

n
, où Nj est le nombre de fois où l’on a observéj faces 5 et 6 sur les 12

dés lancés :Nj =
∑n
i=1 1Xi=j. Les résultats obtenus sont : Si les dés sont non biaisés,

f̂0 = 0, 007033 f̂1 = 0, 043678 f̂2 = 0, 124116 f̂3 = 0, 208127

f̂4 = 0, 232418 f̂5 = 0, 197445 f̂6 = 0, 116589 f̂7 = 0, 050597

f̂8 = 0, 015320 f̂9 = 0, 003991 f̂10 = 0, 000532 f̂11 = 0, 000152

f̂12 = 0, 000000

la probabilité d’observer les faces 5 ou 6 dans un lancer de dé est1/3. Les variables
aléatoires(Xi, 1 ≤ i ≤ n) suivent donc une loi binomiale de paramètre(12, 1/3). Les
fréquences théoriques sont :

f0 = 0, 007707 f1 = 0, 046244 f2 = 0, 127171 f3 = 0, 211952

f4 = 0, 238446 f5 = 0, 190757 f6 = 0, 111275 f7 = 0, 047689

f8 = 0, 014903 f9 = 0, 003312 f10 = 0, 000497 f11 = 0, 000045

f12 = 0, 000002

CalculerTn, et en déduire que l’on rejette l’hypothèse des dés non biaisés. Les données
sont issues du livre de Feller Tome 1 : “An introduction to probability theory and its
applications”, page 149.





Chapitre 3

Espérance conditionnelle

3.1 Tribus construites à partir de variables aléatoires

SoitΩ un ensemble muni d’une tribuA c’est-à-dire un sous-ensemble de l’ensembleP(Ω)

des parties deΩ
– contenant∅ etΩ
– stable par passage au complémentaire
– stable par union ou intersection dénombrable.

Rappelons la définition d’une variable aléatoire réelle sur(Ω,A) :

Définition 3.1.1 Une applicationX deΩ muni de la tribuA dansR est une variable aléatoire
si pour toutB dans la tribu borélienne deR (plus petite tribu qui contient tous les intervalles) :

{ω ∈ Ω,X(ω) ∈ B} = {X ∈ B} ∈ A.

Cette propriété est laA-mesurabilité deX.

Unesous-tribuB deA est une tribu surΩ t.q.B ⊂ A.
– Soit X une variable aléatoire sur(Ω,A) à valeurs dansR. On note :σ(X) la plus petite

sous tribuB deA, rendant l’applicationX B-mesurable. Cette tribu représente l’informa-
tion donnée par la connaissance deX. Notez, par exemple, que siA ∈ A, alors la tribu
engendrée par la variable aléatoire1A est égale à :

{φ,A, Ac,Ω} .

– SoitX1, . . . , Xn, n variables aléatoires sur(Ω,A) à valeurs dansR, on note :

σ(X1, . . . , Xn)

la plus petite sous tribuB de A rendant les applicationsX1, . . . , Xn B-mesurables.
Cette tribu représente l’information donnée par la connaissance des variables aléatoires
X1, . . . , Xn.

– Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires réellesA-mesurables. On note, pour
toutn ≥ 1 :

Fn = σ(Xk, 1 ≤ k ≤ n).

Alors (Fn, n ≥ 1) est une suite croissante de tribus qui porte le nom defiltration natu-
relle. Pour unn fixé,Fn représente l’information disponibleà l’instantn.

Le résultat suivant dont la preuve fait l’objet de l’exercice35 clarifie l’interprétation d’une
tribu comme information.

49
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Proposition 3.1.2 SoitX etY deux variables aléatoires réelles. AlorsY estσ(X)-mesurable si
et seulement si il existe une fonction1 f deR dansR, telle que :

P(Y = f(X)) = 1.

Remarque 3.1.3Si Y estσ(X)-mesurable et, si l’on connaît la valeur deX, on peut en déduire
la valeur deY.

3.2 Notion d’espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur(Ω,A) et soitB ⊂ A une sous tribu deA.
L’espérance conditionnelle vise à définir la notion demeilleure approximationde X par une
variable aléatoireB-mesurable.

Cette notion est, évidemment, relative au choix d’une probabilitéP sur(Ω,A). Nous allons
commencer par traiter le cas oùX est une variable aléatoire de carré intégrable, c’est à dire telle
queE(X2) < +∞ (on le note aussiX ∈ L2(P)).

La construction se fait en utilisant le théorème de projection sur un sous espace fermé d’un
espace de Hilbert.

Pour cela posons :
– HA =

{
X variable aléatoireA-mesurable telle queE(X2) < +∞}

,
– HB =

{
X variable aléatoireB-mesurable telle queE(X2) < +∞}

.
Alors HA est un espace de Hilbert : c’est un espace vectoriel complet muni d’une norme dé-
rivant du produit scalaire< X, Y >= E(XY) et ‖X‖2 =< X, X >. HB est un sous espace
vectoriel fermé inclus dans cet espace de Hilbert. On peut alors montrer, en utisant le théorème
de projection sur un sous espace fermé dans un espace de Hilbert, le résultat suivant.

Proposition 3.2.1 Si X est une variable aléatoire telle queE(X2) < +∞, il existe une unique
variable aléatoireZ, telle queE(Z2) < +∞, B-mesurable et vérifiant :

E
(
(X − Z)2

)
= inf
Y∈HB

E
(
(X − Y)2

)
.

Z est, ainsi, la variable aléatoire la “plus proche” deX au sens de la norme de l’espace de
Hilbert HA, c’est à dire de la norme

√
E(X2). Z est l’espérance conditionnelledeX sachant

B que l’on note :
E (X|B) .

Z

X

HB̄

0

FIG. 3.1 –Projection orthogonale surHB
1mesurable au sens où l’image réciproque parf de tout élément de la tribu borélienne deR est dans la tribu

borélienne deR
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La définition implique que pour tout réelλ, et pour toute variable aléatoireY deHB on a :

E
(
(X − Z)2

) ≤ E
(
(X − Z − λY)2

)
.

On voit donc queλ = 0 réalise le minimum de la fonction :

f(λ) = λ2E(Y2) + E
(
(X − Z)2

)
− 2λE ((X − Z)Y) .

On en déduit en écrivantf ′(0) = 0 que :

E ((X − Z)Y) = 0.

Réciproquement, siZ, tel queE(Z2) < +∞ vérifie

E (ZY) = E (XY) ,

pour toutY deHB, alors on peut prouver, en utilisant le théorème de Pythagore queZ minimise
la distance àX dansHB. On obtient donc le résultat suivant :

Proposition 3.2.2 Il existe une unique2 variable aléatoireB-mesurable telle queE(Z2) < +∞,
vérifiant pout toute variable aléatoireY, B-mesurable et telle queE(Y2) < +∞ :

E(XY) = E(ZY).

Cette variable aléatoireZ est la meilleure approximation, au sens de la norme
√

E(X2), deX

parmi les variables aléatoiresB-mesurables de carré intégrable.

Cette définition ne permet pas de traiter le cas de variables aléatoires seulement intégrables (i.e.
telle queE(|X|) < +∞). L’extension au cas intégrable, pour l’essentiel identique au cas de
carré intégrable, est plus technique et nous admettrons donc le résultat suivant.

Théorème 3.2.1SoitX une variable aléatoire réelle telle queE(|X|) < +∞, alors il existe une
unique variable aléatoireB-mesurableZ telle queE(|Z|) < +∞ vérifiant pour toute variable
aléatoireY B-mesurable etbornée:

E(XY) = E(ZY).

On note la variable aléatoireZ sous la forme :

E (X|B) .

C’est l’espérance conditionnelledeX sachantB.

Remarque 3.2.3Evidemment pour une variable aléatoire de carré intégrable, les deux défini-
tions coïncident.

Remarque 3.2.4Lorsque la tribuB est celle engendrée par une variable aléatoireX (B =

σ(X)), on note :
E(Y|X) := E(Y|σ(X)).

Noter que comme toute variable aléatoireσ(X)-mesurable est de la formef(X), f étant une
fonction (voir la proposition3.1.2), on a :

E(Y|X) = f(X).

E(Y|X) est ainsi la meilleure approximation deY par une fonction deX.
2unique au sens des variables aléatoires : deux variables aléatoires sont considérées comme égales lorsque elle

sont égales avec probabilité1
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Exercice 27 SoitB1, . . . , Bn une partition deΩ et

B =
{∪réunion finieBik

}
.

SoitY une variableB-mesurable. Pour1 ≤ i ≤ n, on noteωi un élément deBi etyi = Y(ωi).
L’ensemble{Y = yi} contientωi et appartient àB d’après l’hypothèse surY. En utilisant la
définition deB, on en déduit que{Y = yi} contientBi. Ainsi Y =

∑n
i=1 1Biyi. Inversement siY

est de cette forme, alors il est facile de vérifier queY estB-mesurable.
En utilisant cette caractérisation des variables aléatoiresB-mesurables, vérifier que pour toute
variable aléatoire réelleX intégrable sur(Ω,A),

E(X|B) =
∑

i:P(Bi)>0

1Bi
E(X1Bi)
P(Bi)

.
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Propriétés de l’espérance conditionnelle On peut démontrer (exercice sans difficultés) les
propriétés suivantes de l’espérance conditionnelle qu’il faut impérativement connaître. Dans ce
qui suit toutes les variables aléatoires considérées sont supposées intégrables.

1. Linéarité :
E(λX + µY|B) = λE(X|B) + µE(Y|B).

2. Positivité :
Si X ≥ 0, alorsE(X|B) ≥ 0.

Si X ≥ Y, alorsE(X|B) ≥ E(Y|B).

3. Si X est intégrable etB-mesurable alors :

E (X|B) = X.

4. Si Z est une variable aléatoireB-mesurable et bornée :

E(ZX|B) = ZE(X|B).

5.
E (E (X|B)) = E(X).

SoitC une sous tribu deB alors :

E (E(X|B)|C) = E(X|C).

6. Si X est indépendante de la tribuB (c’est à dire indépendante de toutes la va-
riables aléatoiresB-mesurables) :

E (X|B) = E(X).

7. Contraction pour la normeL2 :

E
(
|E(X|B)|

2
)
≤ E(|X|2).

Remarque 3.2.5On déduit de la propriété2 :

|E(X|B)| ≤ E (|X||B) ,

et (contraction pour la normeL1) :

E (|E(X|B)|) ≤ E(|X|).
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Le résultat suivant est très utilisé dans les calculs.

Lemme 3.2.6 SoitB une sous-tribu deA et X, Y deux variables aléatoires réelles t.q.X est
indépendante deB (i.e. de toutes les variablesB-mesurables) etY estB-mesurable. Soit, en
outre,f une fonction mesurable bornée deR2 dansR, alors :

E(f(X, Y)|B) = ψ(Y),

avec :
ψ(y) = E(f(X, y)).

En particulier, lorsqueX etY sont indépendantes,X est indépendante deσ(Y) etE(f(X, Y)|Y) =

ψ(Y) oùψ est définie dans l’énoncé du lemme.
Démonstration : Nous donnerons une démonstration dans le cas particulier oùB = σ(Y)

et oùX et Y ont des lois admettant des densités notées respectivementpX(x) et pY(y). Cette
hypothèse technique simplifie la démonstration mais n’est pas nécessaire.

ψ(Y) étant une variable aléatoireσ(Y)-mesurable, il suffit de vérifier que pour toute variable
aléatoireZ bornéeσ(Y)-mesurable bornée, donc de la formeh(Y), on a :

E(ψ(Y)h(Y)) = E(f(X, Y)h(Y)).

Pour cela on va expliciterE(ψ(Y)h(Y)). On a :

E(ψ(Y)h(Y)) =

∫

R
ψ(y)h(y)pY(y)dy,

mais,ψ(y) = E(f(X, y)) =
∫

R f(x, y)pX(x)dx, donc :

E(ψ(Y)h(Y)) =

∫

R

(∫

R
f(x, y)pX(x)dx

)
h(y)pY(y)dy.

En utilisant le théorème de Fubini, on obtient :

E(ψ(Y)h(Y)) =

∫

R2
f(x, y)h(y)pX(x)pY(y)dy = E(f(X, Y)h(Y)).

Ceci permet d’en déduire le résultat annoncé.

3.3 Cas d’un couple gaussien

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires centrées (E(X) = 0 et E(Y) = 0) qui est un
vecteur gaussien. Nous allons chercher à calculer :

E (X|Y) .

Remarque 3.3.1Rappellons que d’après la proposition2.1.3, les coordonnées d’un vecteur
gaussien sont indépendantes si et seulement si sa matrice de variance-covariance est diagonale.
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Proposition 3.3.2 Soit(X, Y) un couple qui forme un vecteur gaussien centré. On noteraσ21 la
variance deX, σ22 la variance deY (que l’on supposera strictement positive) etρ le coefficient
de corrélation3 deX et deY :

ρ =
Cov (X, Y)√
Var(X)Var(Y)

.

Alors :

E(X|Y) =
Cov (X, Y)

Var(Y)
Y = ρ

σ1

σ2
Y,

de plus :
X = E(X|Y) + Z,

Z étant une variable aléatoire gaussienne centrée indépendante deY et de variance :

Var(Z) = (1 − ρ2)σ21.

Remarque 3.3.3Dans ce cas, très particulier, la meilleure approximation deX par une fonction
linéaire deY donne la meilleure approximation deX parmi toutes les fonctions deY.

Démonstration : Cherchonsλ ∈ R t.q. la variableZ = X − λY soit indépendante deY. Comme
le couple(Z, Y) est obtenu par transformation linéaire à partir du couple gaussien centré(X, Y), il est
gaussien centré. DoncZ est indépendant deY ssiE(ZY) = 0 soit

E(XY) = λE(Y2).

Posons :

λ0 =
Cov (X, Y)

Var(Y)
= ρ

σ1

σ2

Z = X − λ0Y,

Z est donc indépendant deY. Calculons maintenantE(X|Y), on a (par linéarité) :

E(X|Y) = E(Z|Y) + λ0E(Y|Y).

Mais E(Y|Y) = Y (Y est bien sûrσ(Y)-mesurable) etE(Z|Y) = E(Z) (puisqueZ est indépendant deY
par construction). De plusE(Z) = E(X) − λ0E(Y) = 0, donc :

E(X|Y) = λ0Y = ρ
σ1

σ2
Y.

De plus, le couple(X, Y) formant un vecteur gaussien, commeZ = X − λ0Y, Z suit une loi gaussienne
centrée de variance donnée par :

Var(Z) = Var(X) + λ20Var(Y) − 2λ0Cov (X, Y) = Var(X)
(
1 − ρ2

)
.

3Noter queρ est un nombre réel entre−1 et1
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3.4 Travail dirigé : Estimation bayesienne

Mesure de la qualité. On considère une entreprise qui fabrique des résistances électroniques.
Les imperfections de la production entraînent que la résistance d’un composant ne correspond
pas exactement à la valeur nominalem�. On modélise la valeur de la résistance par une variable
aléatoireΘ gaussienneN (m�, σ

2
�). Cette modélisation est issue d’une étude antérieure. Pour

vérifier la qualité de production, l’ingénieur qualité prélève un composant et mesure la valeur
de sa résistance. L’appareil de mesure quoique de bonne qualité induit une erreur aléatoireE sur
la mesure. On suppose que l’appareil est bien calibré et que l’erreur est une variable aléatoire
gaussienneN (0, σ2e) indépendante de la quantité mesurée. Le résultat de la mesure est donc
X = Θ+E. Le problème qui suit a pour but de donner une estimation de la resistance, alors que
l’on connait le résultatX de la mesure.

1. Quelle est la loi du couple(Θ,E). En déduire la loi deX.

2. Trouverλ ∈ R t.q. Z = Θ − λX soit indépendant deX. Quelles sont l’espérance et la
variance deZ ?

3. CalculerΘ̂ = E[Θ | X]. Interpréter les cas limitesσ� → 0 etσe → 0.

4. CalculerE
[(

Θ − Θ̂
)2]

. Cette quantité caractérise l’erreur (quadratique) de l’estimation.

Pourquoi dit-on quêΘ est le meilleur estimateur deΘ ?

Où l’on dispose de plusieurs mesures. On répèten fois la mesure de lamêmerésistance.
À chaque mesurei l’appareil de mesure produit une erreurEi. On suppose que les variables
aléatoiresEi, 1 ≤ i ≤ n sont indépendantes et de même loiN (0, σ2e). On suppose de plus que
les erreurs sont indépendantes de la valeurΘ de la résistance mesurée.

1. Quelle est la loi du vecteur(Θ,E1, . . . , En) ?

2. On noteXi = Θ + Ei le résultat de la mesurei. Pour calculer la loi deΘ sachantX =

(X1, . . . , Xn)
t, on applique la même méthode que précédemment. On chercheλ ∈ Rn tel

que la variableZ définie par
Θ = λtX + Z,

soit indépendante deX. Montrer que cette condition se traduit par

λt = Cov (Θ, Xt) (VarX)
-1

.

où VarX désigne la matrice de variance covariance deX.

3. Montrer que VarX = σ2�1n + σ2eIn, où1n est la matrice de taillen× n formée de1 et In
est la matrice identité deRn.

4. Montrer que
1

σ2e
In −

σ2�
σ2e(nσ2� + σ2e)

1n est l’inverse de VarX.

5. Montrer queλt
σ2�

nσ2� + σ2e
(1, . . . , 1).

6. Montrer que

E[Z] =
σ2�m�

nσ2� + σ2e
et VarZ

σ2�σ
2
e

nσ2� + σ2e
.

7. Exprimer Θ̂n = E [Θ | X] en fonction de la moyenne empiriquēXn = 1
n

∑n
i=1 Xi des

mesures.
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8. Montrer que l’erreur quadratique moyenne est

E
[(

Θ − Θ̂n
)2]

=
σ2�σ

2
e

nσ2� + σ2e
.

Quel est l’intérêt de faire plusieurs mesures ?

9. Montrer queXn et Θ̂n convergent presque sûrement quandn → ∞. Quelle est la limite.
On parle d’estimateurs convergents.

10. Calculer la loi de
√

n(Xn−Θ) et la loi de
√

n(Θ̂n−Θ). Comparer les erreurs quadratiques
moyennes de ces deux estimateurs. Conclusion.

11. Donner la loi asymptotique de
√

n(Xn − Θ) et de
√

n(Θ̂n − Θ). Que se passe-t-il si l’on
dispose d’un grand nombre de mesures ?
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3.5 Exercices

Exercice 28 Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien et0 < s ≤ t.

1. CalculerE(Bt|Bs) etE(Bs|Bt).

2. DéterminerE(B2t |Bs) etE(e�Bt |Bs) oùλ ∈ R

Exercice 29 SoitA, B deux sous-ensembles mesurables de(Ω,A, P). Calculer :

E [1A | 1B] .

Exercice 30 Soit (Z,Z1, . . . , Zn) un vecteur centré de carré intégrable.

1. Montrer que siZ̄ =
∑n
i=1 λ0iZi est tel que, pour touti :

E
(
(Z − Z̄)Zi

)
= 0,

alorsZ̄ réalise le minimum deE
(
(Z −

∑n
i=1 λiZi)

2
)
.

2. Si on suppose de plus que(Z, Z1, . . . , Zn) est un vecteur gaussien centré, démontrer que
Z − Z̄ est une gaussienne indépendante de(Z1, . . . , Zn).

Exercice 31 Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de v.a.r. i.i.d et de carré intégrable. Soitτ une variable
aléatoire à valeurs dansN∗, de carré intégrable et indépendante des v.a.r. précédentes. On note
S� = X1 + · · ·+ X�.

1. Calculer la moyenne conditionnelleE[S� | τ] et E
[
(S� − E[S� | τ])

2
| τ

]
, la variance

conditionnelle.
2. En déduire la valeur deE[S�] et deE

[
(S� − E[S�])

2
]
.

Exercice 32 1. Soit(Xn, n ≥ 1) une suite de v.a.r. i.i.d. telle queE[|X1|] < ∞. Montrer que
p.s.

E [X1 | X1 + X2] = E [X2 | X1 + X2] = [X1 + X2]/2.

2. On noteSn =
∑n
i=1 Xi. En déduire que p.s.

E [X1 | σ(Sn, Sn+1, . . .)] = Sn/n.

Exercice 33 SoitX0 une variable aléatoire gaussienne centrée de varianceσ20 et (Yj, j ≥ 0) une
suite infinie, indépendante deX0, de variables aléatoires réelles gaussiennes centrées indépen-
dantes de variances égales à :

Var(Yj) = σ2, si j ≥ 0,

pour des réelsσ0 etσ positifs donnés.
Soit (Xj, j ≥ 0) la suite des variables aléatoires réelles définies par récurrence surj à partir

deX0 par la formule, sij ≥ 0 :
Xj+1 = aXj + Yj,

pour un réel fixéa tel que|a| < 1.

1. Établir que pour toutn ≥ 1 la variable aléatoire réelleXn est une variable aléatoire
gaussienne centrée. Montrer qu’elle est indépendante de(Yn, Yn+1, . . .).

2. Établir une relation de récurrence entre les variancesσ2j = Var(Xj). À quelle condition
nécessaire et suffisante surσ20, σ2 eta les variables aléatoires ont elles la même variance.
On suppose dans la suite que cette condition est vérifiée.
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3. ExprimerXn+k à l’aide deXn et deYn, Yn+1, . . ., pourn ≥ 0 et k > 0. En déduire les
valeurs des covariances Cov(Xn, Xn+k) en fonction des paramètres initiaux.

4. Trouverλ0, . . . , λn t.q.Xn+k −
∑n
i=0 λiXi soit indépendante de(X0, . . . , Xn).

5. Quelle est la meilleure approximation linéaire dansL2 deXn+k en fonction deX0, . . . , Xn,
n ≥ 0, k > 0 ?

Exercice 34 SoitX une variable aléatoire à valeurs dansRd définie sur un espace de probabilité
(Ω,A, P). On suppose queX est bornée. SoitB une sous tribu deA etϕ une fonction convexe
deRd dansR.

1. On suppose queϕ estC1. Montrer que

ϕ(E(X|B)) +∇ϕ(E(X|B))(X − E(X|B)) ≤ ϕ(X).

En déduire l’inégalité de Jensen,

ϕ(E(X|B)) ≤ E(ϕ(X)|B)).

2. Retrouver l’inégalité de Jensen sans faire d’hypothèse de régularité sur la fonctionϕ mais
en utilisant le fait que toute fonction convexe est l’enveloppe supérieure d’une famille
dénombrable de fonctions affines (i.e. il existe une famille dénombrable(An, n ≥ 1) de
fonctions affines telles que pour toutx ∈ Rd, ϕ(x) = supn≥1An(x)).

Exercice 35 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles t.q.Y estσ(X)-mesurable. On note
B(R) la tribu borélienne deR.

1. Montrer queC = {X-1(B), B ∈ B(R)} est une tribu. En déduire queC = σ(X).

2. Montrer que pour touta < b ∈ R, il existeBa;b ∈ B(R) t.q.{a < Y ≤ b} = X-1(Ba;b) =

{X ∈ Ba;b}.

3. SoitYn =
∑
p∈Z

p
2n1f p2n<Y≤p+12n g. Montrer queYn = fn(X) pour

fn(x) =
∑
p∈Z

p

2n
1B p

2n ;
p+1
2n

(x).

4. Montrer que∀n ≥ n0, supx∈R |fn(x) − fn0(x)| ≤ 1
2n0 . En déduire que la fonctionfn

converge uniformément vers une fonctionf.

5. Quelle est la limite de(Yn)n ? Conclure queY = f(X).

Il est facile de vérifier que les fonctionsfn sont mesurables au sens où∀B ∈ B(R), f-1(B) ∈
B(R). Cela implique que leur limitef est également mesurable.





Chapitre 4

Martingales à temps discrets

4.1 Introduction à la notion de martingale

Soit(Ω,A, P) un espace muni d’une tribu et d’une probabilité. On se donne une suite crois-
sante de sous-tribus deA, (Fn, n ≥ 0). On dit alors dans cette situation, que(Fn, n ≥ 0) est
unefiltration sur(Ω,A, P).

Soit (Xn, n ≥ 0) une suite de variables aléatoires. On dit que(Xn, n ≥ 0) est adaptée à la
filtration (Fn, n ≥ 0) si pour toutn, la variable aléatoireXn estFn-mesurable.

Définition 4.1.1 Soit (Ω,A, P) un espace et(Fn, n ≥ 0) une filtration sur cet espace.
Une suite(Mn, n ≥ 0) de variables aléatoires réelles est uneFn-martingalesi :
– (Mn, n ≥ 0) estFn-adapté, et, pour toutn ≥ 0, E (|Mn|) < +∞,
– pour toutn ≥ 0 :

E (Mn+1|Fn) = Mn. (4.1)

Remarque 4.1.2Si (Mn, n ≥ 0) est uneFn-martingale, alors pour toutn ≥ 0, Mn estFn
mesurable et doncF0n = σ(M0, . . . , Mn) ⊂ Fn. On en déduit, grâce aux propriétés6 et 3 de
l’espérance conditionnelle données page53, que :

Mn = E
(
Mn|F0n

)
E

(
E (Mn+1|Fn) |F0n

)
= E

(
Mn+1|F0n

)
.

On voit donc que(Mn, n ≥ 0) est, aussi, uneF0n-martingale.

Remarque 4.1.3Cette définition signifie que la meilleure prévision deMn+1 compte tenu de
l’information disponible à l’instantn (i.e.Fn) est donnée parMn.

Remarque 4.1.4Notez que (4.1) est équivalent à dire que pour toutp ≥ 0 :

E(Mn+p|Fn) = Mn.

En effet, en utilisant le fait que la suite des tribusFn est croissante on a :

E(Mn+2|Fn) = E (E (Mn+2|Fn+1) |Fn) = E (Mn+1|Fn) = Mn.

On généralise ce résultat, sans difficultés, au casp > 2 par récurrence.

Remarque 4.1.5Si (Mn, n ≥ 0) est une martingale alors :

E (Mn+1) = E (E (Mn+1|Fn)) = E (Mn) .

L’espérance d’une martingale est donc constante au cours du temps.

61
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4.2 Exemples
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FIG. 4.1 –Trajectoire de la marche aléatoire symétrique

Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi. On pose

{
S0 = 0

Sn = X1 + · · ·+ Xn si n ≥ 1

On dit que (Sn, n ≥ 0) est une marche aléatoire. On noteF0 = {∅,Ω} et Fn =

σ(X1, . . . , Xn) pourn ≥ 1. On peut remarquer queFn = σ(S0, . . . , Sn). On a alors :

Proposition 4.2.1 SiE(|X1|) < +∞ etE(X1) = 0, (Sn, n ≥ 0) est uneFn-martingale.

Démonstration : Sn est bornée puisque elle prend un nombre fini de valeurs, doncE(|Sn|) <

+∞. De plus, on a :

E(Sn+1|Fn) = E(Sn + Xn+1|Fn) = E(Sn|Fn) + E(Xn+1|Fn).

Mais Xn+1 est par construction indépendante deFn, doncE(Xn+1|Fn) = E(Xn+1) = 0. De
plusSn estFn-mesurable (puisque c’est une fonction de(X1, . . . , Xn)), doncE(Sn|Fn) = Sn.
On obtient donc :

E(Sn+1|Fn) = Sn.

Proposition 4.2.2 SiE(X21) < +∞ etE(X1) = 0, alors :

(Vn = S2n − nE(X21), n ≥ 0),

est uneFn-martingale.
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Démonstration : Vn prennant un nombre fini de valeurs,E(|Vn|) < +∞. Commençons par
calculerE

(
(Sn+1 − Sn)

2|Fn
)
, en utilisant le fait queSn estFn mesurable on obtient :

E
(
(Sn+1 − Sn)

2|Fn
)

= E
(
S2n+1 − 2SnSn+1 + S2n|Fn

)
= E(S2n+1|Fn) − 2SnE(Sn+1|Fn) + S2n,

mais commeE(Sn+1|Fn) = Sn (Sn est une martingale), on obtient :

E
(
(Sn+1 − Sn)

2|Fn
)

= E
(
S2n+1|Fn

)
− S2n.

De plus :

E
(
(Sn+1 − Sn)

2|Fn
)

= E(X2n+1|Fn),

etXn+1 est indépendante deFn donc :

E
(
S2n+1|Fn

)
− S2n = E

(
(Sn+1 − Sn)

2|Fn
)

= E(X2n+1) = E(X21).

Soit encore :

E
(
S2n+1 − (n + 1)E(X21)|Fn

)
= S2n − nE(X21).

Proposition 4.2.3 Soitλ un réel tel que :

φ(λ) = logE
(
e�X1

)
< +∞.

Alors :

(Z�n = e�Sn-n�(�), n ≥ 0),

est uneFn-martingale.

Démonstration : CommeSn estFn-mesurable, on a :

E
(
e�Sn+1 |Fn

)
= E

(
e�Sne�Xn+1 |Fn

)
= e�SnE

(
e�Xn+1 |Fn

)
.

MaisXn+1 est indépendant deFn donc :

E
(
e�Xn+1 |Fn

)
= E

(
e�Xn+1

)
= E

(
e�X1

)
= e�(�).

D’où :

E
(
e�Sn+1 |Fn

)
= e�Sne�(�),

puis le résultat.
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4.3 Un exemple générique de martingale

Proposition 4.3.1 Soit (Mn, n ≥ 0) uneFn-martingale. Soit(Hn, n ≥ 0) un processus tel
queHn estFn-mesurable et borné. On se donne une variable aléatoireG0 intégrable etF0-
mesurable . Et pourn ≥ 1, on pose :

Gn = G0 +

n-1∑

k=0

Hk (Mk+1 − Mk) ,

ou, de façon équivalente, pourn ≥ 0,

Gn+1 − Gn = Hn (Mn+1 − Mn) .

Alors (Gn, n ≥ 0) est uneFn-martingale.

Démonstration : Il suffit de remarquer queGn estFn-mesurable queE(|Gn|) < +∞ et que :

E (Gn+1 − Gn|Fn) = HnE (Mn+1 − Mn|Fn) = 0.

Exemple : gain d’une stratégie dans un jeu de hasard équilibré On note(Hn, n ≥ 0) une
suite de quantité que l’on va parier sur un tirage qui rapporteXn+1. On suppose que lesHn
s’écrivent sous la formeHn = f(n,X1, . . . , Xn) (en particulierH0 est déterministe) et que les
Hn sont des variables aléatoires bornées. Si l’on noteGn le gain cumulé à l’instantn , on a :

Gn+1 − Gn = HnXn+1 = Hn(Sn+1 − Sn).

On voit donc que si la suite des(Xn, n ≥ 1) est une suite I.I.D. de variables aléatoires inté-
grables avecE(X1) = 0, (Gn, n ≥ 0) est une martingale, d’après le résultat précédent appliqué
avecMn = Sn = X1 + · · · + Xn. L’espérance d’une martingale étant constante on en déduit
que :

Le gain moyen au bout d’un nombre fini de tirages dans un jeu équilibré est nul.

E(Gn) = E(G0).

Il est, en particulier, exclu de gagner en moyenne dans un jeu de pile ou face équi-
libré.

Il est aussi impossible (encore plus !) de gagner à coup sûr sans prendre de risque
(i.e.P(Gn ≥ G0) = 1 etP(Gn > G0) > 0) dans les même conditions.

Il existe cependant des temps aléatoiresτ “raisonnables” finis tels queP(S� >

0) = 1. Nous verrons, cependant, qu’il faut accepter dene pas borner ses pertes
pour arriver à un tel résultat.
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4.4 Notion de temps d’arrêt

Définition 4.4.1 Soit (Fn, n ≥ 0) une filtration (i.e. une suite croissante de tribus). On dit que
τ, une variable aléatoire prenant ses valeurs dansN ∪ {+∞}, est unFn-temps d’arrêtsi, pour
toutn ∈ N :

{τ ≤ n} ∈ Fn.
Remarque 4.4.2Cela signifie que à l’instantn, onsait si τ ≤ n ou pas.

Soit (Xn, n ≥ 0) un processus adapté à la filtration(Fn, n ≥ 0) (i.e. pour toutn, Xn estFn
mesurable), posons :

τ = inf {n ≥ 0, Xn ∈ [a, b]} ,

alorsτ est unFn-temps d’arrêt. On dit queτ est le temps d’entrée du processus(Xn, n ≥ 0)

dans l’intervalle[a, b].
Par contreτ, le temps réalisant le maximum d’un processus :

τ = ArgMax {φ(Xn), n ≥ 0} ,

etτ ′, le dernier temps où un processus est dans un ensemble :

τ ′ = sup{n ≥ 0, Xn ∈ [a, b]} ,

ne sont généralementpas des temps d’arrêt.

Nous allons voir que la notion de martingale se marie bien avec celle de temps d’arrêt.

Définition 4.4.3 On notex∧y = inf {x, y}. Soit(Mn, n ≥ 0) un processus adapté à la filtration
(Fn, n ≥ 0) etτ un temps d’arrêt par rapport à la même filtration. On définit alors un nouveau
processus par :

Nn = M�^n,

Ceci signifie queNn(ω) = Mn(ω) si τ(ω) ≥ n et Nn = M� si τ ≤ n1. On dit queN est le
processusM arrêtéau tempsτ.

Proposition 4.4.4 Si (Mn, n ≥ 0) est une martingale par rapport à(Fn, n ≥ 0) et si τ est
un temps d’arrêt par rapport à la même filtration, alors(Nn, n ≥ 0) est encore uneFn-
martingale.

Démonstration : On a :

Nn+1 − Nn = 1{τ > n} (Mn+1 − Mn) .

De plusHn = 1{τ > n} = 1 − 1{τ ≤ n} estFn-mesurable.(Nn, n ≥ 0) apparaît donc comme

une transformée de la martingaleM au sens de la proposition4.3.1. Ce qui permet de conclure.

On obtient alors, sans difficultés, le résultat important suivant connu sous le nom de théorème
d’arrêt.

Proposition 4.4.5 Siτ est un temps d’arrêtborné(τ ≤ C, presque sûrement avecC réel positif.
Cette propriété est essentielle) par rapport à une filtration(Fn, n ≥ 0) et si (Mn, n ≥ 0) est
une martingale par rapport à la même filtration alors :

E (M�) = E(M0).

1On notera que le fait queτ puisse être infini ne pose pas de problèmes dans cette définition.
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Démonstration : Il suffit de remarquer qu’il existe un entierK tel que, presque sûrement,
τ ≤ K et donc :

NK = M�^K = M�.

Mais comme(Nn, n ≥ 1) est une martingale on a :

E(NK) = E(N0),

ce qui se réécritE(M�) = E(M0).

On voit donc que l’égalitéE(Mn) = E(M0) se généralise à certains temps aléatoires (les
temps d’arrêts bornés). Les deux hypothèses :

1. τ temps d’arrêt,

2. τ borné,

sont cruciales. Évidemment, siτ = ArgMax {Mn, n ≤ N}, E(M�) > E(M0) sauf dans des cas
triviaux. On voit donc que1 doit figurer dans les hypothèse du théorème. Pour justifier2 nous
allons prouver le résultat suivant.

Proposition 4.4.6 Soit(Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes valant±1

avec probabilité1/2. On poseS0 = 0 et pourn ≥ 1 :

Sn = X1 + . . . + Xn.

Pour un entier strictement positif non nula, on introduit :

τ = inf {n ≥ 0, Sn = a} ,

(avec la convention queτ = +∞, si l’ensemble précédent est vide).
Alors τ est un temps d’arrêt vérifiantP(τ < +∞) = 1 (on dit queτ est fini presque sûre-

ment) etE(S�) = a > 0.

On voit donc que l’on ne peut pas appliquer le théorème d’arrêt à la martingale(Sn, n ≥ 1) et
au temps d’arrêtτ.
Démonstration : Remarquons que :

c {τ ≤ n} = {S1 < a, . . . , Sn < a} ∈ Fn.
{τ ≤ n} est donc dansFn etτ est un temps d’arrêt.

Montrer queP(τ < +∞) = 1 est plus délicat. Nous allons utiliser le théorème d’arrêt pour
la martingale :

(e�Sn-n�(�), n ≥ 0),

avec :
φ(λ) = logE(e�X1).

Lorsqueλ 6= 0, on aE(e�X1) =
(
e� + e-�

)
/2 = cosh(λ) > 1 et doncφ(λ) > 0.

τ n’est pas un temps d’arrêt borné maisτ ∧ N, pourN un entier fixé, est borné et reste un
temps d’arrêt. En effet,{τ ∧ N ≤ n} est égal à{τ ≤ n} si N > n et àΩ si N ≤ n et il s’agit
dans les deux cas d’ensembles deFn.

En utilisant le théorème d’arrêt on obtient :

E
(
e�S�^N-(�^N)�(�)) = E

(
e0

)
= 1.

Nous allons maintenant chercher à faire tendreN vers+∞. Que se passe t’il ?
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– Nous avons vu queφ(λ) ≥ 0 et si l’onsupposede plus queλ > 0, commeS�^N ≤ a, on
voit que l’on a :

e�S�^N-(�^N)�(�) ≤ e�S�^N ≤ e�a.

– De plus lorsqueN tends vers+∞, on aτ ∧ N qui tends versτ (c’est clair si l’on sépare
les casτ < +∞ etτ = +∞). On a donc, presque sûrement :

lim
N!+1 e�S�^N-(�^N)�(�) = 1{τ < +∞}e

�S�-��(�) + 1{τ = +∞} × 0.

Le théorème de Lebesgue (voir1.3.2page11) s’applique et prouve que :

E
(

1{τ < +∞}e
�S�-��(�)

)
= 1.

Mais comme, sur l’événement{τ < +∞}, S� = a, on en déduit que, pour toutλ > 0 :

E
(

1{τ < +∞}e
-��(�)

)
= e-�a.

Il ne reste plus qu’a faire tendreλ vers0 en décroissant par valeurs positives et à utiliser le
théorème de convergence monotone (théorème1.3.1page10) pour, en déduire, que :

P(τ < +∞) = 1.

Remarque 4.4.7On déduit de ce qui précède que, pour toutλ > 0 :

E
(
e-��(�)

)
= e�a.

On peut montrer que cette égalité suffit à identifier la loi deτ.

Remarque 4.4.8On a vu que, dans le jeu de pile ou face équilibré, il n’existe pas de stratégie
en nombre fini de coups permettant de gagner en moyenne. La proposition précédente permet
d’affirmer que si on joue suffisamment longtemps 1F à pile ou face on finit par gagnerà coup
sûr1F. Quelle est la limitation de cette stratégie ?

Commeτ ∧ n est un temps d’arrêt borné et(Sn, n ≥ 0) une martingale on a :

E (Sn^�) = E(S0) = 0.

Sous l’hypothèseE
(
supn≤� |Sn|

)
< +∞, on peut utiliser le théorème de Lebesgue et en déduire

queE(S�) = 0. Or ceci est clairement impossible, puisque par constructionE(S�) = a > 0.
Donc E

(
supn≤� |Sn|

)
= +∞. Mais, commeSn ≤ a pourn ≤ τ, on peut aussi affirmer que

E
(
supn≤�(Sn)

-
)

= +∞ (x- désignant la partie négative dex).
On voit que dans cette stratégie, avant de gagner 1F, on doit être prêt à assumer une perte

dont l’espérance est infinie. En particulier on doit être prêt à assumer une perte non bornée.

4.5 Théorème de convergence des martingales

On cherche à voir sous quelles conditions une suite(Mn, n ≥ 1) converge lorsquen tends
vers+∞.
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Théorème 4.5.1Supposons que(Mn, n ≥ 0) soit une martingale par rapport à(Fn, n ≥ 0)

et que de plus :
sup
n≥0

E
(
M2
n
)

< +∞.

On dit que(Mn, n ≥ 0) est bornée en moyenne quadratique (ou dansL2).
Sous cette hypothèse il existe une variable aléatoireM1 deL2 telle que :

lim
n!+1Mn = M1,

au sens de la convergence en moyenne quadratique et presque sûre. Cela signifie que :

– convergence en moyenne quadratique :limn!+1 E
(
|Mn − M1|

2
)

= 0.

– convergence presque sûre :P(limn!+1Mn = M1) = 1.

Démonstration : Rappel :Nous avons déjà vu que :

L2 =
{

X v.a. telle que|X|
2
L2 = E(X2) < +∞

}
,

est un espace de Hilbert. En particulier, il est complet. Ceci signifie que si :

‖Xn+p − Xn‖L2 ,
peut être rendu petit pourn grand indépendemment dep ≥ 0 (on dit alors que(Xn, n ≥ 1) est
une suite de Cauchy), alors il existeX1 variable aléatoire deL2 telle que :

lim
n!+1Xn = X1 dansL2.

Nous allons commencer par montrer que la suite(Mn, n ≥ 1) est une suite de Cauchy.
Remarquons que :

E
(
(Mn+p − Mn)

2
)

= E
(
M2
n+p − 2MnMn+p + M2

n
)

= E
(
M2
n+p

)
+ E

(
M2
n
)

− 2E (E (MnMn+p|Fn)) ,

mais :
E (E (MnMn+p|Fn)) = E (MnE (Mn+p|Fn)) = E

(
M2
n
)
.

Donc :
E

(
(Mn+p − Mn)

2
)

= E
(
M2
n+p

)
− E

(
M2
n
)
. (4.2)

On déduit de cette dernière égalité que :

1. E
(
M2
n+p

)
− E

(
M2
n
) ≥ 0, donc E(M2

n) est croissante. Comme elle est bornée, par
hypothèses,E(M2

n) converge vers une valeurα.

2. on a :
sup
p≥0

E
(
(Mn+p − Mn)

2
)

= sup
p≥0

E
(
M2
n+p

)
− E

(
M2
n
)
.

La suiteE(M2
n) étant convergente on en déduit que(Mn, n ≥ 1) est une suite de Cauchy

dansL2. Elle converge donc vers une variable aléatoireM1 dansL2.

La convergence presque sûre est plus délicate à prouver et nous l’admettrons.
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Exemple Soit (Un, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi
uniforme sur[0, 1]. Soitf une fonction bornée telle queE(f(U1)) = 0 et (γn, n ≥ 1) une suite
de réels telle que

∑
n≥1 γ2n < +∞ alors la série suivante :

∑

n≥1
γnf(Un),

existe au sens de la convergence dansL2 et presque sûre.

4.6 Convergence de Martingales et algorithmes stochas-
tiques

Le but de cette section est de montrer, dans un cas simple, comment l’on peut utiliser le
résultat de convergence des martingales cité plus haut pour construire des procédures d’ap-
proximation stochastique.

Cadre d’utilisation Nous allons supposer que l’on cherche à trouver un zéro d’une fonction
f(x) deRn dansR. On supposera de plus que la fonctionf est difficile à calculer, mais qu’elle
se représente sous la forme :

f(x) = E (F(x,U)) ,

F étant une fonction aisément calculable etU une variable aléatoire de loi donnée, facile à
simuler.

Un exemple typique où ce genre d’hypothèse est pertinente est lorsque l’on cherche à éva-
luer un quantile d’une loi connue. Plus précisément, on notef(x) la fonction de répartition d’une
loi U donnée par :

f(x) = P(U ≤ x) ,

et, pour une probabilitéα proche de1, on cherche à identifierx� tel que :

P(U ≤ x�) = α.

On dit, dans ce cas, quex� est le quantile d’ordreα deU. On voit que dans ce cas, on cherche
à trouver un zéro def(x) = P((U ≤ x) − α.

Pour fixer les idées supposons queU suive une loi gaussienne. La fonction de répartition de
U n’est pas connue explicitement, mais on sait simuler facilement une variable aléatoire selon
la loi deU. De plus

P(U ≤ x) = E
(

1{U ≤ x}

)
,

et l’on peut donc choisirF(x, u) = 1{u ≤ x}.

L’algorithme de Robbins et Monro Lorsque la fonctionf est croissante, nous allons voir
que l’on peut construire un algorithme n’utilisant que la fonctionF convergent vers l’unique
zéros def. Cet algorithme porte le nom d’algorithme de Robbins et Monro et se présente de la
façon suivante. On choisit une valeur initialeX0 quelconque, puis l’on définit itérativementXn
en posant

Xn+1 = Xn − γnF(Xn, Un+1).

Nous allons prouver que sous certaines hypothèses surF etγ cet algorithme est convergent.
Les hypothèses que nous ferons sur les fonctionsF et f seront les suivantes :
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– F est uniformément bornée enx, u.
– il existex∗ ∈ Rd tel quef(x).(x − x∗) ≥ |x − x∗|2.

Remarque 4.6.1Notez que la première hypothèse implique quef est uniformément bornée en
x. Lorsquef est supposée de plus continue, la deuxième hypothèse implique quex∗ est l’unique
zéro def. Pour se convaincre de cette deuxième propriété, considérons un vecteur arbitraire de
Rn etε un réel positif. On a alors :

f(x∗ + εv).εv ≥ ε2|v|2.

On en déduit quef(x∗ + εv).v ≥ ε|v|2 et en passant à la limite lorsqueε tend vers0 que
f(x∗).v ≥ 0. Cette relation étant vérifiée pour tout vecteurv, on en déduit en changeant le signe
dev quef(x∗).v = 0. Cette dernière égalité étant vérifiée pour toutv, implique quef(x∗) = 0.

L’unicité du zéro def est claire puisque, six 6= x∗ on a

f(x).(x − x∗) ≥ c |x − x∗|2 > 0.

Ce qui interdit àf(x) d’être nul.
Notez que en dimension1, la deuxième condition signifie quef(x) ≥ c(x − x∗) lorsque

x > x∗ et quef(x) ≤ c(x − x∗) lorsquex < x∗.

Nous allons maintenant énoncer un résultat de convergence pour l’algorithme suggéré au début
de ce paragraphe.

Théorème 4.6.1Soitf une fonction deRn dansR qui peut se mettre sous la forme

f(x) = E (F(x,U)) ,

U étant une variable aléatoire de loi connue prenant ses valeurs dansRp et F une fonction de
Rn × Rp dansRn.

On suppose que :
– F est une fonction bornée (|F(x, u)| ≤ K pour toutx etu),
– f(x).(x − x∗) ≥ c|x − x∗|2, c étant une constante strictement positive,
– (γn, n ≥ 0) est une suite de réels positif qui vérifient

∑
n≥0 γn = +∞ et

∑
n≥0 γ2n <

+∞.
On définit une suite de variables aléatoires(Xn, n ≥ 0) en posant pourn ≥ 0 :

Xn+1 = Xn − γnF(Xn, Un+1), X0 = x,

x étant une valeur déterministe arbitraire et(Un, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires
indépendantes tirées selon la loi deU.

Alors, limn!+1 Xn = x∗ presque sûrement et dansL2.

Avant d’aborder la démonstration de ce théorème nous rappelons un résultat classique sur les
suites de nombres réels connue sous le nom de lemme de Kronecker.

Lemme 4.6.2 Soit(An,≥ 1) une suite de nombres réels qui croissent vers+∞.
SoitSn =

∑n
k=1 εk la somme partielle d’une série que l’on suppose (simplement) conver-

gente.
Alors

lim
n!+1 1

An

n∑

k=1

Akεk = 0.
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Démonstration : Par convention on poseA0 = S0 = 0. La sérieSn étant convergente, on peut
poserSn = S1 + ηn aveclimn!+1 ηn = 0. Avec ces notations, on a

n∑

k=1

Akεk =

n∑

k=1

Ak (Sk − Sk-1) =

n∑

k=1

Ak (ηk − ηk-1) = Anηn −

n∑

k=1

(Ak − Ak-1) ηk-1.

D’où :
1

An

n∑

k=1

Akεk = ηn −
1

An

n∑

k=1

(Ak − Ak-1) ηk-1.

Le premier terme tend clairement vers0. Pour le deuxième, on se donne unε > 0, et l’on choisit
N tel que pourk ≥ N, |ηk| ≤ ε. On a alors :

∣∣∣∣∣
1

An

n∑

k=1

(Ak − Ak-1) ηk-1

∣∣∣∣∣ ≤
1

An

N∑

k=1

(Ak − Ak-1) |ηk-1| +
ε

An

n∑

k=N+1

(Ak − Ak-1) .

On a donc, pourn ≥ N
∣∣∣∣∣

1

An

n∑

k=1

(Ak − Ak-1)ηk-1

∣∣∣∣∣ ≤
CN

An
+ ε.

Ce qui permet de conclure en remarquant quelimn!+1An = +∞.

Démonstration : On peut se ramener sans perte de généralité au casx∗ = 0 par un translation.
Nous ne traiterons donc que ce cas. D’autre part, vu les hypothèses surγn, il est clair queγn
tend vers0, lorsquen tend vers+∞. Nous supposerons donc, dans la suite, toujours sans perte
de généralité que, pour toutn ≥ 0, γn ≤ 1/(2c) (il suffit d’étudier l’algorithme à partir d’un
rang pour lequel l’inégalité est vérifiée).

Nous allons commencer par montrer queXn tends vers0 dans L2, c’est à dire que
limn!+1 E(|Xn|

2) = 0. Pour cela notons̃F(x, u) = F(x, u)−f(x). On a alorsE
(
F̃(x,U)

)
= 0.

De plus :

|Xn+1|
2

= |Xn − γnF(Xn, Un+1)|
2

= |Xn|
2
+ γ2n |F(Xn, Un+1)|

2
− 2γnXn.f(Xn) − 2γnXn.F̃(Xn, Un+1)

≤ |Xn|
2
+ γ2nK

2 − 2cγn |Xn|
2
− 2γnXn.F̃(Xn, Un+1).

(4.3)

K étant un majorant deF. On prend alors l’espérance des2 membres de la précédente inégalité
pour obtenir :

E
(
|Xn+1|

2
)
≤ (1 − 2cγn)E

(
|Xn|

2
)

+ γ2nK
2 − 2γnE

(
Xn.F̃(Xn, Un+1)

)
.

Mais Xn estFn = σ (U1, . . . , Un) mesurable etUn+1 est indépendant deFn par construction
de la suite(Un, n ≥ 1), on a donc (voir le lemme3.2.6) :

E
(
Xn.F̃(Xn, Un+1)|Fn

)
= ψ(Xn),

avecψ(x) = E(x.F̃(x,Un+1)) = x.E(F̃(x,Un+1)) = 0. On a donc :

E
(
Xn.F̃(Xn, Un+1)

)
= E

(
E

(
Xn.F̃(Xn, Un+1)|Fn

))
= 0. (4.4)
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En notantan = E(|Xn|
2), on vient d’obtenir

an+1 ≤ an(1 − 2cγn) + K2γ2n.

En posant,A1 = 1 et :

An =

n-1∏

i=0

1

1 − 2cγi
,

on obtient :
An+1an+1 ≤ Anan + K2γ2nAn+1.

On en déduit en sommant entre0 etn − 1 que :

an ≤ E(|X0|
2)

An
+

1

An

n∑

k=1

K2γ2k-1Ak.

Pour montrer quean tends vers0, on applique alors le lemme de Kronecker. D’une part∑n
k=1 γ2k-1 < +∞. D’autre part, on note queγn ≤ 1/(2c) (à partir d’un certain rang) ce

qui implique queAn est croissante et l’on alog(1 + x) ≤ x pour toutx réel, d’où :

An = e-
Pn
i=1 log(1-2ci) ≥ e2c

Pn
i=1 i .

Comme,
∑
n≥1 γn = +∞, on obtientlimn!+1An = +∞, et l’on est en mesure d’appliquer

le lemme de Kronecker pour prouver quelimn!+1 E(|Xn|
2) = 0.

Pour montrer la convergence presque sûre, nous allons utiliser le théorème4.5.1qui per-
met d’affirmer qu’une martingale bornée dansL2 est convergente. Pour cela on commence par
réécrire l’inéquation (4.3) sous la forme :

|Xn+1|
2 ≤ |Xn|

2
+ γ2nK

2 − 2cγn |Xn|
2
+ Mn+1 − Mn, (4.5)

où l’on a définit la suite(Mn, n ≥ 0) parM0 = 0 et

Mn+1 − Mn = −2γnXn.F̃(Xn, Un+1).

Il est facile de vérifier que(Mn, n ≥ 0) est une martingale puisque

E (Mn+1 − Mn|Fn) = −2γnE
(
Xn.F̃(Xn, Un+1)

)
= 0,

vue l’égalité (4.4). D’autre part, en sommant l’inégalité (4.5) entre0 etn − 1, on obtient :

|Xn|
2 ≤ |X0|

2

An
+

1

An

n∑

k=1

Ak(K
2γ2k-1 + Mk − Mk-1).

Si l’on est en mesure de prouver que(Mn, n ≥ 0) est une suite convergente, la série de terme
généralK2γ2k-1 + Mk − Mk-1 sera elle aussi convergente et le lemme de Kronecker permettra
de conclure. Pour terminer la démonstration, il nous reste donc à démontrer queMn converge
lorsquen tends vers l’infini. Pour montrer ceci, nous utilisons le théorème4.5.1. On sait déjà
que(Mn, n ≥ 0) est une martingale, il suffit donc de vérifier que

sup
n≥0

E
(
M2
n
)

< +∞.



Ch.4 Martingales à temps discrets 73

En utilisant l’équation (4.2), on obtient :

E
(
M2
n+1

)
− E

(
M2
n
)

= E
(
(Mn+1 − Mn)

2
)

= 4γ2nE
(∣∣Xn.F̃(Xn, Un+1)

∣∣2
)

≤ 4γ2n
√

E(|Xn|2)

√
E(F̃(Xn, Un+1)2).

Mais F est bornée doncf et F̃ aussi et nous venons de voir queE(|Xn|
2) tends vers0 (et reste

donc bornée). On a donc :
E

(
M2
n+1

)
− E

(
M2
n
) ≤ Cγ2n.

En sommant cette inégalité entre0 etn − 1, on obtient :

E
(
M2
n
)

− E
(
M2
0
) ≤

n-1∑

k=0

γ2k.

La série
∑
k≥0 γ2k étant convergente, on en déduit queE

(
M2
n
)

reste borné. Le théorème4.5.1
permet alors de conclure à la convergence presque sûre deMn et le lemme de Kronecker conduit
à la convergence presque sûre deXn vers0.

Remarque 4.6.3L’efficacité de l’algorithme est liée au choix de la suite(γn, n ≥ 0). Ce
choix est souvent délicat. On s’en convaincra en utilisant pour des diverses valeurs deb etc, le
programme suivant.

Un programme Scilab pour le calcul d’un fractile
// fractile a calculer
alpha=0.2;// 20 %

// tirages aleatoires communs aux trois algorithmes
n=1000;
u=rand(1,n);

// algorithme de Robbins et Monro
// choix de gamma_n
c=1.0;b=1.0;
Gamma=c*1../(1+b*[1:n]);
// algorithme
y=1/2;
x_rm=zeros(1,n);
for i=1:n

y=y-Gamma(i)*((u(i)<=y)-alpha);
x_rm(i)=y;

end

// moyenne des tirages Robbins Monro
z=cumsum(x_rm)./[1:n];

// methode empirique classique
w=zeros(1,n);
ww=[];
for i=1:n



74 Cours de Processus Aléatoires

ww=[ww,u(i)];
xx=sort(ww);
h=xx(ceil(i*(1-alpha)));
w(i)=h;

end;

xbasc();
// algorithme de Robbins et Monro
plot2d([1:n],x_rm,1,’011’,’ ’,[0,-.2,n,1],[0,4,0,6]);
// moyenne des tirages Robbins Monro
plot2d([1:n],z,2,’010’,’ ’,[0,-.2,n,1],[0,4,0,3]);
// methode empirique
plot2d([1:n],w,6,’010’,’ ’,[0,-.2,n,1],[0,4,0,3]);
// resultat exact
plot2d([1:n],alpha*ones(1:n),3,’010’,’ ’,[0,-.2,n,1],[0,4,0,3]);
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4.7 Travail dirigé : Temps de sortie d’une marche aléatoire
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FIG. 4.2 –Temps de sortie de[a, b] par une marche aléatoire

Soient(Xi, i ≥ 1) des variables aléatoires indépendantes de même loi, telles queP[Xi =

1] = p et P[Xi = −1] = q = 1 − p. On supposep ∈]0, 1[. On noteSn = S0 + X1 + · · · + Xn.
La suiteSn modélise la richesse d’un joueur à un jeu de pile ou face avec une pièce biaisée.
S0 = x ∈ Z est la richesse initiale du joueur. Dans les calculs on noteraPx pour P afin de
rappeler que l’on part de la condition initialeS0 = x.

Le casp = q = 1/2.

1. Montrer que(Sn, n ≥ 0) est uneFn-martingale oùFn = σ(X1, · · · , Xn).

2. Poura < b ∈ Z, on note

τa;b = inf{n ≥ 0;Sn ≥ b ouSn ≤ a}.

Que représenteτa;b ? Montrer qu’il s’agit d’un temps d’arrêt.

3. Montrer en utilisant le théorème de la limite centrale queτa;b est fini p.s. Montrer qu’il
n’est pas borné sia < x < b − 1 ou sia + 1 < x < b.

4. En utilisant le théorème d’arrêt, montrer que, pourx ∈ [a, b] :

Ex[S�a;b] = x.

5. On supposex ∈]a, b[. CalculerPx[S�a;b = a].

6. Trouver la suite(bn, n ≥ 0) pour que((Sn − x)2 − bn, n ≥ 0) soit uneFn-martingale.

7. CalculerEx[τa;b].
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8. Utiliser les martingales exponentielles pour calculer

eat Ex
[
s-�a;b1{S�a;b = a}

]
+ ebt Ex

[
s-�a;b1{S�a;b = b}

]
,

où s = (et+ e-t)/2 et t ∈ R.

9. Exprimeret en fonction des. En déduireEx
[
s-�a;b1{S�a;b = a}

]
.

10. En déduire la fonction génératrice deτa;b.

11. On noteτb = inf{n ≥ 0; Sn ≥ b}. Vérifier que(τ-n;b, n ≥ 0) converge en croissant vers
τb. En déduire que

P[τb < +∞] = lim
n!1P[S�-n;b = b] = 1.

12. CalculerE[τb]. Calculer la fonction génératrice deτb. Peut-on appliquer le théorème
d’arrêt àS�b ? En déduire queE[supn≤�b |Sn|] = +∞.

Le casp 6= q.

On reprend les mêmes notations que ci-dessus.

1. Montrer que((q/p)Sn, n ≥ 0) est uneFn-martingale.

2. Montrer en utilisant la loi forte des grands nombres queτa;b est fini p.s. Montrer qu’il
n’est pas borné sia < x < b − 1 ou sia + 1 < x < b.

3. En utilisant le théorème d’arrêt, montrer que, pourx ∈ [a, b] :

Ex[(q/p)S�a;b ] = (q/p)x.

4. On supposex ∈]a, b[. CalculerPx[S�a;b = a]. Que se passe-t-il quandp → 1/2 (on
cherchera une convergence en loi) ?

5. Trouver une suite déterministe(cn, n ≥ 0) telle que(Sn − cn, n ≥ 0) est uneFn-
martingale. En déduireEx[τa;b].

6. Utiliser les martingales exponentielles pour calculer

eat Ex
[
s-�a;b1{S�a;b = a}

]
+ ebt Ex

[
s-�a;b1{S�a;b = b}

]
,

où s = p et+q e-t.

7. Exprimeret en fonction des. En déduireEx
[
s-�a;b1{S�a;b = a}

]
.

8. En deduire la fonction génératrice deτa;b. Que se passe-t-il quandp → 1/2 ?

9. Montrer queτb n’est pas toujours fini p.s. CalculerPx[τb < +∞].

10. Calculer la fonction génératrice deτb. Que se passe-t-il quandp → 1/2 ? Peut-on appli-
quer le théorème d’arrêt àS�b ?
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4.8 Exercices

Exercice 36 Soit ν un temps d’arrêt par rapport à une filtration(Fn)0≤n≤N. On noteF� l’en-
semble des événementsA tels queA ∩ {ν = n} ∈ Fn, pour toutn ∈ {0, . . . , N}.

1. Montrer queF� est une sous-tribu deFN. F� est souvent appelée “tribu des événements
antérieurs àν”.

2. Montrer que la variable aléatoireν estF�-mesurable.

3. SoitX une variable aléatoire réelle. Montrer l’égalité :

E(X|F�) =

N∑

j=0

1{ν = j}E(X|Fj)

4. Soitτ un temps d’arrêt tel queτ ≥ ν. Montrer queF� ⊂ F�.
5. Sous les mêmes hypothèses, montrer que si(Mn) est une martingale, on a

M� = E(M�|F�).

(On pourra traiter le casτ = N d’abord.)





Chapitre 5

Chaînes de Markov à temps discret

5.1 Chaîne de Markov

Définition 5.1.1 SoitE un espace fini ou dénombrable. On dit que :

(P(x, y), x ∈ E, y ∈ E) ,

est une matrice de transition d’une chaîne de Markov si :
– P(x, y) ≥ 0 pout toutx ety dansE,
–

∑
y∈E P(x, y) = 1.

Pour toutx, on peut définir une probabilité surE, en posant :

P(x,A) =
∑

y∈A
P(x, y).

Définition 5.1.2 On dit qu’un processus(Xn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov sur un espace
E de probabilité de transitionP si l’on a, pour toutx0,. . .,xn,xn+1 :

P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn, . . . , X0 = x0) = P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn)

= P(xn, xn+1).

Un exemple générique de chaîne de Markov Soit (Un, n ≥ 1) une suite de variables aléa-
toires indépendantes sur un espaceF, ayant toutes la même loi. SoitH une application deE× F

dansE, alors si l’on poseX0 = x0 un point fixé et si l’on définitXn par la formule de récurrence :

Xn+1 = H(Xn, Un+1),

alors, la suite(Xn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov dont la matrice de transition est donnée
par :

P(x, y) = P(H(x,U1) = y) .

Démonstration :

P(Xn+1 = xn+1, Xn = xn, . . . , X0 = x0)

= P(H(Xn, Un+1) = xn+1, Xn = xn, . . . , X0 = x0)

= P(H(xn, Un+1) = xn+1, Xn = xn, . . . , X0 = x0) .

MaisH(xn, Un+1) est indépendante du vecteur(U1, . . . , Un) etX0, . . . , Xn s’écrivent comme des fonc-
tions de(U1, . . . , Un). DoncH(xn, Un+1) est indépendante du vecteurX0, . . . , Xn. On en déduit que :

P(Xn+1 = xn+1, Xn = xn, . . . , X0 = x0)

= P(H(xn, Un+1) = xn+1) P(Xn = xn, . . . , X0 = x0) .

79
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Par définition du conditionnement par un ensemble, on a :

P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn, . . . , X0 = x0) = P(H(xn, Un+1) = xn+1) = P(xn, xn+1).

Voici quelques exemples construit à partir de ce résultat.

Nombre de piles consécutifs dans un jeu de pile ou faceSoit (Un, n ≥ 1) une suite de
variables aléatoires valant1 avec pobabilitép et−1 avec probabilité1 − p, p étant un nombre
réel de l’intervalle[0, 1]. AppelonsNn le nombre de1 consécutifs avant len-ième tirage. Par
conventionN0 = 0 etNn = 0 si le m-ième tirage est0. Il est, alors, facile de vérifier que pour
n ≥ 0 :

Nn+1 = (Nn + 1) 1{Un+1 = 1}.

(Nn, n ≥ 0) est donc une chaîne de Markov de probabilité de transition :





P(n, n + 1) = p, n ≥ 0,

P(n, 0) = 1 − p, n ≥ 0,

P(x, y) = 0, sinon.

Modèle de Cox-Ross-Rubinstein Soit(Vn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes telle queP(Vn = u) = p et P(Vn = d) = 1 − p, p étant un réel compris entre0 et1, u

etv deux réels positifs. PosonsX0 = x et définissons par récurrenceXn par :

Xn+1 = XnVn+1.

(Xn, n ≥ 0) est une chaine de Markov de matrice de transitionP donnée par :





P(x, xu) = p, x ∈ R,

P(x, xd) = 1 − p, x ∈ R,

P(x, y) = 0, sinon.

C’est le modèle discret le plus couramment utilisé en finance. Il porte le nom de modèle de
Cox-Ross-Rubinstein.

Marches aléatoires Soit (Xn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
suivant toutes la même loi, alors siS0 = 0 et :

Sn = X1 + · · ·+ Xn,

(Sn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov de matrice de transition donée par :

P(x, y) = P(X1 = y − x).

Les calculs des lois liées aux chaînes de Markov sont, souvent, facile à expliciter.



Ch.5 Chaînes de Markov à temps discret 81

Gestion de stock On décrit la demande des clients par une suite de variables aléatoires indé-
pendantes de même loi(Dn, n ≥ 1). On se donne2 nombress et S tels que0 ≤ s ≤ S qui
représentent respectivement un niveau de stock maximum et minimum. On procéde alors de la
façon suivante :

– A l’instant n, si le stockXn est inférieur às on la porte àS (instantanément ! mais on
rafiner le modèle pour améliorer ce point),

– On retranche la demande à l’instantn + 1, Dn+1 au nouveau stock (si c’est possible).
Cela donne :

Xn =

{
(Xn − Dn+1)+ si s < Xn ≤ S

(S − Dn+1)+ si Xn ≤ s.

On suppose que la suite décrivant la demande(Dn, n ≥ 1) est une suite de varaibles aléatoires
indépendantes suivant toutes la même loi. La suite(Xn, n ≥ 0) est, sous cette hypothèse, une
chaîne de Markov. Voici quelques questions auquelles on souhaiterait pouvoir répondre :

– que vaut1n
∑n
i=0 Xj la moyenne empirique du stock,

– que vautP(Xj = a), la loi du stock,
– comment évaluer les demandes non satisfaites.

Processus de vie et de mort On considére(ξ(n)
i , i ≥ 1, n ≥ 0) une suite doublement indexée

de variables aléatoires indépendantes de même loi, à valeurs dans les entiers positifs. On note
φ(z) sa fonction génèratrice de Laplace donnée par :

φ(z) = E(z�), pour0 ≤ z ≤ 1.

On construit alors le processus(Xn, n ≥ 0) de la façon suivante, on poseX0 = 1 puis :

Xn+1 =

Xn∑

i=1

ξ
(n+1)
i ,

avec la convention que, siXn = 0 la somme vaut0.
L’interprétation intuitive, qui justifie le nom du processus, est que chaque individu donne

naissance à un nombre d’enfants qui suit la loi deξ puis disparait.
Si l’on noteξ(n) = (ξ

(n)
i , i ≥ 1), Xn+1 peut s’écrire sous la forme :

Xn+1 = φ(Xn, ξ
(n+1)),

où φ(x, ξ) =
∑x
i=1 ξi. La suite(ξ(n), n ≥ 1) étant une suite de variables aléatoires (à valeurs

dans un espace de suite !) de même loi. On en déduit que(Xn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov
et que sa matrice de transitionP est donnée par :

P(x, y) = P

(
x∑

i=1

ξi = y

)
.

Nous allons voir que l’on est capable d’évaluer la probabilité d’extinction de la population que
l’on noterap. Pour cela, notons que :

E
(
zXn+1 |Fn

)
= E

(
z
PXn
i=1 �

(n+1)
i |Fn

)

CommeXn estFn-mesurable etξ(n+1) est indépendante deFn, en utilisant le lemme3.2.6
page54on obtient :

E
(
zXn+1 |Fn

)
= E(z�)Xn = φ(z)Xn.
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En prenant l’espérance des deux membres de cette égalité on obtient :

E
(
zXn+1

)
= E

(
φ(z)Xn

)
.

Appellonsφn(z) la fonction génèratrice de Laplace deZn :

φn(z) = E
(
zXn

)
,

on peut réécrire la dernière équation sous la forme :

φn+1(z) = φn (φ(z)) ,

Commeφ0(z) = z, on en déduit que :

φn(z) = φ(φ(. . . φ(z))) = φ◦n(z),

puis que :
φn+1(z) = φ (φn(z)) . (5.1)

D’autre part la probabilité d’extinctionp est donnée par :

p = P( il exite un instantn tel queXn = 0) ,

Comme la famille d’évenements{Xn = 0} est croissante on en déduit que :

p = lim
n!+1P(Xn = 0) .

Remarquons, d’autre part, que :

P(Xn = 0) = E(0Xn) = φn(0).

On peut alors utiliser l’équation (5.1) et la continuité deφ pour prouver que :

p = φ(p).

Le problème probabiliste de calcul de la probabilité d’extinction de la population se raméne
simplement au problème de l’étude de la fonctionφ. On peut déduire des propriétés deφ

(exercice) que :
– si E(ξ) ≤ 1 alorsp = 1,
– si E(ξ) > 1, il existe une unique solutionσ à l’équationφ(σ) = σ avecσ < 1 et l’on a

p = σ.
On voit donc que :

– si E(ξ) ≤ 1, la population disparaît forcément au bout d’un temps fini,
– si E(ξ) > 1, la population peut survivre indéfiniment.

5.2 Calcul de lois

Proposition 5.2.1 Soit (Xn, n ≥ 0) une chaîne de Markov sur un espaceE de matrice de
transitionP et de loi initialeµ (la loi initiale est donnée par la loi deX0, i.e. par la famille de
nombresµ(x) = P(X0 = x)). La loi du vecteur(X0, . . . , Xn) se calcule par la formule :

P(X0 = x0, . . . , Xn = xn) = µ(x0)P(x0, x1)× · · · × P(xn-1, xn).
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Démonstration : Par définition de la probabilité conditionnelle, on a :

P(X0 = x0, . . . , Xn = xn, Xn+1 = xn+1)

= P(Xn+1 = xn+1|X0 = x0, . . . , Xn = xn) P(X0 = x0, . . . , Xn = xn) .

Comme(Xn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov on en déduit que :

P(X0 = x0, . . . , Xn = xn, Xn+1 = xn+1) = P(X0 = x0, . . . , Xn = xn) P(xn, xn+1),

puis par récurrence que :

P(X0 = x0, . . . , Xn = xn, Xn+1 = xn+1) = P(X0 = x0)P(x0, x1)× · · · × P(xn, xn+1).

Remarque 5.2.2Notez que la loi du vecteur(X0, . . . , Xn) ne dépend que deP, la matrice de
transition, etµ, la loi initiale.

On déduit de ce résultat une expression pour la loi deXn. Introduisons les notations suivantes :
– (Pf)(x) =

∑
y∈E P(x, y)f(y), pourf une fonction deE dansR,

– (µP)(y) =
∑
x∈E µ(x)P(x, y), pourµ une loi de probabilité surE,

– (PQ)(x, y) =
∑
z∈E P(x, z)Q(z, y), pourP etQ deux matrices de transition.

– Pn est définie par récurrence par :

Pn+1(x, y) =
∑

z∈E
P(x, z)Pn(z, y).

Noter quePf est une fonction surE, PQ une matrice de transition etµP une loi de probabilité
surE.

Proposition 5.2.3 Soit (Xn, n ≥ 0) un chaîne de Markov de matrice de transitionP et de loi
initiale µ. Alors :

P(Xn = xn) =
∑

x0∈E;x1∈E;:::;xn-1∈E
µ(x0)P(x0, x1)× · · · × P(xn-1, xn).

soit, avec les notations précédentes :

P(Xn = xn) = (µPn)(xn),

Remarque 5.2.4On voit donc que le calcul de la loi deXn se raméne à un calcul matriciel.

Démonstration : La démonstration est une application directe de la formule donnant la loi marginale
d’une des coordonnées d’un vecteur.
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5.3 Exemple d’utilisation des chaînes de Markov

Combien de piles consécutifs voit-on dans 100 tirages à pile ou faceSoit (Xn, n ≥ 1) une
suite de variables aléatoires indépendantes valant1 (ou pile) avec probabilitép, 0 (ou face) avec
probabilité1−p (0 ≤ p ≤ 1). Nous avons vu que le nombre de piles consécutifs avant l’instant
n, définit parN0 = 0 et :

Nn+1 = (Nn + 1) 1{Xn+1 = 1}.

est une chaîne de Markov. Définissons maintenantτl, pour un entierl fixé, par :

τl = inf {n ≥,Nn = l} .

τl est ainsi le premier instant où l’on voit une suite del-piles consécutifs. IntroduisonsNl
n (le

processus arrété à l’instantτl) par :
Nl
n = Nn^�l .

Notons que l’événement
{
Nl
n = l

}
correspond à :

“J’ai vu au moinsl 1 consécutifs dans lesn premiers tirages”.

D’autre part(Nl
n, n ≥ 0) reste une chaîne de Markov issue de0 puisque :

Nl
n+1 =

(
Nl
n + 1

)
1{

Xn+1 = 1,Nl
n < l

} + l1{
Nl
n = l

}.

Notons(P(x, y), x, y ∈ {0, . . . , l}) sa matrice de transition, alors :

P
(
Nl
n = l

)
= Pn (0, l) .

Pour évaluer cette probabilité il nous reste à expliciterP et à calculer sa puissance pour diverses
valeurs del (mieux vaut alors utiliser une logiciel du genre MathLab (payant) ou Scilab (gratuit
http://www-rocq.inria.fr/scilab/ !).

Les seuls éléments non nul de la matriceP sont donnés par :




P(x, x + 1) = p si x < l,
P(x, 0) = 1 − p si x < l,
P(l, l) = 1.

P s’exprimer donc sous forme matricielle par :

P =




1 − p p 0 . . . 0 0

1 − p 0 p . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 − p 0 0 . . . p 0

1 − p 0 0 . . . 0 p

0 0 0 . . . 0 1




.

Voici une procédure Scilab qui calculeP, sa puissance100 et enfinP100(0, l).

function [Pro]= proba(l,p)
P=[p*diag(ones(l,1));zeros(1,l-1),1];
P=[[(1-p)*ones(l,1);0],P];
P100=P^100;
Pro = P100(1,l+1)
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On peut alors obtenir sans difficultés la fonction de répartition ou la loi du nombre maximal de
1 consécutifs dans un séquence aléatoire de100 0 ou1 indépendants avecp = 1/2. Pour la loi,
après avoir tapé :

for l=2:10;
write(%io(2),string(l)+’ ’+string(proba(l,1/2)-

proba(l+1,1/2)));
end;

on obtient :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.00

0.08

0.16

0.24

0.32

FIG. 5.1 –Histogramme de la loi du nombre maximum de F consécutifs après 100 tirages

et pour la fonction de répartition :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

FIG. 5.2 –Probabilité d’avoir au moinsn F consécutifs après 100 tirages
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On est donc “ à peu près” sûr (on se trompe2 fois sur10, quand même !) de voir5 piles
consécutifs dans une séquence100 tirages à pile ou face, pour une piéce équiibrée. Le fait de
ne pas voir5 1 consécutifs doit être considéré comme louche et peut servir de test pour savoir si
une suite à vraiment été tirée au hasard. Il est en effet très rare qu’une personne tentant d’imiter
une suite au hasard ait l’idée de mettre5 1 à la suite. Ca marche plutôt bien (exercice essayer
avec l’un de vos camarades, qui ne suit pas le cours de processus bien sûr !).

5.4 Chaînes de Markov et espérance conditionnelle

Définition 5.4.1 Soit µ une probabilité surE, un ensemble fini etP une matrice de transition
surE on dit que(Xn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov par rapport à un filtration(Fn, n ≥ 0),
si c’est un processus adapté à cette filtration tel que pour toute fonctionf deE dansR, on a :

E (f(Xn+1)|Fn) = (Pf)(Xn),

où (Pf)(x) =
∑
y∈E P(x, y)f(y).

Remarque 5.4.2 – Notons que cette définiton est équivalente à :

P(Xn+1 ∈ A|Fn) = P(Xn, A).

avecP(x,A) =
∑
y∈A P(x, y). Remarquons que siA est réduit à un point, on a alors :

P(Xn+1 = y|Fn) = P(Xn, y).

– Notons aussi, qu’un processus de Markov par rapport à une filtration(Fn, n ≥ 0) donnée
l’est aussi par rapport à la filtration naturelle définie par :

F0n = σ (X0, . . . , Xn) .

En effet, comme(Xn, n ≥ 0) est adpaté à(Fn, n ≥ 0) on a pour toutn, F0n ⊂ Fn et
donc :

E
(
f(Xn+1)|F0n

)
= E

(
E (f(Xn+1)|Fn) |F0n

)
= E

(
(Pf)(Xn)|F0n

)
= (Pf)(Xn).

Bien sûr si(Xn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov par rapport à une filtration donnée c’est aussi
un processus de Markov au sens élémentaire.

Proposition 5.4.3 Soit (Xn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov par rapport à la filtration
(Fn, n ≥ 0), alors :

P(Xn+1 = xn+1|Xn = xn, . . . , X0 = x0) = P(xn, xn+1).

Démonstration :

P(Xn+1 = xn+1, Xn = xn, . . . , X0 = x0)

= E
(

E
(

1{Xn+1 = xn+1}
1{Xn = xn, . . . , X0 = x0}

|Fn
))

= E
(

1{Xn = xn, . . . , X0 = x0}
E

(
1{Xn+1 = xn+1}

|Fn
))

= E
(

1{Xn = xn, . . . , X0 = x0}
P(Xn, xn+1)

)

= E
(

1{Xn = xn, . . . , X0 = x0}
P(xn, xn+1)

)

= P(xn, xn+1)P(Xn = xn, . . . , X0 = x0) .

La dernière égalité donne le résultat souhaité par définition de la probabilité conditionnelle élémentaire.
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Remarque 5.4.4On peut montrer qu’un processus de Markov au sens élémentaire est un pro-
cessus de Markov par rapport à sa filtration naturelle. Nous démontrons pas ce résultat qui
pourra être traité en exercice par les éléves motivés par les aspects mathématiques.

Ces deux résultats montrent que l’équivalence des deux définitions de processus de Markov
lorsque l’on se restreint à la filtration naturelle, i.e.(F0n, n ≥ 0) avecF0n = σ(X0, . . . , Xn).
L’intérêt de la définition abstraite est de permettre de prendre en compte un filtration(Fn, n ≥
0) contenant plus d’information que la filtration naturelle (donc telle queF0n ⊂ Fn).

Calcul algorithmique de E (f(XN)) Nous allons donner une illustration de l’intêret de nou-
veau formalisme pour les chaînes de Markov.

Soit (Xn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov de matrice de transitionP, partant dex0 en0.
On a :

E (f(XN)) = (PNf)(x0).

On peut alors calculerE (f(XN)) itérativement en posant, pourn décroissant à partir deN :
{

u(n, x) = [Pu(n + 1, .)] (x) =
∑
y∈E P(x, y)u(n + 1, y),

u(N, x) = f(x),
(5.2)

puis :
E (f(Xn)) = (PNf)(x0) = u(0, x0).

Notez que l’equation (5.2) décrit un alogrithme (récursif) permettant d’évaluerE (f(Xn)) qui
explicite le fait que la loi deXn est donnée par(Pn(x0, y), y ∈ E).

Pour ce convaincre de ce résultat nous allons montrer que la processus(u(n,Xn), n ≥ 0)

est une martingale. Pour cela, calculonsE (u(n + 1, Xn+1)|Fn) :

E (u(n + 1, Xn+1)|Fn) = E (f(Xn+1)|Fn) ,

si φ(x) = u(n + 1, x), on a donc :

E (u(n + 1, Xn+1)|Fn) = (Pφ)(Xn) =
∑

y∈E
P(x, y)u(n + 1, y)

∣∣∣∣∣
x=Xn

.

Mais on a, par définition deu :
∑

y∈E
P(x, y)u(n + 1, y) = u(n, x),

donc :
E (u(n + 1, Xn+1)|Fn) = u(n,Xn).

Ce qui prouve que(u(n,Xn), n ≥ 0) est une martingale. On en déduit que son expérance est
constante, soit :

E (u(0, X0)) = E (u(n,Xn)) .

Maisu(n, x) = f(x) etX0 = x0 et la précédente égalité se réécrit :

u(0, x0) = E (f(Xn)) .

Exemples :Soit (Sn, n ≥ 1) la marche aléatoire symétrique et supposons que l’on cherche à
calculer, pourf une fonction donnée :

E(f(SN)).
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Le théorème précédent, nous dit que, cette quantité est égale àu(0, 0), et queu se calcule à
l’aide de l’équation :

{
u(N, x) = f(x),

u(n, x) = 1
2u(n + 1, x − 1) + 1

2u(n + 1, x + 1).

Notez que ces deux équations permettent d’écrire un programme (inefficace car de complexité
exponentielle) calculantv(n, x).

double function u(int n,double x)
{

if(n==N) then return f(x);
return 0.5 * (u(n+1,x-1)+u(n+1,x+1));

}

Il est cependant possible d’écrire un version éfficace de ce programme en utilisant le fait
que à l’instantn il n’est nécessaire de calculeru qu’enx − n, x − n + 1, · · · , x + n − 1, x + n.

Exemples :Imaginons que l’on cherche à calculer le prix d’un put américain dans le modèle de
Cox Ross. Cela signifie que,a, b sont des réels positifs,p est un nombre réel entre0 et 1, que
la matrice de transition de la chaîneSn s’écritP(x, x(1 + a)) = p, P(x, x(1 + b)) = 1 − p, et
que l’on cherche à calculer :

E ((K − SN)+) .

Le théorème précédent nous dit que,E ((K − SN)+) = u(0, S0) si v est l’unique solution de :
{

v(N, x) = (K − x)+,

v(n, x) = pu(n + 1, x(1 + a)) + (1 − p)u(n + 1, x(1 + b)).

5.4.1 Solution d’un problème d’arrêt optimal

On se propose de calculer :

V̄n = sup
� Fn-temps d’arrêt;n≤�≤N

E (ψ(X�)|Fn) ,

Lorsque(Xn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov. Ce résultat est directement relié à des al-
gorithmes de calcul de prix d’option américaine en finance et d’autres problèmes appliqués.
Commençons par énoncer le résultat essentiel de cette partie.

Théorème 5.4.1Soit (Xn, n ≥ 0) une chaîne de Markov issue du pointx0 en 0, de matrice
de transitionP(x, y) sur un espace d’état finiE, par rapport à une filtration(Fn, n ≥ 0). Soit
ψ(x) une fonction définie pourx ∈ E. On cherche à calculer :

sup
� Fn-temps d’arrêt;�≤N

E (ψ(X�)) .

Soitu la solution unique de :




u(N, x) = ψ(N, x), x ∈ E

u(n, x) = max({Pu(n + 1, .)} (x), ψ(x))

= max
(∑

y∈E P(x, y)u(n + 1, y), ψ(x)
)

n < N, x ∈ E.

(5.3)
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Alors
sup

� Fn-t.a.;0≤�≤N
E (ψ(X�)) = u(0, x0).

De plus le temps d’arrêt :

τ0 = inf {k ≥ 0, u(k, Xk) = ψ(Xk)} ,

est un temps d’arrêt optimal i.e. qui vérifie

sup
� Fn-t.a.;0≤�≤N

E (ψ(X�)) = E (ψ(X�0)) .

Démonstration : On a, bien sûr, vu la définition deu :

u(n, x) ≥ {Pu(n + 1, .)} (x).

De plus, par définition d’une chaîne de Markov :

{Pu(n + 1, .)} (Xn) = E (u(n + 1, Xn+1)|Fn) .

On a donc :

u(n + 1, Xn+1) − u(n, Xn) ≤ u(n + 1, Xn+1) − E (u(n + 1, Xn+1)|Fn) .

Posons :
Yn = u(n,Xn) − E (u(n,Xn)|Fn-1)

etMn = u(0, x0) + Y1 + · · ·+ Yn, pourn ≥ 0. Mn est uneFn martingale, en effet :

E(Mn+1 − Mn|Fn) = E(Yn+1|Fn)
= E (u(n + 1, Xn+1) − E (u(n + 1, Xn+1)|Fn) |Fn)
= 0.

De plus, commeu(n + 1, Xn+1) − u(n,Xn) ≤ Yn+1 et u(0, x0) = M0, il est immédiat d’en
déduire par réccurence que, pour toutn ≥ 0 :

u(n,Xn) ≤ Mn.

Maintenant siτ est un temps d’arrêt tel queτ ≤ N, on a :

u(τ, X�) ≤ M�.

Alors, en utilisant le fait que(Mn, n ≥ 0) est une martingale, et en utilisant le théorème d’arrêt
on obtient :

E (M�) = E(M0) = u(0, x0).

On en déduit donc que :
E (u(τ, X�)) ≤ E (M�) = u(0, x0).

On vient donc de prouver queE (u(τ, X�)) ≤ u(0, x0). Comme, de plus,u(n, x) ≥ ψ(x), on a
pour tout temps d’arrêt inférieur àN :

E (ψ(X�)) ≤ u(0, x0).
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Donc :
sup

n≤�≤N;� t.a.
E (ψ(X�)) ≤ u(0, x0).

Pour finir la démonstration du résultat annoncé, il suffit de trouver un temps d’arrêtτ0 inférieur
àN tel que :

E (ψ(X�0)) = u(0, x0).

Pour cela posons :l
τ0 = inf {p ≥ 0, u(p, Xp) = ψ(Xp)} .

On peut démontrer (exercice) queτ0 est un temps d’arrêt. D’autre part on aτ0 ≤ N puisque
u(N, x) = ψ(N, x).

Sur l’événement{p < τ0} on au(p, Xp) 6= ψ(Xp), et donc :

u(p, Xp) = {Pu(p + 1, .)} (Xp) = E (u(p + 1, Xp+1)|Fp) .

Ceci implique que, sur l’événement{p < τ0} :

u(p + 1, Xp+1) − u(p, Xp) = Yp+1.

En sommant ces égalités entrep = 0 etτ0 − 1 on obtient :

u(τ0, X�0) = M�0 .

On voit donc, en utilisant le théorème d’arrêt, que :

E (u(τ0, X�0)) = E (M�0) = E (M0) = u(0, x0).

Comme, par définition deτ0, l’on a u(τ0, X�0) = ψ(X�0), on en déduit que :

E (ψ(X�0)) = u(0, x0).

Ceci prouve donc que :
sup

�≤N;� t.a.
E (ψ(X�)) = u(0, x0).

Exemples :Soit (Sn, n ≥ 1) la marche aléatoire symétrique et supposons que l’on cherche à
calculer, pourf une fonction donnée :

sup
�≤N;� t.a.

f(S�).

Le théorème précédent, nous dit que, cette quantité est égale àu(0, 0), et queu se calcule à
l’aide de l’équation :

{
u(N, x) = f(x),

u(n, x) = max
(1
2u(n + 1, x − 1) + 1

2u(n + 1, x + 1), f(x)
)
.

Une fois queu a été calculée on peut expliciter le temps d’arrêt optimal par

τ0 = inf {n ≥ 0, u(n, Sn) = f(Sn)} .
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Exemples : Imaginons que l’on cherche à calculer le prix d’un put américain dans le modèle
de Cox Ross. Cela signifie que,a, b, r sont des réels positifs,p est un nombre réel entre0 et1,
que la matrice de transition de la chaîneSn s’écritP(x, x(1 + a)) = p, P(x, x(1 + b)) = 1 − p,
et que l’on cherche à calculer :

V0 = sup
� t.a.;�≤N

E ((K − S�)+) .

Le théorème précédent nous dit que,V0 = u(0, S0) avecv solution de :
{

v(N, x) = (K − x)+,

v(n, x) = max(pu(n + 1, x(1 + a)) + (1 − p)u(n + 1, x(1 + b)), f(x)) .
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5.5 Exercices

Exercice 37 On considère l’espace à deux étatsE = {a, b}. La matrice markovienne la plus
générale s’écrit

P =

(
1 − α α

β 1 − β

)
.

1. Condition pour que la chaîne de Markov ne soit pas périodique.
2. Condition pour que la chaîne de Markov soit irréductible.
3. On suppose que la chaîne est irréductible. Calculer la probabilité invariante.
4. On suppose que la chaîne de Markov associée àP est irréductible. Montrer que les puis-

sances deP s’écrivent

Pn =

(
1 − p p

1 − p p

)
+ γn

(
p −p

−1 + p 1 − p

)
.

où on déterminerap etγ.
5. On suppose que la chaîne de Markov est apériodique et irréductible. En déduire que

limn!1 π0P
n est indépendant de la loi initialeπ0.

Exercice 38 Soit (X2n+1, n ≥ 0) une suite de v.a.r. i.i.d telles que

P[X1 = 1] = P[X1 = −1] = 1/2.

On définit pour toutn ≥ 1, X2n = X2n-1X2n+1.
1. Vérifier que les v.a.r.X2n, n ≥ 1 sont i.i.d. Donner leur loi.
2. Montrer queXn etXn+1 sont indépendantes.
3. Déduire de 1 et 2 que les v.a.r.Xn, n ≥ 1 sont indépendantes deux à deux.
4. CalculerP[Xm+n = j | Xm = i] pour toutn ≥ 1 , i, j = ±1. En déduire que les équations

de Chapman-Kolmogorov sont satisfaites.
5. CalculerP[X2n+1 = 1 | X2n = −1, X2n-1 = 1]. En déduire queX n’est pas une chaîne de

Markov.
6. Montrer en revanche que(Zn = (Xn, Xn+1), n ≥ 1) est une chaîne de Markov non

homogène à valeurs dans{−1, 1}2. On déterminera la matrice de transition en distinguant suivant
quen est pair ou impair.

Exercice 39 Soit X une chaîne de Markov à espace d’état dénombrable. Soitn ≥ 1. On note
pi;j(n) = P[Xn = j | X0 = i], la probabilité de transition de l’étati à l’état j enn étapes. Par
convention on posepi;i(0) = 1 etpi;j(0) = 0. On note

li;j(n) = P[Xn = j;Xk 6= i, 1 ≤ k < n | X0 = i],

la probabilité partant de l’étati d’atteindre l’étatj en n étapes, sans repasser par l’étati. On
note également pouri 6= j,

fi;j(n) = P[Xn = j; Xk 6= j, 1 ≤ k < n | X0 = i],

la probabilité partant de l’étati d’atteindre pour la première fois l’étatj enn étapes. On introduit
les fonctions suivantes définies sur[−1, 1] :

Pi;j(s) =
∑

n≥0
pi;j(n)sn

Li;j(s) =
∑

n≥1
li;j(n)sn

Fi;j(s) =
∑

n≥1
fi;j(n)sn.
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1. Montrer que pour touti 6= j,

Pi;j(s) =Pi;i(s)Li;j(s)

Pi;j(s) =Pj;j(s)Fi;j(s)

2. On défini le premier temps d’atteinte dej parτ = inf {k; Xk = j} et le dernier temps de
passage parτ ′n = [n − supk≤n{Xk = i}]1{Xn = j}. Montrer que les variables aléatoiresτ ′n ne
sont pas des temps d’arrêt. Déduire du 1 que siPi;i = Pj;j, alors on aP[τ = k] = P[τ ′n = k]

pour toutn ≥ k. Donc de manière imagée le premier temps de passage et le dernier temps de
passage “ont même loi”.

3. Donner un exemple de chaîne de Markov à espace d’état dénombrable vérifiantPj;j = Pi;i
pour touti et j.

Exercice 40 On considère une marche aléatoire symétriqueS0 = 0 etSn = X1 + · · ·+ Xn, où
les v.a.r.(Xn, n ≥ 1) sont i.i.d. et

P[X1 = 1] = P[X1 = −1] = 1/2.

On considère la famille de variables aléatoires

Yn = sup{k ≤ n; S2k = 0} , n ≥ 1.

On désire évaluer la valeurP[Yn = k] pourk ≤ n. Dans le jeu de pile ou face, la v.a.r.Yn est le
dernier instant où les deux joueurs sont à égalité.

1. CalculerP[Sm = b].
2. On admet la formule suivante :

P[S1 6= 0; . . . ; Sm 6= 0;Sm = b] =
|b|

m
P[Sm = b].

CalculerP[S1 6= 0; . . . ; S2n 6= 0]. On pourra utiliser le fait que

2k

(n + k)(n − k)
=

1

n − k − 1
−

1

n + k − 1
.

3. En déduire queP[S1 6= 0; . . . ; S2n 6= 0] = P[S2n = 0].
4. En utilisant le résultat précédent montrer que

P[Yn = k] = P[S2k = 0]P[S2n-2k = 0].

Remarquer que contrairement à l’intuition la loi du dernier zéro avant2n est symétrique par
rapport àn.

5. Soit0 < y < x < 1. En utilisant la formule de Stirling (n! ∼ nn+1=2 e-n
√

2π pourn
grand), montrer que pourn grand

P[ny ≤ Yn ≤ nx] ∼
1

π

∫x
y

1√
u(1 − u)

du.

6. En déduire que la suite(Yn/n, n ≥ 1) converge en loi.
7. Montrer que asymptotiquement, avec probabilité1/2,

Yn/n ∈
[
0,

2 −
√

2

4

]
∪

[
2 +

√
2

4
, 1

]
.
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Exercice 41 1. SoitY une chaîne de Markov à espace d’état discret. On suppose que

Pj[Yn = j infiniment souvent] = 0.

On noteτ = sup{n;Yn = j}. Montrer que
∑
n≥0 Pj[τ = n] = 1. En déduire que

Pj[Yn 6= j ∀n ≥ 1] =
1

1 +
∑
n≥1 Pj[Yn = j]

.

On considère maintenant(Xn, n ≥ 1) une suite de v.a.r. i.i.d. telles que

P[Xn = 1] = p, P[Xn = −1] = q = 1 − p.

On définitS0 = 0, Sn = X1 + · · · + Xn. Vérifier que(Sn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov
homogène à valeurs dansZ. On supposep 6= 1/2.

2. ÉvaluerP[Sn = 0].
3. Écrire la fonctionf(x) = [1 − x]-1=2 sous forme d’une série entière.
4. En déduire queP[Sn 6= 0 ∀n ≥ 1] = |p − q|.

Exercice 42 Soit (Xn, n ≥ 0) une chaîne de Markov homogène à espace d’état dénombrable
E. On noteTy = inf{n ≥ 1;Xn = y}. Si x ety sont deux états distincts, on note

ρxy = P[Ty < ∞ | X0 = x].

1. Montrer que

ρxy > 0 ⇐⇒ ∃n ≥ 1 tel queP[Xn = y | X0 = x] > 0.

On supposeρxy > 0. Soitn0 = inf{n; P[Xn = y | X0 = x] > 0}.
2. Montrer qu’il existe des étatsx1, x2, . . . , xn0-1 tels que

p(x, x1)p(x1, x2) · · ·p(xn0-1, y) > 0, oùp(x, z) = P[X1 = z | X0 = x].

Montrer que ces états sont distincts.
3. SiE est fini et de cardinald. Montrer alors quen0 ≤ d−1 etP[Ty ≤ d−1 | X0 = x] > 0.
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5.6 Travail dirigé : Modélisation de l’évolution d’une popu-
lation

On désire étudier le modèle de population suivant. À l’instantn, la population comporteZn
individus. Chaque individui donne naissance àζ(n)i enfant(s) à la génération suivante et meurt.
Ainsi la population à l’instantn + 1 comporte

Zn+1 =

Zn∑

i=1

ζ
(n)
i

individus. SiZn = 0, alors la population est définitivement éteinte etZn+1 = 0. On fait les
hypothèses suivantes. La suite(ζ

(n)
i , i ≥ 1, n ≥ 1) est une suite de variables aléatoires discrètes

indépendantes et de même loi, caractérisée par la fonction génératrice :z ∈ [0, 1],

G(z) =

1∑
k=0

pkz
k où pk = P[ζ

(n)
i = k], k ∈ N.

On suppose que0 < p0 < 1, Varζ(n)i = σ2 < ∞ et on posem = E[ζ
(n)
i ]. On rappelle que la

fonctionG est sous ces hypothèses de classeC2 sur [0, 1].
On suppose également que la population comporte un seul individu à l’instantn = 0 (i.e.

Z0 = 1).

1. Vérifier que0 est un état absorbant pour la suite(Zn, n ≥ 0), c’est-à-dire montrer que
{Zn = 0} ⊂ {Zn+k = 0} pour toutk ≥ 0.

2. Montrer queZ = (Zn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov sur un espaceE que l’on
précisera. On ne calculera pas la matrice de transition.

3. On noteT = inf{n ≥ 0, Zn = 0} avec la conventioninf ∅ = +∞. T est le temps
d’extinction de la population. Montrer queT est un temps d’arrêt.

4. Montrer que la suite(Wn = m-nZn, n ≥ 0) est une martingale.

5. CalculerE[Zn].

6. Montrer queE[Zn] ≥ P[Zn 6= 0]. En déduire que sim < 1, alors presque sûrement
Zn = 0 pourn assez grand (cela revient à montrer queP[T < +∞] = 1).

7. Vérifier queG ′(1) = m.

8. On définitG1 = G et pourn ≥ 1, Gn+1(z) = Gn(G(z)) pourz ∈ [0, 1]. Montrer que
pourz ∈ [0, 1], E[zZn] = Gn(z).

9. Soitq ∈ [0, 1] tel queG(q) = q. Montrer que(qZn, n ≥ 0) est une martingale.

On suppose dans toutes les questions suivantes quem > 1.

10. Montrer queG est convexe sur[0, 1]. Tracer l’allure de la fonctionG(z) pourz ∈ [0, 1].
Vérifier qu’il existe un unique réelη ∈]0, 1[, tel queη = G(η).
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La martingale (ηZn, n ≥ 0) On rappelle le théorème suivant du cours : Si(Yn, n ≥ 0)

est une martingale telle quesupn≥0 E[Y2n] est fini, alors il existe une variable aléatoireY

telle queE[Y2] < ∞, et limn!1 E[(Yn − Y)2] = 0, limn!1 E[|Yn − Y|] = 0 et (Yn, n ≥
0) converge presque sûrement versY.

11. Vérifier que(Xn = ηZn , n ≥ 0) est une martingale bornée par1 qui converge dansL2,
dansL1 et presque sûrement vers une variable aléatoireX à valeurs dans[0, 1].

12. Montrer que siH est une variable aléatoire réelle à valeurs dans[0, 1] alors,

P[H ∈]0, 1[ ] > 0 ⇒ E[H2] < E[H].

13. CalculerE[X].

14. Vérifier que pourz ∈ [0, η], |G(z) − η| ≤ θ |z − η| oùθ < 1. En déduireE[X2].

15. En déduire la valeur deP[X ∈]0, 1[ ].

16. Déduire de la question précédente la valeur deP[T < +∞].

17. CalculerE[Z2n+1 | Zn]. En déduire que pourm 6= 1,

VarZn = σ2mn-1m
n − 1

m − 1
.

18. Vérifier que(Wn, n ≥ 0) converge presque sûrement vers une variable aléatoire positive
W.

19. Montrer queGn+1(z) = G(Gn(z)) pour z ∈ [0, 1]. En déduire queE[e-tZn+1 ] =

G(E[e-tZn]).

20. Montrer que la transformée de Laplace deW définie pourt ≥ 0 parϕ(t) = E
[
e-tW

]
,

est solution de
ϕ(mt) = G(ϕ(t)) t ≥ 0.

21. Montrer queϕ est décroissante, continue et quelimt!1ϕ(t) = P[W = 0]. Calculer
E[W] et montrer queP[W = 0] = η.

22. En utilisant les résultats précédents, montrer que presque sûrementZn = 0 pourn assez
grand ou bienlimn!1m-nZn existe et est non triviale c’est-à-dire qu’elle est différente
de0 ou+∞.
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5.7 Travail dirigé : Algorithme de Hastings-Metropolis

Le but est de simuler des lois compliquées à l’aide de chaînes de Markov simples.
Soit (Xn, n ≥ 0) une chaîne de Markov de noyau de transitionP sur un espace d’état au

plus dénombrableE. On suppose dans un premier temps qu’il existeα > 0 et c une mesure de
probabilité surE telle que pour tout(x, y) ∈ E2,

P(x, y) ≥ αc(y). (5.4)

1) Montrer que siµ, µ ′ sont deux mesures de probabilités surE, alors

|µP − µ ′P| ≤ (1 − α) |µ − µ ′|,

où |ν| =
∑
x∈E |ν(x)| est la norme en variation de la mesureν. On rappelle queνP(z) =∑

x∈E ν(x)P(x, z).
2) En déduire qu’il existe une unique mesure de probabilitéπ surE telle queπP = π. On

dit queπ est la mesure invariante de la chaîne de Markov.
3) Que se passe-t-il siX0 a pour loiπ ?
4) Montrer que quelle que soit la loi initiale deX0, (Xn, n ≥ 0) converge en loi vers la

mesure invariante. (On démontre en fait que la convergence pour la norme en variation implique
la convergence en loi.) Donner une majoration de la vitesse de convergence.

5) Montrer que le résultat reste inchangé si l’on suppose seulement que pour tout(x, y) ∈
E2,

Pl(x, y) ≥ αc(y), où l ≥ 1. (5.5)

On cherche à simuler une loiν�, β > 0, surE fini de la forme

ν�(x) = C e-�H(x), x ∈ E,

où H est une fonction positive connue etC est la constante de normalisation. Dans le cadre de
la mécanique statistiqueH représente l’énergie du système dans la configurationx. En général
la constante de normalisation (appelée fonction de partition) est mal connue. On ne peut donc
pas simuler directement une variable aléatoire de loiν�.

On suppose donnéP un noyau de transition d’une chaîne de Markov surE vérifiant5.4 tel
que

P(x, y) = P(y, x), pour tout (x, y) ∈ E2.

On choisit une suitea(x, y) ∈]0, 1] où (x, y) ∈ E2. Soit (Yn;x, n ≥ 1, x ∈ E) et (Zn;x;y, n ≥
1, (x, y) ∈ E2) des suites de variables aléatoires indépendantes. Leurs lois sont caractérisées
par P[Yn;x = y] = P(x, y) et P[Zn;x;y = 1] = 1 − P[Zn;x;y = 0] = a(x, y). On construit la
suite de variable aléatoire(Xn, n ≥ 0) de la manière suivante.X0 = x0, et pourn ≥ 1, on pose
Xn = x si Yn;Xn-1 = x et siZn;Xn-1;x = 1 ; sinonXn = Xn-1.

6) Montrer que(Xn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov dont on donnera le noyau de transition
Q.

7) Montrer queQ vérifie5.4.
8) Montrer que s’il existe une mesure de probabilitéν surE telle que pour tout(x, y) ∈ E2,

ν(x)Q(x, y) = ν(y)Q(y, x), alorsν est la mesure invariante.
9) Quelle valeur peut-on donner à(a(x, y), (x, y) ∈ E2) pour que la mesure invariante soit

ν�. Donner une méthode pour simuler une variable aléatoire de loiν�.
10) Que se passe-t-il quandβ → ∞ ?
11) Proposer intuitivement une méthode pour obtenir un minimum deH en utilisant un

algorithme de Hastings-Métropolis. On parle alors d’algorithme de recuit-simulé.
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5.8 Travail dirigé : Récurrence de la marche aléatoire simple

On considère un processus de Markov homogène en tempsX à espace d’état dénombrable,
issu deX0 = j sousPj. On définit les v.a.r.

Un =

{
1 si Xn = j

0 sinon.

SoitB ∈ B
(
{0, 1}

N
)

et (s1, . . . , sn-1) ∈ {0, 1}n-1.

1) Montrer que

Pj[(Un+1, . . .) ∈ B | Un = 1,Un-1 = sn-1, . . . , U1 = s1] = Pj[(U1, . . .) ∈ B].

On dit queU est un processus de renouvellement.
2) On noteFn = {Un = 1,Un+k = 0, ∀k ≥ 1} etF0 = {Uk = 0, ∀k ≥ 1}. Montrer que

1 − Pj[Xn = j infiniment souvent] =
∑

n≥0
Pj[Fn].

3) Montrer quePj[Fn] = Pj[F0]Pj[Un = 1].
4) On noteG = ∪n≥1 {Xn = j}. Déduire de 2) et 3) que

Pj[G] < 1 ⇒
{

Pj[Xn = j infiniment souvent] = 0∑
n≥1 Pj[Xn = j] < ∞.

5) Déduire de 2) et 3) que

Pj[G] = 1 ⇒
{

Pj[Xn = j infiniment souvent] = 1∑
n≥1 Pj[Xn = j] = ∞.

En déduire quePj[Xn = j infiniment souvent] = 1 ⇔ ∑
n≥1 Pj[Xn = j] = +∞ (on dit que

l’état j est récurrent) et quePj[Xn = j infiniment souvent] = 0 ⇔ ∑
n≥1 Pj[Xn = j] < +∞ (on

dit que l’étatj est transient).
6) Soit la marche aléatoire symétrique surZ : S0 = 0, Sn = Y1 + · · · + Yn, où les v.a.r.

(Yn, n ≥ 1) sont i.i.d. et
P[Y1 = 1] = P[Y1 = −1] = 1/2.

CalculerP[S2n = 0]. En utilisant la formule de Stirling (n! ∼
√

2πnn+1=2 e-n pourn grand) les
questions 5) et 4), montrer queP[Sn = 0 infiniment souvent] = 1.

7) On considère la marche aléatoire symétrique surZ2 : S0 = 0, Sn = X1+ · · ·+ Xn, où les
v.a.r.(Xn, n ≥ 1) sont i.i.d. et

P[X1 = (0, 1)] = P[X1 = (0, −1)] = P[X1 = (1, 0)] = P[X1 = (−1, 0)] = 1/4.

CalculerP[S2n = 0]. En utilisant la même méthode que pour la question 1, montrer que0 est
récurrent pour la chaîne de MarkovS. On pourra utiliser que(1+x)n(1+x)n = (1+x)2n pour
calculer

∑n
k=0

(n!)2
[k!(n-k)!]2 .

8) On considère la marche aléatoire symétrique surZ3. Montrer que0 est transient. On
utilisera que pourn ≥ 4 :

∑

i+j+k=n

(
n!

3ni!j!k!

)2
≤

( ∑

i+j+k=n

n!

3ni!j!k!

)
max

i+j+k=n

(
n!

3ni!j!k!

)
≤ n!

3n([n/3]!)3
.

9) En déduire que la marche aléatoire symétrique en dimensiond ≥ 3 est transiente.
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Remarque

Plus généralement, il existe un critère du à Chung et Fuchs (cf Feller tome II p.614) sur la
fonction génératrice qui détermine si la marche aléatoire est récurrente ou transiente.





Chapitre 6

Propriété de Markov forte

6.1 Propriété de Markov génèrale

SoitP la matrice d’une chaîne de Markov sur un espace finiE, nous noterons :

Ex (f(X0, X1, . . . , Xn)) = E (f(Xx0, X
x
1, . . . , X

x
n)) ,

où (Xxn, n ≥ 0) est une chaîne de Markov de matrice de transitionP partant dex à l’instant0
(i.e.P(Xx0 = x) = 1) 1.

Plus génèralement, on peut définirEx pour toute fonction (positive ou bornée) de la trajec-
toire par :

Ex (f(Xk, k ≥ 0)) = E (f(Xxk, k ≥ 0)) .

On peut alors étendre la propriété de Markov de la façon suivante.

Proposition 6.1.1 Soit (Xn, n ≥ 0) une chaîne de Markov de matrice de transitionP par
rapport à une filtration(Fn, n ≥ 0), alors :

E (f(Xk+n, k ≥ 0)|Fn) = φ(Xn)

avec :
φ(x) = Ex (f(Xk, k ≥ 0)) .

On écrit souvent cette relation sous la forme :

E (f(Xk+n, k ≥ 0)|Fn) = EXn (f(Xk, k ≥ 0)) .

Démonstration : Nous ne donnerons la démonstration de ce résultat que dans un cas très particulier.
La génèralisation n’est pas très difficile mais repose sur des arguments techniques particulièrement indi-
gestes.

Nous supposeronsf de la forme :

f(Xp, p ≥ 0) = f(X1),

avec un abus évident de langage. On a, alors, grace à la définition de la propriété de Markov :

E (f(Xn+1)|Fn) = (Pf)(Xn).

1Notez que cette définition ne dépend pas du choix de la suiteXx mais uniquement de sa loi qui est déterminée
parP et le point initialx.

101
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De plus :
Ex (f(X1)) =

∑

y∈E
P(x, y)f(y) = (Pf)(x),

puisque la loi deX1, pour une chaîne de Markov de probabilité de transitionP issue dex en0 est donnée
par(P(x, y), y ∈ E).

Le résultat est donc clair pour ce type de fonction.

Nous allons maintenant aborder la notion de propriété de Markov forte. Il s’agit d’étendre la
propriété que nous venons d’énoncer non plus à des temps fixen mais à destemps d’arrêt finis.

6.2 Introduction à la propriété de Markov forte

Nous allons commencer par illustrer cette propriété importante dans le cas d’une suite de
variables aléatoires indépendantes de même loi(Un, n ≥ 1).

Nous noterons(Fn, n ≥ 1) la filtration définit par :

Fn = σ (U1, . . . , Un) ,

i.e. la filtration naturelle de la suite. SoitS une temps d’arrêt par rapport à la filtration(Fn, n ≥
1). Cela signifie que pour tout entiern, {S ≤ n} est un ensemble deFn ou de façon équivalente
que{S = n} est un ensemble deFn. Nous supposerons, de plus, queP(S < +∞) = 1.

Notre but est d’identifier la loi de la suite(US+1, . . . , US+n). Pour cela nous devons calculer,
pour toute fonction positive :

E (f(US+1, . . . , US+n)) .

Or, nous avons :

E (f(US+1, . . . , US+n)) = E
(∑

k≥1 1{S = k}f(US+1, . . . , US+n)
)

=
∑
k≥1 E

(
1{S = k}f(Uk+1, . . . , Uk+n)

)
.

On note alors que{S = k} est dansFk et quef(Uk+1, . . . , Uk+n) est une variable aléatoire
indépendante deFk et l’on en déduit que :

E (f(US+1, . . . , US+n)) =
∑
k≥1 P(S = k)E (f(Uk+1, . . . , Uk+n)) ,

=
[∑

k≥1 P(S = k)
]

E (f(U1, . . . , Un)) ,

= E (f(U1, . . . , Un)) .

Ceci prouve que(US+1, . . . , US+n) a la même loi que(U1, . . . , Un) et l’on peut en déduire que
la suite(US+k, k ≥ 1) a la même loi que(Uk, k ≥ 1), c’est à dire est une suite de variables
aléatoires indépendantes de même loi.

6.3 Tribu des événements antérieurs à un temps d’arrêt

Définition 6.3.1 Soit(Fn, n ≥ 0) une filtration,S un temps d’arrêt par rapport à cette filtration
on noteFS la tribu des événements antérieur àS définie par :

FS = {A ∈ A, pour toutn, A ∩ {S = n} ∈ Fn} .



Ch.6 Propriété de Markov forte 103

Remarque 6.3.2On démontre sans difficulté queS etXS sont des variables aléatoiresFS me-
surable, si(Xn, n ≥ 0) est un pocessus adapté.

De même{T ≤ S}, {XS ∈ A} sont dansFS, mais{XS+1 ∈ A} n’est pas dansFS et plus gé-
nèralement{Xt ∈ A}, sauf siS ≥ t ?

Remarque 6.3.3SoitS un temps d’arrêt fini alors :

E(X|FS) =
∑

n≥0
1{S = n}E(X|Fn). (6.1)

Ceci se prouve sans difficulté en posant :

X̄ =
∑

n≥0
1{S = n}E(X|Fn),

et en remarquant que siA est un élèment deFS, on a :

E(X̄1A) =
∑

n≥0
E

(
1fS=ng∩AE(X|Fn)

)
.

Comme{S = n} ∩A est un élèment deFn, on en déduit que :

E(X̄1A) =
∑

n≥0
E

(
E(X1fS=ng∩A|Fn)

)
=

∑

n≥0
E

(
X1fS=ng∩A

)
= E(X1A).

Le théorème3.2.1, définissant l’espérance conditionnelle permet alors d’affirmer que :

X̄ = E (X|FS) .

Retour au cas d’une suite indépendante Revenons au cas d’une suite(Un, n ≥ 1) de va-
riables aléatoires indépendantes de même loi. Nous notons dans ce casFn = σ (U1, . . . , Un)

et nous supposons queS est un temps d’arrêt, fini presque sûrement, par rapport à cette tribu.
Nous cherchons, tout d’abord, a calculer :

E (f(US+1, . . . , US+n)|FS) .

Pour cela nous allons utiliser l’équation6.1:

E (f(US+1, . . . , US+p)|FS) =
∑
n≥0 E

(
1{S = n}f(US+1, . . . , US+p)|Fn

)

=
∑
n≥0 E

(
1{S = n}f(Un+1, . . . , Un+p)|Fn

)
.

Comme(Un+1, . . . , Un+p) est indépendante deFn et {S = n} est dansFn on en déduit que :

E (f(US+1, . . . , US+p)|FS) =
∑
n≥0 1{S = n}E (f(Un+1, . . . , Un+p))

=
∑
n≥0 1{S = n}E (f(U1, . . . , Up))

= E (f(U1, . . . , Up)) .

En prenant l’espérance des deux membres on retrouve le fait déjà établi que la loi de(US+k, k ≥
1) est identique à celle de(Uk, k ≥ 1). Nous allons voir que ce résultat implique de plus que
(US+k, k ≥ 1) est une suite indépendante de la tribuFS. Pour se convaincre de ceci, il suffit de
noter le résultat suivant.
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Proposition 6.3.4 SoitX une variable aléatoire etB une tribu. Supposons que pour toute fonc-
tion positive ou bornéef on a :

E(f(X)|B) = une constante= E (f(X)) .

AlorsX est indépendante deB.

Démonstration : SoitZ une variable aléatoireB-mesurable etg une fonction bornée, alors :

E (f(X)g(Z)) = E (E (f(X)g(Z)|B)) = E (g(Z)E (f(X)|B)) .

Mais E (f(X)|B) = C et en prenant l’espérance des deux membres on a forcémentC = E (f(X)). On
obtient donc :

E (f(X)g(Z)) = E (g(Z)) E (f(X)) .

X est donc indépendante de toute variable aléatoireZ B-mesurable. Elle est donc, par définition, indé-
pendante deB.

Or, nous avons vu que, pour toute fonctionf et pour toutp :

E (f(US+1, . . . , US+p)|FS) = E (f(U1, . . . , Up)) ,

On déduit, du résultat précédent que, pour toutp, (US+1, . . . , US+p) est indépendant deFS, puis
par un argument technique que(US+k, k ≥ 1) est indépendante deFS.

Un exemple d’utilisation : jeu de pile ou face. Soit (Un, n ≥ 1) une suite de variables
aléatoires indépendantes telles queP(U1 = 1) = p et P(U1 = 0) = 1 − p. Soitτ1 le temps de
première apparition de pile :

τ1 = inf {n ≥ 1,Un = 1} .

Il est bien connu que la loi deτ1 est une loi géomètrique de paramètrep, i.e. :

P(τ1 = k) = p(1 − p)k-1, k ≥ 1.

De mêmeτ2 le temps de première apparition de face :

τ2 = inf {n ≥ 1,Un = 0} ,

suit une loi géomètrique de paramètre1 − p :

P(τ2 = k) = (1 − p)pk-1, k ≥ 1.

Quelle est la loi de l’instant de première apparition de la séquence10, τ10 ? Pour répondre à
cette question il suffit de remarquer queτ01 est la somme du temps d’atteinte de1, τ1 et du
temps d’atteinte de0 pour la suite(U�1+k, k ≥ 1), τ ′2. Cette suite est indépendante deF�1 donc
deτ1 et a même loi que(Uk, k ≥ 1). On obtient donc,sans aucun calcul, que :

τ10 = τ1 + τ ′2,

τ1 suivant une loi géomètrique de paramètrep et τ ′2 étant indépendante deτ1 suivant une loi
géomètrique de paramètre1 − p.
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6.4 Propriété de Markov forte : première approche

Nous allons généraliser les idées précédentes au cas des chaînes de Markov.

Proposition 6.4.1 Soit (Xn, n ≥ 1) une chaîne de Markov par rapport à une filtration
(Fn, n ≥ 0) de matrice de transitionP, soit S un temps d’arrêt par rapport à la même fil-
tration, fini presque sûrement. Alors pour toute fonctionf bornée :

E (f(XS+k, k ≥ 0)|FS) = EXS (f(Xk, k ≥ 0)) .

et en particulier :
– (XS+n, n ≥ 0) est une chaîne de Markov de matrice de transitionP.
– Si XS est une variable aléatoire constante,(XS+n, n ≥ 0) est indépendante de la tribu
FS.

Démonstration : Nous allons procéder comme dans le cas précédent et évaluer l’espérance condition-
nelleE (f(XS, XS+1, . . . , XS+n|FS) pour cela notons que :

E (f(XS, XS+1, . . . , XS+p)|FS) =
∑
n≥0 1{S = n}E (f(XS, XS+1, . . . , XS+p)|Fn) ,

=
∑
n≥0 E

(
1{S = n}f(Xn, Xn+1, . . . , Xn+p)|Fn

)
,

=
∑
n≥0 1{S = n}E (f(Xn, Xn+1, . . . , Xn+p)|Fn) ,

=
∑
n≥0 1{S = n}EXn (f(X0, X1, . . . , Xp)) .

La dernière, égalité s’obtient en utilisant la propriété de Markov étendue à des fonctions génèrales (voir
proposition6.1.1). On peut réécrire la dernière égalité sous la forme :

E (f(XS, XS+1, . . . , XS+p|FS) = EXS (f(X0, X1, . . . , Xp)) .

Par un argument technique on étend le résultat aux fonctionxf de toute la trajectoire du processus :

E (f(XS+k, k ≥ 0)|FS) = EXS (f(Xk, k ≥ 0)) .

En prenant l’espérance des deux membres, on en déduit que la loi de(XS+k, k ≥ 0) est celle d’une
chaîne de Markov de probabilité de transitionP issue deXS à l’instant0. Dans le cas oùXS est une
constante, l’espérance conditionnelle se réduit à une constante et le lemme6.3.4permet alors d’affirmer
que(XS+k, k ≥ 0) est indépendante deFS.

Application : temps d’atteinte d’une marche aléatoire Soit (Uk, k ≥ 1) une suite de va-
riables aléatoires indépendantes de même loi, telle queP(U1 = ±1) = 1/2. Soit τa le temps
d’atteinte du niveaua :

τa = inf {n ≥ 0, Sn = a} ,

poura un entier strictement positif.
CommeS�1 = 1, la suite(S�1+k, k ≥ 0) est indépendante deF�1 et la loi de cette suite est

celle d’une marche aléatoire partant de1 à l’instant0. De plusτ2 est la somme deτ1 et deτ ′1 le
temps d’atteinte de1 pour la marche aléatoire issue de0 en0, (S�1+k − 1, k ≥ 0). On en déduit
donc,sans aucun calculque :

τ2 = τ1 + τ ′1,

τ1 etτ ′1 étant deux variables aléatoires indépendantes, la loi deτ ′1 étant identique à celle deτ1.
On généralise sans difficulté cette relation poura entier arbitraire.

τa = τ11 + τ21 + · · ·+ τa1 ,
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les (τ11, . . . , τ
a
1 ) étant indépendants, suivant tous la même loi queτ1. On pourra montrer, en

exercice, que(τa, a ≥ 0) est une marche aléatoire.



Ch.6 Propriété de Markov forte 107

6.5 Exercices

Exercice 43 Un petit restaurateur qui ne possède que trois tables, remarque que si son restau-
rant est vide alors la loi d’arrivée du premier client est une loi exponentielle de paramètre1.
Le temps de service d’un client est une loi exponentielle de paramètre1. Mais dès qu’un client
est installé, sa présence attire d’autre clients, et une voire deux tables en même temps, s’il en
reste deux, peuvent se remplir. Les temps d’arrivée suivent toujours des lois exponentielles de
paramètre1. Enfin si toutes les tables sont occupées, le restaurateur presse le service et une ou
deux tables en même temps peuvent se libérer suivant des temps exponentiels de paramètre1.

On modélise l’évolution du nombre de tables occupées à l’aide d’une chaîne de MarkovX

à temps continu sur l’espace d’étatE = {0, 1, 2, 3}. On notePt le semi-groupe de transition du
processusX etG le générateur infinitésimal (Pt = etG).

1. Montrer queG s’écrit

G =




−1 1 0 0

1 −3 1 1

0 1 −2 1

0 1 1 −2


 .

2. On noteT = inf {t ≥ 0; Xt 6= X0}, le premier instant où la chaîne change d’état. Calculer
E[T | X0 = i] pouri ∈ {0, 1, 2, 3}.

3. On noteR = inf {t ≥ 0; Xt = 3}, le premier instant où les trois tables sont occupées. On
désire estimerE[R | X0 = 0], le temps moyen pour que le restaurant initialement vide ait ses
trois tables occupées. On notebi = E[R | X0 = i]. Montrer queb3 = 0 et que pour tout
i ∈ {0, 1, 2}

bi = E[T | X0 = i] +
∑

j 6=i
bjP[XT = j | X0 = i].

4. En déduire la valeur deb0.
5. Montrer queG = Q-1DQ, oùD est une matrice diagonale.
6. Calculer le semi-groupe de transitionPt = etG.
7. Calculerlimt!1 Pt.
8. En déduire la probabilité invarianteπ0.
9. Quel est la limite quandt → ∞ du taux moyen de remplissage du restaurant ?

Exercice 44 On note G le générateur infinitésimal d’une chaîne de MarkovX à temps
continu sur un espace d’état dénombrableE. On peut considérerG comme une matriceG =

(g(x, y), (x, y) ∈ E2). On notePt le semi-groupe de transition du processusX (Pt = etG). On
rappelle que sif est une fonction mesurable positive définie surE, Ptf(x) =

∑
y∈E f(y)pt(x, y)

où
pt(x, y) = P [Xt = y | X0 = x] .

On suppose que||G|| = supx∈E
∑
y∈E |g(x, y)| < ∞.

1. Montrer que||Gn|| ≤ ||G||
n et que

∣∣∣∣etG
∣∣∣∣ ≤ et jjGjj. En déduire que

Pt = I + tG + tεt,

où limt!0 ||εt|| = 0.
2. Faire un développement dept(x, y) à l’ordreo(t).
3. Montrer que pour tout(x, y) ∈ E2 tel quex 6= y, alorsg(x, y) ≥ 0. Montrer que pour

toutx ∈ E, ∑

y∈E
g(x, y) = 0.
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4. Soitπ une probabilité surE. L’expressionπPt = π signifie que
∑
x∈E π(x)pt(x, y) =

π(y) pour touty ∈ E. De mêmeπG = 0 signifie que
∑
x∈E π(x)g(x, y) = 0. Montrer que

πPt = π, ∀t ≥ 0 ⇐⇒ πG = 0.

Si l’une des conditions ci-dessus est vérifiée, on dit queπ est la probabilité invariante du pro-
cessus.

Exercice 45 On modélise l’évolution d’une population, en fait du cardinal de la population, à
l’aide d’une chaîne de MarkovX à temps continu surN de la manière suivante.

P [Xt+h = n + m | Xt = n] =





λnh + o(h) si m = 1

µnh + o(h) si m = −1

o(h) si |m| > 1

On supposeλ0 ≥ 0, µ0 = 0 et pour toutn ≥ 1, λn > 0, µn > 0.
1. Interpréter les valeursλn etµn.
2. Déterminer le générateur infinitésimalG de la chaîne de Markov (Pt = etG).
3. Donner la loi deT(t) = inf {s ≥ t;Xs 6= Xt} conditionnellement àX(t) = n.
4. CalculerP

[
XT(t) = n + m | Xt = n

]
.

5. En utilisant la question 4. de l’exercice 2, donner une condition suffisante pour l’existence
d’une probabilité invarianteπ. Calculer alors cette probabilité.

6. On considère le modèle suivant pour l’évolution de la population. Àt fixé, deux phé-
nomènes sont en concurrence. Soit un immigrant arrive (à un temps exponentiel de paramètre
λ), soit un membre de la population meurt (à un temps exponentiel de paramètreµ). Calculer
P

[
XT(t) = n + m | Xt = n

]
. En déduire les valeurs deλn etµn.

7. Montrer que la probabilité invariante est une loi de Poisson de paramètreρ = λ/µ.
8. On suppose queX0 est distribué suivant la probabilité invarianteπ. Calculer le nombre

moyen de personnes dans la population à l’instantt > 0.

Exercice 46 On reprend les résultats et les notations de l’exercice 2. On note

G =

(
−µ µ

λ −λ

)
,

oùµ ≥ 0, λ ≥ 0, le générateur infinitésimal le plus général sur l’espace à deux étatsE = {a, b}.
1. Sous quelles conditions la chaîne de Markov à temps continu associé àG est-elle

constante (et donc déterministe) ?
2. On supposeµ + λ > 0. ÉcrireG = Q-1DQ où D est une matrice diagonale. Montrer

que

Pt =
1

µ + λ

(
λ + µh(t) µ(1 − h(t))

λ(1 − h(t)) µ + λh(t)

)
,

oùh est une fonction que l’on calculera explicitement.
3. CalculerP [Xt = b | X2t = a,X0 = a].
4. Calculer la probabilité invarianteπ (πPt = π).
5. Calculer la limite dePt quandt tend vers∞.
6. En déduire queXt converge en loi quandt tend vers∞. Donner la loi limite.
7. On note

P =

(
α 1 − α

1 − α α

)
,

où α ∈ [0, 1]. Montrer qu’il existe un semi-groupe de transition continu en temps(Pt, t ≥ 0)

tel queP1 = P si et seulement si1 ≥ α > 1/2. On distinguera le casα = 1.
8. Montrer qu’alors le semi groupe(Pt, t ≥ 0) est unique et le calculer à l’aide deα.
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6.6 Contrôle : Loi du supremum d’une marche aléatoire

Le but de ce problème est d’étudier la loi du maximun global de certaines marches aléatoires
sur Z. On montrera que sous certaines hypothèses, la loi du maximun est (presque) une loi
géométrique.

Soit (Xi, i ≥ 1), une suite de variables aléatoires indépendantes, de même loi à valeurs dans
Z telles queP(Xi = 1) = p > 0 et P(Xi ∈ {1, 0, −1, −2, . . .}) = 1 (donc on aP(Xi ≥ 2) =

0). On suppose de plus que les variables aléatoiresXi sont intégrables (E[|Xi|] < ∞) et que
E[Xi] = m < 0. On poseS0 = 0 et pourn ≥ 1, Sn =

∑n
i=1 Xi. Le maximun global de la

marche aléatoire(Sn, n ≥ 0) estS = supn≥0 Sn.

Remarques préliminaires

1. Rappeler en quel sens la suite
(Sn
n , n ≥ 1

)
converge et donner sa limite. En déduireP(S <

+∞).

2. On poseϕ(λ) = E
[
e�Xi

]
pourλ ≥ 0. Expliquer pourquoiϕ(λ) est bien définie et est

une fonction continue.

3. Montrer que
(
Mn = ϕ(λ)-n e�Sn , n ≥ 1

)
est une martingale.

4. On admet queϕ est de classeC1 sur ]0, +∞[, et que les dérivées d’ordrek deϕ sont

données par
dk

dλk
ϕ(λ) = E

[
Xki e�Xi

]
. En déduire queϕ est convexe. Tracer l’allure du

graphe deϕ. En déduire qu’il existe un uniqueλ0 ∈]0, ∞[ tel queϕ(λ0) = 1.

5. Vérifier queϕ ′(λ0) > 0.

Changement de probabilité

1. On posepk = e�0k P(Xi = k). Vérifier que
∑
k∈Z pk = 1.

2. Soit (Yi, i ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi à valeurs
dansZ telles que pourk ∈ Z, P(Yi = k) = pk. On poseZ0 = 0 et Zn =

∑n
i=1 Yi

pour n ≥ 1. Montrer que pour toute fonctionf bornée ou positive (mesurable), on a
E

[
f(Yi) e-�0Yi

]
= E [f(Xi)]. En déduire que pour toutu1, . . . , un ∈ R, on a

E
[
ei
Pn
k=1 ukYk-�0Zn

]
= E

[
ei
Pn
k=1 ukXk

]
.

On admet que cela implique que pour toute fonction bornée ou positive (mesurable)f, on
aE

[
f(Y1, . . . , Yn) e-�0Zn

]
= E [f(X1, . . . , Xn)].

3. Vérifier que pour toute fonctionf bornée ou positive, on aE [f(Yi)] = E
[
f(Xi) e�0Xi

]
. En

déduire queYi est intégrable et, en utilisant la question 5, queE[Yi] > 0.

Temps d’arrêt et martingale

1. Montrer que
(
Nn = e-�0Zn, n ≥ 1

)
est une martingale. On précisera la filtration.

2. On introduit les premiers temps d’atteinte du niveauk ≥ 0 pour les marches(Sn, n ≥ 0)

et (Zn, n ≥ 0) :

τk = inf {n ≥ 0;Sn ≥ k} et ρk = inf {n ≥ 0; Zn ≥ k} .

Par convention, on poseinf ∅ = ∞. Montrer queρk et τk sont des temps d’arrêt par
rapport à des filtrations que l’on précisera.
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3. Quel est le comportement asymptotique de la suite(Zn, n ≥ 0) quandn → ∞ ? En
déduireP(ρk < ∞).

4. Si ρk(ω) = i, que vautZi(ω) ?

5. En utilisant la remarque 5.3.3. du polycopié, calculer

E
[
1�k≤n e-�0Zn | F�k

]
.

6. Déduire des questions précédentes queP(τk ≤ n) = E
[
1�k≤n e-�0Zn

]
.

7. Montrer queP(τk ≤ n) = e-�0k P(ρk ≤ n). En déduireP(τk < ∞).

8. Montrer queS + 1 est une variable aléatoire géométrique :P(S + 1 = k) = α(1 − α)k-1

pourk ∈ N∗. On expliciteraα.

Le cas particulier de la marche aléatoire simple

On suppose dorénavant queP(Xi = 1) = p etP(Xi = −1) = q = 1 − p avec1 > q > p >

0. On désire calculer la probabilité pour que la marche aléatoire(Sn, n ≥ 0) ne revienne jamais
en0.

1. Calculere-�0 , et vérifier quee-�0 = p
q .

2. Montrer, en utilisant la propriété de Markov, queP(Sn < 0;∀n ≥ 1) = qP(S = 0).

3. Déduire des questions précédentes la valeur deP(Sn < 0;∀n ≥ 1).

4. Rappeler la valeur deP(Sn < 0; ∀n ≥ 1) quandp = q = 1/2 (vu en cours ou en travail
dirigé). En déduire la valeur deP(Sn < 0; ∀n ≥ 1) pourp = 1 − q ∈]0, 1[.



Chapitre 7

Options européennes dans le modèle de
Cox-Ross-Rubinstein

Une option est un produit financier qui donne le droit à son acheteur d’effectuer une opé-
ration portant sur un sous-jacent (qui peut être une action, une obligation, une cargaison de
pétrole) avant une date appelée date d’échéance.
Exemples :

– Le détenteur d’une option europénne d’achat (Call en anglais) d’échéanceT = 6 mois
qui porte sur une action France Telecom pour un prix d’exercice (Strike en anglais) de
K = 50 euros pourra acheter dans 6 mois une action France Telecom au prix de50 euros.
Bien entendu, il n’effectuera cette opération que si elle lui est profitable i.e. siST ≥ K où
(St)t désigne le cours de l’action France Telecom à l’instantt ; en revendant l’action sur
le marché, il réalisera alors le profit(ST − K).
Dans le cas oùST < K, il n’exercera pas l’option puisqu’il peut acheter l’action sur le
marché au coursST .
On fait la synthèse des deux cas en remarquant que le profit retiré de l’option par l’ache-
teur esth = (St − K)+.
C’est le vendeur de l’option qui lui fournit la richesseh enT . Bien entendu, en contrepar-
tie, il va demander à l’acheteur de verser une primeP à l’instant initialt = 0. La question
du pricing de l’option c’est-à-dire du calcul de la primeP est intimement liée à celle de
la couverture c’est-à-dire de la gestion du risque induit par la nécessité de fournir la ri-
chesseh à l’acheteur enT . Comme nous allons le voir il s’agit pour le vendeur d’investir
la richesseP à l’instant initial et de la gérer “au mieux” jusqu’à l’échéance pour être en
mesure de fournirh.

– De façon symétrique, une option européenne de vente (Put en anglais) d’échéanceT , de
prix d’exerciceK portant sur le sous-jacent(St)t donne le droit à son détenteur de vendre
une unité du sous-jacent au prixK à l’échéanceT . Elle lui rapporte donch = (K − ST )

+.

Bien sûr, à l’instant initial il y a beaucoup de scenarii d’évolution possibles pour le cours de
l’actif sous-jacent. Il est donc naturel de modéliser(St)t∈[0;T ] comme un processus aléatoire à
valeurs dansR∗

+ i.e. comme une famille de variables aléatoires positives. Le modèle le plus
classique est celui de Black-Scholes

St = S0 exp(σBt + µt) où Bt est un mouvement brownien.

Ici, nous nous placerons dans le modèle plus simple de Cox-Ross-Rubinstein qui peut être
vu comme une approximation en temps discret du modèle de Black-Scholes pour traiter le
problème du pricing et de la couverture (hedging en anglais).

111
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Enfin nous nous intéresserons seulement aux options européennes qui ne peuvent être exer-
cées qu’à l’échéance. D’autres options, appelées américaines, peuvent être exercées par l’ache-
teur à tout instant jusqu’à l’échéance. Elles offrent plus de droits et déterminer leur prix et leur
couverture est plus compliqué que dans le cas européen.

7.1 Le modèle

7.1.1 description

Le modèle comporteN périodes de temps.
On considère qu’il est possible de placer ou d’emprunter de l’argent au taux d’intérêt discret
r qu’il est naturel de supposer positif d’un point de vue financier.Le montant obtenu (resp. à
rembourser) à l’instantn en plaçant (resp. empruntant) un euro à l’instant initial est

S0n = (1 + r)n.

On se donne également un sous-jacent risqué (celui sur lequel vont porter les options) et pour
0 ≤ n ≤ N, on noteSn la valeur de cet actif risqué à l’instantn. L’évolution de cet actif dépend
de deux paramètresb > a > −1 : entre l’instantn et l’instantn + 1 l’augmentation relative
du cours peut prendre la valeurb (hypothèse haute : marché haussier)Sn+1 − Sn = bSn ou
bien la valeura (hypothèse basse : marché baissier)Sn+1 − Sn = aSn. On suppose que tous
les scenarii d’évolution possibles entre l’instant initial et l’instant terminal se produisent avec
probabilité strictement positive.
On formalise cette dynamique de la manière suivante. On se donne sur un espace de probabilité
(Ω,A, P) des variables aléatoiresT1, . . . , TN à valeurs dans{1 + a, 1 + b} t.q.

∀(x1, . . . , xN) ∈ {1 + a, 1 + b}N, P(T1 = x1, . . . , TN = xN) > 0. (7.1)

La valeur initialeS0 > 0 de l’actif risqué est supposée déterministe (c’est la valeur connue sur
le marché du sous-jacent que l’on modélise). EnsuiteSn s’obtient par la relation de récurrence

∀0 ≤ n ≤ N − 1, Sn+1 = SnTn+1.

On en déduit facilement que

∀0 ≤ n ≤ N, Sn = S0T1 . . . Tn = S0

n∏

m=1

Tm.

On introduit la filtration(Fn)0≤n≤N définie par

Fn =

{
{∅,Ω} si n = 0

σ(T1, . . . , Tn) sinon.

Notons que∀0 ≤ n ≤ N, Fn = σ(S0, . . . , Sn).
Une option européenne est modélisée par une variable aléatoireh FN-mesurable positive qui
représente le profit obtenu à l’instantN par son détenteur en l’exerçant.
Exemples :

– Pour Put européen standard (vanilla) de prix d’exerciceK, h = (K − SN)+.
– Pour un Call européen sur-moyenne,h = ( 1

N+1

∑N
n=0 Sn − K)+.

– Pour un Call sur maximum avec Strike flottant,h = max0≤n≤N Sn − SN.

Commeh estσ(T1, . . . , TN) mesurable, dans l’esprit de la Proposition3.1.2,

∃f : {1 + a, 1 + b}N → R+ t.q. h = f(T1, . . . , TN). (7.2)

Dans l’exemple du Put européen standardf(x1, . . . , xn) = (K − S0
∏N
n=1 xi)

+.
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7.1.2 liens entre les paramètresr, a et b

Une hypothèse de modélisation très naturelle consiste à supposer l’Absence d’Opportunités
d’Arbitrage. D’un point de vue intuitif, cette hypothèse signifie qu’il n’est pas possible de faire
du profit sans prendre de risque.

Elle se traduit de la manière suivante d’un point de vue mathématique : partant d’une ri-
chesse nulleV0 = 0 à l’instant initial, il n’est pas possible de faire des investissements en
actif sans risque (placement à la banque au tauxr) et en actif risqué qui permettent sans jamais
injecter d’argent d’obtenir une richesseVN à l’instant terminal qui vérifie

P(VN ≥ 0) = 1 et P(VN > 0) > 0.

Une conséquence facile de cette propriété d’Absence d’Opportunités d’Arbitrage est que
deux actifs financiers qui ont la même valeur enN doivent avoir la même valeur à l’instant
initial. Sinon acheter le moins cher en vendant le plus cher et placer la différence en actif sans
risque permet de réaliser un arbitrage. En effet, à l’instant finalN, le profit tiré de l’actif acheté
compense exactement la somme à verser à l’acheteur de l’actif vendu. Et partant d’une richesse
initiale nulle, on dispose de la somme placée en actif sans risque.
Même si elle se produit parfois sur le marché, la situation où les deux actifs ont des valeurs
initiales différentes est très instable. En effet, les agents qui décèlent cet arbitrage vont essayer
d’en profiter en achetant l’actif le moins cher et en vendant le plus cher, ce qui par la loi de
l’offre et de la demande, va entraîner le retour à la situation stable où les deux prix sont égaux.

Exemple : A la différence d’une option où la prime est versée par l’acheteur à l’instant initial
en échange de la richesseh en N, dans un contrat à terme on convient à l’instant initial du
montant qui sera versé enN en échange d’un actif (l’actif est remis enN).
On peut déterminer par A.O.A., le montantM à verser à terme en échange d’une unité d’actif
risqué. En effet, le montant à verser à l’instant initial en échange d’une unité d’actif risqué en
N estS0. Et la valeur à l’instant initial deM euros à l’instantN estM/S0N = M/(1 + r)N. On
doit donc avoirM/(1 + r)N = S0 soitM = S0(1 + r)N.

Dans le modèle de Cox-Ross-Rubinstein, il est facile de vérifier que

a < r < b (7.3)

est une condition nécessaire pour qu’il y ait Absence d’Opportunités d’Arbitrage. Rappelons
que l’on a supposé−1 < a < b.

– Si r ≤ a alors il suffit d’acheter une unité d’actif risqué à l’instant initial en empruntant le
montant correspondant à la banque pour réaliser un arbitrage. En effet, partant deV0 = 0,
on disposera enN, après remboursement de la somme empruntée, de la richesse

VN = SN − S0(1 + r)N = S0

(
N∏

n=1

Tn − (1 + r)N

)
≥ S0((1 + a)N − (1 + r)N) ≥ 0.

Et l’hypothèse (7.1) implique queP
(
VN = S0((1 + b)N − (1 + r)N)

)
> 0.

– Si r ≥ b, alors on va emprunter une unité d’actif risqué à l’instant initial, la vendre et
placer la somme reçueS0 à la banque. La possibilité de vendre une unité d’actif qu’on
ne possède pas peut sembler étonnante mais elle existe sur les marchés financiers : cela
s’appelle de la vente à découvert. Bien sûr enN, il faut rembourserSN et on dispose
encore de

VN = S0(1 + r)N − SN ≥ S0((1 + r)N − (1 + b)N) ≥ 0.

Le fait queP(VN > 0) > 0 découle à nouveau de (7.1).
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Nous supposerons donc désormais que l’hypothèse (7.3) est vérifiée.
L’hypothèse d’Absence d’Opportunités d’Arbitrage a une conséquence très importante pour

traiter le problème du pricing et de la couverture de l’option européenne définie parh :

Supposons que le vendeur de l’optionh sache constituer un portefeuille qui comporte
de l’actif sans risque (placement à la banque) et de l’actif risqué sans ajouter ni enle-
ver d’argent lors des éventuelles modifications de la composition du portefeuille après
l’instant initial et dont la valeur terminale estVN = h. Alors, comme le portefeuille
et l’option ont même valeur à l’instant terminal, par Absence d’Opportunités d’Arbi-
trage, la prime de l’option est égale à la valeur initiale du portefeuille.
En outre, le vendeur est en mesure de couvrir le risque lié à l’option : en investissant la
prime pour gérer le portefeuille, il sera en mesure de fournir la richesseh à l’acheteur
à l’instantN.

Dans le paragraphe suivant, nous verrons comment constituer un tel portefeuille dans le cas très
simplifié où il y a une seule période de temps :N = 1. Nous arborderons ensuite le cas général.

7.1.3 le cas d’une seule période de temps :N = 1

D’après (7.2), il existef : {1 + a, 1 + b} → R+ t.q. le profit de l’acheteur de l’option est
h = f(T1).
On souhaite trouver des quantitésφ0 et φ à investir respectivement en actif sans risque et en
actif risqué à l’instant initial de façon à ce que la valeurV1 = φ0S01 + φS1 du portefeuille
correspondant soit égale àh = f(T1) l’instant1. Compte tenu de (7.1), on obtient

{
φ0(1 + r) + φS0(1 + a) = f(1 + a)

φ0(1 + r) + φS0(1 + b) = f(1 + b).

Ce système admet pour unique solution

{
φ = f(1+b)-f(1+a)

S0(b-a)

φ0 = 1
1+r

(
f(1 + a) − f(1+b)-f(1+a)

(b-a) (1 + a)
)

= (1+b)f(1+a)-(1+a)f(1+b)
(1+r)(b-a) .

Suivant l’hypothèse d’Absence d’Opportunités d’Arbitrage, la valeur de l’option à l’instant
initial doit être égale à la valeur initiale du portefeuille

V0 = φ0 + φS0 =
(1 + b)f(1 + a) − (1 + a)f(1 + b)

(1 + r)(b − a)
+

f(1 + b) − f(1 + a)

(b − a)

=
1

1 + r

(
b − r

b − a
f(1 + a) +

r − a

b − a
f(1 + b)

)
.

Du fait de l’inégalitéa < r < b qui est une conséquence de l’Absence d’Opportunités
d’Arbitrage, on peut définirP∗ probabilité t.q.P∗(T1 = 1 + a) = (b − r)/(b − a) et
P∗(T1 = 1 + b) = (r − a)/(b − a). Alors si on noteE∗ l’espérance associée, on a

V0 =
1

1 + r
E∗(f(T1)) = E∗

(
h

1 + r

)
.

Ainsi la valeur de l’option est l’espérance sous la probabilitéP∗ du profith de l’acheteur actua-
lisé (présence du facteur1/(1 + r)).
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Remarque 7.1.1En général le prix n’est pas égal à l’espérance du profit (ou payoff) actualisé
sous la probabilité de départ.
L’approche n’est pas une approche de type assurance. On peut supposer (en première approxi-
mation) que les remboursements(Xi)1≤i≤n effectués par un assureur automobile à sesn (n
grand) clients sont des variables indépendantes et identiquement distribuées. Pour déterminer la
prime qu’il demande à ses clients, l’assureur tient compte de la loi forte des grands nombres qui
indique que1n

∑n
i=1 Xi est proche deE(X1) (espérance sous la probabilité de départ cette fois) :

il demande donc une prime égale àE(X1) plus une marge qui sert à la fois à le rémunérer et à
le prémunir contre les fluctuations de la somme totale à rembourser

∑n
i=1 Xi autour denE(X1)

(le théorème de la limite centrale donne le comportement de ces fluctuations).
En revanche, dans le cas des marchés financiers, seul un des scenarii d’évolution possibles se
réalise (il y a deux alternatives dans le cas particulier du modèle de Cox-Ross-Rubinstein à une
période de temps :T1 = 1 + a et T1 = 1 + b) et le vendeur de l’option ne peut pas jouer sur
la loi forte des grands nombres. C’est l’existence du portefeuille de réplication qui permet de
donner un prix à l’option. Et le fait que la valeur initiale de ce portefeuille et donc de l’option
s’écrit comme espérance sousP∗ du profith actualisé est une conséquence des calculs menés
pour déterminer le portefeuille et non de la loi forte des grands nombres.

Remarque 7.1.2On a

E∗(S1) = S0E∗(T1) = S0

(
(1 + a)

b − r

b − a
+ (1 + b)

r − a

b − a

)
= S0(1 + r).

Ainsi, sous la probabilitéP∗, l’actif risqué rapporte autant en moyenne que l’actif sans risque.
En ce sens, il devient indifférent (ou neutre) d’investir en actif sans risque ou en actif risqué.
C’est pourquoiP∗ est appelée probabilité risque-neutre.

7.2 Portefeuilles, arbitrages

Pour traiter le cas généralN ≥ 1, il faut introduire la notion de stratégie autofinancée de
gestion de portefeuille.

7.2.1 portefeuille

Définition 7.2.1 Une stratégie de gestion de portefeuilleΦ est la donnée d’une suite
((φ0n, φn))1≤n≤N Fn-1-adaptée oùφ0n et φn représentent respectivement la quantité d’actif
sans risque et la quantité d’actif risqué détenues sur la période[n − 1, n].

Il est naturel de supposer que(φ0n, φn) estFn-1-mesurable car c’est au vu de l’information
Fn-1 disponible à l’instantn − 1 que l’investisseur choisit la composition de son portefeuille
sur la période[n − 1, n].

La valeur du portefeuille à l’instantn est

V�n =

{
φ01 + φ1S0 si n = 0

φ0n(1 + r)n + φnSn si 1 ≤ n ≤ N

On définit également la valeur actualisée de l’actif risqué

S̃n =
Sn

S0n
=

Sn

(1 + r)n
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et du portefeuille

Ṽ�n =

{
V�0 = φ01 + φ1S0 si n = 0

(1 + r)-nV�n = φ0n + φnS̃n si 1 ≤ n ≤ N

Une notion très importante en vue de définir et de caractériser les arbitrages est celle de statégie
autofinancée.

Définition 7.2.2 Une stratégie est dite autofinancée si on n’ajoute pas et on n’enlève pas d’ar-
gent du portefeuille après l’instant initial. Autrement dit, aux instants1 ≤ n ≤ N − 1, les
modifications de la composition du portefeuille se font à valeur constante :

∀1 ≤ n ≤ N − 1, φ0n(1 + r)n + φnSn = φ0n+1(1 + r)n + φn+1Sn.

La stratégie est autofinancée si et seulement si l’évolution de la valeur du portefeuille provient
uniquement de l’évolution de l’actif sans risque et de l’actif risqué entre les instants de discré-
tisation successifs :

Proposition 7.2.3 Il y a équivalence entre

i) La stratégieΦ est autofinancée.

ii) ∀1 ≤ n ≤ N, V�n = V�0 +
∑n
j=1(φ

0
j∆S0j + φj∆Sj),

où pour1 ≤ j ≤ N, on note(∆S0j , ∆Sj) = (S0j − S0j-1, Sj − Sj-1).

iii) ∀1 ≤ n ≤ N, Ṽ�n = V�0 +
∑n
j=1φj∆S̃j,

où pour1 ≤ j ≤ N, ∆S̃j = S̃j − S̃j-1.

Démonstration : Nous allons montrer l’équivalence de i) et iii). L’équivalence de i) et ii) découle des
mêmes idées.
Pour1 ≤ j ≤ N,

Ṽ�j = φ0j + φjS̃j = φ0j + φjS̃j-1 + φj∆S̃j. (7.4)

Lorsque2 ≤ j ≤ N, la condition d’autofinancement à l’instantj− 1 s’écrit après division par(1+ r)j-1,

φ0j + φjS̃j-1 = φ0j-1 + φj-1S̃j-1 = Ṽ�j-1.

Avec (7.4), on en déduit que l’autofinancement est équivalent à

∀1 ≤ j ≤ N, Ṽ�j − Ṽ�j-1 = φj∆S̃j.

Et cette famille d’égalités implique iii) par sommation. Elle s’en déduit en écrivant l’égalité de iii) aux
instantsn etn − 1 et en effectuant la différence.

7.2.2 Absence d’Opportunités d’Arbitrage

Nous allons donner une définition mathématique de l’Absence d’Opportunités d’Arbitrage.
Pour cela, il faut commencer par définir une stratégie d’arbitrage

Définition 7.2.4 – On appelle stratégie d’arbitrage une stratégieΦ autofinancée de valeur
initiale nulle :V�0 = 0 et de valeur finale positive non nulle :V�N ≥ 0 p.s. etP(V�N >

0) > 0.
– On dit qu’il y a Absence d’Opportunités d’Arbitrage s’il n’existe pas de stratégie d’arbi-

trage. Dans ce cas, le marché est dit viable.
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Nous avons déjà vu quea < r < b est une condition nécessaire pour qu’il y ait Absence
d’Opportunités d’Arbitrage. C’est en fait également une condition suffisante :

Proposition 7.2.5 Il y a Absence d’Opportunités d’Arbitrage ssia < r < b.

Pour démontrer la condition suffisante, nous supposonsa < r < b et nous introduisonsP∗

probabilité t.q sousP∗, les variablesT1, . . . , TN sont i.i.d. avec

P∗(Tj = 1 + a) =
b − r

b − a
et P∗(Tj = 1 + b) =

r − a

b − a
.

Notons que cette définition généralise celle donné dans le cas d’une seule période de temps.

Lemme 7.2.6 SousP∗,
– la valeur actualisée(S̃n)0≤n≤N de l’actif risqué est uneFn-martingale.
– pour toute stratégie autofinancéeΦ, la valeur actualisée(Ṽ�n )0≤n≤N du portefeuille as-

socié est uneFn-martingale.

En admettant (provisoirement) le lemme, il est facile de démontrer la proposition.
Soit Φ une stratégie autofinancée de valeur initiale nulle :V�0 = 0 et de valeur terminale
positive :P(V�n ≥ 0) = 1. CommeV�N estFN = σ(T1, . . . , TN)-mesurable,

∃vN : {1 + a, 1 + b}N → R t.q. V�N = vN(T1, . . . , TN).

D’après l’hypothèse (7.1), tous les scenarii d’évolution de l’actif risqué ont une probabilité
strictement positive :∀(x1, . . . , xN) ∈ {1 + a, 1 + b}N, P(T1 = x1, . . . , TN = xN) > 0. Avec
P(V�N ≥ 0) = 1, on en déduit que la fonctionvN est à valeurs dansR+.

Le fait que(Ṽ�n )n soit une martingale sous la probabilitéP∗ entraîne que

E∗(Ṽ�N ) = V�0 = 0.

En multipliant par(1 + r)N, on en déduit que

0 = E∗(vN(T1, . . . , TN)) =
∑

(x1;:::;xN)∈f1+a;1+bgN
vN(x1, . . . , xN)P∗(T1 = x1) . . . P∗(TN = xN).

Cette dernière somme est constituée de termes positifsvN(x1, . . . , xN) multipliés par des termes
strictement positifsP∗(T1 = x1) . . . P∗(TN = xN). Comme elle est nulle, la fonctionvN est
nécessairement identiquement nulle. D’oùP(V�N = 0) = 1 et il n’existe pas de stratégie d’arbi-
trage.

Il reste à démontrer le lemme pour achever la preuve de la proposition :
Démonstration : La suite(S̃n)0≤n≤N estFn-adapté. En outre chaque variableS̃n est intégrable sous
P∗ comme produit de variables aléatoires indépendantes intégrables.
Soit 0 ≤ n ≤ N − 1. On a S̃n+1 = S̃n

1+rTn+1. La variableS̃n estFn-mesurable. SousP∗, Tn+1 est
indépendante de(T1, . . . , Tn) et donc deFn = σ(T1, . . . , Tn). En utilisant les propriétés4 et 6 de
l’espérance conditionnelle, on en déduit que

E∗(S̃n+1|Fn) =
S̃n

1 + r
E∗ (Tn+1)

=
S̃n

1 + r

(
(1 + a)

b − r

b − a
+ (1 + b)

r − a

b − a

)

=
S̃n

1 + r
(1 + r) = S̃n.

Ainsi (S̃n)0≤n≤N est uneFn-martingale sousP∗.
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Soit maintenantΦ une stratégie autofinancée. Il est facile de vérifier que la suite(Ṽn)0≤n≤N est
Fn-adaptée.
Soit0 ≤ n ≤ N − 1. Comme la stratégie est autofinancée, d’après la proposition7.2.3,

Ṽ�n+1 = Ṽ�n + φn+1∆S̃n+1. (7.5)

La quantitéφn+1 d’actif risqué détenu dans le portefeuille sur la période[n,n + 1] est Fn =

σ(T1, . . . , Tn)-mesurable. Donc dans l’esprit de la proposition3.1.2, il existe une fonctionfn : {1 +

a, 1+b}n → R t.q.φn+1 = fn(T1, . . . , Tn). Cela implique en particulier que la variable aléatoireφn+1
est bornée. En prenant l’espérance conditionnelle sachantFn dans (7.5) et en utilisant notamment la
propriété4 de l’espérance conditionnelle on en déduit

E(Ṽ�n+1|Fn) = Ṽ�n + φn(E(S̃n+1|Fn) − S̃n) = Ṽ�n .

En fait(Ṽ�n )0≤n≤N est une transformée de martingales au sens de la proposition4.3.1et nous venons de
redémontrer cette proposition dans un cas particulier.

Remarque 7.2.7D’après le lemme7.2.6, sousP∗, la valeur actualisée de l’actif risqué est une
martingale. C’est pourquoi on dit queP∗ est une probabilité martingale.
La constance de l’espérance de cette martingale s’écrit

∀1 ≤ n ≤ N, E∗(Sn) = (1 + r)nS0,

c’est à dire que sousP∗, l’actif risqué rapporte en moyenne autant que l’actif sans risque. En
ce sens, il est indifférent (ou neutre) d’investir en actif sans risque ou en actif risqué. C’est
pourquoi on dit également queP∗ est une probabilité risque-neutre.

Remarque 7.2.8On peut légitimement se demander comment construireP∗. Il suffit en fait
de se placer sur l’espaceΩ = {1 + a, 1 + b}N muni de la tribu discrèteF = P(Ω). Pour
ω = (x1, . . . , xN) ∈ Ω, on pose

{
Tn(ω) = xn pour1 ≤ n ≤ N

P(ω) =
( b-r
b-a

)Na ( r-a
b-a

)N-Na où Na = #{i : xi = 1 + a}

Alors il est facile (exercice) de vérifier que sousP∗, les variablesT1, . . . , TN sont i.i.d. de loi
donnée plus haut.

7.3 Pricing des options européennes

On rappelle que l’on se place du point de vue du vendeur d’une option européenne
définie par une variable aléatoireh positiveFN-mesurable : on souhaite déterminer le prix et la
couverture de cette option sous l’hypothèse d’Absence d’Opportunités d’Arbitrage :a < r < b.
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Supposons qu’il existe une stratégie de portefeuille autofinancée qui réplique l’option
au sens où la valeur terminale du portefeuille est égale au profit obtenu par l’acheteur
de l’option :V�N = h.
Alors comme l’option et le portefeuille ont même valeur à l’instant terminal et comme
on ne fait ni ajout ni retrait d’argent au cours de la gestion du portefeuille entre l’ins-
tant initial et l’instant final, il est naturel de définir la valeur de l’option à un instantn

antérieur comme la valeurV�n du portefeuille à cet instant.
D’après le Lemme7.2.6, sous la probabilitéP∗ introduite dans le paragraphe qui pré-
cède, la valeur actualisée du portefeuille(Ṽ�n )0≤n≤N est uneFn-martingale. Donc la
valeur de l’option à l’instantn est alors

V�n = (1 + r)nṼ�n = (1 + r)nE∗(Ṽ�N |Fn) = (1 + r)n-NE∗(h|Fn).

Nous allons montrer que l’on peut construire une telle stratégie :

Théorème 7.3.1On supposea < r < b. Alors il existe une stratégieΦ autofinancée qui
permet de répliquer l’option i.e. t.q.V�N = h. Et pour0 ≤ n ≤ N, la valeur de l’option à
l’instant n est

V�n = (1 + r)n-NE∗(h|Fn).

Démonstration : On noteṼn = E∗((1+r)-Nh|Fn) la valeur actualisée présumée de l’option à l’instant
n. La suiteṼn est uneFn-martingale sous la probabilitéP∗.
On cherche pour1 ≤ n ≤ N une quantitéφn Fn-1-mesurable t.q.

Ṽn = Ṽn-1 + φn∆S̃n. (7.6)

Comme la variable aléatoirẽVn = E∗(h|(1 + r)N)|Fn) estFn = σ(T1, . . . , Tn)-mesurable,

∃ṽn : {1 + a, 1 + b}n → R+ t.q. Ṽn = ṽn(T1, . . . , Tn).

Pourn = 0, cela signifie quẽv0 est une constante. Pour1 ≤ n ≤ N, l’égalité Ṽn-1 = E∗(Ṽn|Fn-1) se
récrit

ṽn-1(T1, . . . , Tn-1) = E∗(ṽn(T1, . . . , Tn)|Fn-1).
La variable(T1, . . . , Tn-1) estFn-1 mesurable. En outre sousP∗, Tn est indépendante deFn-1 =

σ(T1, . . . , Tn-1). Donc d’après le Lemme3.2.6,

ṽn-1(T1, . . . , Tn-1) =
b − r

b − a
ṽn(T1, . . . , Tn-1, 1 + a) +

r − a

b − a
ṽn(T1, . . . , Tn-1, 1 + b). (7.7)

Compte tenu des deux alternativesTn = 1+a etTn = 1+b, l’équation (7.6) est équivalente au système
de deux équations à une seule inconnueφn :

{
ṽn(T1, . . . , Tn-1, 1 + a) = ṽn-1(T1, . . . , Tn-1) + φn

(1+a
1+r − 1

)
S̃n-1

ṽn(T1, . . . , Tn-1, 1 + b) = ṽn-1(T1, . . . , Tn-1) + φn
(1+b
1+r − 1

)
S̃n-1.

Si ce système admet une solution, alors en faisant la différence entre la seconde et la première équation,
on obtient qu’elle est égale à

φn = (1 + r)
ṽn(T1, . . . , Tn-1, 1 + b) − ṽn(T1, . . . , Tn-1, 1 + a)

(b − a)S̃n-1
.

La relation (7.7) est précisément la relation de compatibilité qui assure que cette valeur trouvée pourφn
est bien solution des deux équations.
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On a donc trouvé une suite(φn)1≤n≤N Fn-1-adaptée t.q. pour1 ≤ n ≤ N, l’égalité (7.6)
est vérifiée. On poseφ0n = Ṽn-1 − φnS̃n-1 pour 1 ≤ n ≤ N. La stratégie de portefeuille
Φ = ((φ0n, φn))1≤n≤N est telle que

{
V
�
0 = φ01 + φ1S0 = Ṽ0 = V0

∀1 ≤ n ≤ N, Ṽ�n = φ0n + φnS̃n = φ0n + φnS̃n-1 + φn∆S̃n = Ṽn-1 + φn∆S̃n = Ṽn.

En particulierV�N = (1 + r)NṼN = h et (7.6) se récrit∀1 ≤ n ≤ N, Ṽ�n = Ṽ�n-1 + φn∆S̃n. Ainsi la
stratégieΦ réplique l’option et elle est autofinancée d’après la proposition7.2.3.

Exercice 47 On se place dans le modèle de Cox-Ross-Rubinstein àN périodes avec−1 < a <

r < b. On s’intéresse à une option européenne standard d’échéanceN et de fonction de payoff
g : R → R+ i.e. t.q. le profit réalisé par l’acheteur à l’instantn est

h = g(Sn).

1. Pour quelle probabilitéP∗, la valeur de l’option à l’instantn est-elle

Vn = E∗((1 + r)n-Nh(SN)|Fn)?

2. Montrer queVn = C(n, Sn) pour une fonctionC(n, x) que l’on précisera. Que peut-on
dire dex → C(n, x) si g est croissante ?

3. Montrer queC(n, Sn) = 1
1+rE

∗(C(n + 1, Sn+1)|Fn). En déduire une relation de récur-
rence descendante qui permet de calculerC(n, x) en fonction deC(n + 1, .).

4. Montrer que la quantité d’actif risqué à détenir sur la période[n − 1, n] pour couvrir
l’option est donnée par

φn =
C(n, Sn-1(1 + b)) − C(n, Sn-1(1 + a))

Sn-1(b − a)
.

Que peut-on dire de cette quantité sig est croissante ?

5. On suppose dans cette question que pour un certainc > 0, la fonctionx → cx − g(x) est
positive et croissante. Montrer qu’alorsφn ≤ c.

6. En déduire des bornes pour le ratio de couvertureφn dans le cas du Call.



Chapitre 8

Mouvement brownien et martingales

8.1 Généralités sur les processus à temps continu

Comme dans le cas discret, on introduit la notion de filtration qui repésente l’information
disponible.

Définition 8.1.1 Soit (Ω,A) un espace muni d’une tribu, on appelle filtration une suite crois-
sante de sous tribus deA, (Ft, t ≥ 0). Un processus(Xt, t ≥ 0) est un processus adapté à une
filtration (Ft, t ≥ 0), si pour toutt ≥ 0, Xt estFt-mesurable.

Remarque 8.1.2La filtration naturelle associée à un processus(Xt ≥ 0) est par définition la
famille de sous tribus :

Ft = σ (Xs, s ≤ t) ,

oùFt est la plus petite tribu rendant mesurable les applicationsω → Xs(ω), pours ≤ t.

Comme dans le cas discret, on définit la notion de temps d’arrêt.

Définition 8.1.3 Soit (Ft, t ≥ 0) une filtration, soitτ une variable aléatoire positive à valeurs
dansR+ ∪ {+∞}. On dit queτ est un temps d’arrêt si pour toutt :

{τ ≤ t} ∈ Ft.

Remarque 8.1.4 Il est facile de vérifier que siS et T sont deux temps d’arrêt, alorsS ∧ T =

inf(S, T) est encore un temps d’arrêt. En particulier, sit ∈ R+, S ∧ t est un temps d’arrêt.

Martingales à temps continu On peut étendre la notion de martingale au cas des processus
à temps continu.

Définition 8.1.5 Soit (Ft, t ≥ 0) une filtration sur un espace(Ω,A, P) et (Mt, t ≥ 0) un
processus adapté à cette filtration. On dit que(Mt, t ≥ 0) est une martingale par rapport à la
filtration (Ft, t ≥ 0), si pour toutt ∈ R+, E(|Mt|) < +∞ et si pour touts ≤ t :

E (Mt|Fs) = Ms.

Remarque 8.1.6Dans le cas discret la définition affirme que :

E (Mn+1|Fn) = Mn,

et nous avons vu que l’on peut en déduire que sip ≥ n :

E (Mp|Fn) = Mn.

La définition précédente génèralise donc celle du cas discret.

121
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Théorème d’arrêt pour les martingales continues Si (Mt, t ≥ 0) est une martingaleconti-
nue(i.e. les trajectoirest → Mt(ω) sont continues, sauf pour un ensemble deω de probabilité
nulle pourP), on peut étendre l’égalité :

E(Mt) = E(M0),

qui découle de la définition en prennant l’espérance des deux membres a priori vraie pour un
temps fixet à untemps d’arrêt borné. Ce résultat porte le nom de théorème d’arrêt.

Théorème 8.1.1SoitT un temps d’arrêt par rapport à une filtration(Ft, t ≥ 0). Soit(Mt, t ≥
0) une martingale continue par rapport à la même filtration. SiT ≤ k < +∞, k étant une
constante réelle, alors on a :

E(MT ) = E(M0).

8.2 Extensions de la définition du mouvement brownien

Nous commencons par définir le mouvement brownien par rapport à une filtration donnée.

Définition 8.2.1 On dit que(Xt, t ≥ 0) est un mouvement brownien (standard) par rapport à
une filtration(Ft, t ≥ 0), si (Xt, t ≥ 0) est un processuscontinuadapté à cette filtration, nul
en0 et si lesaccroissementsXt+h − Xt sontindépendants deFt et de loi gaussienne centrée de
varianceh.

Remarque 8.2.2Noter que cette définition implique que(Xt, t ≥ 0) est un mouvement brow-
nien au sens classique (puisqueσ(Xs, s ≤ t) ⊂ Ft).
De cette définition on peut déduire les propriétés suivantes.

Proposition 8.2.3 Si (Xt, t ≥ 0) est un mouvement brownien par rapport à(Ft, t ≥ 0) alors :
– (−Xt, t ≥ 0) est un mouvement brownien par rapport à(Ft, t ≥ 0),
– si c > 0, (1cXc2t, t ≥ 0) est un mouvement brownien par rapport à(Fc2t, t ≥ 0),
– si s ≥ 0, (Xt+s − Xs, t ≥ 0) est un mouvement brownien par rapport à(Ft+s, t ≥ 0), de

plus ce processus est indépendant deFs.

8.3 Exemples de martingales browniennes

Proposition 8.3.1 Soit(Xt, t ≥ 0) un mouvement brownien standard, alors siFt = σ(Xs, s ≤
t) :

– (Xt, t ≥ 0) est une martingale par rapport à(Ft, t ≥ 0),
– (X2t − t, t ≥ 0) est une martingale par rapport à(Ft, t ≥ 0),

– (e�Xt-
�2
2 t, t ≥ 0) est une martingale par rapport à(Ft, t ≥ 0).

Démonstration : Notons que sis ≤ t, on a, commeXt − Xs est indépendante de la tribuFs :

E (Xt − Xs|Fs) = E(Xt − Xs).

MaisE(Xt − Xs) = E(Xt) − E(Xs) = 0 − 0 = 0, donc :

E (Xt − Xs|Fs) = 0.

Xs étantFs-mesurable on en déduit queE(Xs|Fs) = Xs puis que :

E (Xt|Fs) = Xs.
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Ceci prouve le premier point.
Pour démontrer la deuxième propriété remarquons que :

E
(
(Xt − Xs)

2 |Fs
)

= E(X2t |Fs) − 2XsE(Xt|Fs) + X2s.

CommeXs est une martingale, on aE(Xt|Fs) = Xs et donc :

E
(
(Xt − Xs)

2 |Fs
)

= E(X2t |Fs) − X2s.

Notons, de plus, que commeXt − Xs est indépendant deFs, on a :

E
(
(Xt − Xs)

2 |Fs
)

= E
(
(Xt − Xs)

2
)

.

MaisXt−Xs suit la même loi queXt-s−X0 = Xt-s, c’est à dire une loi gaussienne centrée de variance
t − s, on a donc :

E
(
(Xt − Xs)

2 |Fs
)

= t − s.

Donc il vient :
E(X2t |Fs) − X2s = E

(
(Xt − Xs)

2
)

= t − s,

ou encore :
E(X2t − t|Fs) = X2s − s.

Ce qui prouve la deuxième propriété.
Pour prouver la troisième propriété notons, en utilisant l’indépendance des accroissements, que :

E
(
e�(Xt-Xs)|Fs

)
= E

(
e�(Xt-Xs)

)
.

Mais la loi deXt − Xs est celle d’une gaussienne centrée de variancet − s (dont on peut calculer la
transformée de Laplace) donc :

E
(
e�(Xt-Xs)

)
= e

�2
2 (t-s).

On a donc :

E
(
e�(Xt-Xs)|Fs

)
= e

�2
2 (t-s).

La variable aléatoireXs étantFs-mesurable on obtient donc :

E
(

e�Xt-
�2
2 t|Fs

)
= e�Xs-

�2
2 s.

8.4 Exemples d’utilisation de la propriété de martingale

Temps de sortie d’une bande Soit (Xt, t ≥ 0) un mouvement brownien. On pose :

T = inf {t ≥ 0, Xt 6∈ [a, b]} ,

aveca < 0 et b > 0. On peut montrer (par exemple, en utilisant une technique de martingale
quasi identique à celle utilisée pour la marche aléatoire symétrique, voir plus bas) queT < +∞
presque sûrement. De plus la continuité des trajectoires de(Xt, t ≥ 0) implique que soitXT =

a, soitXT = b.
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CommeT ∧ n est encore un temps d’arrêt et qu’il est borné, on peut appliquer le théorème
d’arrêt pour affirmer que :

E(XT^n) = 0.

On peut alors faire tendren vers l’infini et appliquer le théorème de Lebesgue, puisque
supn≥1 |XT^n| ≤ (|a| + |b|). On obtient alors :

E(XT ) = 0.

En tenant compte du fait que soitXT = a, soitXT = b, on obtient :

aP(XT = a) + bP(XT = b) = 0.

Mais commeP(XT = a) + P(XT = b) = 1, on obtient :

P(XT = a) =
|b|

|a| + |b|
.

Espérance du temps de sortie On a, de plus, pour toutn, en utilisant la propriété de martin-
gale de(X2t − t, t ≥ 0) :

E
(
X2T^n − T ∧ n

)
= 0.

Soit encore :
E

(
X2T^n

)
= E (T ∧ n) .

On peut passer à la limite lorsquen tend vers+∞, en utilisant le théorème de convergence
dominée à gauche et le théorème de convergence monotone à droite. On obtient alors :

E(X2T ) = E(T).

Ceci permet d’évaluer la valeur deE(T) :

E(T) =
|a|2|b|

|a| + |b|
+

|b|2|a|

|a| + |b|
= |a||b|.

Le mouvement brownien atteint tout niveau Soit σ un réel positif, considérons la martin-
gale(Mt, t ≥ 0) avec :

Mt = e�Xt-
�2
2 t.

Posons, poura un réel strictement positif :

Ta = inf {t > 0, Xt = a} .

On montre (exercice) queTa est un temps d’arrêt. Noter queTa n’est pas, a priori, presque
sûrement fini. Nous allons appliquer le théorème d’arrêt au temps d’arrêtTa ∧ n qui estborné
parn. On obtient :

E
(
e�XTa^n-

�2
2 Ta^n

)
= 1.

Faisons tendren vers+∞. En utilisant le fait queσ et a sont positifs, on obtient que presque
sûrement :

lim
n!+1 e�XTa^n-

�2
2 Ta^n = 1{Ta < +∞}e

�XTa-
�2
2 Ta.
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Comme, de plus : ∣∣∣e�XTa^n-�
2
2 Ta^n

∣∣∣ ≤ e�a,

on peut appliquer le théorème de Lebesgue pour obtenir :

E
(

1{Ta < +∞}e
�XTa-

�2
2 Ta

)
= 1.

CommeXTa = a lorqueTa < +∞, on obtient :

E
(

1{Ta < +∞}e
�a-�

2
2 Ta

)
= 1.

Faisons, maintenant, tendreσ vers0 en décroissant par valeurs positives, le théorème de conver-
gence monotone permet d’affirmer que :

P(Ta < +∞) = 1.

Ta est donc un temps d’arrêt presque sûrement fini. On peut, de plus, calculer explicitement sa
loi. Pour cela il suffit de noter, que comme nous savons queP(Ta < +∞) = 1, on a :

E
(
e-

�2
2 Ta

)
= e-�a.

Cette égalité caractèrise la loi deTa et l’on peut en déduire, par transformation de Laplace
inverse, que la loi deTa admet une densité donnée par :

a√
2πt3

e-
a2
2t .

Exercice 48 Donner (sans calcul) la loi deT-a, poura > 0.

8.5 Propriété de Markov forte du mouvement brownien

Nous avons vu que, sis est un réel positif et si(Xt, t ≥ 0) est un mouvement brownien, alors
(Xt+s − Xs, t ≥ 0) est un nouveau mouvement brownien indépendant deFs. La propriété de
Markov forte du mouvement brownien affirme que ce résultat peut se généraliser en remplacant
s par un temps d’arrêt fini arbitraire.

Théorème 8.5.1Soit(Xt, t ≥ 0) un mouvement brownien par rapport à une filtration(Ft, t ≥
0). SoitS un temps d’arrêt, fini presque sûrement, par rapport à cette filtration ; Alors, le pro-
cessus :

(XS+t − XS, t ≥ 0),

est un mouvement brownien par rapport à la filtration(FS+t, t ≥ 0). De plus, ce mouvement
brownien est indépendant de la tribuFS.

Nous admettrons ce résultat.
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Application de ce résultat Soit (Xt, t ≥ 0) un mouvement brownien etTa =

inf {t > 0, Xt = a} pour una > 0. Nous avons vu queTa < +∞ presque sûrement. On peut
donc affirmer que(X̃t, t ≥ 0), avec :

X̃t = XTa+t − XTa = XTa+t − a,

est un nouveau mouvement brownien indépendant deFTa .
Considéronsb > a > 0, on a :

Tb = Ta + inf {t > 0, XTa+t = b} .

Ou encore :
Tb = Ta + inf

{
t > 0, X̃t = b − a

}
.

On en déduit que :
– la loi deTb − Ta est identique à celle deTb-a,
– Tb − Ta est indépendant de la tribuFTa.

(Ta, a ≥ 0) est donc un processus à accroissements indépendants et stationnaires ! Il ne peut être
continu, sinon ce serait un mouvement brownien et ceci lui interdirait d’être croissant ! Nous
venons donc d’identifier un exemple de processus à accroissement indépendant et stationnaire
non continu.

Loi du maximum du mouvement brownien Soit (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien, on
noteSt pour :

St = sup(s ≤ t, Bs) .

Calculons :
P(St ≥ a, Bt ≤ a) ,

On a :
P(St ≥ a, Bt ≤ a) = P(Ta ≤ t, Bt ≤ a) .

Mais siB̃t = BTa+t − a, on obtient :

P(Ta ≤ t, Bt ≤ a) = P
(
Ta ≤ t, B̃t-Ta ≤ 0

)
= E

(
1{Ta ≤ t}P(B̃t-Ta ≤ 0|FTa)

)
.

CommeTa estFTa-mesurable et(B̃t, t ≥ 0) est indépendant deFTa, on a :

P(B̃t-Ta ≤ 0|FTa) = P
(
B̃t-s ≤ 0

)∣∣
s=Ta

= 1/2.

De même, on prouve que :

P(−B̃t-Ta ≤ 0|FTa) = P
(
−B̃t-s ≤ 0

)∣∣
s=Ta

= 1/2 = P(B̃t-Ta ≤ 0|FTa)
D’où :

P(Ta ≤ t, Bt ≤ a) = P
(
Ta ≤ t, −B̃t-Ta ≤ 0

)
= P(Ta ≤ t, Bt ≥ a) .

Que l’on peut réécrire sous la forme :

P(St ≥ a, Bt ≤ a) = P(St ≥ a, Bt ≥ a) .

Mais :
P(St ≥ a, Bt ≥ a) = P(Bt ≥ a) ,

Donc, en remarquant queP(St ≥ a, Bt = a) = 0, on :

P(St ≥ a) = P(St ≥ a, Bt ≤ a) + P(St ≥ a, Bt ≥ a) = 2P(Bt ≥ a) = P(|Bt| ≥ a) .

St et |Bt| ont donc même loi.
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8.6 Exercices

Soit B = (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien dansR. On note(Fs, s ≥ 0) où Fs =

σ(Bu, u ≤ s), la filtration engendrée par le mouvement brownien.

Exercice 49 – Calculer :

a)E[BsBt] b) E
[
e�Bt | Fs

]
c) E[Bnt ], n ≥ 1.

On pourra utiliser un développement en série entière de l’exponentielle pour calculer c)
après avoir démontrer queE

[
e� jBtj

]
< ∞ .

– Calculer, en utilisant le fait que(Bt, Bt+h, Bt+h+s) est un vecteur gaussien, la loi condi-
tionnelle deBt+h sachant(Bt, Bt+h+s). Comparer pourf une fonction positive mesurable

E[f(Bt+h) | Bt, Bt+h+s] et
∫

dz f(z)ph(Bt, z)ps(z, Bt+h+s)/ph+s(Bt, Bt+h+s).

oùpu(x, y) = 1√
2�u

e-(x-y)
2=2u. Interprêter.

– CalculerP[B2 > 0, B1 > 0]. Les événements{B2 > 0} et {B1 > 0} sont-ils indépendants ?

Exercice 50 Soit a > 0. On note le temps d’arrêtT = inf {t ≥ 0; Bt = a} le premier instant
où le mouvement brownienB atteinta. On rappelle que(BT+s − BT , s ≥ 0) est un mouvement
brownien issu de0 indépendant deT .

1. Montrer, en utilisant la propriété forte de Markov à l’instantT que

P [T < t, Bt − BT ≤ 0] =
1

2
P [T < t] .

2. On noteSt = sup{Bu;u ≤ t}. CalculerP[St > a, Bt ≤ a]. De la même manière calculer
P[Bt > a] = P[St > a, Bt > a].

3. CalculerP[St > a]. En déduire queSt et |Bt| ont même loi sousP. Les deux processus
(St, t ≥ 0) et (|Bt|, t ≥ 0) ont-ils même loi ?

4. Calculer à l’aide d’une intégration par partie la densité de la loi deT sousP. Calculer
E[T ]. Conclusion.

Exercice 51 On noteXt = 1√
1-t e-B

2
t=2(1-t) pourt ∈ [0, 1).

1. Soit0 < t + s < 1. CalculerE[Xt+s | Ft]. En déduire que(Xt, t < 1) est une martingale.
2. En déduireE[Xt] pour toutt < 1.
3. Montrer que p.s.limt!1 Xt = 0.
4. Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théorème d’arrêt ?

Exercice 52 1. Montrer queP-p.s.

lim
n!1Bn/n = 0.

2. On rappelle que, àt fixé, sousP, St = sups≤t Bs a même loi que|Bt|. On considère
Mn = sup{|Bt − Bn|; n ≤ t ≤ n + 1}. Majorer

P[Mn ≥ 2
√

ln n].

En déduire queP-p.s.limn!1Mn/n = 0.
3. Montrer queP-p.s.

lim
t!1Bt/t = 0.

4. On noteZ0 = 0 etZt = tB1=t. Montrer que le vecteur(Zt1, Zt2 −Zt1, . . . , Ztn −Ztn-1),
où 0 ≤ t1 < · · · < tn, est un vecteur gaussien dont on déterminera les caractéristiques. En
déduire que(Zt, t ≥ 0) est un mouvement brownien.
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Exercice 53 On désire évaluerP[∀s ∈ [1, t], Bs 6= 0].
1. On rappelle que, àt fixé, sousP, St = sups≤t Bs a même loi que|Bt|. Soit t > 1. En

déduire en utilisant la propriété de Markov à l’instant1, que

1{B1 ≤ 0}P[∃s ∈ [1, t], tel queBs = 0 | B1] = 1{B1 ≥ 0}P[|B ′
t-1| ≤ B1 | B1],

où (B ′
t, t ≥ 0) est un mouvement brownien indépendant de(Bt, t ≥ 0).

2. Montrer que

P[∃s ∈ [1, t], tel queBs = 0] =
2

π

∫1
0

dz

∫1
z=
√
t-1

e-(z
2+y2)=2 dy.

3. Utiliser les coordonnées polaires pour calculer

P[∀s ∈ [1, t], Bs 6= 0]

Exercice 54 1. Montrer que lim
n!1 Bn

n
= 0.

2. Montrer, en utilisant le théorème de la limite centrale, que pour touta > 0,

P(∀n ≥ 1, Bn ∈ [−a, a]) = 0.

3. On définitτa comme le premier temps de sortie de[−a, a] pour le mouvement brownien :

τa = inf {t > 0; |Bt| > a} .

Montrer queτa est un temps d’arrêt.

4. Déduire des questions précédentes queτa est fini p.s. Quelles valeurs peut prendreB�a ?

5. Montrer en utilisant la martingale
(

e�Bt-
�2
2 t, t ≥ 0

)
que

e�a E
[
1B�a=a e-

�2
2 �a

]
+ e-�a E

[
1B�a=-a e-

�2
2 �a

]
= 1

e-�a E
[
1B�a=a e-

�2
2 �a

]
+ e�a E

[
1B�a=-a e-

�2
2 �a

]
= 1

6. En déduire que pour toutλ > 0,

E
[
e-

�2
2 �a

]
=

2

e�a+ e-�a
.

7. Montrer que

P(τa < 1) ≤ E
[
e-

�2
2 �a

]
e
�2
2 .

En déduire queP(τa < 1) ≤ 2 e-
a2
2 .

8. Soit (Xk, k ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi : celle de
supt∈[0;1] |Bt|. En utilisant le paragraphe précédent majorerP(Xk ≥

√
4 ln k).

9. En déduire queE
[∑

k≥1 1Xk≥
√
4 lnk

]
est finie. Montrer que p.s. il existek0 (aléatoire) tel

que pour toutk ≥ k0, Xk ≤
√

4 ln k.

10. Déduire des questions précédentes quelim
t!1 Bt

t
= 0.
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8.7 Travail dirigé : Principe de réflexion
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FIG. 8.1 –Principe de réflexion

Soit B = (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien standard à valeurs dansR issu de0 sous la
probabilitéP. On noteSt = sup{Bu;u ∈ [0, t]}.

La loi de St On a

P[St ≥ a] = P[St ≥ a, Bt ≥ a] + P[St > a,Bt < a]

= P[Bt ≥ a] + P[St > a,Bt < a].

On noteTa = inf{t ≥ 0; Bt = a}.

1. Montrer, en utilisant la propriété de Markov forte queP[St ≥ a, Bt < a] = 1
2 P[Ta ≤ t].

2. Vérifier queP[St ≥ a] = P[Ta ≤ t].

3. En déduire que àt fixé St et |Bt| ont même loi. Les deux processus|B| etS = (St, t ≥ 0)

ont-ils même loi ?

4. Donner un équivalent deP[Bs ≤ 1; ∀s ≤ t] quandt → ∞.

5. Montrer que le processus

Xt = Bt si t ≤ Ta

Xt = 2a − Bt si t > Ta,

est un mouvement brownien.

6. Poura ≤ b etb > 0, montrer que

P[St > b, Bt < a] = P[Bt < a − 2b].

7. En déduire la loi du couple(St, Bt).

8. Calculer et reconnaître la loi deSt − Bt à t fixé.

9. Calculer et reconnaître la loi de2St − Bt à t fixé.
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10. Montrer queTa eta2T1 ont même loi.

11. Montrer queT1 a même loi que 1
jB1j2

.

12. Calculer la densité de la loi deTa.

13. Calculer la transformée de Laplace deTa (E[e-�Ta ] pourλ ≥ 0) en utilisant la densité de
Ta ou les martingales browniennes exponentielles.
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