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Chapitre 1

Rappels de Probabilités

1.1 Notion de tribu et de variables aléatoires

Définition 1.1.1 Soit Q un ensemble el un sous ensemble deehisembleP(Q) des parties
de Q. On dit queA est unetribu si cet ensemble est stable par les opérations ensemblistes
naturelles, plus précisément :
— stabilité pan, U et passage au complémentaireAstB appartiennent &, alorsA N B,
A U B et A¢ appartiennent &l.
— stabilité par réunion et intersecti@m@nombrables si pour touti € N*, A; € A alors
Uiz]Ai et ﬂQ]Ai sont dansA.
- 0,0 € A

Remarque 1.1.2 A représente une information disponible.

Exemples
- A ={0,Q} est la plus petite tribu. On I'appelle la tribu triviale. Elle représente I'absence
totale d’information.
- A ="P(Q) estune tribu appelée tribu discrete qui représente I'information totale.
— Soit(By,...,B,) une partition d&d, alors :

A = {Urgunion finidix } »
est une tribu.

— SoitQ = R, on appelle tribu borélienne la plus petite tribu contenant les intervallBs de
On la noteB(R).

Remarque 1.1.31l est facile de vérifier que I'intersection d’une famille quelconque de tribus reste une
tribu. La tribu borélienne dB est donc définie comme l'intersection de toutes les tribus qui contiennent
les intervalles d&®. Comme tout ouvert dB s’exprime comme union dénombrable d’intervalles ouverts
disjoints, la tribu borélienne contient tous les ouvertfdat tous les fermés par passage au complémen-
taire.

En fait la tribu boréliennd(R) est strictement plus petite que I'ensemble de toutes les partRsrdais

la preuve de ce résultat délicat repose sur I'utilisation de I'axiome du choix.

La notion de tribu permet de préciser la définition d’une variable aléatoire.

Définition 1.1.4 Une applicationX de Q) dansR est une variable aléatoireesurable par rap-
port & la tribu A, si pour toutB € B(R) :

{we O X(w)eB={XeB}e A.

On dit alors queéX est une variable aléatoiré-mesurable.

7



8 Cours de Processus Aléatoires

Définition 1.1.5 Une probabilité® sur(Q, A) est une mesure positive de masse totaléfinie
sur A. Cela signifie que :

— pour toutA € A4, P(A) € [0, 1] est défini,

- P(Q)=1,

— si pour tout entiei > 1, A; € A et la famille desA; est disjointe, alors :

1>]A ZP

i>0

Le triplet (Q, A, P) s’appelle espace de probabilité.
On voit que pour une variable aléatoiremesurable on peut définR(X € A) pour toutA,
borélien deR.

Remarque 1 1. 6En choisissam?\ = () pouri > n + 1, on obtient que sAq,..., A, sont
disjointsP(U =y, PA

Définition 1.1.7 On dit qu’une propriété est vraie presque slrement, si cette propriété est veé-
rifiée avec probabilitd. On dit ainsi qu'une suitéX,,,n > 1) converge presque sdrement
Si:

P( lim X, existe) =1.

n—-+oo

1.2 Espérance d’'une variable aléatoire

La notion d’espérance est la formalisation du concept de moyenne.

Cas des variables aléatoires positivesSoit (Q, .4, P) un espace de probabilité. Séitune
variable aléatoire réelle a valeuRs U {+oco} mesurable par rapport a la tribdi(en plus de la
définition1.1.4 on suppose simplement g{i¢ = +oo} € .A). Notez bien que I'on accepte que
X puisse prendre la valedyroo avec probabilité non nulle

Si X prend un nombre fini de valeurs Be{x;, ..., x,}, on définit 'espérance naturellement

par
=Y xP(X=x)
i=1

On étend I'espérance a toute variable aléat¥ipositive en “approchantX par la suitecrois-

sante(X,,,n > 1) donnée par
n2"—1 k

Xo= ) znl{k k+1}+n1{X2n}‘

_ <X
k=0 Zn— < Zn

Notez que pour um fixé on sait donner une valeurtEgX,,) (car X,, prend un nombre fini de
valeurs)

k41
- - > .
ZznP<2n <X <5 )+nP(X_n)
k=0
Ondéfinitalors I'espéranc&(X) par

E(X) = lim E(X,).

n—oo
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La limite existe forcément comme limite croissante de nombres réels positifs. Elle peut étre
egale at-oo. Dans tous les cas elle définit 'espérance de la variable aléatoire positive
Notez que sP(X = +o0) > 0, on a par construction pour tott

E(X) >nP(X>n) > nP(X = +o0).

On adondE(X) = +oo. Par contraposée, on voit qu’une variable aléatoire positive d’espérance
finie est finie avec probabilité. Autrement dit

E(X) < +o0 impliqueP(X < +o00) = 1. (1.2)

Exercice 1 Vérifier a partir de la construction de I'espérance qué, si X < Yon aE(X) <
E(Y).

Cas des variables aléatoire de signe quelconqueSi X est une v.a. réelle de signe quelconque,
on dit qu’elle est intégrable &(|X|) < oo (E(|X|) est toujours définie d’apres ce qui précede).
Notez quel.limplique queX| est finie presque sGrement. Comme

Xlxzo < X[ et (—X)1x<o < [X]

On a, par croissance de I'espéran€€X1x>o) < E(|X]) < +oo etE((—X)1x<0) < E(IX]) <
+00. On peut donc définir 'espérance par la différence de deux nombres réels (finis!)

E(X) = E(X1x>0) — E((—=X)1x<o).

On admet les propriétés suivantes de I'espérance.

1. Linéarité. SoienX et Y deux v.a. intégrables, soient 3 € R. Alors la v.a.
aX + BY estintégrable, eton a

ElaX + BY] = «E[X] + BE[Y].

2. E(14) =P(A).

3. Positivité. SoitX une v.a. réelle positive p.s., c’est-a-dire telle U > 0) =
1, alors on &(X) € [0, oco]. En particuliere(X) > 0.

4. SoientX etY deux v.a. réelles intégrables telles gxie< Y p.s., c’est-a-dire
telles queP(X < Y) =1, alorson a

E(X) < E(Y).
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1.3 Théoremes de convergences pour les espérances

Les théorémes suivants sont fondamentaux lorsque I'on cherche & justifier proprement que :

lim E(X,) = E ( lim xn) .
n—oo n—oo

Cette égalité bien que naturelle ne va pas de soi et est en général fausse, méme si on peut la
justifier dans de nombreux cas. L'espérance d’'une variable aléatoire posaiédé construite

comme la limite des espérances de variables aléatéijregpli convergent verX en croissant.

C’est pourguoi le théoreme suivant que nous admettrons est naturel.

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de convergence monotong) (X,,,n > 1) est une
suite de variables aléatoires croissantes positives, i.e.

OSXnSXn—H)

on peut affirmer que :
E( Iim X,)= lim E(X,).

n—-+oo n—-+00

Noter que I'on n'impose ni I'intégrabilité des, ni celle delim,_,, ., X,,, ce qui rend ce théo-
reme tres pratique : rien n’interdit aux limites a droite et a gauche de I'égalité de prendre la
valeur+oo. Si 'une vaut4-co cela implique que l'autre vaut aussbo.

Remargue 1.3.1Une application directe de ce dernier résultat montre que ltoujurs:

D E(X.)=E (Z |xn|> :

n>0 n>0

Lorsque I'on peut prouver que_, -, E(IX,|) < +oo, on est donc slr que

E (Z an> < +00.

n>0

La variable aléatoiré:nzo IX..| est donc finie presque sdrement et la sﬁigzo X, est donc
forcément (absolument) convergente. En particukgriends presque sirement vers
On démontrerait de facon identique que si, pour un eptjgus grand qué

> E(Xul’) < 400,

n>0

alorslim,,_, o X,, = 0. Ce résultat (tres facile a obtenir!) est 'un des rares moyens qui permet
de prouver la convergence presque sdre.

Le résultat le plus important pour passer a la limite dans les espérances est le
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Théoréme 1.3.2 (Théoréme de convergence dominée (ou de Lebesgu@)) sup-
pose que la suitéX,,, n > 1) vérifie
— convergence presque sdre :

P< lim X, existe) =1.
n—-+o0
— domination : pour toutn,
X,.| < X, avecE(X) < +oo.
On peut alors affirmer quém,,_,. ., X, est intégrable et que :

E( lim X,) = Im E(X,).

n—-+o0o n—+oo

Nous allons montrer que le théoréme de convergence dominée découle du théoréeme de convergence
monotone. Pour cela nous allons commencer par établir le

Théoréme 1.3.3 (Lemme de Fatou)Soit (X, )nen+ Une suite de v.a. positivgss. On a :

E ( lim inf Xk> < lim inf E(Xy).

n—oo k>n n—ook>n

Démonstration : On poseY;, = infi>, Xi. La suite(Y;, ) est une suite croissante de variables positives.
Par le théoreme de convergence monotone,

E(lim Yn) = im E(Y,).

Pourk > n, Y, < Xy et par croissance de I'espérangé¢Xy) > E(Yy ). Doncinfi>, E(Xyx) > E(Yy).
En passant a la limite — +oco dans cette inégalité, on obtient

lim inf E(Xy) > I|m E(Y,) = E(IiTrp Yu).

n k>n

On peut alors démontrer le théoréme de convergence dominée :

Démonstration : On noteX = lim,, X,,. Par passage a la limite dans 'inégalité de dominggn < R,
on obtient queX| < X, ce qui assure l'intégrabilité dé. On a égalemenX — X,,| < [X| + [Xn] < 2X.
Ainsi les variable’, = 2X — [X — X,,| sont positives. Le lemme de Fatou implique alors

(Ilm inf (2X — |X—Xk)) < lim inf E(2X =X — Xi|),

n—ook>n n—oo k>n

inégalité qui se récrit

2E(R)—E (Iim sup|X — xk> < 2E(X) — lim supE(|X — X|).

T k>n T k>n

Comme par convergence d&, versX, sup., [X — Xy| converge presque slrement véréorsque
n — o0, on en déduit que
lim supE(|X —Xy]) <0

T x>n
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et donc qudim, E(|X — X,,|) = 0. On conclut en utilisant I'inégalité
[E(X) — E(Xu)l < E(IX = Xql)

qui s’obtient par linéarité et croissance de I'espérance.

1.4 Loid'une variable aléatoire réelle
Définition 1.4.1 Soit X une variable aléatoire a valeurs dahsOn dit que cette variable aléa-

toire admet une densit&x) (p(x) étant une fonction positive d’intégrale sidrégale al) si
pour toute fonctiorf : R — R bornée ou positive, on a :

Remarque 1.4.2Notons que la loi d’'une variable aléatoire est caractérisée par :
— sa fonction de répartition :

ueR—-Fu =PX<u),
— ou sa fonction caractéristique :
u€R - Ox(u) =E ().

Si X admet la densité, Fx(u) = [*_ p(x)dx etDx(u) = [ e™*p(x)dx.

R

Exemple de loi : la loi gaussienne Un exemple de loi a densité si tres utile est la loi
gaussienne. On dit que suit une loi gaussienne centrée réduite si pour toute fonétimnnée :

2 dx

E(f(G)) = JR f(x)e 2 oS

La fonction caractéristique de cette loi vaut :

w2

E(e™€)=e ~.

la fonction de répartition n'admet pas de formule explicite et on la note soiwent
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FIG. 1.1 —Densitée—2** /2w de N (0,1) FiG. 1.2 —Fonction de répartition

On dit queX suit une loi gaussienne de moyenmeet d’écart-types (ou de variances?) si,
pour toute fonction positive :

E(FX) = | flx)e "=

oo ov2m

On vérifie queE(X) = m et Var{X) = o2 et I'on dit queX suit la l0i A/ (m, o2).
Notons que sK suit une loi gaussienne de moyenneet de variance?, alorsG = (X —

m)/o est une gaussienne de moyeidnet de variancé (on dit aussi centrée réduite). On voit

donc que I'on peut toujours écrire une gaussiefineo?) sous la forme&X = m + oG, G étant

une gaussienne centrée réduite. Cette remarque est souvent utile pour simplifier certains calculs.
Il est facile d’expliciter la fonction caractéristique d’'une gaussigimeo?) en effet :

J“LOO x-m?2  dx

E (eiuX) —E (eiu(m+0‘G)) — eiumE (eiuo‘G) — eiumef# — equ(X]ef%Var(X).
1.5 Loid'un vecteur aléatoire
Définition 1.5.1 SoitX = (Xy,...,Xq4) une variable aléatoire prenant ses valeurs @&h©n
dit que X admet une densitg(x;,...,xq), Si pour toute fonction positive ou bornéele R¢

dansRona:
E (f(Xj,...,X4)) :J f(x1,...,xa)p(x1,...,xa)dxq...dxq.

La densité d’'un vecteur aléatoire permet de calculer la densité de chacune de ses composantes
grace a la formule des densités marginales :

Proposition 1.5.2 Si le vecteur aléatoirX = (Xj,...,Xy) possede la densitg(x4,...,xq)
alors pour toutl < i < d, X; posséde la densitg (x;) obtenue a partir dg en intégrant sur
les autres variables :

pi(xi) = J 1 p(X] y oo ,Xd)dX] e dXi,] dXH_] cen dXd.
Rd—

ILa variance d’une variable aléatoire est donnée par :

var(X) = E(X2) —E(X)2 = E {(x _ E(X))Z} .



14 Cours de Processus Aléatoires

La fonction de répartition d’'un vecteur est rarement utilisée, mais on peut défiieindtion
caractéristiqued’un vecteur par, pour tout = (u,...,uy) vecteur deR9 :

Ox(u) = E (e™X) = J ) e *p(x)dx,

avecu.x = uixy + - - - + ugxq etdx = dx; ... dxq.
La fonction caractéristique caractérise la loi du vecdéuron peut montrer que  etY
sont deux vecteurs a valeurs ddfstels que pour toutt € R :

E (eiu.X) —E (e™Y),

alors la loi deX est identique a celle dé et donc pour toute fonction réelle positive ou bornée
f surR¢ :
E (f(X)) = E(f(Y)).

La notion d'indépendance est centrale en probabilité. C’est la facon naturelle de spécifier
un modele d’évolution.
Commencons par définir 'indépendance de deux variables aléatoires.

Définition 1.5.3 On dit que deux variables aléatoires réefest Y sont indépendantes, sil'on
a l'une des deux propriétés équivalentes suivantes
— pour toutA et B ensemble (de la tribu borélienne pour les amateurs!)

P(XeAYeB)=P(XeA)P(YeB),
— Pour toutf et g fonctions bornées (et mesurable pour les mémes amateursildasR
E (f(X)g(Y)) = E(f(X)) E(g(Y)).

On peut généraliser cette définitiomavariables aléatoires.

Définition 1.5.4 On dit quen variables aléatoires réell¢X;, ..., X, ) sont indépendantes, si
I'on a I'une des deux propriétés équivalentes suivantes
— pour tout ensembld, ... A,

PX;jeA,.... X, €A, )=P(X;eA)...P(X,€A,),
— Pour tout(fy, 1T < k < n) fonctions bornées de dansR

E(fl(Xl) fn(Xn)) = E(fl(Xl)) E(fn(Xn)) .

Définition 1.5.5 On dit que(X,,n > 0) est une suite de variables aléatoires indépendantes si,
tout vecteur de longueur fini est constitué de variables aléatoires indépendantes.

On peut caractériser I'indépendance d’'un vecteur aléatoire sur la densité de la loi. Le résultat
est exprimé pour un couple de variables aléatoires mais s’étend sans difficulté au cas vectoriel.

Proposition 1.5.6 Un couple(X, Y) de variables aléatoires réelles admettant une loi de densité
p(x,y), est un couple de variables aléatoires indépendantes si et seulement si, on peut mettre
p sous la forme

p(x,y) = p1(x)p2(y),

P71 etp, étant deux densités de loi a valeurs réelles. En oxtragdmet alors la densitg; etY
la densitép,.
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Démonstration : Supposons d’'abord quex,y) = p1(x)p2(y). Soitf et g deux fonctions bornées

E(f(X)a(Y) = | fix)g(ulplx,u)dxdy = | f(xglulp (xIpafy)dxdy.

En utilisant le théoréme de Fubini pour des intégrales réelles on obtient

E (f(X)g(Y)) = L”")p‘(")d"L o(y)p2(y)dy.

En faisantg = 1 on obtient

et de méme

On a finalement

X etY sont donc indépendantes.
Réciproquement supposons gxiet Y soient indépendantes. Commencgons par constpyieg p,.
Pour cela, notons que, en toute généralité, on a

E0x) = | fomixwaxay = | 10x) (| pixulay ) ax

Ce qui prouve que la loi d& admet une densité donnée par

p1(x) = Lp(x,y)dy-

De méme la densité de la loi deest donnée par

P2(y) sz(x,y)dX-

Pour simplifier la preuve, on supposera gue1 etp, sont des fonctions continues. On a
PXekx,x+el,Yelyy+e])=P(Xex,x+e])P(Yelyy+el.

Donc:

X+€ ry+te X+€ Yy+e€
J J p(u,v)dudv = J P (u)duJ p2(v)dv.
X Y X Y

On peut alors diviser par® et passer a la limite lorsquetend vers), pour obtenir, pour tout, y :

p(x,y) = p1(x)p2(y).
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Simulation d’'une gaussienne centrée réduite Nous allons voir comment I'on peut simuler
des variables aléatoires suivant la loi gaussienne centrée réduite. Pour cela, apgpelons
deux gaussiennes centrées reduites indépendantes et Rdéoras/on polaire :

R =7(Gy,G,) =4/GT + G3,

et® = 0(Gy, G,), I'angle polaire (il est plus prudent de ne pas expliciter la formule de I'angle
polaire!). Soitf une fonction positive, on a :

— 2

— x+y21
E(f(R,@)zj f(7Tx,v),80x,))e 7 —dxdy.
R2 27'[

Un changement de variable polaire permet alors d’affirmer que :

E(f(R,0) = J f(r,0)e 7
>0,0€[0,27] 2

Ceci permet d’identifier la loi du coupl&®, ©) comme étant la loi de densité :

1
L B elo,2n])
1{1” > O}re X —27_[ .

On en déduit que les deux variables aléatoRext © sont indépendante® suit une loi uni-
forme sur[0, 27t[ et un changement de variable simple (exercice) montreRguglit une loi
exponentielle de paramett¢2.

On en déduit que :

C)
u, = e,RZ/z etu, = —,
271

sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois uniform@sisul est facile
d’exprimerG; et G, a l'aide dell; et :

Gy = v/—2log(U;) cog27tU,)
G, = y/—2log(U,) sin(27tU,).

Ceci conduit & la méthode classique de simulation d’une variable aléatoire gaussienne :
— tirer U, etlU, indépendantes selon une loi uniforme gyr],

— renvoyer,/—2log(U;) sin(27tl,).

1.6 Convergence presque slre et théoremes liés

Rappelons I'un des théoremes fondamentaux du calcul des probabilités : la Loi Forte des
Grand Nombres.

Théoréme 1.6.1Soit(X;,1 > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes
la méme loi qu’une variable aléatoifé. On suppose quE(|X|) < +oo. Alors, pour presque
tout w :

E(X) = Iim l(X1(w) + - X (w)).

n—+o00 1N

Ce résultat est d’'une importance centrale en statistique et les méthodes de Monte-Carlo en sont
une application directe.
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Remarque 1.6.1La condition queE(|X|) < +oo est évidemment essentielle. On vérifie, par
exemple, que §iX;,1 > 1) est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi
de Cauchy standard, c’est a dire de densité donnée par :

1
(1 +x2)’

alors la loi de(X; + --- + X,,)/n est égale a celle d¥; (on pourra démontrer ce résultat

en exercice, en admettant que la fonction caractéristique de la loi de Cauchy est donnée par
E(et*X1) = e~). On peut alors en déduire quX; + - - - + X,,)/n ne peut converger vers une
constante.

Application On considére un modele d’évolution du cours d’'une action en temps discret.
Entre l'instantn et I'instantn + 1, on suppose le cours peut soit monter en étant multiplié par
un facteurp > 1 soit baisser en étant multiplié par un facteue]0, 1[ mais que sa moyenne
reste constante.

Pour formaliser cette idée, on se donne une dlitei > 1) de variables aléatoires i.i.d. a
valeurs dangx, 3} d’espéranc&(T;) = 1. Un rapide calcul montre que

P(T = &) =pa =

et P(li=B)=pg=1-Da

Le cours de I'action a I'instant est

&:ﬂxﬁxmxﬂzrp}
i=1

Les variabledn(T;) a valeurs dang§in(«), In()} sont intégrables. Comme pour tout> 0
différent del, In(x) < 1 —x,

E(In(Ty)) = paIn(e) + ppIn(B) < pall — o) +pp(l =) =T —-E(Ty) =0.

En appliquant la loi forte des grands nombres, on obtientjg[e‘;] In(T;) converge presque
sarement ver&(In(T;)) < 0 lorsquen — +oo0. Donc ) ", In(T;) = In(S,,) tend presque
srement vers-oo. Par composition avec la fonction exponentielle, on conclutSquepnverge
presque sGrement veds

Mais par indépendance dés E(S,,) = [[{_, E(T;) = 1. Onadonc

1=limE(S,) > E(limS,) = 0.

Cet exemple naturel montre que I'espérance de la limite n’est pas toujours égale a la limite des
espérances. Il ne faut toutefois pas se décourager lorsque I'on doit calculer 'espérance d’'une
limite. Les théoremes de convergence monotone et surtout de convergence dominée permettent
de conclure dans bien des cas. L'exemple illustre simplement la nécessité de vérifier 'hypothese
de positivité et de croissance pour appliquer le théoréme de convergence monotone et I’hypo-
thése de domination pour appliquer celui de convergence dominée.

Ici la suiteS,, n'est pas croissante, ce qui explique que le théoreme de convergence monotone
ne s’applique pas. Et comme la conclusion du théoreme de convergence dominée est infirmee,
on en déduit que I'nypothese de domination n’est pas verifi€esup, S,,) = +oo. Enfin on

peut noter que I'inégalité donnée par le Lemme de Fatou est stricte.
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1.7 Convergence en loi d’'une famille de variables aléatoires

Définition 1.7.1 Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires réelles, on dit que cette
suite converge en loi vers une variable aléatdirsi, pour toute fonction continue et bornée
f:R— R,

lim E(f(X,)) = E(f(X)).

n—+oo
On peut montrer le résultat, important mais délicat a prouver, suivant.

Proposition 1.7.2 (X,,,n > 1) converge en loi vers une variable aléatoXesi et seulement si,
pour tout réehu :
lim E (e"%) = E (eX).

n—-+oo

Nous pouvons maintenant rappeler I'un des résultats fondamentaux du cours de probabilité de
1ére année : le théoréme de la limite centrale.

Théoréme 1.7.1Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
toutes la méme loi qu’une variable aléatoixe On suppose qUE(X?) < +oo. On notec?
la variance deX, alors :

1 :
vn (T—1 (X3+---+X,)—E (X)) converge en loi versG,
G étant une variable aléatoire suivant une loi gaussienne centrée réduite.

Démonstration : Quitte a retrancheE(X) a X, on se raméne au cas ¥lest une variable aléatoire de

moyenne nulle. Notons alors :
Xt Xn
O,(u)=E|e Vi .

En utilisant le fait que leX,, sont indépendantes et de méme loi, on obtient :
X\ "
d,(u)=E (e \/TT) .

X . :
Puis, en faisant un développement de Taylor a 'olen 0 deuw — E (emﬁ), on obtient (voir la
remarquel.7.3pour un argument précis) :

E (e“wxﬁ) 1+ EX) == — 2B 4 e,
ynoo2 n
aveclim,,_,, « €, = 0. Finalement, commg(X) = 0, E(X?) = ¢? et
. 1
E (elu.ﬁ> —1_ 70_2u2_|_ —en
n

Donc:

. . ] 2 2 ] n O'zuz
im @,(u)= Ilim <1 — 2—0 u- 4+ nen) =e 2 .

n—-—+o00o n—-—+o00o n
Ceci prouve le résultat annoncé grace a la propositiar?

Remarque 1.7.3 Pour justifier en détail le développement limité, il faut vérifier que la foncidn)
définie par :
O(uw) =E (emx) ,
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est2 fois différentiable, les dérivées secondes partielles étant continues. Pour ceci, on commence par
prouver que, commE(|X|) < +oo,0Nna:

O'(u) = E (iXemX) .
Puis, commé (|X[?) < 400, on a déduit que :
O"(u) =-E <Xzemx> ,

et I'on peut aussi prouver quk” (1) est continue en utilisant le théoreme de convergence dominée.
i

Notonse,, = % (Xy+--- 4+ X,.) — E(X). Considérons la fonctiofix) = 1{X e [a, b)) Cette

fonction n’est pas continue aux poiniset b. Mais commeP(G = a) = P(G = b) = 0, on
peut étendre (exercice difficile) le résultat du théoréme précédent pour obtenir, que pour tout
a<b:

iim p(ia<e <ib)_fe>f dx
n—+00 N n_ﬁ a \/E

On prend, alorsh = —a et on choisita de fagcon a avoir :

r <2 dx
e 2
—a V27
Les valeurs classiques gesontp = 0.95 (qui correspond a = 1.96) etp = 0.99 (a = 2.6).
Dans les applications pratigues on “oublie le passage a la limite” pour affirmer que
P <|€n\ < 1.96\%) est de I'ordre d€.95. On a donc avec une probabilité prochedd# que :

= p proche ddl.

1 o 1 o
E (X — Xy X)) —1.96—, — (X3 + -+ X))+ 1.96—
()e[n(1+ + X \/ﬁn(1+ + X)) + o

Application a la méthode de Monte-Carlo On cherche a calculdg(X). On suppose que
E(X?) < +o0o et que, de plus, I'on sadimulerune suite de variables aléatoirgé,, n > 1)
(cela signifie que I'on peut considérer les variables aléatoires comme indépendantes et tirées
selon la loi deX).
A l'issue den tirages on va estimer la moyenme par la moyenne empiriquay définie
par :

— 1
n
Quelle est la précision de cette estimation ? Le théoréme de la limite centrale nous dit que :
— o — o
Plmem—19%6— m+ 1.96—
(mem-ros s 2

L'écart-typeo n'est évidemment pas explicitement connu lorsque 'on utilise une méthode de
Monte-Carlo et I'on doit donc trouver une méthode d’estimation poura méthode habituel-
lement utilisée est la suivante, on pose :

_ 1 b _ 1 b n _
On n—1Z( m) n—1; t n—1m

i=1

]) ~ 0.95.
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On peut alors montrer (exercice facile) dgeo?)o? (on dit que I'on a affaire a un estimateur
sans biais de?) et que, presque slremetitn, ., ., 02 = o2 (on dit que I'estimateur est
convergent).

Dans la pratique, au cours de la simulation, en plus de stocker la sommg destocke
également la sommg_. X? de leurs carrés (cela ne colte pratiquement rien de plus) pour cal-
culera? al'aide de sa seconde expression ci-dessus. On remplpaeo,, dans les extrémités
de l'intervalle et I'on affirme que (bien que I'on ait rajouté une autre source d’erreur) :

_ 0. — 0.
P c — 1.96—“, 1.96—2~
(m m =196 m+ 19672

Exercice 2 Implementer la méthode de Monte-Carlo qui vous est suggérée@uee gaus-
sienne centrée réduite &t = 1{G > A) pourA = 0,1,2,...,5. Comment évolue l'erreur

relative de la méthode ?

]) ~ 0.95.

Exercice 3 Calculer par simulation (ou au moins essayét ()e“G) pourc = 1,2,5. Préciser
a chaque fois l'intervalle de confiance. Que constatez vous ? Comment interpréter ce résultat.

1.8 Autres type de convergence

Définition 1.8.1 On dit qu’une suite de v.dX,,).cn+ CONverge en probabilitévers une v.aX
si et seulement si pour toat> 0,

lim P(|X,,— X| > ¢) = 0.

n—oo

Proposition 1.8.2 La convergence p.s. entraine la convergence en probabilité.

Démonstration : Soit (X,,,n € N*) une suite de v.a qui converge p.s. v&rd_a suite de v.a.
discretes positiveSlix, x|~ Jnen+ CONverge p.s. ver@. De plus elle est uniformément bornée
par1. Par le théoreme de convergence dominée, on en déduit que :

lim E (L, xp>e] = Jim P([Xy = X[ >e) =E | M Ix, xzc| =0

Proposition 1.8.3 De toute suite qui converge en probabilité, on peut extraire une sous-suite
qui converge presque sdrement.

Démonstration : Soit (X, ).en+ UNe suite de v.a. qui converge en probabilité ver®n définit
la sous-suite de maniére suivantg(1) = 1 et

on+1)=inf {p > o(n) tel queP(|X, — X| > l) < lz} .
n n

La suite(X,,) converge en probabilité, cela assure que la sous-siit¢ est bien définie. On
en déduit, par convergence monotone, que

1
E [Z 1|xg(n)x]>;] < Z n2 < 0.

n>1 n>1
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Cela implique que p.&__ ., 1!Xc(n)f><!>% < oo. Les termes d’une série convergente tendent
vers0. Donc p.slim_, 1!Xc(an|>% = 0. Comme la fonction indicatrice ne prend que deux
valeurs 0 ou 1, cela entraine que p_,§.g(n)7x|>%(w) est nul & partir d’'un certain rang, (qui
dépend dev). Donc, a partir d'un certain ran@,(c(n) — X{ < TlL En patrticulier, cela implique
que p.slim,_,o Xgm) = X. Donc la sous-suit€X,,,)) converge p.s. vers. i

Proposition 1.8.4 La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

Remarque 1.8.5En fait, on a le résultat plus fort du a Paul Lévy : 4&it,, n € N*) une suite
de v.a. réelle (vectorielle a valeurs daRs). Siyx, converge vers une fonctiofh continue
en0, alorsi est la fonction caractéristigue d’'une v.a. vectoriélet la suite(X,,,n € N*)
converge en loi verX.

Remarque 1.8.611 existe un résultat similaire pour les tranformées de Laplace.

Proposition 1.8.7 Soit (X,,,n € N*) une suite de v.a. qui converge en loi vers la loi d’'une
v.aX. Soitf une fonction a valeurs réelles, mesurable bornée. &diensemble des points de
discontinuité def (A € B(RY)).

SiP(X € A) =0, alors lim E[f(X,)] = E[f(X)].

n—o00

Remarque 1.8.80n peut également montrer que la suXg,, n € N*) converge en loi verX
si et seulement si la suite de fonctions de répartitign(x) converge presque partout vers la
fonction de répartition d¥.
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1.9 Probléme corrigé

1. SoitX une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy réduite, c’est a dire suivant la loi

dx
(1 +x2)

Calculer la fonction de répartition @6 notéer.

< La fonction de répartition d& est donné, pour tow réel, par

x du
Flx) = Joo A1+ )
dou :
F(x) = %Arc tan(x) + %
>

2. Vérifier queF est une bijection d& dansg]0, 1[. On noteF—! son inverse et I'on considére
une variable aléatoird de loi uniforme sui0, 1]. Quelle est la probabilité qué vaille 0
ou1? Montrer qué—' (U) suit la méme loi qu&. En déduire une méthode de simulation
selon la loi de Cauchy.

< La fonctionF est définie suR et prend ses valeurs dang, 1[, de plus elle est
strictement croissante puisque sa dérivée est la densité de probabilXéqde est
strictement positive.

F est donc bien une bijection dedans]0, 1[.

L'ensemble0, 1} est un ensemble de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, et
donc :
PU=0) = 0
{ PU=1) = 0

De ce qui précéde, P (U) est bien définie. On va montrer gieetF—!(U) ont méme
fonction de répatrtition (elles auront donc méme loi). La fonction de répartition de
F-1(U) est pour tout réel :

P(F (U < x) =P(U < F(x)),

puisqueF est une bijection croissante Rkdans|0, 1[. On a donc
F(x)
P(U < F(x)) :J du = F(x).
0

F~'(U) etX ont donc méme loi.

Pour simuler la loi de Cauchy il suffit de simuler une variable aléatoire de loi uniforme

sur [0,1] et d'appliquer la fonctionF~'(x) = tan(mt (x — 1)). Les probabilités de

tirer 0 ou1 étant nulle, il N’y a pas de probleme.

3. Soit V une variable aléatoire qui vadtou —1 avec probabilitél /2 et Z une variable
aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétr@uelle est la loi d&/Z? Calculer
sa fonction caractéristique. En déduire, en utilisant la formule d’inversion de la transfor-
mation de Fourrier, que :
J_H)o eiux dx

oo (T4 x%)

=e M,
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<1 Calculons la loi deVZ. On a pour toutef fonction bornée

E(f(VZ2)) = Hﬂﬂkv 1) +E(FCZLy - )
= %f%:f e tdu+ I [ f(—u)e tdu
2 J. oo T (Liycore™ ‘I' ]-{u>0}e Y)du
D’ou VZ suit la loi 1
Ee*‘“l du.

La fonction caractéristique d&Z est alors pour tout. réel :

J‘:;’z %eiuxflx\ dx = 3’00; iux— de+J‘ Lux—l—xdx
10 1+iu T1—iu

= 2(]H—u2 T H—uZ)

T+u?

On en déduit donc en utilisant l'inversion de la transformation de Fourrier que
too e dx = 2nle M d'ou la fonction caractéristique de la loi de Cauchy ré-

—oo T4+x2

duite :

Ul

+o0 eiux
J dx = e

oo (T4 X2)

>

4. SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Cauchy de pa-
rametres respectiks etb. Calculer la loi deX + Y.

< Si les variables aléatoireX et Y sont indépendantes, on peut calculer la fonction
caractéristiquepx,y deX + Y pour toutu reél, par :

bxpv(u) = E(eMY)

(e!

(eILLX 1uY)

— E el ) (uJ.Y)
= dx(u)dpy(u)

Or, pour tout réelu la fonction caractéristique d’'une variable aléatoire de loi de

Cauchy de parameétra este M avec la question précédente. D'ofix,y(u) =
—(lal+bhu
e .

I
m

X + Y suit une loi de Cauchy de paramétte + |b|.

>

5. Soit(Y,,n > 1), une suite de variables aléatoires réelles convergeant presque srement
vers une variable aléatoi& Montrer, en utilisant le théoréme de Lebesgue, que I'on a,
pour toute > 0

lim P(|Yy,—Yal >€) =0.

n—+o0o

< Soit ¢ un reél strictement positif. On considere la variable aléatditg =
1y, _v,|>¢ - On peut écrire pour tout entier n,

Yon = Ynl =Yon = Z+Z = Yn| < Yon — Z[ +|Z = Yy|.

Or, on sait que la suit¢Y,,,n > 1) converge vers Z presque slrement. On en déduit
que la suite]Y>,, — Y/, n > 1) converge presque sGrement verst donc qu’il existe

un rangN avecN entier naturel dépendant detel que pour toutr > Nonal,, =0
presque slrement.
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Ainsi, (U,,n > 1) converge presque srement veér®e plus, pour tout entier naturel
n onal, < 1 avecl qui est une variable aléatoire d’éspérance finie égale &n
peut donc appliguer le théoréme de convergence de Lebesgue :

lim E(U,) =E( lim U,).

n—-+00 n—-+00
D'ou:
lim P([Y2, — TL| > 5) = 0.
n—-+oo
>

6. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Cau-
chy de parametré. On considere la suite

X X Xy
— - ,

Yn

Calculer la loi deY,,, — Y,,. La suite de¥,, converge t'elle en loi ? presque sGrement ?

< Pour tout entiem > 0,

—(Xi 4+ Xn) + K + -+ Xon)
2n '
Comme—Xy,—Xo,...,—Xn, Xnat, ..., Xon, SONt des variables aléatoires indépen-

dantes suivant des lois de Cauchy, on peut faire comme dans la qu&stiomontrer
que pour tout entien :

YZTL - Yn =

la loi deY,,, — Y, qui est une loi de Cauchy de paramétre 1

De la méme maniére on peut dire que pour taytY;, suit une loi de Cauchy de
parametrel.

Y,, converge donc en loi vers une une loi de Cauchy de parameétre 1

SiY,, convergeait presque srement vers une variable aléaiisdors avec la ques-
tion 5) on aurait
lim P([Yon —Yn[ = 1) =0,

n—-+oo

or Y2, — Yy, suit une loi de Cauchy de paraméfret donc pour tout entier naturel,

dx
P(Yyq — >1) = _
(| 2n T1| = ) J|x21 7_[(] —|—X2)

est indépendant de et est strictement positif. Il y a alors une contradiction et donc :
Y,, ne converge pas presque sdrement

>

7. Montrer que la suit¢Z,,,n > 1) définie par
Zy = (VI + VXl + 4+ VXl ) /m

converge presque sGrement et écrire sa limite sous forme d’une intégrale.

<1 On va vérifier que I'on peut utiliser la loi des grands nombres pour la variable
aléatoire/|X;|. Pour cela notons que, comr@é@ est une fonction positive on a :

E(M) — L @

(1 +x2)
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Comme, poux grand :

VE_

n(1+x2) ~ [xP/2’

E(\/W) < +o0. La loi des grands nombres permet alors d’affirmer que

[x|dx
m(1+x2)"

(Zn,n > 1) converge presque sirement vﬂ{s

8. Vérifier par simulation qué’,, diverge (p.s.) et qué&,, converge (p.s.).

<1 On commence a voir pour 3000 tirages U ooo €t deYioo00 — Y20000 que Y
(figure1.3) etY,, — Yy, (figure 1.4) suivent une loi de Cauchy de paramétre

3000 tirages de Y40000

n‘a:s "
0.3 s s
0.25 [ VM
.fl ‘L —_ vapooo
0.2
2 \ eeo.. Loide Cauchy
018 = 5
P - Y
0,05 "l TAl

mmmmmmmmmmm

FiG.1.3-LoideY,

3000 tirages de Y40000-Y20000

0.4

0,35

0.3

0,28

 Y40000-Y 20000
0.2

______ Loi de Cauchy
0,16

a1

0,08

Fic.1.4-LoideY;, — Y,

Pour 3000 tirages d& 40000, On Vvoit un pic (figurel.5) se former :
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40

35

30

25

20

distribution empirique de Z40000 pour 3000
tirages

11
1,13
117

1,2

L =T S~ SO = N B = - N BB
T s % = s w8 D

1,23
1,26

distribution empirique

Fic.1.5-LoideZ,
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Exercice 2

Soientf et g deux fonctions d® dansR* telles quef(x) et g(x) soient les densités de lois
de variables aléatoires a valeurs d&n©n suppose de plus que, pour taut R

f(x) < kg(x).

Soient(Y7,Y2, -, Yy, -+ ) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi
de densitéy(x) et (U, Uy, -+, Uy, -+ ) une suite de variables aléatoires indépendantes sui-
vant une loi uniforme sui0, 1] indépendante de la suite d& On poseN = inf(n >

1, kUng(Yn) < f(Yn)}.

1. Démontrer queN est fini presque sdrement et suit une loi géométrique. Quelle est sa
moyenne ?

<1 Commencons par remarquer gpe= P(klU,g(Yn) < f(Yn)) ne dépend pas de
(cette probabilité s’exprime en fonction de la loi du couftg, U,,) qui ne dépend
pas den). De plus en utilisant I'indépendance &g et U, on peut aussi écrire
sous la forme

1
P Jo JR Lug(x)<f(x)}9(x) dudx.

Commencons par montrer qgeest non nul. Pour cela, remarquons queAsi= {x €
R,g(x) =0},ona

1
P —J J g (x)<f(x)19(x) dudx.
0 Jr/A

f(x)

En tenant compte de I'inégalit@x) < kg(x), on obtient pour touk de A, f(x) = 0.

Dol p = [, @dx. On en déduit, commeest une densité, que = % p est en

particulier strictement positif.

Pour tout entier non nuh, on a (en utilisant les propriétés d’'indépendance)
PIN>n) = P(vk,1 <k <n,klg(Yi) > f(YVi))

mn

= JPkig(Ye) = f(Vi)) = (1 —p)™
k=1

Commep > 0 on obtient (paro- additivité de la probabilitéP ... ou par convergence
monotone, ... ou par convergence dominé) :

P(N=400) = lim P(N>n)=0.

n—+oo

N est donc fini presque sGrement

Pour toutn entier naturel non nul, on a (par indépendance)

PIN=n) = PVLT<1<nklhg(V1) = (Y1), kUng(Yn) < f(Yn))

= J]Pxlig1) < f(V)) x P (KUng(Yn) < f(Yy)).
1=1

D’ou
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PN=n)=p(l—p""'

N suit bien une loi géométrique de paramétre- ]E
La moyenne de N est donnée par

EN) =) np(1—p)™ T,

n>1

grace au résultat connu sur les séries :

E(N)=1—k

1
P

>
2. On définit alors la variable aléatoideen posant :

X=Yn=) Vil g

i>1

Calculer poum fixé etf bornée

E <1{N _ n}f(X)> .

En déduire la loi d&. Quelle est la loi du coupleN, X) ?

<1 Soitn un entier naturel eh une fonction réelle bornée. On a
El@nan X)) =Eldp1 <1< n kg () > (1)) HkUng (V) < £y} YD)
D’ou par indépendance entre les tirages, on a

E(In=nh(X)) = (1 —P)an(l{kung(yn) < £, Yn)).

Et par le méme raisonnement que dans la question 1) on obtient :

Edeu,g(Yn) < f(Y ) HYn)) =P JR h(y)f(y)dy.

Donc:

E(Lnenh(X) = (1 —p)™ Tp [g h(y)f(y)dy.

Cette relation permet d’identifier la loi du coup}e N et prouve en particulier qui
etN sont des variables aléatoires indépendantes.

Pour identifier la loi deX, il suffit de remarquer que toute fonction réelle borige

n>1 n>1

E(h(X)) = ) E(In=nh(X)) = Lh(y)f(y)dy X (Z p(1 p)“‘) :

d'ou E(h(X)) = [ h(y)f(y)dy.
X suit donc la loi de densité

>

3. Endéduire comment on peut simuler une variable aléatoire dédndx si on sait simuler
une variable aléatoire de lgix)dx.
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<1 On a vu queX suit une loi de densité Il suffit donc de simuler les suit¢kl,,, n >
1) et(Yy,n > 1) de maniére indépendante jusquR&(qui est une variable aléatoire) :
Yn donne alors un tirage d'une variable aléatoire de fok)dx.

On peut remarquer qu’il faut trouver un densigéelle qu’il existe unk permettant
d'assurer quef(x) < kg(x) pour toutx. C'est souvent possible, quitte a prendre
grand. Cependant pluk est grand, plus I'espérance d¢, E(N) = k est grande et
plus la simulation sera inéfficace. Il est donc conseillé de chabe fagon a avoirk
aussi proche dé que possibler>

1.10 Exercices

Exercice 4 Soit (X;)ien UNe suite de variables aléatoires indépendante;leaivant une loi
de moyennen et de variance?.

1.

. En déduire qu® ('

Calculez I'estimation dé® (|*==**» — m| > «) en fonction de la variance que I'on
obtient en appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev. En déduire un intervalle de
confiance &% pres, par excés, de la moyenne a l'issue.dieages.

Appliquer le théoréme de la limite centrale et en déduire un intervalle de confiance pour
I'estimation de la moyenne#®o preés.

. On suppose qué(A) = E (eAX) < 400 pour unA € R. Calculerd(A) si X suit une loi

gaussienne centrée de variamégsupposée connue).

. On suppose que la loi d¢est symétrique, ce qui signifie que :

E(f(X)) =E(f(=X)),

pour toute fonction borélienne positive (ou bornéepémontrer que dans ce cas pour
tout3 > 0:

2
P(X| > A) < 5 ()

. Démontrer que pour to@g > 0:

p (‘u _ m‘ > oc) < ZE(ebxm)"
n eba

Xy 4+ X,

n

P(u) = sup {Bu—log (E (ePXr™))}.

BeRT

— m' > oc) <2e ™ld gy

. Calculer (1) pour une gaussienne de moyenneet de variance?. Déduire pour cette

loi un intervalle de confiance %26 de la moyenne. Comparer avec les résultats obtenus
enl eten2.

Exercice 5 Soit X et Y deux variables aléatoires gaussiennes centrées de vatiandépen-
. —Y X+4Y 7 . . o . YZ
dantes. Trouver la loi du coup@%, Vi3 ) En déduire la fonction caracterlsthueéﬁg—.

Exercice 6 Soit (U,,n > 1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes identique-
ment distribuées. On pose :

Y, = sup UyetZ, = inf U,..

1<k<n 1<ksn
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1. On suppose la loi ded; uniforme sur(0, 1]. Calculer la loi deY,, et deZ,,. Quel est le
comportement presque sirdgetZ,, ?

2. Déterminer la loi du coupléY,,, Z,,). On commencera par calculer
P(Yn<x,Z,>y).

3. Quelle est la limite en loi du couplén — 2)(1 —Y,,),(n—2)Z,)?

4. Silesl; suivent des lois exponentielles de paramétiguelle est la loi d&,, et celleZ,,.
Quel est le comportement presque sar de ces variables lonstgunel verst-oo.

5. On suppose que la$; suivent des lois uniformes s{fr, 6], 6 étant un parameétre que I'on
cherche a estimer. On va estintgpar0,, = Y,,. Calculer la moyenne d&, et en déduire
un estimateur sans biais @eCalculer la variance de I'estimateur.

Exercice 7 Soit(X,,,n > 0) une suite de variables aléatoires indépendantes qui ont toutes pour
loi une loi exponentielle de paramefe

1. On poseS,, = Xy + - - - + X,,. Calculer la loi deS.,.

2. SoitT =inf{n > 0, S,, > 1}. Démontrer que presque siremé&nt +oco.
3. Calculer la loi deT et I'identifier comme une loi de Poisson.
4

. Proposer une méthode de simulation de la loi de Poisson, en prenant soin d’utiliser au
maximum des fonctions élémentaires (addition, multiplication).

Exercice 8 Soit X = (X;,..., X, ) un vecteur centré, de matrice de covariakce&€alculer la
variance d&)_' ; u;X;. Démontrer que si il existe un vecteur# tel queKu = 0, alors la loi
de X est portée par un sous espace vectoriel stridt'te

Exercice 9 Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite.
1. Calculer la loi dex3.
2. SoitZ la variable aléatoire définie par,si> 0 :

7 _ —X siX|<a
1 X si|X| > a

Calculer la loi deZ. Le couple(X, Z) est-il gaussien ?

3. Donner un exemple de couple de variables aléatoXeZ ) centrées, telles qUE(XZ) =
0, X et Z suivent des lois gaussiennes et telles ¥t Z ne sont pas indépendantes.

Exercice 10 Soit((X;, Y;),1 > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes a valeurs dans
R? suivant toutes la méme loi. On suppose de plusERg) = E(Y;) = 0, queE(X}) < +oo
etE(Y?) < 4o0.
1. Quelle est la loi limite déX; + - - - + X,,)/v/n, de(Yy + - -+ Y )/v/n?
2. Quelle est la loi limite du coupl(a(X1 +- X))/ (Y e+ Yn)/ﬁ) ?
3. A quelle condition la loi limite est elle celle d’'un couple de variables aléatoires indépen-
dantes ?
4. On suppose que le couple déx;,Y;) suit la loi suivante : avec probabilité/4 le
couple vaut soi{cog0),sin(0)), soit (—sin(0),cog0)), soit (—cog0), —sin(0)), soit
(sin(6), —cog90)). A quelle condition su®, les X; et lesY; sont elles indépendantes ?

Montrer que, cependant, quelle que soit la valeud dea loi limite est celle d’'un couple
de variables aléatoires indépendantes dont on donnera la loi.
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Exercice 11 On se donné€n (n > 2) variables aléatoires réelles gaussiennes indépendantes
X1y, X, Yq,..., Yo telles que, pout <i<n:

E (Xl) = A) E (Yl) =H,

et:
Var(X;) = Var(Y;) = o2,

A, 1, 0 étant trois parametres réels. On pose :

Xy 4 -+ X, Y, +--+Y,
AT e e o S VL T 6.
n n

Ly

1. Trouver la loi du vecteur aléatoirfé ., M., ).
2. Exprimer lorsque\ = u, la fonction définie, poua > 0 par :

f(a) =P (“—n - Mn| > ao—/ﬁ) »

alaide deN(x) = [*_ e */2du/v2m.

3. On pose:
1 Z“ 1
2 = — —I_ 2 TZZ—
Sn (Xl Tl) n n_-]

i=1 i

Montrer queS2, T2 et (S2 + T2)/2 sont des estimateurs sans biaisode Lequel vous
parait il préféerable ?

(Vi — M)
1

4. En déduire que lorsque= y, la variable aléatoire :
L, —M,
V/S2 4+ T2

suit une loi de Student de paramétre- 1.

vn

5. Que se passe t'il lorsque# w et quen tend verstoo. Proposer un test de I’hypothese
A = p contre |'alternative\ # .

6. Soit deux groupes de 21 éleves. On constate que la moyenne empiriquelést de
la variance empirique d2.4 pour le premier groupe et di& et 3.1 pour le deuxieme
groupe. L'écart entre les deux groupes vous parait elle significative ? (Stadefs)

Exercice 12 On considére le modele de transmission suivant : un signal déterminisst

bruité par une variable aléatoiBg, . On poseX,, = «s,, + 0B,, ouX,, est 'observation effective
(bruitée).« eto sont des parametres fixés mais inconnus. On cherche en particulier une méthode
d’estimation dex. On suppose que €8y )<<, suivent des lois gaussiennes centrées réduites

et sont indépendantes.

1. Trouver la loi du vecteufX;, ..., X.).

2. On notex = (xy,...,X%,) Un point deR™. Trouver la valeu&(x) qui maximise cette
densité. Calculer :

E(&(Xq,...,Xs)) etVar(&(Xy,...,Xq)).

A quelle conditiona est’il un estimateur convergent en moyenne quadratique.






Chapitre 2

Vecteurs gaussiens - Mouvement Brownien

2.1 \ecteurs gaussiens

Définition 2.1.1 On dit qu’un vecteur aléatoir® = (Xj,...,Xy) est un vecteur gaussien si,
pour toutu € RY, la variable aléatoire réelie. X est une variable aléatoire gaussienne.

Notons que par linéarité de I'espérance et par bilinéarité de la variance on a :
E(uw.X) =wEX) + - + ugE(Xy) = w.E(X),

et:

d d
Var(uwX) =Y > uuwCov (X;,X;),

i=1 j=1
avecCov (Y,Z) = E(YZ) —E(Y)E(Z) = E{(Y —E(Y))(Z—E(Z))}.
NotonsT', avecl;; = Cov (X, X;), la matrice de variance covariance du vectéwt m,
avecm; = E(X;), son vecteur moyenne. On voit donc que :

; 1
ettm—3 u.ru.

E (eiu.X) _ eiE(u.X)f%Var(u.X) _
On constate que la fonction caractéristique (et donc la loi) ne dépend que du Eayple On
dit dans ce cas qu¢ suit la loi NV (m, T).
Exemples :SiGy,..., G4 sont des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes alors
G = (Gy,...,Gq) est un vecteur gaussien centré de matrice de variance covariance égale a la
matrice identité d&k¢. En effet pouru € R¢, par indépendance, la fonction caractéristique de
u.G est

(Du.G(V) _ E(eiv(u.G)) _ H E(eivujGj) _ Hei 7 — e 2 u.u,

d 4 2
nllp

j=1 j
ce qui implique que cette variable aléatoire suit la loi gaussienne centrée de variance

Remarque 2.1.211 ne suffit pas quéX; et X, soient des variables gaussiennes réelles pour que
(X1, X3) soit un vecteur gaussien. Ce résultat est vrai dans le cas particuller etiX, sont
indépendantes mais pas en toute généralité.

Notons que la matrice de variance covariahoge n'importe quel vecteuxX est une matrice
symétrique positive (i.aL.l'u > 0 pour tout vecteutr deR?) : en effet,u.l'u = Var(u.X) > 0.
D’autre part, on peut construire (ou simuler) un vecteur gaussien de vecteur moyestroe

33
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matrice de covarianck donnéesi et seulement $a matricel” est symétrique positive. Nous
prouvons ce résultat dans le paragraphe consacré a la simulation d’un vecteur gaussien . Notons,
de plus, qud’ peut étre degénéreée (i.e. il existg # tel quel'uy, = 0) et dans ce caX prend

ses valeurs dans un sous espace affine strit’de

Stabilité du caractere gaussien par transformation linéaire Si X est un vecteur aléatoire
a valeursR? etY = a + MX pour un vecteur (constant) € R™ et une matricéM de taille
n x d, alors toute combinaison linéaire des coordonnée¥ é@st combinaison linéaire des
coordonnées dX a une constante prés : pourc R™, v.Y = v.a + (M').X. Donc siX est
gaussieny I'est aussi.

Exercice 13 Vérifier queE(Y) = a + M.E(X) et que la matrice de variance covariantee
Y s’exprime en fonction de cellede X par la relationA = MI'Mt.

Exemples :Si X = (X;,...,Xq4) est un vecteur gaussien a vale®% alors pourk < d, le
vecteur(Xy, ..., Xy) est gaussien (de méme que tout vecteur obtenu a parkredeenlevant
certaines coordonnées). La moyenne empirig[ef:] X; est une gaussienne réelle.

Simulation d’un vecteur gaussien Supposons que I'on cherche simuler un vecteur gaussien
dont on connait le vecteur moyenneet la matrice de variance-covariance
La matricel” est symétrique positive. Il existe donc une racine cafréelle que :

AA' =T,

\oir I'exercice 14 pour une preuve.

D’apres ce qui précéde, § = (Gy,...,Gq4) est un vecteur de variables aléatoires gaus-
siennes centrées réduites indépendantes alofsA G suit la loi V' (m, T).

On débouche donc sur I'algorithme suivant pour simuler un vecteur gaussién

Simulation d’un vecteur gaussien :

— Calculer une racine carréederl,

— tirer un vecteur de gaussiennes centrées réduites indépendantes
(G1,...,Ga),

— retourner le vecteum + AG.

Exercice 14 Algorithme de Cholevsky En supposant que edt est une matrice triangulaire
supérieure, résoudre itérativement I'équatioht = I'. Programmer la méthode ainsi identifiée.

Vecteurs gaussiens et indépendanceSi les coordonnées du vecteur aléatoXe =
(Xy,...,Xq) sontindépendantes et de carré intégrable, alors sa matrice de variance covariance
est diagonale. En effet pout# j, E(X;X;) = E(X{)E(X;) i.e.Cov (Xy, X;) = 0.

Dans le cas oX est un vecteur gaussien, le caractére diagonal de la matrice de covariance
s’avere une condition suffisante d'indépendance :

Proposition 2.1.3 Les coordonnées d’un vecteur gaussk¥n= (Xi,...,Xq) sont indépen-
dantes si et seulement si sa matrice de variance covaribmest diagonale.

Démonstration : Nous avons déja démontré la condition nécessaire. Supposons que la matrice de va-
riance covariancg est diagonale et notons le vecteur espérance 8eSiYi, ..., Y4 sont des variables
gaussiennes indépendantes d'espérance et variance respeciivgs, ..., my, l'qq alors le vecteur
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Y = (Yq,...,Yq) suit la loi V(m,T). DoncX etY ont méme loi et les coordonnéis sont des va-
riables indépendantes. ||

Exercice 15 Soit Y4,...,Y, des vecteurs aléatoires a valeurs respectivement dans
R4, ... R t.q. le vecteury = (VY1,...,Y,) est gaussien (cela implique en particulier que
lesY; sont des vecteurs gaussiens). Montrer que les vecYeurs. , Y,, sont indépendants si et
seulement si la matrice de variance covariandeY est diagonale par blocs au sens ou :

VG,k) ¢ [ Jldi + ...+ dig + 1, dy 4.+ A, T =0.

i=1

Convergence en loi de vecteurs aléatoiresLa définition de la convergence en loi est iden-
tigue au cas unidimensionnel.

Définition 2.1.4 On dit que (X,,,n > 1) suite de variables aléatoires a valeurs dRds
converge en loi verX variable aléatoire a valeurs daR$ si, pour toute fonction continue
et bornéef : R — R,

lim E(f(X,)) = E(f(X)).

n—+oo

On peut étendre au cas vectoriel le critere de convergence utilisant la fonction caracteéristique.

Théoréme 2.1.1Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires a valeurs d&fs Cette
suite converge en loi vers si et seulement si, pour tout= (u;,...,ugq),0na:

lim E (&%) = E (™) |

n—-+oo

Ce résultat est délicat a obtenir et nous I'admettrons. Nous allons voir qu’il permet de démontrer
simplement une généralisation du théoréme de la limite centrale.

Théoréme 2.1.2 (de la limite centrale multidimensionnel)Soit (X,,,n > 1) une suite de va-

riables aléatoires a valeurs dar®® indépendantes suivant toutes la méme loi u®©n sup-
pose queE (|X|2> < +oo (ou |x| désigne la norme euclidienne d'un vecteurRi®. On note
m le vecteur des espérancesX¥em; = E(X;) pouri =1,...,d. etl" le matrice de variance-
covariance du vecteuX, I;; = Cov (X, X;). Alors :

n

1
\/ﬁ( (Xi+-+Xy)—m
converge en loi vers un vecteur gaussien centré de matrice de variance-covdriance

Démonstration : Soitu € R etY,, = u.X,,. Les variablesy,, sont des variables aléatoires réelles
indépendantes et identiquement distribuées. Elles sont de carré intégrable. Leur espénance ast
et leur variance? = w.lu.

Donc, par application du théoréme de la limite centrale dBn¢théorémel.7.1), la suite
NiD (T]T(Yl +.o..4+Ye) — mu) converge en loi vers,, G. En utilisant la caractérisation de la conver-
gence en loi des variables aléatoires réelles par les fonctions caractéristiques, on en déduit :

lim E (ei\/ﬁ(%m +...+Yn)fmu)) —E (eiauG) _ e hwlu

n—-+oo
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En utilisant la définition d&,,, on obtient

lim E( fu.y/m( % X1+...+Xn)7m)) _ ef%u.l"u‘
n—+4o00

Commeu € R4 est arbitraire, on conclut en utilisant la caractérisation de la convergence en loi des
vecteurs aléatoires daR$! par les fonctions caractéristiques. ||

Stabilité des vecteurs gaussiens par convergence en Ildie résultat suivant qui assure que

toute limite en loi (a fortiori presque sire, en probabilité, dalnsu dand_? puisque ces conver-

gences impliquent la convergence en loi) de variables gaussiennes réelles est gaussienne, est tres
utile pour obtenir le caractére gaussien de variables obtenues par un procédé de passage a la li-
mite.

Proposition 2.1.5 Soit (X,,),, une suite de variables gaussiennes réelles qui converge en loi
versX. Alors X est gaussienne.

Démonstration : Supposons dans un premier temps ¥yeconverge verX dansl? i.e. queE((X,, —
X)?) — 0. Comme(E(Xn) — E(X))? < E((Xn — X)?), E(Xy) — E(X).

Par I'inégalité de Cauchy-Schwa&(X,,X) < /E(X2)/E(X?).
Donc

E((Xn — X)) = EDXC) — 2E(XX) +E(X?) 2 (/EOR) — [EDR)2

Ainsi E(X2) — E(X?) et Var(X,,) — Var(X).

u. 2 LLZ
On en déduit que pour € R, E(eftXn) = itEXn)—4-VaIXn) _, oEX)—4-VarX) | 5 convergence
dansL? de X, versX entraine la convergence en loi Mg versX et donc d’aprés les théorémes .2et
2.1.1, la convergence dg(e™*n) versE(e*X). On conclut donc que

Vi€ R, E(eiX) — oluE(X)—%-Varx)

ce qui implique qué& est gaussienne.

Traitons maintenant le cas plus délicat ou I'on suppose seulement la convergence en loi de la suite
X, versX. Comme la fonction caractéristiqde, (u) = E(e*X) est continue (conséquence du théoréme
de convergence dominée) et vérifig (0) = 1, il existev > 0 t.q.|Dx(v)| # 0. La convergence en loi
de X, versX entraine celle d&(eVXn)E(e WXn) = eV VaAIXn) yersE(eVX)E(e VX)) = Dy (v)|2.
On en déduit que la suit@/ar(X,)), converge vers une limite? € R_..

Comme pour toutt € R, E(elXn) = GIUEXn )~ Var(X,) converge verg (e"X), pour toutu € R
la suite elE(Xn) converge vers une limite)(u) avecp(u)| = 1. Montrons par I'absurde que I'on
peux extraire de la suiteE (X, )),, une sous-suitéE (X, ))x qui converge vers une limite finie € R.
Supposons qu’au contraifE(X,,)| — +oo. Soit ¢ une fonctionC*> a support compact sWR. Par
convergence dominée

n—-+oo

J Y(we(uwdu=_lim J eUEXn) (1) du.
R R
Or par intégration par parties,

i
E(Xn)

J eMEXn) o (u)du = J eMEXn) o/ (1) du.
R R

ce qui entraine quefg e EXnlp(u)dul < MR l@’(u)|du. On conclut que pour toute fonction
C® a support compacp,

JRlb(u)cp(u)du Y
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Ainsi la distribution associée a la fonction localement intégrgbést nulle i.eap = 0, ce qui contredit
| = 1. Donc il existe une sous-suit&(Xy, ))x qui converge vers une limite. € R. On conclut que

i i 1 u.2 . uZ
Vu € R, E(ef™) = fim E(ef™mc) = fim gtEXny )= Var(n, ) _ gium-—2-0%
k k

Corollaire 2.1.6 Soit (X, ), une suite de vecteurs gaussiens a vald®ftgjui converge en loi
vers un vecteuK. Alors X est gaussien.

Démonstration : Comme pourr € R¢, 'applicationx € R — u.x € R est continue, la convergence
en loi deX,, versX entraine celle dea.X,, versu.X. Les variablest.X;, étant gaussiennes, on en déduit
avec la propositior2.1.5queu.X est une variable gaussienne. Comme R< est arbitraire X est un
vecteur gaussien. i

2.2 Mouvement Brownien

Définition 2.2.1 On appelle processus stochastique a temps continu a valeurs dans urkespace
muni d’une tribu&, une famille(X, t > 0) de variables aléatoires a valeurs dardefinies sur
un espace de probabilit€, A, P).

Remarque 2.2.2L'Indice t € [0, +oo[ représente le temps. Notons que I'on peut associer, a
chaquew € Q, une trajectoire :
t — X(w).

Définition 2.2.3 Un processus stochastiq(ig,, t > 0) a valeurs réelles est appelé mouvement
brownien (standard) s'il vérifie les quatre propriétés suivantes :

() Bo=0

(ii) Pour touts < t, 'accroissemenB, — B; suit la loi gaussienne centrée de varianees.

(i) sio < t; <t, <... <, lesaccroissements, ,B,, — B,,...,By, — B, _, sont
indépendants

(iv) Endehors d'un ensemble de probabilité nulle, les trajectoiresB, (w) sont continues.

Notons que (i) et (ii) implique qu&, = B, — B, suit la loi gaussienne centrée de variance
dont la densité est

Définition 2.2.4 Un processu$X,,t > 0) a valeurs réelles est dit :
— continu si les trajectoires— X, (w) le sont.
— aaccroissements indépendantgisic N*et0 < t; < t, < ... <t,,lesaccroissements
Xe, — Xo, Xy, = Xgyy - -+, Xir, — Xt , SONtindépendants.
— a accroissements stationnaire¥sit > 0, X,.; — Xy @a méme loi qu&; — Xj.

Un mouvement brownien standard est donc un processus continu (iv) a accroissements indé-
pendants (iii) et stationnaires (ii). En fait, on peut caractériser tout les processus qui vérifient
ces trois propriétés
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Théoréme 2.2.1Si (X;,t > 0) est un processus continu a accroissements indépendants et
stationnaires alors il existe deux constantes réetleso t.q.Vt > 0, X; — X, = rt+ 0B avec
(B¢, t > 0) un mouvement brownien.

Démonstration : La démonstration du caractére gaussierXde- X, est délicate. Elle repose sur des
variantes du théoreme de la limite centrale. Nous admettrons ce résultat.
Par contre, il est tres facile de calculer la moyenne et la variang deX,. En effet :

Xigrs — Xo = (Xigs — X¢) + (X¢ = Xo) .«

La loi de (X, s — Xi) estidentique a celle d&X; — Xp) par hypothése. Comme nous avons admis qu'il
s’agissait d'une variable aléatoire gaussienne, cette variable aléatoire a une espérance et une variance
finie ainsi que(X; — Xo). Donc :

E (Xiys —Xo) = E(Xeys — X¢) +E(Xy — Xo) = E(Xs — Xo) + E (X — Xo) .
Sil'on noted(t) = E (X; — Xp), on a donc I'équation fonctionnelle :

d(t+s) =d(t) + d(s).

On en déduit que polt,n € N*, d(k/n) = kd(1/n). Si on poser = ¢(1), le choixk = n permet
de vérifier quevk,n € N*, ¢&(k/n) = rk/n. On conclut alors, sans presque aucune hypothése de
régularité sukp, qued(t) = rt.

De méme, pour la variance, comige, ;—X; etX;—X, sont deux variables aléatoires indépendantes,
ona:

Var (Xi1s — Xo) = Var (Xiis — X¢) + Var (Xy — Xp) = Var(Xs — Xo) + Var (Xy — Xo) .

Le méme argument permet alors d’affirmer que Mar— Xo) = o2t. On vérifie ensuite facilement que
B, = };(Xt — Xo — 1t) est un mouvement brownien. |

Remarque 2.2.5Si on souhaite modéliser le coufS.).>o d’une action par un processus
continu strictement positif & accoissements relatifs

S.—S, S,
= — —1 <
S, 5, hwst

indépendants et stationnaires aléts = In(S,) est un processus continu a accroissements
indépendants et stationnaires. Dans ces conditions, d'apres le thédréial existe deux
constantes réellaset o et un mouvement brownigB,t > 0) t.q.

vt >0, S, = Soexp(oB, + rt).

Ce modele d’actif est appelé modéle de Black-Scholes.

Exercice 16 Montrer que pour toux € R, E(e*Bt) = e%. En déduire que
o 0 simimpair
E(Bt) —

tn/Zn! . .
W SIn palr.
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2.3 \ers une construction du mouvement brownien

Nous allons donner une réponse (partielle) a la question : Le mouvement brownien (stan-
dard) existe t'il ? Le but de cette partie sera d’écrire un programme informatique permettant de
simuler une trajectoire d’'un mouvement brownien.

Pour mener a bien cette construction, nous allons chercher a identifier la “loi conditionnelle
deBt%s lorsque I'on connaiB, etB,”.

Pour cela, notons que si< t alors le vecteur :

(BS>B‘”£75aBt)

est un vecteur gaussien puisque il s’écrit linéairement a partir du vecteur de gaussidénes
pendantes
(Bs, Buse — By, By — Buss).

L'indépendance de ces trois variables aléatoires est une conséquence de la définition : les ac-
croissements du brownien sont indépendants.
On cherche a détermineret 3 de fagcon a ce que la variable aléatofig; :

Zoc,[S = BthfS — aBs — BBy,

soit indépendante du couplB,, B,).

Pour cela, il convient de noter que le vectél g, B, B¢) est un vecteur gaussien (comme
combinaison linéaire de variables aléatoires gaussiennes indépendantes) centré (puisque
E(By) = E(Bt%s) = E(B;) = 0etdoncE(Zyp) = 0).

Ce vecteur étant gaussien, d’apres I'exerdiseZ,  sera indépendante du coupk, B.)
si et seulement si :

Cov(Zyp,Bs) =0etCov(Zyp,B:) =0.

On obtient, sans difficultés, que :

CoV (Zo gy, Bs) =E <Bt;sBs) — &E(B2) — BE(B,Bs).

On voit donc qu’il faut savoir calculer, pour un mouvement brownien stan8éBg B,) si
u < v. Pour cela remarquons que :

E(Bqu) = E(Bi + Bu(Bv - Bu)) = E(Bi) + E(Bu(Bv - Bu))
Mais, B,, et B, — B,, sont indépendantes E{B,,) = 0 donc :
E(B.(By, —By)) =0.

De plus,B,, suit une loi gaussienne centrée de varian@dncE(BZ) = u. On voit donc que,
siu<v:
E(B.B,) =u.

Plus généralement, cela implique que pour toet pour touts :
E(B{Bs) =t As =inf(s, t).
Ce résultat intermédiaire étant établi, on obtient :

COV (Zap,Bs) =E (Bt?BS) — «E(B?) — BE(B(B,) = s — as — Bs,




40 Cours de Processus Aléatoires

et:

Cov (Zsp,By) = E (BHTSBQ — «E(BB,) — BE(B?) = TS — s — Bt.

On a doncCov (Z,p,Bs) = Cov (Z4p,B:) = 0 si et seulement sk = 3 = 1/2. Posons
/= Z]/Z,]/Z) soit :

1
Z.:Bthrs—z(Bs+Bt)

Z est par construction une variable aléatoire indépendante du cOBplB;). De plus elle
suit une loi gaussienne puisque elle s’exprime linéairement en fonction du vecteur gaussien
(BS,B%S,Bt). Pour identifier la loi deZ il suffit de calculer sa moyenne et sa variance. On

obtient facilement qu&(Z) = 0 puis que :

2
Var(Z) =E(Z?) =E { (Bm — % (Bs + Bt)) } .

2

En développant le carré, on obtient :

t+s t s t+s s 1
Var(Z)— 7 +Z+4_1_ ) —S+Z—Z(t—s).
On voit donc queZ s’écrit sous la forme :
1
Z:z\/t—SGsyt,

G, ¢ etant une gaussienne centrée réduite indépendante du ¢8upls).

Remarque 2.3.10n peut montrer qué&; ; est en fait indépendante @, pour toutu < s ou
> t.

On peut résumer le résultat qui vient d’étre établi de la fagon suivante :

{ BHTS:%(Bs‘FBt)‘F%Vt_SGs,t

. L 2.1
G, etant independante di, pour toutu < s ou> t. (2-1)

Cela suggére la procédure de simulation (ou de construction) suivante de la trajétaire
s < 1) a partir d’'une suit¢G;);>; de variables gaussiennes centrées réduites indéependantes :

PoseB; = Gy,
utiliser (2.1), avecs = 0 ett = 1 pour poseB;,, = %(81 + G,),
utiliser (2.1), avecs = 0 ett = 1/2 pour poseB; s = %(sz + %Gz),

el

utiliser (2.1), avecs = 1/2 ett = 1 pour poseB; 4 = 3(B1,2 + By + \/%GL;),
5. etc ...
Il est facile d’écrire un programm@ qui fait ce travail.

double gaussienne()
/I renvoit une gaussienne centrée réduite

{

return ...

}

void Pont(s,x,t,y)



Ch.2 Vecteurs gaussiens - Mouvement Brownien 41

{

double z;

if(Jt-s|<epsilon)
{
tracer la droite de (s,x) a (ty);
return;

}
zZ = (x+y)/2 + sqgrt(t-s)/2 * gaussienne();
Pont(s,x,(s+t)/2,2);
Pont((s+t)/2,z,t,y);

}

void main(void)

{
}

Pont(0,0,1,gaussienne());

2.4 Régularité des trajectoires

Une propriété importante (bien que parfois génante!) du mouvement brownien est le
manquede régularité des trajectoires. Nous admettrons le théoréeme suivant.

Théoréme 2.4.1Soit (B¢, t > 0) un mouvement brownien, alors, en dehors d’'un ensemble de
probabilité nulle, il n’existe aucun point ou la trajectoire est différentiable.

Nous allons prouver un résultat lié a ce théoreme bien que moins fort.

Proposition 2.4.1 Soit (B¢, t > 0) un mouvement brownien, sditun réel positif,n un entier.
On pose:

iT :
t'=—, pour0 <i<mn.
n
Alors, au sens de la convergenice:

n—1

2
nLIToo Z <Bt?+] B Bt?) =T

i=0

Démonstration : En utilisant I'indépendance des accroissementBdet > 0) on obtient :

n—1 2 n—1 2
Var( (Be, —Byy) ) =Y Var <<Bt% ~By) ) .
=0 i=0

1

Mais :
2

var ((B% - Bt?)2> -E <(Bta1 - Bt?)4> -E ((Bt% - Bt?>2> :

LaloideBr | — Byn estcelle d'une gaussienne centrée de variafige— ti* = T/n, donc siG est une
gaussienne centrée réduite, on a :

Var ((Bt% - Bt?)2> = ;r; (E(G“) — E(G2)2> — TT;(E(G4) —1).
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De plus:

: (E (B —Bt?)z) :E : ((B% —Bt?>2> e

1=

Finalement on obtient :

Ce qui prouve le résultat. ||

Remarque 2.4.2Ceci implique qué B, t > 0) ne peut étre lischitzienne sur I'intervall T].
En effet la convergende’ implique la convergence presque s(ire pour une sous suite et, de plus,
si|B; — B, < K[t—s|,ona:

3

2 2T KT
(Bt?ﬂ - Bt?) <) 7 S T ot 0.

I
o

i i=0

Ceci prouve que la trajectoire ne peut étre lipschitzienne sur l'interiglle.

2.5 Caractere gaussien du mouvement brownien

Nous avons vu que $B,t > 0) est un mouvement brownien aldBs suit une loi gaus-
sienne. Une propriété plus forte est vérifié par le proceSBug > 0) : c’est un processus
gaussien.

Définition 2.5.1 On dit qu’'un processugX;,t > 0) est unprocessus gaussiesi pour tout
entiern et pour tout-uplet,0 < t; <t, < --- < t, < +o0, le vecteur(X,,, ..., X, ) estun
vecteur gaussien

Il est alors facile de vérifier que :
Théoréme 2.5.1Un mouvement brownien est un processus gaussien.
Démonstration : Appelons(By, t > 0) ce mouvement brownien. Alors

(Bt1 )Btz - Bt1 PIR )Btn - Btn,1 )

est un vecteur formé de gaussiennes indépendantes, donc un vecteur gaussien. LEByecteurBy, )
gui s’obtient par transformation linéaire du précédent est également gaussien.

On peut de plus prouver le résultat suivant.
Théoreme 2.5.2So0it(B,t > 0) un processus gaussien centré continu t.q.

Vs,t > 0, Cov(B;B) = min(s,t).

Alors (B, t > 0) est un mouvement brownien.

Démonstration : Le point (iv) de la définitior2.2.3est vérifie. Commé&(By) = 0 (processus centré)
et Var(By) = min(0,0) = 0, By est nul avec probabilité et le point (i) est vérifié.
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Pour les points (ii) et (iii) on se donrle=to < t; < ... < t,. Pourl <i<mn,
Var(By, —By, ,) = Var(By,)—2Cov (By,, By, ,)+Var(By, ,) =ti—2min(t;, ti_1)+ti_1 =t —ti_1.
Et pour! <i<j<m,

Cov (By, — By, ,By, — By, ;)
= Cov (By;, By;) — Cov (B, By;_,) — Cov (By,_,,B¢;) + Cov (By,_,, By;_,)
= min(t;, t;) —min(ty, tj_1) —min(t;_1, t;) + min(t;_q, 1)
=t —t—t 1+t =0.

Comme(B;) est un processus gaussien, on conclut que les variBpleB¢, — By,,..., By, — B¢,
sont des gaussiennes centrées indépendantes de variances respettives;, ..., t, —t, 1. | |

Exercice 17 Montrer que siB,, t > 0) est un mouvement brownien alors :
— (=B, t >0)
- (%Bczt, t>0)ouc #0,
— (Biy+t — By, t > 0)outy >0
sont des mouvements browniens. En déduire queﬁgd}sds) = Loi(T3/? j; B.ds).

Une application du caractére gaussien du mouvement brownienQuelle est la loi de
jg B.ds si (B¢, t > 0) est un mouvement brownien ?
Comme(B¢, t > 0) est un processus continu, on a, au sens d’une limite presque slre :

Sitl = % (approximation d’'une intégrale par une somme de Rieman).
Comme le processuéB,,t > 0) est un processus gaussien les variables aléatoires

TIL Z?;O] B~ sont des gaussiennes centrées. Avec la propositiof on en déduit qu§g B.ds

est une gaussienne. Comigg[, B,ds) = [, E(B,)ds = 0, pour identifier sa loi il nous reste
a calculer sa variance :

() - ([
— e ([ [ B

T (T
= J J E (B,B,/) dsds’.
0 Jo

CommeE(B;B.) = min(s, t), un calcul simple montre que :

T 3
Var q Bsds) = T—
o 3

Exercice 18 Montrer que le couple{BT, J"g Bsds) est un vecteur gaussien et identifier sa loi.
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2.6 Exercices

Exercice 19 SoitX etY des variables gaussiennes réelles indépendantes. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que les variaklesy et X — Y soient indépendantes.

Exercice 20 Soit X une variable gaussienne centrée réduite @he variable vérifianP(e =
1) =P(e = —1) = 1/2 indépendantes.

1. Quelle estlaloi d& = X ?

2. Donner la matrice de covariance du vectexyY).

3. CompareE(X?Y?) aE(X?)E(Y?). Les variableX etY sont-elles indépendantes ?
4. Que peut-on conclure sur le couphe, Y) ?

Exercice 21 Soit X;, ..., X,, des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes. On
noteM,, = T]T > XetV, = ﬁ > o, (Xi — M,)? la moyenne et la variance empirique.

1. Montrer queM,, est indépendante du vectddt; — M, X; — M, ..., X, — M,.).
2. Conclure queM,, etV,, sont indépendantes.

Exercice 22 Dans toute la suite on suppose dqiig, t > 0) est un mouvement brownien stan-
dard.

1. CalculerE(|By|).
2. CalculerE(BZB2).

Exercice 23 Soientf;,f, deux fonctions continues sif, 1]. On noteX; = J"(]) B.fj(s)ds.
1. Montrer que presque sdrement

n—oo N

n—1
X; = lim 1 D Byafi(k/n).
k=0

2. En déduire quéXy, X,) est un vecteur gaussien.
3. Calculer la moyenne et la matrice de variance covariance de ce vecteur.

Exercice 24 Lemme de Borel-Cantelli
1. Soit (Xy, k > 1), une suite de variables aléatoires réelles, montrer que I'on a toujours :

E (Z xk|> =D E(X).

k>1 k>1

2. En déduire que € (Zkz] \Xkl) < 400, alors, presque saremdimh;_,, ., X = 0.

3. On considére une suite d’évenemefis, k > 1). Montrez, en posarXy, = 1., que
Si ) =1 P(Ay) < +oo alors, presque strement, il existe un raxgo) (dépendant du
hasard) tel que $i > N(w) alorsw ¢ Ay.

Ce résultat, tres utile pour prouver des convergences, est connu sous le nom de Lemme de
Borel-Cantelli. Il sera utilisé dans I'exercice suivant.
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Exercice 25 1. On noteZ, = tB;,. Montrer que le vecteufZ,,,Z, — Z,,...,Z, —
Z, ,),0u0 < t; <--- < t,, estun vecteur gaussien dont on déterminera les caracte-
ristiques. En admettant quien_, Z; = 0, montrer qugZ;,t > 0) est un mouvement
brownien. Le reste de cet exercice consiste a prouvelioue, Z, = 0.

2. Montrer que presque saremdimd, ., B,/n = 0.

3. On considére,, = sud|B;y — B,;n < t < n + 1}. Montrer que(M,,,n > 0) est une
suite de variables aléatoires indépendantes de mém@rcadmettra dans la suite de
cet exercice qUEE(|M;]) < +oo.

4. Montrer que, pour tout > 0

—

D P(My>en)=) P(M;>en)<

n>1 n>1

—E(IMy]).
€

En utilisant le fait queE(|M;|) < 4oo et le lemme de Borel-Cantelli en déduire que,
presque stremertm,,_, . M, /n = 0.
5. Montrezque poun <t<n-+1,0na

Be Bn

B | n M.,
t n

“nn+1) n’

En déduire que presque sirement
t—oo
Exercice 26 Soit0 < a < b < o fixés. Soitr une subdivision finie dg1, b] : T = (to, ..., tn)
ola=ty<---<t,=D>b.LepasA(T) de la subdivision est
A(T) =sufdtis —t,0 <i<n}

Enfin on noteX, = } ™ ,[B
tend vers zéro.

.., — By,J%. Soit(ty, k > 1) une suite de subdivisions dont le pas
1. Montrer que la suit¢X., , k > 1) converge dank?(P) versb — a.

2. Montrer gu'il existe une sous-suité,,1 > 1) telle que la suite{XTkL,l > 1) converge
presque strement vebbs— a (On utilisera le lemme de Borel-Cantelli).

3. Soite > 0. Déduire de la question précédente que presque srement

‘Bs - Bt’
sup ——— =
(s,)€labl?, st (s —1t)z ¢

Donner une interprétation intuitive en terme de régularité d’une trajectoire d’'un mouve-
ment brownien ?
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2.7 Travalil dirigé : Test d’adéquation a une loi

On vous propose de jouer avec un dé et cing partenaires. Tout le monde mise 1F, on lance
le dé. La face exposée détermine le gagnant qui empoche toutes les mises. Calculer votre gain
moyen au bout de coups. Pour accepter de jouer, il vous faut savoir si le dé est biaisé ou non.
Notre but est d’établir une procédure simple pour déterminer si le dé est non-biaisé. On parle
de test d’'adéquation a une loi.

On note(X;,1i > 1) des variables aléatoires indépendantes et de méme loi a valeurs dans
{x1,---, %}, dont la loi est caractérisée ppy = P[X; = x;] > 0 et Z;l] p; = 1. (Dans
'exemple ci-dessuk = 6.) On note

k

Nj = i 1Xi:X,' et T,= Z M
i=1

n .
j=1 P;

1. Déterminer la loi deN;.

Le cas d'une piece k =2
1. Déterminer la loi du coupléN;, N,).
2. Déterminer le comportement de la suit¢; /n,n > 1).
3. Déterminer le comportement de la Slﬂﬁ%,n >1).

La loi du x?

1. Soit(X,,n > 1) une suite de variables aléatoires vectorielles qui converge en loKvers
Soit f une fonction continue. Déterminer le comportement de la &, ), n > 1).

2. CalculerT,,. Comportement d€l,,,n > 1).

3. Donner la densité de la loi limite. Identifier la loi limite comme une loi Gamma :
I'1/2,d/2) avecd = 1. Rappeler sa fonction caractéristique. On parle également de
loi dux? ad degrés de liberté. Ces lois sont tabulées.

4. En déduire un test pour déterminer si une piéce est non-biaisée.

Le cas général
1. Donner la loi de la somme de dew¢ indépendants &; et k, degrés de liberté. En

déduire la loi deZ};] XZ, 0UXy,-- -, Xi sontk gaussiennes indépendantés0, 1). On
pose
7 _ (Nl —npr Nk_npk)
" np; ) NPk .

2. Donner la limite en loi,Z, de (Z,,n > 1) quandn — oco. Déterminer la matrice de
variance-covarianck.

3. CalculerZ}‘:1 v/P;jZx(j). En déduire qué est de rang strictement inférieuka

4. Montrer quel”> = I'. Montrer quel” est de rang — 1. On pourra considérer les vecteurs
e etle ol ey (1) = /Py, ex(k) = —/p7 etex(i) = 0sii & {1;k} pourk > 2. En
déduire gu'il existe une matrice unitaitetelle quel'T'u est diagonale.

5. Donner la loi dell*Z. En déduire la loi dg_{ | Z(j)?.
6. Donner la limite d¢T,,,n > 1). En déduire un test pour savoir si un dé est non-biaisé.
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Exemples numériques

1. On considere les naissances aux U.S.A. On souhaite savoir si les naissances sont équi-
réparties sur les jours de la semaine. Les nombres moyens de naissances par jours de
semaine pour 1997 sont les suivants (source NVSR 1988),.i = 10861, Nyardi =
12104, Nuercredi = 11723, Nieudi = 11631, Nvendredi = 11640, Nsamedi = 8670 et
Npimanche = 7778. On obtientT,, = 1639. On lit dans la table di? a 6 degrés de li-
berté queP(x?(6) > 23) = 0, 1%. On rejette donc I'’hypothése des naissances uniformes
sur les jours de la semaine au niveau 0,1%.

2. Weldon a effectuér = 26306 lancers de 12 dés a six faces. On n¥tde nombre de
faces indiquant 5 ou 6 lors du i-ieme lancer. Les fréquences empiriques observées sont

. Ny | N .
notéesf; = —, ou N; est le nombre de fois ol 'on a obserjvéaces 5 et 6 sur les 12
n
dés lancés N; = > ', 1y,;. Les résultats obtenus sont : Si les dés sont non biaisés,

fo=0,007033 [, =0,043678 | f, =0,124116 [ f5 =0,208127
£, =0,232418 | f5=0,197445 | f. =0,116589 | {5 = 0,050597
fy =0,015320 | fo =0,003991 | f, = 0,000532 | f1; = 0,000152
12 = 0,000000

la probabilité d’observer les faces 5 ou 6 dans un lancer de dé&/gstLes variables
aléatoireg X;, 1 < i < m) suivent donc une loi binomiale de paraméti@, 1/3). Les
fréquences théoriques sont :

fo = 0,007707 | f; = 0,046244 | f, = 0,127171 | f; =0, 211952
f4 =0,238446 | f5 = 0,190757 | fg = 0,111275 | f, = 0,047689
fg = 0,014903 | fo = 0,003312 | f1o = 0,000497 | 1; = 0,000045
f1, = 0,000002

CalculerT,, et en déduire que I'on rejette I'hypothese des dés non biaisés. Les données
sont issues du livre de Feller Tome 1 : “An introduction to probability theory and its
applications”, page 149.






Chapitre 3

Espérance conditionnelle

3.1 Tribus construites a partir de variables aléatoires

Soit Q un ensemble muni d’'une tribd c’est-a-dire un sous-ensemble dersembléP (Q)
des parties d€)

— contenanf) et Q

— stable par passage au complémentaire

— stable par union ou intersection dénombrable.
Rappelons la définition d’'une variable aléatoire réelle(shr.A) :

Définition 3.1.1 Une applicationX de Q muni de la tribud dansR est une variable aléatoire
si pour toutB dans la tribu borélienne de (plus petite tribu qui contient tous les intervalles) :

{we O X(w)eB={XeB}e A.

Cette propriété est la-mesurabilité de.

Unesous-tribuBB de A est une tribu suf) t.q. B C A.

— Soit X une variable aléatoire suyf), A) a valeurs danf. On note :o(X) la plus petite
sous tribuB de A, rendant I'applicatiorX B-mesurable. Cette tribu représente I'informa-
tion donnée par la connaissanceXleNotez, par exemple, que 8i € A, alors la tribu
engendrée par la variable aléatdisgest égale a :

{d,A,A% Q).
— SoitXy, ..., Xy, n variables aléatoires suf), .A) a valeurs danR, on note :
G(X],.. . ,Xn)

la plus petite sous tribis de A rendant les applicationXy, ..., X, B-mesurables.
Cette tribu représente I'information donnée par la connaissance des variables aléatoires
Xiy oo, X
— Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires réellesnesurables. On note, pour
toutn > 1
JTTLZO‘(Xk,1 Skﬁn)

Alors (F.,n > 1) est une suite croissante de tribus qui porte le norfildation natu-
relle. Pour unn fixé, F,, représente information disponible I'instantn.
Le résultat suivant dont la preuve fait I'objet de I'exerc&clarifie I'interprétation d’une
tribu comme information.

49
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Proposition 3.1.2 SoitX et Y deux variables aléatoires réelles. AloYsesto(X)-mesurable si
et seulement si il existe une fonctidnde R dansR, telle que :

P(Y=f(X))=1.

Remarque 3.1.3SiY esto(X)-mesurable et, si 'on connait la valeur ¥eon peut en déduire
la valeur deY.

3.2 Notion d’espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire réelle définie g2, A) et soit3 C A une sous tribu ded.
L'espérance conditionnelle vise a définir la notionrdeilleure approximatiorde X par une
variable aléatoirés-mesurable.

Cette notion est, évidemment, relative au choix d’'une probalBilggr (Q, .A). Nous allons
commencer par traiter le cas ¥test une variable aléatoire de carré intégrable, c’est a dire telle
queE(X?) < +oo (on le note aussk € L2(P)).

La construction se fait en utilisant le théoreme de projection sur un sous espace fermé d’un
espace de Hilbert.

Pour cela posons :

— Ha = {X variable aléatoired-mesurable telle qUE(X?) < +oo},

— Hp = {X variable aléatoiré3-mesurable telle quE(X?) < +oo}.

Alors 'H 4 est un espace de Hilbert : c’est un espace vectoriel complet muni d’'une norme dé-
rivant du produit scalairez X,Y >= E(XY) et ||X||? =< X,X >. Hp est un sous espace
vectoriel fermé inclus dans cet espace de Hilbert. On peut alors montrer, en utisant le théoréeme
de projection sur un sous espace fermé dans un espace de Hilbert, le résultat suivant.

Proposition 3.2.1 Si X est une variable aléatoire telle quE(X?) < +oo, il existe une unique
variable aléatoireZ, telle queE(Z?) < +o0, B-mesurable et vérifiant :

E((X—2)*) = inf E((X=Y)?).

YeEHR

Z est, ainsi, la variable aléatoire la “plus proche” d¥ au sens de la norme de I'espace de
Hilbert H 4, c’est a dire de la normg/E(X?). Z est I'espérance conditionnellele X sachant
B que I'on note :

E (X|B).

X

/

FIG. 3.1 —Projection orthogonale st

Imesurable au sens ol I'image réciproque fpde tout élément de la tribu borélienne Beest dans la tribu
borélienne d&R
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La définition implique que pour tout rég| et pour toute variable aléatoivede H on a :
E((X—2)*) <E((X—Z—-AY)?).
On voit donc que\ = 0 réalise le minimum de la fonction :
f(A) = NE(Y?) + E ((X—Z)%) = 2AE ((X— 2)Y).

On en déduit en écrivarit(0) = 0 que :

E((X—2Z)Y)=0.
Réciproquement, €, tel queE(Z?) < +oo Vérifie

E(ZY) =E(XY),

pour toutY deHz, alors on peut prouver, en utilisant le théoreme de Pythagor& guieimise
la distance X dansH. On obtient donc le résultat suivant :

Proposition 3.2.2 Il existe une uniquevariable aléatoire3-mesurable telle qUE(Z?) < +oo0,
vérifiant pout toute variable aléatoiré, B-mesurable et telle quE(Y?) < +oo :

E(XY) = E(ZY).
Cette variable aléatoire est la meilleure approximation, au sens de la noriE(X2), de X

parmi les variables aléatoire8-mesurables de carré intégrable.

Cette définition ne permet pas de traiter le cas de variables aléatoires seulement intégrables (i.e.
telle queE(|X|]) < +o00). L'extension au cas intégrable, pour I'essentiel identique au cas de
carré intégrable, est plus technique et nous admettrons donc le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1SoitX une variable aléatoire réelle telle que|X|) < +o0, alors il existe une
unique variable aléatoiré3-mesurableZ telle queE(|Z]) < +oo Vvérifiant pour toute variable
aléatoireY B-mesurable ebornée:

E(XY) =E(ZY).
On note la variable aléatoir& sous la forme :
E (X|B).
C’est I'espérance conditionnellele X sachants.

Remarque 3.2.3Evidemment pour une variable aléatoire de carré intégrable, les deux défini-
tions coincident.

Remarque 3.2.4Lorsque la tribuB est celle engendrée par une variable aléatid3 =
o(X)), on note :
E(YX) :=E(Y|o(X)).

Noter que comme toute variable aléatoireX)-mesurable est de la forméX), f étant une
fonction (voir la propositior8.1.2, on a :

E(YIX) = f(X).

E(Y|X) est ainsi la meilleure approximation dfepar une fonction d&.

2unique au sens des variables aléatoires : deux variables aléatoires sont considérées comme égales lorsque elle
sont égales avec probabilité
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Exercice 27 SoitB,, ..., B,, une partition d& et

B = {Uréunion finidBix } -

SoitY une variable3-mesurable. Pour < i < n, on notew; un élément dd; ety; = Y(w;y).
Lensemble{Y = y;} contientw; et appartient & d’apres I'hypothése su¥. En utilisant la
définition deB3, on en déduit quéY = y;} contientB;. AinsiY = Y I ; 15, y;. Inversement sY
est de cette forme, alors il est facile de vérifier quest3-mesurable.

En utilisant cette caractérisation des variables aléat@iresesurables, vérifier que pour toute
variable aléatoire réell¥ intégrable sufQ, A),

E(X|B) = Z lp,—— XlB )
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Propriétés de I'espérance conditionnelle On peut démontrer (exercice sans difficultés) les
propriétés suivantes de I'espérance conditionnelle qu’il faut impérativement connaitre. Dans ce
qui suit toutes les variables aléatoires considérées sont supposeées intégrables.

1. Linéarité :
E(AX 4+ nY|B) = AE(X|B) + nE(Y|B).

2. Positivité :
SiX >0, alorsg(X|B) > 0.

SiX >Y, alorsg(X|B) > E(Y|B).
3. Si X est intégrable eB-mesurable alors :
E (X|B) = X.
4. Sj Z est une variable aléatoifg&mesurable et bornée :

E(ZX|B) = ZE(X|B).

E (E (XB)) = E(X).

SoitC une sous tribu d#8 alors :
E (E(X|B)|C) = E(X]|C).

6. Si X est indépendante de la trili#i(c’est a dire indépendante de toutes la va-
riables aléatoire8-mesurables) :

E (X|B) = E(X).
7. Contraction pour la normg? :

E (IEXIB)P) < E(XP).

Remarque 3.2.50n déduit de la propriété:
[E(XIB)| < E(IXIIB),
et (contraction pour la norme') :

E([E(XIB)) < E(IX]).
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Le résultat suivant est trés utilisé dans les calculs.

Lemme 3.2.6 Soit B une sous-tribu ded et X, Y deux variables aléatoires réelles tJX.est
indépendante d& (i.e. de toutes les variables-mesurables) eY estB-mesurable. Soit, en
outre,f une fonction mesurable bornée Ré dansR, alors :

E(f(X,Y)IB) =¥(Y),

avec :
Y(y) = E(f(X,y)).

En particulier, lorsqu& etY sont indépendanteX,est indépendante ddY) etE(f(X,Y)|Y) =
VP(Y) oup est définie dans I'énoncé du lemme.
Démonstration : Nous donnerons une démonstration dans le cas particuliét et o(Y)
et ouX etY ont des lois admettant des densités notées respectiverpeatet py(y). Cette
hypothese technique simplifie la démonstration mais n’est pas nécessaire.

P (Y) étant une variable aléatoiogY)-mesurable, il suffit de vérifier que pour toute variable
aléatoireZ bornéeo(Y)-mesurable bornée, donc de la forihog), on a :

E(W(Y)h(Y)) = E(f(X,Y)h(Y)).

Pour cela on va explicitde({(Y)h(Y)). On a:
E((YIR(Y)) = Lw(y)h(y)py(y)dy,
mais,ll)(y) = E(f(X>y)) = J.R f(X,y)px(X)dX, donc :
EWVIRY) = | (J f(x,y)px(x)dx) h(y)py(v)dy.
R R
En utilisant le théoréme de Fubini, on obtient :
E(W(YIh(Y)) = Lz f(x, y)h(y)px(x)py(y)dy = E(f(X, Y)h(Y)).

Ceci permet d’en déduire le résultat annonce. i

3.3 Cas d’'un couple gaussien

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires centrégsX( = 0 et E(Y) = 0) qui est un
vecteur gaussierNous allons chercher a calculer :

E (X]Y).

Remarque 3.3.1Rappellons que d’'aprés la propositiérl.3 les coordonnées d’un vecteur
gaussien sont indépendantes si et seulement si sa matrice de variance-covariance est diagonale.
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Proposition 3.3.2 Soit(X, Y) un couple qui forme un vecteur gaussien centré. On natéta
variance deX, o3 la variance deY (que I'on supposera strictement positive)pde coefficient
de corrélatiori de X et deY :

Cov (X,Y)

V/Var(X)Var(Y)’

Cov (X,Y) (op!
E = —-— = _—

Alors :

de plus:
X =EX|Y)+ Z,

Z étant une variable aléatoire gaussienne centrée indépendantestide variance :

Var(Z) = (1 — p*)o?.

Remarque 3.3.3Dans ce cas, trés particulier, la meilleure approximatiok gar une fonction
linéaire deY donne la meilleure approximation &eparmi toutes les fonctions dé

Démonstration : Cherchons\ € R t.q. la variableZ = X — AY soit indépendante d¥. Comme
le couple(Z,Y) est obtenu par transformation linéaire a partir du couple gaussien ¢xni¥é il est
gaussien centré. Dontest indépendant déssiE(ZY) = 0 soit

E(XY) = AE(Y?).
Posons :
~ Cov(X,Y) oy
°7 "Var(y) pO‘Z
Z=X—-AoY,

Z est donc indépendant de Calculons maintenar(X|Y), on a (par linéarité) :
E(X]Y) = E(Z]Y) + AE(Y]Y).

Mais E(Y]Y) = Y (Y est bien slio(Y)-mesurable) eE(Z|Y) = E(Z) (puisqueZ est indépendant d¢
par construction). De plus(Z) = E(X) — AE(Y) =0, donc :

E(X]Y) =AY = p 21,
02

De plus, le coupléX, Y) formant un vecteur gaussien, come= X — A\yY, Z suit une loi gaussienne
centrée de variance donnée par :

Var(Z) = Var(X) + A2Var(Y) — 2A,Cov (X, Y) = Var(X) (1 _ pz) .

3Noter quep est un nombre réel entrel et 1
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3.4 Travail dirigé : Estimation bayesienne

Mesure de la qualité. On considere une entreprise qui fabrique des résistances électroniques.
Les imperfections de la production entrainent que la résistance d’un composant ne correspond
pas exactement a la valeur nominalg. On modélise la valeur de la résistance par une variable
aléatoire® gaussienné\'(mg, 03). Cette modélisation est issue d’une étude antérieure. Pour
vérifier la qualité de production, I'ingénieur qualité préleve un composant et mesure la valeur
de sa résistance. L'appareil de mesure quoique de bonne qualité induit une erreur déatoire

la mesure. On suppose que I'appareil est bien calibré et que I'erreur est une variable aléatoire
gaussienngV'(0, 02) indépendante de la quantité mesurée. Le résultat de la mesure est donc
X = O+ E. Le probleme qui suit a pour but de donner une estimation de la resistance, alors que
I'on connait le résultaX de la mesure.

1. Quelle est la loi du coupl&d, E). En déduire la loi deX.

2. TrouverA € R t.g.Z = © — AX soit indépendant dX. Quelles sont I'espérance et la
variance deZ ?

3. Calculer® = E[O | X]. Interpréter les cas limitesy — 0 eto. — 0.

4. Calculert [(@ — @)z] . Cette quantité caractérise I'erreur (quadratique) de I'estimation.
Pourquoi dit-on qu® est le meilleur estimateur d@?

Ou I'on dispose de plusieurs mesures. On répéten fois la mesure de lmémerésistance.
A chaque mesuré I'appareil de mesure produit une erréii On suppose que les variables
aléatoirest;, 1 < i < n sontindépendantes et de mémeA6i0, o2). On suppose de plus que
les erreurs sont indépendantes de la valede la résistance mesurée.

1. Quelle est la loi du vecteu®, E4,...,E ) ?

2. On noteX; = O + E; le résultat de la mesurie Pour calculer la loi d&® sachanX =
(X3,...,Xs)t on applique la méme méthode que précédemment. On cherehe tel
gue la variableZ définie par

O =AX+27Z,

soit indépendante d€. Montrer que cette condition se traduit par
At = Cov (O, X!) (VarX) .

ou VarX désigne la matrice de variance covariancede

3. Montrer que VaK = 031, + oZl,,, ou1, estla matrice de taille x n formée del etl,,

est la matrice identité de™.

2
0Og

2

1
4. Montrerque—|I,, — ——5——
auesz n o%(noj + o2)

e

1, est l'inverse de VaX.

2
5. Montrer que?\tn 0

——(1,...,1).
Zygrthe
6. Montrer que
ogme 0502
E[Z] — 2—2 et VarZz—ez.
nog + 0% nog + 0%

7. Exprimer®,, = E[©® ]| X] en fonction de la moyenne empiriqa@ = %Z?:] X; des
mesures.
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8. Montrer que I'erreur quadratique moyenne est
2 2
2 00
Ef(0-6,)7 - %%
( n) no3 + o2
Quel est l'intérét de faire plusieurs mesures ?

9. Montrer queX,, et 0, convergent presque srement quanes oco. Quelle est la limite.
On parle d’estimateurs convergents.

10. Calculer la loi de,/n(X,—0) et laloi deﬁ(@n—(a). Comparer les erreurs quadratiques
moyennes de ces deux estimateurs. Conclusion.

11. Donner la loi asymptotique dgmn (X, — ©) et deﬁ(@Tl — ). Que se passe-t-il sil'on
dispose d’'un grand nombre de mesures ?
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3.5 Exercices

Exercice 28 Soit (B, )>o un mouvement brownien ét< s < t.
1. CalculerE(B(|B,) etE(B|B,).
2. DéterminerE(B2|B;) etE(e*B:|Bs) ouA € R

Exercice 29 Soit A, B deux sous-ensembles mesurable$@eA, P). Calculer :

Ef1s | 15].

Exercice 30 Soit(Z, Z4, ..., Z,) un vecteur centré de carré intégrable.
1. Montrer que SZ = Y o AZ; esttel que, pour toit:

E((Z2-2)Z) =0,

alorsZ réalise le minimum d& ((Z — Y1, AiZi)?).

2. Sion suppose de plus qU&, Z,, ..., Z,) est un vecteur gaussien centré, démontrer que
Z — Z est une gaussienne indépendant¢fle..., Z,,).

Exercice 31 Soit (X,,,n > 1) une suite de v.a.r. i.i.d et de carré intégrable. Saihe variable
aléatoire a valeurs dam", de carré intégrable et indépendante des v.a.r. précédentes. On note
Sc=Xy 4+ X..

1. Calculer la moyenne conditionnell€S.. | t] et E [(ST —E[S. | t)* | 7|, la variance
conditionnelle.

2. En déduire la valeur d&[S.] et deE [(ST _ E[sT])Z} .

Exercice 32 1. Soit(X,,,n > 1) une suite de v.a.r. i.i.d. telle quE|X;|] < oo. Montrer que

p.s.
EXi 1 X+ Xl =EXy [ Xy +Xo] =Xy +X3]/2.

2.0nnoteS,, = 3 I, X;. En déduire que p.s.
E [X] | U(Sn) STL—H y .. )] - Sn/n

Exercice 33 SoitX, une variable aléatoire gaussienne centrée de variggneg(Y;,j > 0) une
suite infinie, indépendante d&, de variables aléatoires réelles gaussiennes centrees indépen-
dantes de variances égales a :
Var(Y;) = o, sij >0,

pour des réels, et o positifs donnés.

Soit (X;,j > 0) la suite des variables aléatoires réelles définies par recurrenga pairtir
deX, par la formule, sj > 0:

Xj—H = (lXj + Yj,

pour un réel fixéa tel quejal < 1.

1. Etablir que pour tounh > 1 la variable aléatoire réell¥,, est une variable aléatoire
gaussienne centrée. Montrer qu’elle est indépendant¥ dé&,.,1,...).

2. Etablir une relation de récurrence entre les variamﬁe& Var(X;). A quelle condition

nécessaire et suffisante siff, o2 eta les variables aléatoires ont elles la méme variance.
On suppose dans la suite que cette condition est vérifiée.
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3. ExprimerX, ;. a l'aide deX,, etdeY,,, Y. 1,..., pourn > 0 etk > 0. En déduire les
valeurs des covariances Qo4 X,,.«) en fonction des parametres initiaux.

4. Trouver)y, ..., A, £.9. Xogx — Xy AiX; soit indépendante de&Xo, . . ., X,).

5. Quelle est la meilleure approximation linéaire dansleX,, ., en fonction deX,, . .., X,
n>0,k>07

Exercice 34 SoitX une variable aléatoire a valeurs d&tfsdéfinie sur un espace de probabilité
(Q, A, P). On suppose quX est bornée. Soif une sous tribu del et ¢ une fonction convexe
deR4 dansR.

1. On suppose que estC'. Montrer que
(E(XIB)) + Vo (E(X[B))(X — E(XIB)) < @(X).
En déduire I'inégalité de Jensen,
¢ (E(XIB)) < E(¢(X)IB)).

2. Retrouver l'inégalité de Jensen sans faire d’hypothese de régularité sur la fapctiais
en utilisant le fait que toute fonction convexe est I'enveloppe supérieure d’une famille
dénombrable de fonctions affines (i.e. il existe une famille dénombfahlen > 1) de
fonctions affines telles que pour toue R%, @(x) = sup,~; An(x)).

Exercice 35 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles fYgest o(X)-mesurable. On note
B(R) la tribu borélienne d&.
1. Montrer queC = {X~'(B), B € B(R)} est une tribu. En déduire qle= o(X).
2. Montrer que pour toutt < b € R, ilexisteB,, € B(R)t.q.{a <Y < b} =X"(B,y) =
X € Bap)
3. SoitY,, = Zpez 2%1{2%4?%1}. Montrer queY,, = f(X) pour
)= Py ().

vez AL ZLnZT

4. Montrer quevn > ny, SUR.cg Ifn(x) — iy (x)] < 2+0 En déduire que la fonctiofi,
converge uniformément vers une fonctitn

5. Quelle est la limite d¢Y,,),, ? Conclure qu& = f(X).

Il est facile de vérifier que les fonctiorfg sont mesurables au sens'il € B(R), f'(B) ¢
B(R). Cela implique que leur limité est également mesurable.






Chapitre 4

Martingales a temps discrets

4.1 Introduction a la notion de martingale

Soit(Q, A, P) un espace muni d’une tribu et d’'une probabilité. On se donne une suite crois-
sante de sous-tribus d&, (F,,n > 0). On dit alors dans cette situation, qug,,n > 0) est
unefiltration sur(Q, A, P).

Soit (X,,n > 0) une suite de variables aléatoires. On dit gkig, n > 0) est adaptée a la
filtration (F,,,n > 0) si pour toutn, la variable aléatoiri,, estF,,-mesurable.

Définition 4.1.1 Soit (Q, A, P) un espace €tF,,,n > 0) une filtration sur cet espace.
Une suite(M,,, n > 0) de variables aléatoires réelles est tfemartingalesi :
- (M,,n > 0) estF,-adapté, et, pour tout > 0, E (|M,.|) < +o0,
— pour toutn > 0 :
E (Mn+1|Fn) =M,. (41)

Remarque 4.1.2Si (M,,,n > 0) est uneF,-martingale, alors pour tout > 0, M,, estF,
mesurable et don&? = o(M,,...,M,) C F,. On en déduit, grace aux propriétest 3 de
I'espérance conditionnelle données pageque :

M, = E (Mo|F)) E (E (Ml F) IFe) = E (Ml ).
On voit donc quéM,,, n > 0) est, aussi, ung’-martingale.

Remarque 4.1.3 Cette définition signifie que la meilleure prévision Mg, ; compte tenu de
I'information disponible a l'instant (i.e. F,,) est donnée pavi.,,.

Remarque 4.1.4Notez que 4.1) est équivalent a dire que pour tqut> 0 :
E(MyplFn) = Ma.
En effet, en utilisant le fait que la suite des trildis est croissante on a :
E(Myi2lFn) = E(E (Myi2|Fia) [Fn) = E (Mug|F) = M.
On généralise ce résultat, sans difficultés, aupcas2 par récurrence.
Remarque 4.1.5Si (M,,,n > 0) est une martingale alors :
E(Mni1) = E(E(Muq|Fn)) =E(Ma).

L'espérance d’'une martingale est donc constante au cours du temps.

61
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4.2 Exemples

15

0 20 40 60 80 100

FIG. 4.1 —Trajectoire de la marche aléatoire symétrique

Soit (X,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi. On pose

So=0
Sn=X;+---+ Xy sin>1

On dit que(S,,,n > 0) est une marche aléatoire. On natg = {0,Q} et 7, =
o(Xy,...,X,) pourn > 1. On peut remarquer qug, = o(Sp,...,S.). Onaalors:

Proposition 4.2.1 SIiE(|X;|) < 400 etE(X;) =0, (S,,,n > 0) est uneF,,-martingale.

Démonstration : S,, est bornée puisque elle prend un nombre fini de valeurs, BOSg|) <
+o00. De plus,on a:

E(Sn—H |Fn) - E(Sn + Xn+1|fn) — E(Sn‘fn) + E(Xn—l—] |fn)
Mais X,,,1 est par construction indépendante &g, doncE(X,,1|F.) = E(X.;1) = 0. De

plusS,, estF,,-mesurable (puisque c’est une fonction(dg, ..., X)), doncE(S,.|F.) = S..
On obtient donc :

E(Sn+1 ’FTL) - Sn-

Proposition 4.2.2 SIE(X?) < +oo etE(X;) =0, alors :

est uneF,,-martingale.



Ch.4 Martingales a temps discrets 63

Démonstration : V,, prennant un nombre fini de valeuis(|V,|) < +o0o. Commencgons par
calculere ((Snﬂ — Sn)z\fn), en utilisant le fait qué,, estF,, mesurable on obtient :

E ((Sn+1 - Sn)z‘fn) = E (STZ'L—H - ZSnSn+1 + Si’fn)
E(Si-ﬂ ‘Fn) - ZSnE(Sn—H |fn) + Sﬁ»

mais commee(S,, 1| F.) = S (S, est une martingale), on obtient :
E ((Sn+1 - Sn)zyfn) =E (Szur]prn) - Si

De plus :
E ((Sn—H - Sn)2|Fn) - E(XTZH_]‘]:n)»

etX,.. estindépendante dg, donc :
E (Shi11Fn) — Sa =E ((Sne1 — Sn)?Fn) =E(Xa.;) = E(X]).

Soit encore :
E(Si; — (n+ 1DE(X])|F) = S5 — nE(X]).

Proposition 4.2.3 SoitA un réel tel que :
$(A) =logE (eM") < +oo0.

Alors :

)

(Z) = MmN > ()
est uneF,,-martingale.
Démonstration : CommesS,, estF,,-mesurable, on a :
E (eMn+[Fy) = E (eMmeni1|Fy) = E (M| Fy) .
Mais X,,,1 est indépendant d€, donc :
E (eMn|F,) = E (M) = E (M) = e®W.

Dol :
E (exsnﬂ | fn) — eMSnedN)

puis le résultat. [
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4.3 Un exemple générique de martingale

Proposition 4.3.1 Soit (M,,,n > 0) une F,,-martingale. SoitH,,n > 0) un processus tel
gueH, estF,,-mesurable et borné. On se donne une variable aléa@yentégrable etF;-
mesurable . Et poun > 1, on pose :

ou, de facon équivalente, pour> 0,
Gn—H - Gn = Hn (Mn—H - Mn) .

Alors (G,,,n > 0) est uneF,,-martingale.

Démonstration : Il suffit de remarquer qué,, estF,,-mesurable qUE(|G,,|) < +oo et que :

E (Gn+1 - Gn|Fn) = HTLE (Mn+1 - Mn’fn) = 0.

Exemple : gain d'une stratégie dans un jeu de hasard équilibré On note(H,.,n > 0) une
suite de quantité que I'on va parier sur un tirage qui rappXrte;. On suppose que led,
s’écrivent sous la formél,, = f(n, Xy, ..., X,) (en particulierH, est déterministe) et que les
H,, sont des variables aléatoires bornées. Si I'on Gtde gain cumulé a l'instant , on a :

GTH—] - GTL - HTLXTL+] - Hn(SnJr] - STL)

On voit donc que si la suite déX,,,n > 1) est une suite |.I.D. de variables aléatoires inté-
grables ave&(X;) =0, (G,,,n > 0) est une martingale, d’apres le résultat précédent appliqué
avecM,, = S,, = X;y + --- + X,.. L'espérance d’'une martingale étant constante on en déduit
que :

Le gain moyen au bout d’'un nombre fini de tirages dans un jeu équilibré est nul.
E(Gn) = E(Go).

Il est, en particulier, exclu de gagner en moyenne dans un jeu de pile ou face équi-
libré.

Il est aussi impossible (encore plus!) de gagner a coup sir sans prendre de risque
(i.,e.P (G, > Gp) =1etP(G, > Gp) > 0) dans les méme conditions.

Il existe cependant des temps aléatoitegaisonnables” finis tels queP(S, >
0) = 1. Nous verrons, cependant, qu’il faut accepterrgepas borner ses pertes
pour arriver a un tel résultat.
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4.4 Notion de temps d’arrét

Définition 4.4.1 Soit (F,,n > 0) une filtration (i.e. une suite croissante de tribus). On dit que
T, une variable aléatoire prenant ses valeurs dns+oo}, est unF, -temps d’arrétsi, pour
toutn € N :

{t<n}e F.

Remarque 4.4.2 Cela signifie que a I'instant, onsaitsit < n ou pas.
Soit (X,,,n > 0) un processus adapté a la filtratigh,, n > 0) (i.e. pour toutn, X,, estF,
mesurable), posons :
T=Iinf{n >0, X, € [a,b]},
alorst est unF, -temps d’arrét. On dit que est le temps d’entrée du processds,n > 0)
dans lintervallela, b].
Par contrer, le temps réalisant le maximum d’un processus :

T = ArgMax{¢(X,),n > 0},
ett’, le dernier temps ou un processus est dans un ensemble :
v =sup{n > 0, X, € [a,bl},

ne sont généralemepas des temps d'arrét

Nous allons voir que la notion de martingale se marie bien avec celle de temps d’arrét.

Définition 4.4.3 On notex/A\y = inf{x, y}. Soit(M,,,n > 0) un processus adapté a la filtration
(Fn,n > 0) ett un temps d’arrét par rapport a la méme filtration. On définit alors un nouveau
processus par :

Nn - MT/\TL)
Ceci signifie queN,, (w) = M, (w) sit(w) > n etN, = M, sit < n'. On dit queN est le
processud/ arrétéau tempsr.

Proposition 4.4.4 Si (M,,,n > 0) est une martingale par rapport @,,n > 0) et sit est
un temps d’arrét par rapport a la méme filtration, alof®,,,n > 0) est encore uner, -
martingale.

Démonstration: On a:

Nn+1 —N (MTL+1 - Mn) .

=l

De plusH,, = 1{T >nl = 1— 1{T <n estF,,-mesurable(N,,,n > 0) apparait donc comme

une transformée de la martingaé au sens de la propositigh3.1. Ce qui permet de conclure.
i

On obtient alors, sans difficultés, le résultat important suivant connu sous le nom de théoréme
d’arrét.

Proposition 4.4.5 Sit est un temps d’arréiorné(t < C, presque sGrement av€aéel positif.

Cette propriété est essentielle) par rapport a une filtratign,,n > 0) et si(M,,n > 0) est

une martingale par rapport a la méme filtration alors :

E (M:) = E(Mo).

10n notera que le fait quepuisse étre infini ne pose pas de problémes dans cette définition.
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Démonstration : Il suffit de remarquer qu’il existe un entiét tel que, presque slrement,
T < Ketdonc:
Ng = Mak = M.

Mais comme(N,,,n > 1) est une martingale on a:
E(Nx) = E(No),
ce qui se réécrie (M) = E(My). [ |

On voit donc que l'égalité(M,,) = E(M,) se généralise a certains temps aléatoires (les
temps d’arréts bornés). Les deux hypotheses :

1. Ttemps d'arrét,

2. Thorné,
sont cruciales. Evidemment, si= ArgMax{M,,,n < N}, E(M,) > E(M,) sauf dans des cas

triviaux. On voit donc qué. doit figurer dans les hypothése du théoréme. Pour jusfifierus
allons prouver le résultat suivant.

Proposition 4.4.6 Soit(X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes valdnt
avec probabilitél /2. On poseS, = 0 et pourn > 1:

Sh=Xi+...+ Xi.
Pour un entier strictement positif non naj on introduit :
T=inf(n>0,S,, =a},

(avec la convention que = +o0, si 'ensemble précédent est vide).
Alors T est un temps d’arrét vérifiaR (T < +00) = 1 (on dit quet est fini presque slre-
ment) etE(S,) = a > 0.

On voit donc que I'on ne peut pas appliquer le théoréme d’arrét a la martiffggla > 1) et
au temps d’arrét.
Démonstration : Remarquons que :

‘“fr<n}={$1<aq,..., Sy <a}e F..

{T < n}estdonc dang, ett estun temps d’arrét.
Montrer queP (T < +oo) = 1 est plus délicat. Nous allons utiliser le théoréme d’arrét pour
la martingale :
(15740 m > 0),

avec .
d(A) =logE(eM).

LorsqueA # 0, on aE(e?") = (e* + e ) /2 = cosHA) > 1 et doncp(A) > 0.

T n’est pas un temps d’arrét borné maig\ N, pourN un entier fixé, est borné et reste un
temps d’arrét. En effe{t AN <n}estégal dt <n}siN >netaQ siN < n etil s'agit
dans les deux cas d’ensembles/le

En utilisant le théoréme d’arrét on obtient :

E (e?\ST/\N*(T/\N)dJ(?\)) —E (eO) =1.

Nous allons maintenant chercher a faire terdreers+oo. Que se passe t'il ?
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— Nous avons vu qué(A) > 0 et si 'onsupposeale plus qué\ > 0, commeS. Ay < a, On

voit que 'on a :
e StAN—(TAN]O(A) < eMSeAN < el

— De plus lorsqueN tends verst-oo, on at /A N qui tends vers (c’est clair si I'on sépare
les cast < +oo ett = +00). On a donc, presque sirement :

lim e}\ST/\N*(T/\N)

d(A) _ ASt—Td(A)
No-too - 1{T < 400} T 1{T =

+OO} x 0.
Le théoreme de Lebesgue (vaiB3.2pagell) s’applique et prouve que :

ASc—T1d(A) _
E<1{T<+Oo}e ) =1.

Mais comme, sur I'événemefit < +oo}, S. = a, on en déduit que, pour todt> 0 :

—dp(A)) _ ,—Aa
E<1{T<+oo}e )—e .

Il ne reste plus qu’a faire tendievers0 en décroissant par valeurs positives et a utiliser le
théoreme de convergence monotone (théorédd pagel0) pour, en déduire, que :

P(t<+o0) =1.

Remarque 4.4.7On déduit de ce qui précede que, pour tout O :
E (e’wm) = e,
On peut montrer que cette égalité suffit a identifier la loirde

Remarque 4.4.80n a vu que, dans le jeu de pile ou face équilibré, il n’existe pas de stratégie
en nombre fini de coups permettant de gagner en moyenne. La proposition précédente permet
d’affirmer que si on joue suffisamment longtemps 1F a pile ou face on finit par gagoep
sOr 1F. Quelle est la limitation de cette stratégie ?

Commet /A n est un temps d’arrét borné €, n > 0) une martingale on a :

E (Sn/\’r) = E(SO) =0.

Sous I'hypothées& (supi<T ISnI) < 400, On peut utiliser le théoréme de Lebesgue et en déduire
queE(S.) = 0. Or ceci est clairement impossible, puisque par constru&ién) = a > 0.
DoncE (s.up1<T |Sn|) = +4o00. Mais, commeS,, < a pourn < T, on peut aussi affirmer que
E (sup,<.(Sn)~) = +oo (x~ désignant la partie négative djp

On voit que dans cette stratégie, avant de gagner 1F, on doit étre prét a assumer une perte
dont I'espérance est infinie. En particulier on doit étre prét a assumer une perte non bornée.

4.5 Théoreme de convergence des martingales

On cherche a voir sous quelles conditions une §iNg, n > 1) converge lorsque tends
vers+oo.
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Théoréme 4.5.1Supposons queM,,,n > 0) soit une martingale par rapport &%,,n > 0)
et que de plus:
SUPE (M3) < +oo0.

n>0
On dit que(M,,,n > 0) est bornée en moyenne quadratique (ou dai)s
Sous cette hypothése il existe une variable aléafeirg de? telle que :

lim M, =M,

n—-+oo

au sens de la convergence en moyenne quadratique et presque s(re. Cela signifie que :
— convergence en moyenne quadratiquien;,_, ., E (an — Moo!2> =0.
— convergence presque sUr@ {lim,,_, ;.o M, = M) = 1.

Démonstration : Rappel : Nous avons déja vu que :
12— {x v.a. telle quelX?, = E(X?) < +oo} ,
est un espace de Hilbert. En particulier, il est complet. Ceci signifie que si :

HXn+p - XnHL2>

peut étre rendu petit pourr grand indépendemment ge> 0 (on dit alors quéX,,,n > 1) est
une suite de Cauchy), alors il existe, variable aléatoire d&? telle que :

lim X, =X, dansl?.

n—+oo

Nous allons commencer par montrer que la sukg,,n > 1) est une suite de Cauchy.
Remarquons que :

E ((Mnﬂ, _ Mn)z) — E(MZ,, —2M M., + M2)
= E(MZ.,)+E(M2) —2E(E (MMl Fn)),
mais :
E(E (MnMner’-,Fn)) =E(MLE (Mn+p|fn)) =E (Mi) .
Donc :

) —E(M32). (4.2)

E ((Mnﬂ, _ Mn)z) —E (M.,
On déduit de cette derniére égalité que :

1. E(M3,,) —E(M3Z) > 0, doncE(M3) est croissante. Comme elle est bornée, par
hypothéses:(M2) converge vers une valeu.

2.ona:
SUPE ( (M — Mo)?) = SUpE (M2,,) — E (M2).

p>0 p=>0

La suiteE(M2) étant convergente on en déduit dd,,, n > 1) est une suite de Cauchy
dansl 2. Elle converge donc vers une variable aléatditg, dansL?.

La convergence presque sdre est plus délicate a prouver et nous I'admettrons. ||
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Exemple Soit (U,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi
uniforme sur0, 1]. Soitf une fonction bornée telle qugf(U;)) = 0 et(y,,n > 1) une suite
de réels telle qug_, ., vs < +oo alors la série suivante :

D Yaf(Uy),

n>1

existe au sens de la convergence dahet presque sire.

4.6 Convergence de Martingales et algorithmes stochas-
tiqgues

Le but de cette section est de montrer, dans un cas simple, comment I'on peut utiliser le
résultat de convergence des martingales cité plus haut pour construire des procédures d’'ap-
proximation stochastique.

Cadre d'utilisation Nous allons supposer que I'on cherche a trouver un zéro d’'une fonction
f(x) deR™ dansR. On supposera de plus que la fonctioest difficile a calculer, mais qu’elle
se représente sous la forme :

f(x) = E(F(x,U)),

F étant une fonction aisément calculableletune variable aléatoire de loi donnée, facile a
simuler.
Un exemple typique ou ce genre d’hypothese est pertinente est lorsque I'on cherche a éva-
luer un quantile d’une loi connue. Plus précisément, on fliatela fonction de répartition d’'une
loi U donnée par :
fix) =P(U<x),

et, pour une probabilité proche del, on cherche a identifiex,, tel que :
P(U<xy) =«

On dit, dans ce cas, qug est le quantile d’ordrec de U. On voit que dans ce cas, on cherche
atrouver un zéro déx) = P((U < x) — «.

Pour fixer les idées supposons dilisuive une loi gaussienne. La fonction de répartition de
U n’est pas connue explicitement, mais on sait simuler facilement une variable aléatoire selon
la loi deU. De plus

Pl € (1 <)
et I'on peut donc choisiF(x, u) = 1{u < x)

Lalgorithme de Robbins et Monro Lorsque la fonctionf est croissante, nous allons voir
gue I'on peut construire un algorithme n’utilisant que la fonctiooonvergent vers l'unique
zéros def. Cet algorithme porte le nom d’algorithme de Robbins et Monro et se présente de la
facon suivante. On choisit une valeur initiddg quelconque, puis I'on définit itérativemex,
en posant

Xn+1 =Xn— ’YTLF(XTU un+1 )

Nous allons prouver que sous certaines hypothesdsedur cet algorithme est convergent.
Les hypothéses que nous ferons sur les fonctiogts seront les suivantes :
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— F est uniformément bornée enu.
— il existex* € R4 tel quef(x).(x — x*) > [x — x*|*.

Remarque 4.6.1 Notez que la premiere hypothese implique d@st uniformément bornée en

x. Lorsquef est supposée de plus continue, la deuxieme hypothese impliquée gsel’'unique

zéro def. Pour se convaincre de cette deuxieme propriété, considérons un vecteur arbitraire de
R™ et e un réel positif. On a alors :

f(x* + ev).ev > ey

On en déduit que(x* + ev).v > €lv* et en passant a la limite lorsquetend versO que
f(x*).v > 0. Cette relation étant vérifiee pour tout vectepon en déduit en changeant le signe
dev quef(x*).v = 0. Cette derniere égalité étant vérifiee pour taumplique quef(x*) = 0.

L'unicité du zéro def est claire puisque, si # x* on a
f(x).(x —x*) > clx — x** > 0.

Ce qui interdit af (x) d’étre nul.
Notez que en dimensioh la deuxiéme condition signifie qugx) > c(x — x*) lorsque
x > x* et quef(x) < c¢(x — x*) lorsquex < x*.

Nous allons maintenant énoncer un résultat de convergence pour I'algorithme suggéré au début
de ce paragraphe.

Théoreme 4.6.1Soitf une fonction d&k™ dansR qui peut se mettre sous la forme
f(x) = E(F(x,U)),

U étant une variable aléatoire de loi connue prenant ses valeurs BR&ret F une fonction de
R™ x R? dansR™.

On suppose que :

— F est une fonction bornéé(x, u)| < K pour toutx etu),

— f(x).(x —x*) > c|x — x*|?, ¢ étant une constante strictement positive,

— (yn,m > 0) est une suite de réels positif qui vérifient ., v, = +too ety ., vi <

+00.

On définit une suite de variables aléatoifé§,, n > 0) en posant poun > 0:

Xn+1 - Xn - ’YTLF(Xnv unJr])»XO =X,

x étant une valeur déterministe arbitraire €tl,,,n > 1) une suite de variables aléatoires
indépendantes tirées selon la loi te
Alors, lim,_,, . X, = x* presque strement et dahs.

Avant d’aborder la démonstration de ce théoréme nous rappelons un résultat classique sur les
suites de nombres réels connue sous le nom de lemme de Kronecker.

Lemme 4.6.2 Soit(A ., > 1) une suite de nombres réels qui croissent vess.

SoitS, = Y |_, ex la somme partielle d’'une série que I'on suppose (simplement) conver-
gente.

Alors

) 1 <
im ;Akek =0.
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Démonstration : Par convention on pos&, = S, = 0. La sérieS,, étant convergente, on peut
poserS,, = S + 1, aveclim,,_,. . N = 0. Avec ces notations, on a

Z Ax€x = Z Ax (S — Sx) = Z A Mk —M1) = A — Z (Ax — A1) Mt
k=1 k=1 k=1 k=1
D'ou

1 n
Z Ax€x =Mn — A_ (Ax — Ax1) M
An k=1 ™ =1

Le premier terme tend clairement véxPour le deuxieme, on se donneair» 0, et I'on choisit
N tel que pouk > N, | < €. On aalors :

] Z A — Ar 1) M
k=1

T'L

n

N
; Ay — Axq) M 1|+A— Z (Ax — Ax1).

k=N+1

1

T‘L

On adonc, poun > N

An

= C
ZAk_Aklnkl _—N‘|‘€-
k:

Ce qui permet de conclure en remarquantijue_, ,  A,, = +oc. i

Démonstration : On peut se ramener sans perte de généralité axi'ca® par un translation.
Nous ne traiterons donc que ce cas. D’autre part, vu les hypothesgs, sbest clair quey,,
tend ver9), lorsquen tend verst-oco. Nous supposerons donc, dans la suite, toujours sans perte
de généralité que, pour tout > 0, v, < 1/(2c) (il suffit d’étudier I'algorithme a partir d’'un
rang pour lequel I'inégalité est verifiée).

Nous allons commencer par montrer g¥g tends vers0 dans1?, c'est a dire que
lim,,_+00 E(IXn[?) = 0. Pour cela notonB(x, u) = F(x, 1) —f(x). On a alorE (F(x,U)) = 0.
De plus :

|Xn+] |2 - |Xn - YnF(Xna un—H )|2
= [Xn® + Y2 [F(Xn, Ung ) = 2¥n X (X)) — 2¥n X F(Xo, Upar) (4.3)
< IXnl® + Y2K? = 20y IXnl® — 2¥n X F(Xo, W)

K étant un majorant de. On prend alors I'espérance demembres de la précédente inégalité
pour obtenir :

E (Xnsrl) < (1= 20vn)E (X0l ) +¥2K? = 273E (XaF (X, Unia)

Mais X, estF,, = o (Uy,..., U, ) mesurable etl,; est indépendant d&,, par construction
de la suite(U,,,n > 1), on a donc (voir le lemma.2.6 :

E (Xn-}?(xn>un+1)‘}_n) = l~l)(Xn)>
avecy(x) = E(x.F(x, Ups1)) = x.E(F(x, Urs1)) = 0. Onadonc
) =

E (X F(Xn, Unitr)) = E (E (Xn.F(Xn, Uns1)|Fn)) = 0. (4.4)
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En notanta,, = E(|X,,|?), on vient d’obtenir
An1 S an(] - 2C’Yn) + szi

En posantA; =1 et:

i

1

Av=]]+—=
LLT1—2¢cy;

1

I
)

on obtient :
An+1 A1 < Anan + szzLAn+1 .

On en déduit en sommant enfretn — 1 que :

x2 T ©
a, < —2 “" ZKzﬁ]Ak

Pour montrer quen,, tends vers), on applique alors le lemme de Kronecker. D’'une part
Y v1Viy < +oo. D'autre part, on note que, < 1/(2c) (a partir d'un certain rang) ce
qui implique queA.,, est croissante et 'onlag(1 + x) < x pour toutx réel, d’'ou :

A, = e*ZL] log(1—2cv3) > eZC >y Yi

Comme,) ., VYn = +00, on obtientim,,_, ., A, = +o0, et I'on est en mesure d’appliquer
le lemme de Kronecker pour prouver dira,,_, ., E(|X,|?) = 0.

Pour montrer la convergence presque sare, nous allons utiliser le thédrerqui per-
met d’affirmer qu’'une martingale bornée ddrisest convergente. Pour cela on commence par
réécrire I'inéquation4.3) sous la forme :

Xl < IXal? +¥2K2 = 20y X[ 4+ Moy — My, (4.5)
ou I'on a définit la suitd M,,,n > 0) parM, = 0 et
Mg — My = =272 X0 F(Xn, Unay ).
Il est facile de vérifier quéM,,, 1 > 0) est une martingale puisque
E (Mny1 — MolFn) = —2¥nE (X F (X, Unsr)) =0,
vue I'égalité ¢.4). D’'autre part, en sommant I'inégalité.) entre0 etn — 1, on obtient :

[Xol?
An

Xnl* < + — Z Ar(K*vi 1+ My — My ).

Si I'on est en mesure de prouver guel,,,n > 0) est une suite convergente, la série de terme
généralk?yZ | + M, — M,_; sera elle aussi convergente et le lemme de Kronecker permettra
de conclure. Pour terminer la démonstration, il nous reste donc a démontri®t,goenverge
lorsquen tends vers l'infini. Pour montrer ceci, nous utilisons le théorémel. On sait déja
gue(M,,n > 0) est une martingale, il suffit donc de vérifier que

SUpE (M3,) < +o0.

n>0
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En utilisant I'équation4.2), on obtient :
E (M2,)) —E (M2) =E ((Myss — M)?)
= 472 (X F X, Unin)[)
< 4y2 VEDK I E(F(Xn, Unin)2).

Mais F est bornée don€ et F aussi et nous venons de voir OEEX,.|?) tends ver) (et reste
donc bornée). On a donc:

E(M7.1) —E (M) < Cvy.
En sommant cette inégalité enfretn — 1, on obtient :

-1
E(M3)—E(Mj) <) i
0

3

=~
I

La série)_, ., v# étant convergente, on en déduit qa¢M2) reste borné. Le théoréme5. 1
permet alors de conclure a la convergence presque sivg, @t le lemme de Kronecker conduit
a la convergence presque sirexgeverso. i

Remarque 4.6.3Lefficacité de l'algorithme est liée au choix de la suitg,,n > 0). Ce
choix est souvent délicat. On s’en convaincra en utilisant pour des diverses valéuesdée
programme suivant.

Un programme Scilab pour le calcul d’'un fractile

/I fractile a calculer
alpha=0.2;// 20 %

/I tirages aleatoires communs aux trois algorithmes
n=1000;
u=rand(1,n);

/I algorithme de Robbins et Monro

/I choix de gamma_n

c=1.0;b=1.0;

Gamma=c*1../(1+b*[1:n]);

/I algorithme

y=1/2;

X_rm=zeros(1,n);

for i=1:n
y=y-Gamma(i)*((u(i)<=y)-alpha);
x_rm(i)=y;

end

/I moyenne des tirages Robbins Monro
z=cumsum(x_rm)./[1:n];

/I methode empirique classique
w=zeros(1,n);

ww=[];

for i=1:n
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ww=[ww,u(i)];
XX=sort(ww);
h=xx(ceil(i*(1-alpha)));
w(i)=h;

end;

xbasc();

/I algorithme de Robbins et Monro
plot2d([1:n],x_rm,1,’011";" ’,[0,-.2,n,1],[0,4,0,6]);

/I moyenne des tirages Robbins Monro
plot2d([1:n],z,2,'010"," ,[0,-.2,n,1],[0,4,0,3]);

/I methode empirique

plot2d([1:n],w,6,’010"," ",[0,-.2,n,1],[0,4,0,3]);

/I resultat exact

plot2d([1:n],alpha*ones(1:n),3,’010’,’ ’,[0,-.2,n,1],[0,4,0,3]);
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4.7 Travail dirigé : Temps de sortie d’'une marche aléatoire

18

-18 T \ : T T \

FIG. 4.2 —Temps de sortie di, b] par une marche aléatoire

Soient(X;,1 > 1) des variables aléatoires indépendantes de méme loi, telleB[¥ue=
1]=petPX;=—-1]=q=1—p. Onsuppose €]0,1[. OnnoteS, = Sp + X; + - -- + X..
La suiteS,, modélise la richesse d’un joueur a un jeu de pile ou face avec une piéce biaisée.
So = x € Z est la richesse initiale du joueur. Dans les calculs on nd®erpour P afin de
rappeler que I'on part de la condition initigdg = x.

Lecasp =q =1/2.
1. Montrer que(S,,,n > 0) est uneF,,-martingale our,, = o(Xy, -+, X,).
2. Poura < b € Z, on note

Tep =INfM > 0;S, >bouS, <a}.

Que représente, , ? Montrer qu’il s’agit d’un temps d’arrét.

3. Montrer en utilisant le theoréme de la limite centrale qug est fini p.s. Montrer qu’il
n'estpasbornési<x<b—Tousia+1<x<b.

4. En utilisant le théoreme d’arrét, montrer que, pourf [a, b] :

ExlSe,,] = x.

5. On suppose €]a, b[. CalculerP,[S.. . = al.

Ta,b

6. Trouver la suitgb,,,n > 0) pour que((S, —x)? — by, n > 0) soit uneF,-martingale.
7. CalculerEy[t,pl.
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8. Utiliser les martingales exponentielles pour calculer

at —Taq, bt —Ta,
B [sT g gy T E syl

ous = (et +et)/2ett € R.
9. Exprimere* en fonction des. En déduireE, [s”a-b 1{5 _ a}}.
Ta,b

10. En déduire la fonction génératrice dgy.

11. On notet, = inf(n > 0;S,, > b}. Vérifier que(t_,, ,,n > 0) converge en croissant vers
Ty,. En déduire que

Plty < 400l = lim P[S.__, =b]=1.

b
n—oo ’

12. CalculerE[ty]. Calculer la fonction génératrice dg. Peut-on appliquer le théoreme
d'arrétaS., ? En déduire qu&[sup, ., [Swll = +oo.

Le casp # q.

On reprend les mémes notations que ci-dessus.
1. Montrer que((q/p)S*,n > 0) est uneF,-martingale.

2. Montrer en utilisant la loi forte des grands nombres aye¢ est fini p.s. Montrer qu’il
n'estpasbornési < x<b—Tousia+1<x<b.

3. En utilisant le théoreme d’arrét, montrer que, pour [a, b] :
El(q/p)®er] = (q/p)*.

4. On suppose €la, b[. CalculerP,[S.,, = al. Que se passe-t-il quand — 1/2 (on
cherchera une convergence en loi) ?

5. Trouver une suite déterministe,,,n > 0) telle que(S,, — c.,n > 0) est uner,-
martingale. En déduirg, [t ).

6. Utiliser les martingales exponentielles pour calculer

at —Taq, bt —Taq,
B s g gy T E sy,

olus=pe- +qet.
7. Exprimere* en fonction des. En déduireE, [s”avb 1{3 _ a}}.
Ta,b -
8. En deduire la fonction génératrice dg,. Que se passe-t-il quampd— 1/27?

9. Montrer quer, n’est pas toujours fini p.s. CalculBg [T, < +o0].

10. Calculer la fonction génératrice dg. Que se passe-t-il quampd— 1/2? Peut-on appli-
quer le théoreme d'arrétS, ?
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4.8 EXercices

Exercice 36 Soitv un temps d’arrét par rapport a une filtratiof;, ) o<, <n. On noteF, I'en-
semble des événememstels queA N {v = n} € F,, pour toutn € {0, ..., N}.

1. Montrer queF, est une sous-tribu d&y. F, est souvent appelée “tribu des événements
antérieurs &".

2. Montrer que la variable aléatoireestF,-mesurable.
3. SoitX une variable aléatoire réelle. Montrer I'égalité :

N
E(XIF) =) 1, _;EXIF)
i=0

4. Soitt un temps d’arrét tel gue > v. Montrer queF, C F..
5. Sous les mémes hypothéses, montrer qu#/si) est une martingale, on a

M, = E(MT‘F\/)

(On pourra traiter le cas = N d’abord.)






Chapitre 5

Chaines de Markov a temps discret

5.1 Chaine de Markov

Définition 5.1.1 SoitE un espace fini ou dénombrable. On dit que :
(P(x,y),x € E,y € B),

est une matrice de transition d’'une chaine de Markov si :
— P(x,y) > 0 pout toutx ety dansk,

-2 yee Pxy) =1.
Pour toutx, on peut définir une probabilité stir en posant :

P(x,A) = > P(x,y).

YyeA

Définition 5.1.2 On dit qu’un processugX,,,n > 0) est une chaine de Markov sur un espace
E de probabilité de transitioR si I'on a, pour toutg,. . . X1, Xni1 -

P(Xnt1 = Xnt1lXn =%n, .., Xo =%0) = P (Xns1 = xnp1lXs = %0)
- P(Xnyxn—l—])-

Un exemple générique de chaine de Markov Soit (U,,,n > 1) une suite de variables aléa-
toires indépendantes sur un espbcayant toutes la méme loi. Sait une application d& x F
dansk, alors sil'on pos&, = x, un point fixé et si I'on définiX,, par la formule de récurrence:

XTL-H - H(Xn) uTl-H )»

alors, la suitg X, n > 0) est une chaine de Markov dont la matrice de transition est donnée
par :
P(x,y) =P (H(x, W) =y).

Démonstration :
P(XTL+] :Xn+])XTL =Xny--- )XO :XO)
= P(H(XT'L)UTI—H) = XTL—HaXTL =Xny.-- )XO = XO)
= P(H(XTUUT'L-H) = XT'L—H)XTL = XTL)' . )XO = XO) .
MaisH(xy, U, 1) estindépendante du vectdlt,, ..., U,) etXy, ..., X, s'écrivent comme des fonc-
tions de(Uy, ..., U, ). DoncH(xn, U,1) estindépendante du vectexy, . . ., X,,. On en déduit que :
P(XTL+] :XTL+])XTL =Xny.o- »XO :XO)

:P(H(Xnvun-H) :X’T‘L-H)P(XTL:XTL)“')XO :XO)-

79
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Par définition du conditionnement par un ensemble, on a :

P(Xnt1 = Xng11Xn =%Xn, ..., Xo = x0) = P (H(xn, Ung1) = Xng1) = Plxn, Xns1).

Voici quelques exemples construit & partir de ce résultat.

Nombre de piles consécutifs dans un jeu de pile ou faceSoit (U,,n > 1) une suite de
variables aléatoires valahtavec pobabilité¢ et—1 avec probabilitd — p, p étant un nombre
réel de I'intervalle[0, 1]. AppelonsN,, le nombre dd consécutifs avant le-ieme tirage. Par
conventionN, = 0 etN,, = 0 si le m-iéme tirage est. Il est, alors, facile de vérifier que pour
n>0:

Nopr = (Na+ D1y =y
(N,,,n > 0) est donc une chaine de Markov de probabilité de transition :

P(TL,O) - ] —p,n Z O)
P(x,y) =0, sinon.

Modéle de Cox-Ross-Rubinstein Soit(V,,,n > 1) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes telle qu@(V,, = u) = p etP(V,, = d) = 1 — p, p étant un réel compris entfeet 1, u
etv deux réels positifs. PosoiXs = x et définissons par récurrenkg par :
Xn+1 = Xnvn+1 .
(Xn,n > 0) est une chaine de Markov de matrice de transil@onnée par :
P(x,xu) =p, x € R,
P(X>Xd) =1 — P, X€ R»

P(x,y) =0, sinon.

C’est le modéle discret le plus couramment utilisé en finance. Il porte le nom de modele de
Cox-Ross-Rubinstein.

Marches aléatoires Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
suivant toutes la méme loi, alors& = 0 et :

STL:X] ++Xna
(Sn,n > 0) est une chaine de Markov de matrice de transition donée par :
P(x,y) =P(X; =y —x).

Les calculs des lois liées aux chaines de Markov sont, souvent, facile a expliciter.
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Gestion de stock On décrit la demande des clients par une suite de variables aléatoires indé-
pendantes de méme I0D,,,n > 1). On se donn& nombress et S tels qued < s < S qui
représentent respectivement un niveau de stock maximum et minimum. On procéde alors de la
facon suivante :
— A l'instant n, si le stockX,, est inférieur & on la porte & (instantanément! mais on
rafiner le modéle pour améliorer ce point),
— On retranche la demande a l'instant- 1, D,,,; au nouveau stock (si c’est possible).

Celadonne: .
x = ] X =Dyl sis <Xy <S
" (S—=Dns1)y  siXy <s.

On suppose que la suite décrivant la demaidlg, n > 1) est une suite de varaibles aléatoires
indépendantes suivant toutes la méme loi. La S{tg n > 0) est, sous cette hypothese, une
chaine de Markov. Voici quelques questions auquelles on souhaiterait pouvoir répondre :

— que vautT‘—1 Y i, X; la moyenne empirique du stock,

— que vautP(X; = a), la loi du stock,

— comment évaluer les demandes non satisfaites.

Processus de vie et de mort On considérééﬁ“),i > 1,n > 0) une suite doublement indexée
de variables aléatoires indépendantes de méme loi, a valeurs dans les entiers positifs. On note
¢ (z) sa fonction géneratrice de Laplace donnée par :

¢(z) =E(z%), pour0 <z < 1.

On construit alors le process(s,,n > 0) de la fagon suivante, on poXg = 1 puis :

Xn
1
Xn—H = § EFH— )>
i=1

avec la convention que, Xi, = 0 la somme vau®.

L'interprétation intuitive, qui justifie le nom du processus, est que chaque individu donne
naissance a un nombre d’enfants qui suit la loigriis disparait.

Sil'on noteg™ = (£™ i > 1), X1 peut s'écrire sous la forme :

Xn+] - (I)(XTL) ((_'(TLJr]))’

oud(x, &) =Y =, &. Lasuite({™,n > 1) étant une suite de variables aléatoires (a valeurs
dans un espace de suite!) de méme loi. On en déduitXjuer > 0) est une chaine de Markov
et que sa matrice de transiti®rest donnée par :

P(x,y) =P <Z & =y> :
i=1

Nous allons voir que I'on est capable d’évaluer la probabilité d’extinction de la population que
I'on noterap. Pour cela, notons que :

E (an+1 ’-7:11) —E (ZZQ] &£”+1)’Fn>

CommeX,, estF,-mesurable e ™! est indépendante dg&,, en utilisant le lemme.2.6
page54 on obtient : )
E (21| F,) = E(z5) = ¢(z)*.
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En prenant I'espérance des deux membres de cette égalité on obtient :
E(Z) =E(d(z2)*).
Appellons¢., (z) la fonction génératrice de Laplace dg :
bn(z) =E(2*),
on peut réécrire la derniére équation sous la forme :

Pni1(z) = dn (d(2)),

Commedy(z) = z, on en déduit que :

puis que :
Pni1(z) = ¢ (Pnlz)). (5.1)

D’autre part la probabilité d’extinctiop est donnée par :
p = P (il exite un instant tel queX,, = 0),
Comme la famille d’évenementX,, = 0} est croissante on en déduit que :

p= lim P(X, =0).

n—+oo

Remarquons, d’autre part, que :
P (Xy =0) =E(0*) = ¢(0).
On peut alors utiliser I'équatiorb(1) et la continuité dep pour prouver que :

p=d(p).

Le probleme probabiliste de calcul de la probabilité d’extinction de la population se raméne
simplement au probleme de I'étude de la fonctipnOn peut déduire des propriétés de
(exercice) que :

—sSiE(&) < Talorsp =1,

— siE(&) > 1, il existe une unique solutioa a I'équationd (o) = o aveco < 1 etl'ona

p =o0.

On voit donc que :

— SiE(&) <1, la population disparait forcément au bout d’un temps fini,

— siE(&) > 1, la population peut survivre indéfiniment.

5.2 Calcul de lois

Proposition 5.2.1 Soit (X,,n > 0) une chaine de Markov sur un espaEale matrice de
transition P et de loi initiale (Ia loi initiale est donnée par la loi d&X,, i.e. par la famille de
nombresu(x) = P(X, = x)). La loi du vecteur(X,, ..., X,,) se calcule par la formule :

P(Xo=%0,...,Xn =%n) = 1{x0)P(x0,%1) X -+ X P(Xn_1,%n).
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Démonstration : Par définition de la probabilité conditionnelle, on a :

P(Xo =x0, .+, Xn = Xn, Xng1 = Xn11)
=P (Xni1 = xn1Xo = %0, ..., X = xn) P(Xo = %0, ..., X = xn) .

Comme(X,,, n > 0) est une chaine de Markov on en déduit que :
P(XO =Xy .- )XTL - XT’L»XTHL] - XTLJr]) - P(XO =Xy - »XT'L :XTL) P(XTL»XTLJr])v
puis par récurrence que :

P(Xo =%0,...,Xn = Xn, Xng1 = Xny1) = P(Xo = x0)P(x0,%1) X -+ X P(xn, Xn41).

Remarque 5.2.2Notez que la loi du vecteuiXy, ..., X,,) ne dépend que de, la matrice de
transition, etu, la loi initiale.

On déduit de ce resultat une expression pour la loXgelntroduisons les notations suivantes :
— (Pf)(x) = ZyeE P(x,y)f(y), pourf une fonction d& dansR,
— (UP)(y) = 2. H(X)P(x,y), pourp une loi de probabilité su,
- (PQ)(x,y) = 2_,c¢ P(x,2)Q(z,y), pourP et Q deux matrices de transition.
— P™ est définie par récurrence par :

Pry) = )_Plx2)P(z ).

z€E

Noter quePf est une fonction suk, PQ une matrice de transition @f? une loi de probabilité
Surk.

Proposition 5.2.3 Soit (X,,,n > 0) un chaine de Markov de matrice de transitiBret de loi
initiale w. Alors :

P(Xn = Xn) = Z H(XO)P(X@X]) X X P(an],Xn).

xo€E,x1€E,....xn_1€E

soit, avec les notations précédentes :

P(Xn = Xn) = (HPn)(Xn))

Remarque 5.2.40On voit donc que le calcul de la loi @&, se raméne a un calcul matriciel.

Démonstration : La démonstration est une application directe de la formule donnant la loi marginale
d’'une des coordonnées d’un vecteur. ||
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5.3 Exemple d'utilisation des chaines de Markov

Combien de piles consécutifs voit-on dans 100 tirages a pile ou fac&oit (X,,,n > 1) une
suite de variables aléatoires indépendantes valgni pile) avec probabilite, 0 (ou face) avec
probabilitél —p (0 < p < 1). Nous avons vu que le nombre de piles consécutifs avant I'instant
n, définit parNy =0 et :

Nt = (N +1) 1{Xn+1 —1)

est une chaine de Markov. Définissons maintemgrgour un entiet fixé, par :
T =inf(n >, N, =1}.

T, est ainsi le premier instant ot I'on voit une suiteldgiles consécultifs. Introduisons! (le
processus arrété a l'instan) par :
N}L = Npaq,-
Notons que I'événemertN!, = 1} correspond a:
“J’ai vu au moinsl 1 consécutifs dans les premiers tirages”.
D’autre part(N%,n > 0) reste une chaine de Markov issueddeuisque :

1 _ 1
Nir = (N +1) 1{xn+] =1,N} <1} *’ll{]\j}1 =1}
Notons(P(x,y),x,y € {0,...,1}) sa matrice de transition, alors :
P(NL=1) =P (0,1).

Pour évaluer cette probabilité il nous reste a expliditet a calculer sa puissance pour diverses
valeurs dd (mieux vaut alors utiliser une logiciel du genre MathLab (payant) ou Scilab (gratuit
http://www-rocq.inria.fr/scilab/ N.

Les seuls éléments non nul de la matrcgont donnés par :

P(x,x+1)=p six<l,
P(x,0)=1T—p six<l,
P(LLl) =1.

P s’exprimer donc sous forme matricielle par :

l-p p 0 ... 0 0
1—p 0 p ... 0 O
P=11-p 0 0o ... p o0
1—p 0 0 ... 0 p
0 0 0 .. 0 1

Voici une procédure Scilab qui calcufe sa puissanc00 et enfinP'%(0, 1).

function [Pro]= proba(l,p)
P=[p*diag(ones(l,1));zeros(1,l-1),1];
P=[[(1-p)*ones(l,1);0],P];
P100=P"100;
Pro = P100(1,I+1)
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On peut alors obtenir sans difficultés la fonction de répartition ou la loi du nombre maximal de
1 consécutifs dans un séquence aléatoirédde ou 1 indépendants avgc = 1/2. Pour la loi,

apres avoir tapé :

for 1=2:10;

write(%io(2),string(l)+" "+string(proba(l,1/2)-
proba(l+1,1/2)));
end;

on obtient :

0.32

024

0.16

0.08

ol ||

FiG. 5.1 —Histogramme de la loi du nombre maximum de F consécutifs aprés 100 tirages

et pour la fonction de répatrtition :

0.75

050

025

0.00 T T T T T T

FIG. 5.2 —Probabilité d’avoir au moina F consécutifs apres 100 tirages
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On est donc “ a peu pres” sdr (on se trontpfois sur10, quand méme!) de vois piles
consécutifs dans une séquerid@ tirages a pile ou face, pour une piéce équiibrée. Le fait de
ne pas voib 1 consécutifs doit étre considéré comme louche et peut servir de test pour savoir si
une suite a vraiment été tirée au hasard. Il est en effet treés rare qu’'une personne tentant d’imiter
une suite au hasard ait I'idée de mefiré a la suite. Ca marche plut6t bien (exercice essayer
avec I'un de vos camarades, qui ne suit pas le cours de processus bien sdr!).

5.4 Chaines de Markov et espérance conditionnelle

Définition 5.4.1 Soit 1 une probabilité sug, un ensemble fini e une matrice de transition
surk on dit que(X,,,n > 0) est une chaine de Markov par rapport a un filtratigh, n > 0),
si c’est un processus adapté a cette filtration tel que pour toute forfali®h dansR, on a:

E (f(Xnt1)IFn) = (PF)(Xn),
ot (Pf)(x) = 3_ e P(x,y)f(y).
Remarque 5.4.2 — Notons que cette définiton est équivalente a :
P(Xni1 € AlFL) = P(X, A).
P(x,y). Remarquons que i est réduit a un point, on a alors :
P (Xn1 =ylFn) =P(Xy,v).
— Notons aussi, qu’un processus de Markov par rapport a une filtrgiigm > 0) donnée
I'est aussi par rapport a la filtration naturelle définie par :
F=0(Xo,..., Xn).
En effet, commdX,,n > 0) est adpaté &F,,,n > 0) on a pour touth, 72 C F, et
donc :
E (f(Xn1)IF]) = E (E (f(Xn)IF2) IFR) = E ((PHXWIFR) = (PH(Xn).
Bien s0r si(X,,n > 0) est une chaine de Markov par rapport & une filtration donnée c’est aussi
un processus de Markov au sens élémentaire.

Proposition 5.4.3 Soit (X,,,n > 0) est une chaine de Markov par rapport a la filtration
(Fn,m>0), alors:

avecP(x,A) =)

YyeA

P (XnJr] - Xn+1|Xn =Xny. .- )XO - XO) = P(Xn»xn+1 )

Démonstration :
P(Xnit = Xne1, Xn =X, .-+, Xo = X0)
—E(E <1{Xn+1 = X 11X = Xy, Xo = Xo}]:“;;
=B = xy o X0 = x0)E (1{Xn+1 = X}
=B (X, = xn, ..., Xo = x0) P Ko Xn1)
=E 1{Xn =Xn,...,Xp = XO}P(XH»XTLH))
= P(Xn, Xns1)P (Xn = X, ..., Xo = X0) .

La derniére égalité donne le résultat souhaité par définition de la probabilité conditionnelle élémentaire.
||
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Remarque 5.4.40n peut montrer qu’un processus de Markov au sens élémentaire est un pro-
cessus de Markov par rapport a sa filtration naturelle. Nous démontrons pas ce résultat qui
pourra étre traité en exercice par les éléves motivés par les aspects mathématiques.

Ces deux résultats montrent que I'équivalence des deux définitions de processus de Markov
lorsque I'on se restreint a la filtration naturelle, (&, n > 0) avecF° = o(Xo, ..., Xn).
L'intérét de la définition abstraite est de permettre de prendre en compte un fil{ration >
0) contenant plus d’information que la filtration naturelle (donc telle fflec 7).

Calcul algorithmique de E (f(Xyn)) Nous allons donner une illustration de l'intéret de nou-
veau formalisme pour les chaines de Markov.
Soit (X,,,n > 0) est une chaine de Markov de matrice de transifippartant dex, en0.
Ona:
E (f(Xn)) = (PNf)(x0).

On peut alors calculdt (f(Xy)) itérativement en posant, poardécroissant a partir ds :

{ un,x) =Pun+1,.) (x) = ZyeE P(x,y)u(n+1,y), (5.2)
puis :
E (f(Xn)) = (PNf)(x0) = u(0,%o).

Notez que I'equationH.2) décrit un alogrithme (récursif) permettant d’évalleff(X,,)) qui
explicite le fait que la loi d&,, est donnée paP™(xq,y),y € E).

Pour ce convaincre de ce résultat nous allons montrer que la pro¢essyX,,),n > 0)
est une martingale. Pour cela, calcul@@t(n + 1, X, 1)|F) :

E(umn+1,X0n)lFn) = E(f(Xni)|Fn),

sip(x) =u(n+1,x),onadonc:

E(un+1,Xe1)lF) = (PO)(Xa) = Y Px,y)u(n+1,y)

yek x=Xn

Mais on a, par définition de :
> Plx,yun+1,y) =un,x),
yekE

donc:
E(u(n+1,X0m)lF) =un, Xy,).

Ce qui prouve quéu(n, X,),n > 0) est une martingale. On en déduit que son expérance est
constante, soit :
E (u(0,Xo)) = E (u(n, X,,)) .

Maisu(n,x) = f(x) et Xy, = x, et la précédente égalité se réécrit :

u(0,x0) = E(f(Xy)) .

Exemples :Soit (S,,,n > 1) la marche aléatoire symétrique et supposons que I'on cherche a
calculer, pourf une fonction donnée :

E(f(Sn)).
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Le théoreme précédent, nous dit que, cette quantité est égdl® @), et queu se calcule a
I'aide de I'équation :

u(N,x) = f(x),
u(m,x) =Jum+1,x—1)+Ium+1,x+1).

Notez que ces deux équations permettent d’écrire un programme (inefficace car de complexité
exponentielle) calculant(n, x).

double function u(int n,double Xx)

{ if(n==N) then return f(x);
return 0.5 * (u(n+1,x-1)+u(n+1,x+1));
}
Il est cependant possible d’écrire un version éfficace de ce programme en utilisant le fait
gue al'instant il n’est nécessaire de calcutequ’enx —n,x—n+1,--- ;x+n—1,x+n.

Exemples :Imaginons que I'on cherche a calculer le prix d’un put américain dans le modele de
Cox Ross. Cela signifie que, b sont des réels positifg, est un nombre réel entteet 1, que
la matrice de transition de la chaifg s’écritP(x,x(1 + a)) = p, P(x,x(1 +b)) =1 —p, et
gue I'on cherche a calculer :
E((K—Sn).).

Le théoreme précedent nous dit qid,K — Sn) ;) = uw(0,Sy) siv est 'unique solution de :

{ V(N>X) = (K_X)—H
vin,x) =pumn+1,x(1+a))+ (1 —p)u(n+1,x(1 +b)).

5.4.1 Solution d'un probleme d’arrét optimal

On se propose de calculer :

Vo = sup E (W (X:)|Fn),
v« F-temps d’arréh<c<n

Lorsque(X,,n > 0) est une chaine de Markov. Ce résultat est directement relié a des al-
gorithmes de calcul de prix d’option américaine en finance et d’autres problémes appliqués.
Commencgons par énoncer le résultat essentiel de cette partie.

Théoréme 5.4.1Soit (X,,,n > 0) une chaine de Markov issue du poigten 0, de matrice
de transitionP(x,y) sur un espace d’état firli, par rapport a une filtration 7,,,n > 0). Soit
P (x) une fonction définie pow € E. On cherche a calculer :

sup E ($(X:)).
 Fn-temps d’arrét<n

Soitu la solution unique de :

u(N,x) = VP(N,x), x ek
u(n,x) max({Pu(n+1,.)} (x), P (x)) (5.3)
)

)
= max(ZyeEP(x,y un+1,y),P(x )) n<N,xeE.



Ch.5 Chaines de Markov a temps discret 89

Alors

sup E (W(Xc)) = u(0,x0).
v Fo-t.a.o<t<N

De plus le temps d’'arrét :
To = inf{k > 0,u(k, Xy) = b (Xi)},
est un temps d’arrét optimal i.e. qui vérifie

sup E(W(X:)) =E[W(Xy,)).

v Fo-t.a.o<t<N

Démonstration : On a, bien sar, vu la définition de:
u(n,x) > {Pu(n+1,.)}(x).
De plus, par définition d’une chaine de Markov :
{Pun+1,)}(Xn) =E(un+1,X9)|Fn) .
Onadonc:
um+ 1, X)) —un X)) <um+1,X041) —E(un+ 1, X009)[Fa) .

Posons :
Yn - LL(TL, Xn) —E (U(TL, Xn)’-,’tnfl)
etM,, = u(0,x0) + Yy +--- 4+ Yn, pourn > 0. M,, est uneF,, martingale, en effet :
E(Mn—l—] - Mn‘fn) - E(Yn—H |Fn)

= E(un+1,Xu1) —E(un+ 1, Xu0)Fn) [Fn)
= 0.

De plus, commer(n + 1, Xq.1) — u(n, X)) < Yayq etu(0,x9) = My, il estimmédiat d’en
déduire par réccurence que, pour taut 0 :

u(n, X,) < M,.
Maintenant sit est un temps d’arrét tel que< N, on a:
u(t, X¢) < M.

Alors, en utilisant le fait quéM ., n > 0) est une martingale, et en utilisant le théoréme d’arrét
on obtient :
E (M) = E(Mo) = u(0,xo).

On en déduit donc que :
E (u(t,X:)) < E(M:) =u(0,xo).

On vient donc de prouver gue(u(t, X;)) < u(0,x). Comme, de pluat(n,x) > P(x), ona
pour tout temps d’arrét inférieur™ :

E (W (X+)) <u(0,%0).
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Donc:
sup  E(b(X:)) < u(0,x0).

n<t<N,r t.a.
Pour finir la démonstration du résultat annoncé, il suffit de trouver un temps dtairdérieur
aN tel que:
E (X)) =u(0,%0).
Pour cela posons |
To = inf{p > 0,u(p, X,) = P(X;,)}.

On peut démontrer (exercice) qug est un temps d’arrét. D’autre part ontg < N puisque
u(N,x) =p(N,x).
Sur 'évenementp < 1o} on au(p, X,) # P(X,), etdonc:

u(p, Xp) ={Pu(p + 1,0} (Xp) = E(ulp + 1, X)) -
Ceci implique que, sur I'événement < 1o} :
u(p +1,Xp41) —ulp, Xp) = Ypi1.
En sommant ces égalités entre= 0 ety — 1 on obtient :
U(To, Xg,) = My,
On voit donc, en utilisant le théoreme d’arrét, que :
E (10, X+,)) = E (M) = E (Mo) = u(0,%o).

Comme, par définition dey, I'on au(to, X.,) =1 (X,,), on en déduit que :

E (W (X)) = u(0,%0).
Ceci prouve donc que :

sup E(W(X:)) =u(0,xp).

<N t.a.

Exemples :Soit (S,,,n > 1) la marche aléatoire symétrique et supposons que I'on cherche a
calculer, pourf une fonction donnée :

sup f(S.).

<N,r t.a.

Le théoreme précédent, nous dit que, cette quantité est égal® @), et queu se calcule a
I'aide de I'équation :

u(N,x) = f(x),
u(n,x) =max(Jumn+1,x—1)+Jumn+1,x+1),f(x)).

Une fois queu a été calculée on peut expliciter le temps d’arrét optimal par

To = inf {Tl > O,LL(TI, Sn) = f(sn)}
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Exemples :Imaginons que I'on cherche a calculer le prix d’'un put américain dans le modéle
de Cox Ross. Cela signifie que, b, r sont des réels positifg, est un nombre réel entteet 1,

gue la matrice de transition de la chafes’écritP(x,x(1+a)) = p, P(x,x(1+b)) =1 —p,

et que I'on cherche a calculer :

Vo= sup E((K—35:).).

T t.a.t<N

Le théoreme précédent nous dit qife,= u(0, Sy) avecv solution de :

V(N)X) = (K_X)Jr)
{ v(n,x) = max(pun+1,x(1+a)) + (1 —p)u(n+ 1,x(1T+ b)), f(x)).



92 Cours de Processus Aléatoires

5.5 Exercices

Exercice 37 On considére I'espace a deux états= {a, b}. La matrice markovienne la plus
générale s’écrit
11—« x
P= :
)

1. Condition pour que la chaine de Markov ne soit pas périodique.

2. Condition pour que la chaine de Markov soit irréductible.

3. On suppose que la chaine est irréductible. Calculer la probabilité invariante.

4. On suppose que la chaine de Markov associgéest irréductible. Montrer que les puis-

sances d@® s’écrivent
T—-p p p —p
P = " .
(1 P p) I (—1 +p 1-p

ou on déterminera ety.
5. On suppose que la chaine de Markov est apériodique et irréductible. En déduire que
lim,,_,« ToP™ est indépendant de la loi initiate,.

Exercice 38 Soit (X,,.1,n > 0) une suite de v.a.r. i.i.d telles que
PIX; =11 =P[X; = -1 =1/2.

On définit pour toutr > 1, X5, = Xon_ 1 Xon41-

1. Vérifier que les v.a.X,,,n > 1 sont i.i.d. Donner leur loi.

2. Montrer queX,, etX,, 1 sont indépendantes.

3. Déduire de 1 et 2 que les v.aX,, n > 1 sont indépendantes deux a deux.

4. CalculeP[X, .., =j | X, = 1i] pourtoutn > 1,1,j = +1. En déduire que les équations
de Chapman-Kolmogorov sont satisfaites.

5. CalculeP[Xy, 1 = 1| Xon = —1, X571 = 1]. En déduire qu& n’est pas une chaine de
Markov.

6. Montrer en revanche qu&,, = (Xs,Xn41),n > 1) est une chaine de Markov non
homogéne avaleurs dafs1, 1)2. On déterminera la matrice de transition en distinguant suivant
guen est pair ou impair.

Exercice 39 Soit X une chaine de Markov a espace d’état dénombrablenSpitl. On note
pi;(n) = P[X, =j | X, = 1], la probabilitée de transition de I'étata I'étatj enn étapes. Par
convention on pose; ;(0) = 1 etp;;(0) = 0. On note

li;(n) =PXy =5, Xk #1,1 <k <n| X, =1,
la probabilité partant de I'étdtd’atteindre I'étatj enn étapes, sans repasser par I'étadn
note également pour+ j,

fi;(M) =PXy =Xk 5,1 <k <n| Xy =1l
la probabilité partant de I'étatd’atteindre pour la premiere fois I'étagnn étapes. On introduit
les fonctions suivantes définies guil, 1] :

Pij(s) =) pij(n)s™

n>0
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1. Montrer que pour tout # j,

Pi; (s)
Pi; (s)

11(s)Ly;(s)
j,j(S)Fi,j(s)

2. On défini le premier temps d’atteinte fdeart = inf{k; X, = j} et le dernier temps de
passage pat;, = [n — sup.{Xx = 1}]1{X,, =j}. Montrer que les variables aléatoires ne
sont pas des temps d’arrét. Déduire du 1 que si= P; ;, alors on aP[t = k] = P[t/, = k]
pour toutn > k. Donc de maniére imagée le premier temps de passage et le dernier temps de
passage “ont méme loi”.

3. Donner un exemple de chaine de Markov a espace d’état dénombrable VEyifiari; ;
pour touti etj.

—p
—p

Exercice 40 On considére une marche aléatoire symétrigjue- 0 etS,, = Xy 4+ --- + X,,, ou
les v.a.r(X,,n > 1) sonti.i.d. et

PXi =1 =PX;=-1]=1/2.
On considere la famille de variables aléatoires
Y, =suplk <n;Sy =0}, n>1.

On désire évaluer la vale®(Y,, = k] pourk < n. Dans le jeu de pile ou face, la v.ar, est le
dernier instant ou les deux joueurs sont a égalité.

1. CalculerP[S,,, = b].

2. On admet la formule suivante :

b
PIS; £0;...:S # 0;S, = b] = %P[sm — bl.

CalculerP[S; # 05...;S,, # 0]. On pourra utiliser le fait que
2k 1 1

MmM+km—k) n—-k—1 nt+k—1"

3. En déduire qu®[S; #0;...;S,, # 0] = P[S,, =0].
4. En utilisant le résultat précédent montrer que

P[Y, =kl = P[Sax = 0IP[S2n_2x =0I.

Remarquer que contrairement a l'intuition la loi du dernier zéro agangst symétrique par
rapport an.

5. Soit0 < y < x < 1. En utilisant la formule de Stirlingr(! ~ n™*/2e™ /27 pourn
grand), montrer que pourt grand

Plny <Yn§nx]~1—J ;du.
v Vvu(l—u)

6. En déduire que la suit&,,/n,n > 1) converge en loi.
7. Montrer que asymptotiguement, avec probabiljt2,

2—ﬁ]U 242 1].

' 0
/ne [ a a
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Exercice 41 1. SoitY une chaine de Markov a espace d’état discret. On suppose que
P;[Y,, = j infiniment souvert= 0.
On notet = sup{n;Y,, = j}. Montrer que} ., P;jlt =n| = 1. En déduire que

1

PilY.#4) Vn>1]= — .
][ £ ] 1+Zn21pj[Yn:]]

On considére maintenafX,,,n > 1) une suite de v.a.r. i.i.d. telles que
PX,=1=p, PXo=-1l=q=1-—p.

On définitSy = 0, S,, = X5 + --- + X,,. Vérifier que(S,,,n > 0) est une chaine de Markov
homogéne a valeurs dadis On suppose # 1/2.

2. EvaluerP[S,, = 0].

3. Ecrire la fonctionf(x) = [1 — x]~'/2 sous forme d’une série entiére.

4. En déduire qul[S,, 20 vYn>1]=1p—(q|.

Exercice 42 Soit (X,,,n > 0) une chaine de Markov homogene a espace d’état dénombrable
E. On notel,, = inf{n > 1;X,, = y}. Six ety sont deux états distincts, on note

Pxy = P[Ty < 0 | Xo :X].
1. Montrer que
Pxy > 0 & In > 1telqueP[X,, =y | Xo =x] > 0.

On suppose,, > 0. Soitny = inf{n; P[X,, =y | Xo = x] > 0}.
2. Montrer gqu’il existe des états, x, ..., xq,1 tels que

P, x1)p(x1,%2) - P(Xng—1,Y) >0, oUP(x,z) =PXy =z | Xo = x].

Montrer que ces états sont distincts.
3. SiE estfini et de cardinal. Montrer alors quey, < d—1etP[T, <d—1[X, =x] > 0.
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5.6 Travail dirigé : Modélisation de I'’évolution d’'une popu-
lation

On désire étudier le modéle de population suivant. A I'instani& population comporté.,

individus. Chaque individia donne naissance(é“) enfant(s) a la génération suivante et meurt.
Ainsi la population a lI'instanth + 1 comporte

Zn
Zn—H = Z an)
i=1

individus. SiZ,, = 0, alors la population est définitivement éteinteZgt ; = 0. On fait les

hypotheses suivantes. La SL(lté“),i > 1,n > 1) est une suite de variables aléatoires discretes
indépendantes et de méme loi, caractérisée par la fonction génératrc®; 1],

G(z):Zpkzk ou pk:P[an):k], k € N.

On suppose qué < po < 1, Var(jg“) = 02 < oo et on posem = E[Cg‘”]. On rappelle que la
fonction G est sous ces hypothéses de classsur[0, 1.

On suppose également que la population comporte un seul individu a I'instand (i.e.
ZO - 1)

1. Vérifier que0 est un état absorbant pour la sui#,,n > 0), c’est-a-dire montrer que
{Z,, =0} € {Z,.4« = 0} pour toutk > 0.

2. Montrer queZ = (Z,,n > 0) est une chaine de Markov sur un espacque I'on
précisera. On ne calculera pas la matrice de transition.

3. On noteT = inf{ln > 0,Z, = 0} avec la conventionnf() = +oo. T est le temps
d’extinction de la population. Montrer queest un temps d’arrét.

4. Montrer que la suit¢W,, = m "Z,,n > 0) est une martingale.
5. Calculerg[Z,,].

6. Montrer queE(Z,,] > P[Z, # 0]. En déduire que sin < 1, alors presque slrement
Z., = 0 pourn assez grand (cela revient a montrer fUE < +oo] = 1).

7. Vérifier queG’(1) = m.

8. On définitG; = G et pourn > 1, G41(z) = G.(G(z)) pourz € [0, 1]. Montrer que
pourz € [0, 1], E[z*"] = Gn(2).

9. Soitq € [0, 1] tel queG(q) = g. Montrer que(g#",n > 0) est une martingale.
On suppose dans toutes les questions suivantesguel .

10. Montrer queG est convexe sup, 1]. Tracer I'allure de la fonctiols (z) pourz € [0, 1].
Vérifier qu'il existe un unique réef €]0, 1], tel quen = G(n).
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11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

La martingale (n“»,n. > 0) On rappelle le théoréme suivant du cours {Gj,n > 0)
est une martingale telle queip,., E[Y?] est fini, alors il existe une variable aléatolfe
telle queE[Y?2] < oo, etlim,_o E[(Yn — Y)2] =0, lim,_ E[[Ys — Y] =0 et (Y,,n >
0) converge presque srement V&rs

Vérifier que(X,, = n“*,n > 0) est une martingale bornée pharui converge dank?,
dansL' et presque srement vers une variable aléao#evaleurs danf, 1].

Montrer que sH est une variable aléatoire réelle & valeurs dany alors,
P[H €]0,1[ ] > 0 = E[H*] < E[H].

Calculerg[X].

Vérifier que pourz € [0,1], |G(z) —1| < 0]z — 7| ou 0 < 1. En déduireE[X?].
En déduire la valeur de[X €]0, 1] ].

Déduire de la question précédente la valeuPde< +oo].

CalculerE(ZZ_, | Z,]. En déduire que poun # 1,

mt—1
varZ, = o*m™ ! .
m—1
Veérifier que(W,,n > 0) converge presque sdrement vers une variable aléatoire positive
W.

Montrer queG,.1(z) = G(Gn(z)) pourz € [0,1]. En déduire queE[e*4n+1] =
G(Ele ).

Montrer que la transformée de Laplace\dedéfinie pourt > 0 par¢(t) = E [e*tw],
est solution de
@(mt) = G(e(t)) t=>0.

Montrer que est décroissante, continue et dim_,., ¢(t) = P[W = 0]. Calculer
E[W] et montrer qué[W = 0] = 1.

En utilisant les résultats précedents, montrer que presque strémend pourn assez

grand ou biedim,,_,,, m "Z,, existe et est non triviale c’est-a-dire qu’elle est différente

de0 ou +oo.
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5.7 Travail dirigé : Algorithme de Hastings-Metropolis

Le but est de simuler des lois compliquées a 'aide de chaines de Markov simples.

Soit (X,,,n > 0) une chaine de Markov de noyau de transitioeur un espace d’état au
plus dénombrabl&. On suppose dans un premier temps qu’il existe 0 etc une mesure de
probabilité surt telle que pour toutx,y) € E?,

P(x,y) > ac(y). (5.4)
1) Montrer que sjt, 1’ sont deux mesures de probabilités EBualors
WP — Pl < (1 — o) [u—pl,

ol vl = ) ¢ lv(x)| est la norme en variation de la mesareOn rappelle que/P(z) =
> ver V(X)P(x,2).

2) En déduire gu'il existe une unique mesure de probabilisér E telle quertP = 7. On
dit quem est la mesure invariante de la chaine de Markov.

3) Que se passe-t-il ¥, a pour loirt?

4) Montrer que quelle que soit la loi initiale d&),, (X,,n > 0) converge en loi vers la
mesure invariante. (On démontre en fait que la convergence pour la norme en variation implique
la convergence en loi.) Donner une majoration de la vitesse de convergence.

5) Montrer que le résultat reste inchangé si I'on suppose seulement que polx, iput
E?,

P'(x,y) > ac(y), ou 1>1. (5.5)

On cherche a simuler une to, 3 > 0, surk fini de la forme

vp(x) =Ce PHX x c E

ou H est une fonction positive connue @test la constante de normalisation. Dans le cadre de
la mécanique statistique représente I'énergie du systéme dans la configuratid@n général
la constante de normalisation (appelée fonction de partition) est mal connue. On ne peut donc
pas simuler directement une variable aléatoire de }oi
On suppose donni un noyau de transition d’une chaine de Markov Bwérifiant5.4 tel
que
P(x,y) = P(y,x), pourtout (x,y) € E2.

On choisit une suite(x,y) €]0,1] ol (x,y) € E2 Soit (Y., > 1,x € E) €t(Z; 1y, 0 >
1,(x,y) € E?) des suites de variables aléatoires indépendantes. Leurs lois sont caractérisées
parP[Y,x =yl = P(x,y) etP[Z,xy, = 1] =1 —P[Z,,, = 0] = a(x,y). On construit la
suite de variable aléatoif&,,, n > 0) de la maniéere suivantX, = x,, et pourn > 1, on pose
Xn=xSIYnx, ,=xetsiZ,x, ,x=1;sinonX, =X, _;.
6) Montrer qug X,,,n > 0) est une chaine de Markov dont on donnera le noyau de transition
Q.
7) Montrer queQ Vvérifie 5.4.
8) Montrer que s'il existe une mesure de probabilitéurE telle que pour toufx,y) € E?,
v(x)Q(x,y) =v(y)Q(y,x), alorsv est la mesure invariante.
9) Quelle valeur peut-on donnera(x,y), (x,y) € E2) pour que la mesure invariante soit
vg. Donner une méthode pour simuler une variable aléatoire deloi
10) Que se passe-t-il quaifid— oo ?
11) Proposer intuitivement une méthode pour obtenir un minimurii dm utilisant un
algorithme de Hastings-Métropolis. On parle alors d’algorithme de recuit-simulé.
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5.8 Travail dirigé : Récurrence de la marche aléatoire simple

On considére un processus de Markov homogéne en t¥mapsspace d’état dénombrable,
issu deX, = j sousP;. On définit les v.a.r.

U, = {] S0 =)
0 sinon.

SoitB € B ({0,1}“) et(sy,... sn 1) €10, 1171,

1) Montrer que

Pj[(UnH,...) eBlU,=1,U, ;= Sn1,...,U; = s1] = P][(Lh,) € BJ.

On dit quel est un processus de renouvellement.

2)OnnoteF, ={U,, =1, U, =0, Vk>1}etFp={U, =0, Vk > 1}. Montrer que

1 — P;[X,, = j infiniment souvent= Z P;[Fol.
n>0

3) Montrer queP;[F,,] = P;[FolP;[U,, = 1].
4) On noteG = U,;>1 {X;, = j}. Déduire de 2) et 3) que

P;[X,, = j infiniment souvent =0
PGl < 1= il ) , L
Zn21 Pj [Xn = ]] < 0.
5) Déduire de 2) et 3) que
PG =1 P[Xn =3 infiniment souvent =1
ZnZ] Pj [Xn = ]] = Q.

En déduire qué;[X,, = j infiniment souvert=1 & 3 | B[X,, = jl = +oo (on dit que
I'étatj est récurrent) et qu;[X,, =j infiniment souvert=0 & >, P;[X,, = j] < +oo (on
dit que I'étatj est transient). -
6) Soit la marche aléatoire symétrique ur S, = 0,S,, = Y; +---+ Y,, ou les v.a.r.
(Yo, m > 1) sonti.i.d. et
PlY; =11 =P[Y; =-1]=1/2.

CalculerP[S,,, = 0]. En utilisant la formule de Stirlingy! ~ v2mn™*'/2e ™ pourn grand) les
guestions 5) et 4), montrer g&&S,, = 0 infiniment souvent= 1.

7) On consideére la marche aléatoire symétriquezdurS, = 0, S, = X; +- -+ X,,, ou les
v.a.r.(X,,n > 1)sonti.i.d. et

PIX; = (0,1)] = PIX; = (0,—1)] = P[X; = (1,0)] = P[X; = (—1,0)] = 1/4.

CalculerP[S,,, = 0]. En utilisant la méme méthode que pour la question 1, montref gsé
récurrent pour la chaine de Mark6vOn pourra utiliser quél +x)™(1+x)™ = (1+x)?" pour
calculery [y o™

8) On considére la marche aléatoire symétriqueZsurMontrer que0 est transient. On
utilisera que poun > 4 :

| !

Z n! 2< n! max n! < n!
3niljlk! - 3niljlk! ) iik=n \ 3kl ) — 3n([n/3]1)3°

i+j+k=n i+j+k=n

9) En déduire que la marche aléatoire symeétrique en dimedsioi est transiente.
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Remarque

Plus généralement, il existe un critere du a Chung et Fuchs (cf Feller tome Il p.614) sur la
fonction génératrice qui détermine si la marche aléatoire est récurrente ou transiente.






Chapitre 6

Propriété de Markov forte

6.1 Propriété de Markov génerale
Soit P la matrice d’'une chaine de Markov sur un espacetfjmous noterons :
EX (f(XO»Xh s aXTL)) =E (f(X)(§>X7]<a o )Xﬁ)) )

ou (X¥,n > 0) est une chaine de Markov de matrice de transifigrartant dex a I'instant0
(ile.P(Xx=x)=1)"
Plus généralement, on peut défikir pour toute fonction (positive ou bornée) de la trajec-
toire par :
Ex (f(Xyx, k > 0)) = E(f(X{, k > 0)).

On peut alors étendre la propriété de Markov de la facon suivante.

Proposition 6.1.1 Soit (X,,n > 0) une chaine de Markov de matrice de transitiBrpar
rapport a une filtration( ., n > 0), alors :

E (f(Xk+n)k > 0)|«/Tn) = (b(Xn)

avec
$(x) = Ex (f(Xx, k > 0)).

On écrit souvent cette relation sous la forme :

E (f(Xicim, k = 0)[Fn) = Ex,, (f(Xy,k = 0)).

Démonstration : Nous ne donnerons la démonstration de ce résultat que dans un cas trés particulier.
La généralisation n’est pas trés difficile mais repose sur des arguments techniques particulierement indi-
gestes.

Nous supposerorfsde la forme :

f(vap Z 0) = f(Xl)»
avec un abus évident de langage. On a, alors, grace a la définition de la propriété de Markov :

E (f(Xni1)1Fn) = (PF)(Xn).

INotez que cette définition ne dépend pas du choix de la Xtiitaais uniquement de sa loi qui est déterminée
parP et le point initialx.

101
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De plus :
E. (f(X1)) = ) P(x,u)f(y) = (PF)(x),

yeE

puisque la loi d&X;, pour une chaine de Markov de probabilité de transifiagsue dec en0 est donnée

par(P(x,y),y € E).
Le résultat est donc clair pour ce type de fonction. ||

Nous allons maintenant aborder la notion de propriété de Markov forte. Il s’agit d’étendre la
propriété que nous venons d’énoncer non plus a des temps fais a desemps d’arrét finis

6.2 Introduction a la propriété de Markov forte

Nous allons commencer par illustrer cette propriété importante dans le cas d’'une suite de
variables aléatoires indépendantes de mémglgin > 1).
Nous noteron$F,,,n > 1) lafiltration définit par :

fnzo—(ul)"')un)v

i.e. la filtration naturelle de la suite. S@itune temps d’arrét par rapport a la filtratiof,,, n >
1). Cela signifie que pour tout entier {S < n} est un ensemble dg, ou de fagon équivalente
gue{S = n} est un ensemble d&,. Nous supposerons, de plus, RIES < +o0) = 1.
Notre but est d’identifier la loi de la suitéls., 1, ..., Us, ). Pour cela nous devons calculer,
pour toute fonction positive :
E(f(Usy1, ..., Usyin)) .

Or, nous avons :
E(f(Usir,- o Usin)) = E (T s = 1 f(Usi, o, Usen)
- Zkg] E (1{5 = k}f(uk+1>---»uk+n)

On note alors quéS = k} est dansF, et quef(Uy.1,..., Uy, ) est une variable aléatoire
indépendante dé&; et I'on en déduit que :

E (f(uS—H) v »uS—I—n)) = ZKZ] P(S = k)E (f(uk—l—]) <o auk+n)) )
= [Ze P(S = K] E(f(Uy,...,U,)),
= E(f(Uy,...,U,)).

Ceci prouve qué¢ls, 1, ..., Us,,,) alaméme loi quél,,..., U, ) etl'on peut en déduire que
la suite(Us .,k > 1) ala méme loi quél,, k > 1), c'est a dire est une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi.

6.3 Tribu des événements antérieurs a un temps d’arrét

Définition 6.3.1 Soit (F,,,n > 0) une filtration,S un temps d’arrét par rapport a cette filtration
on noteFs la tribu des événements antérieus définie par :

Fs ={A € A, pourtoutn, AN{S =n}e F.}.
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Remargue 6.3.20n démontre sans difficulté q¥eet X5 sont des variables aléatoirés me-
surable, s(X,,,n > 0) est un pocessus adapté.

De mémeT < S}, {Xs € A} sont dansFs, mais{Xs,; € A} n’est pas dangs et plus geé-
neralementX, € A}, sauf siS > t?

Remarque 6.3.3SoitS un temps d’'arrét fini alors :

E(XIFs) =) lrg — EXIF). (6.1)

n>0

Ceci se prouve sans difficulté en posant :

X=) Lg_  EXIF),

n>0

et en remarquant que Aiest un élement dés, on a:

E(X1a) = ) E (LsmraE(XIF)) -

n>0

Comme(S = n} N A est un élement d&.,, on en déduit que :

E(X1a) = ) E (E(XLs—npnalFn)) = D E (XLs—mra) = E(X1a).

n>0 n>0
Le théoréemes.2.1, définissant I'espérance conditionnelle permet alors d’affirmer que :
X = E (X|Fs).
Retour au cas d’une suite indépendante Revenons au cas d'une suitd,,n > 1) de va-
riables aléatoires indépendantes de méme loi. Nous notons dans £g eas (Uy,...,U,)

et nous supposons gqdeest un temps d’arrét, fini presque sirement, par rapport a cette tribu.
Nous cherchons, tout d’abord, a calculer :

E (f(Ustr, ..., Usin)|Fs) .

Pour cela nous allons utiliser I'équatiénl :

E(f(Usi, ) Usip)lFs) = 2 0E (L — yf(Usir, ooy Usip)I 75 )

= Y .oF (1{3 (U, ,unﬂo)\fn) .
Comme(U,41,..., U, ,) estindépendante dg, et{S = n} est dansF;, on en déduit que :

E (f(u5+1 yo e >U-S+p)’f5) - ano 1{5 — n}E (f(un—l—] yooe >un+p))

S solis — E (U, W)
— E(f(Uj,...,U,)).

En prenant I'espérance des deux membres on retrouve le fait déja établi que IeLlgi dek >

1) est identique a celle dél,,k > 1). Nous allons voir que ce résultat implique de plus que
(Us4x, k > 1) est une suite indépendante de la triby Pour se convaincre de ceci, il suffit de
noter le résultat suivant.
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Proposition 6.3.4 SoitX une variable aléatoire €8 une tribu. Supposons que pour toute fonc-
tion positive ou bornééon a :

E(f(X)|B) = une constante= E (f(X)).

Alors X est indépendante d&.

Démonstration : Soit Z une variable aléatoirB-mesurable ey une fonction bornée, alors :
E (f(X)g(Z)) = E(E(f(X)g(Z2)IB)) = E(g(Z)E (f(X)|B)) .

Mais E (f(X)|B) = C et en prenant I'espérance des deux membres on a forcément (f(X)). On
obtient donc :
E(f(X)g(Z)) =E(g(Z)) E(f(X)).

X est donc indépendante de toute variable aléafbizmesurable. Elle est donc, par définition, indé-
pendante dés. ||

Or, nous avons vu que, pour toute fonctioet pour toutp .
E (f(uSJr] yoo. )uSJr‘p)’JTS) =E (f(UT yoo. )up)) y

On déeduit, du résultat précédent que, pour toutls., . .., Us,,,) estindépendant d&s, puis
par un argument technique qUés, k > 1) est indépendante d&s.

Un exemple d'utilisation : jeu de pile ou face. Soit (U,,n > 1) une suite de variables
aléatoires indépendantes telles @iél; = 1) = p etP(U; =0) = 1 — p. Soitt, le temps de
premiere apparition de pile :

T =Iinf{n>1,U, =1}.

Il est bien connu que la loi de; est une loi géometrique de paramaite.e. :
Pti=k)=p(1—-p)* " k>1.
De mémer, le temps de premiere apparition de face :
T, = inf{n > 1, U, =0},
suit une loi géomeétrique de paramétre p :
P(,=k =(1-p)p* " k>1.

Quelle est la loi de I'instant de premiére apparition de la séquédce;, ? Pour répondre a
cette question il suffit de remarquer qug est la somme du temps d’atteinte ter; et du
temps d’atteinte dé pour la suite(U., 4x, k > 1), 5. Cette suite estindépendanteg donc
deT; et a méme loi qué¢lly, k > 1). On obtient doncsans aucun calcubue :

!
Tio = T1 + T3,

Ty suivant une loi géometrique de paramairet t;, étant indépendante dg suivant une loi
géometrique de paramétte- p.
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6.4 Propriété de Markov forte : premiére approche

Nous allons généraliser les idées précédentes au cas des chaines de Markov.

Proposition 6.4.1 Soit (X,,n > 1) une chaine de Markov par rapport a une filtration
(F,m > 0) de matrice de transitio?, soit S un temps d’arrét par rapport a la méme fil-
tration, fini presque sdrement. Alors pour toute fonctidyornée :

E (f(Xstx, k > 0)|Fs) = Ex, (f(Xy, k >0)).

et en particulier :
— (Xs4n,m > 0) est une chaine de Markov de matrice de transitton
— Si Xs est une variable aléatoire constan{&s..,n > 0) est indépendante de la tribu
Fs.

Démonstration : Nous allons procéder comme dans le cas précédent et évaluer I'espérance condition-
nelleE (f(Xs, Xs11,...,Xs.n|Fs) pour cela notons que :

E(f(XS)XS—H)"')XS—I—D)‘]_—S) = ZT’LZO 1{8 :n}E (f(XS»XS-H)"')XS—I—D)‘]:TL))

S 20 E (15 = nyf O Xty oo Xip)Fn )
ano 1{5 — n}E (f(XTl»XThq yooe. >Xn+p)|~7:n) »
2 045 = n)Bxy (F(X0, X4, Xp))

La derniére, égalité s'obtient en utilisant la propriété de Markov étendue a des fonctions génerales (voir
proposition6.1.7). On peut réécrire la derniére égalité sous la forme :

E (f(Xs, X541, .-+, XsyplFs) = Exg (f(Xo, X1,...,Xp)).
Par un argument technique on étend le résultat aux foncfidextoute la trajectoire du processus :
E (f(Xs4x, k = 0)[Fs) = Ex, (f(Xk, k = 0)).

En prenant I'espérance des deux membres, on en déduit que la (¥isdg k > 0) est celle d'une
chaine de Markov de probabilité de transitiBrissue deXg a l'instant0. Dans le cas oXg est une
constante, I'espérance conditionnelle se réduit a une constante et le Efdmermet alors d’affirmer
que(Xsyy, k > 0) est indépendante d&s. |

Application : temps d’atteinte d’'une marche aléatoire Soit (U, k > 1) une suite de va-
riables aléatoires indépendantes de méme loi, telleRjue = +1) = 1/2. Soitt, le temps
d’atteinte du niveaw :

T, =inf{n>0,S,, = a},

poura un entier strictement positif.

CommeS., =1, la suite(S+, ., k > 0) estindépendante dE,, et la loi de cette suite est
celle d’'une marche aléatoire partantida I'instant0. De plust, est la somme de; et det; le
temps d’atteinte dé pour la marche aléatoire issue@®eno0, (S, .« — 1,k > 0). On en déduit
donc,sans aucun calcudue :

T, =1+ 1,

Ty ett] étant deux variables aléatoires indépendantes, la loj étant identique a celle dg.
On généralise sans difficulté cette relation pawntier arbitraire.

1, .2
Ta =T, +T1]+ -+ 17,
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les (t],...,T}) étant indépendants, suivant tous la méme loi guedn pourra montrer, en
exercice, quét,, a > 0) est une marche aléatoire.
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6.5 Exercices

Exercice 43 Un petit restaurateur qui ne possede que trois tables, remarque que si son restau-
rant est vide alors la loi d’arrivée du premier client est une loi exponentielle de parametre
Le temps de service d’'un client est une loi exponentielle de pararhé¥tais dés qu’un client
est installé, sa présence attire d’autre clients, et une voire deux tables en méme temps, s'il en
reste deux, peuvent se remplir. Les temps d’arrivée suivent toujours des lois exponentielles de
paramétrd. Enfin si toutes les tables sont occupées, le restaurateur presse le service et une ou
deux tables en méme temps peuvent se libérer suivant des temps exponentiels de parametre
On modélise I'évolution du nombre de tables occupées a I'aide d’'une chaine de Markov
a temps continu sur I'espace d’état= {0, 1, 2, 3}. On noteP, le semi-groupe de transition du
processuX et G le générateur infinitésimaP( = et©).
1. Montrer queG s’écrit

2. On notel = inf{t > 0; X; # Xo}, le premier instant ou la chaine change d’état. Calculer
E[T | X, =1] pouri €{0,1,2,3}.

3. On noteR = inf{t > 0; X, = 3}, le premier instant ou les trois tables sont occupées. On
désire estimeE[R | X, = 0], le temps moyen pour que le restaurant initialement vide ait ses
trois tables occupées. On ndte = E[R | X, = 1i]. Montrer quebs; = 0 et que pour tout
ie{0,1,2}

bi=ET|Xo=14) bPXr=j|Xo =1l.
j#

4. En déduire la valeur de,.

5. Montrer queG = Q 'DQ, ouD est une matrice diagonale.

6. Calculer le semi-groupe de transitiBn= €‘c.

7. Calculedim_,, Ps.

8. En déduire la probabilité invariants.

9. Quel est la limite quantd — oo du taux moyen de remplissage du restaurant ?

Exercice 44 On note G le générateur infinitésimal d’'une chaine de Mark¥va temps
continu sur un espace d’état dénombrabléOn peut considére& comme une matric& =
(g(x,vy), (x,y) € E2). On noteP, le semi-groupe de transition du proces¥ud, = e©). On
rappelle que sf est une fonction mesurable positive définieBuP . f(x) = ZyeE f(y)p(x,y)
ou

px,y) =PXi=y [ Xo =x].

On suppose qukG|| = sup,¢ ZUGE lg(x,y)| < co.
1. Montrer que|G™|| < [|G||"™ et que]|e'S|| < etlISI. En déduire que

P = 14 tG + tey,

oulime_olle¢ll = 0.
2. Faire un développement ge(x,y) a l'ordreo(t).
3. Montrer que pour toutx,y) € E? tel quex # y, alorsg(x,y) > 0. Montrer que pour

toutx € E,
> glxy)=0.

yeE
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4. Soit7t une probabilite suk. L'expressionntP, = 7 signifie quey_ ; mt(x)p.(x,y) =

7t(y) pour touty € E. De mémenG = 0 signifie qued_ . mt(x)g(x,y) = 0. Montrer que

Py =m, Vt>0<&= nG=0.

Si 'une des conditions ci-dessus est vérifiée, on dit quest la probabilité invariante du pro-
cessus.

Exercice 45 On modélise I'évolution d’une population, en fait du cardinal de la population, &
l'aide d’'une chaine de MarkaoX a temps continu sud de la maniere suivante.

Ah+o(h)sim=1
PXgn=n+m|X,=n]=< pu,h+o(h)sim=—1
o(h)si |m| >1

On suppos@, > 0, yo = 0 et pour toutn > 1, A,, > 0, u, > 0.

1. Interpréter les valeurs, et w,,.

2. Déterminer le générateur infinitésin@lde la chaine de Markow( = €'C).

3. Donner laloi del (t) = inf{s > t; X # X,} conditionnellement X(t) = n.

4. CalculerP Xty =n+m| X, =n].

5. En utilisant la question 4. de I'exercice 2, donner une condition suffisante pour I'existence
d’une probabilité invarianta. Calculer alors cette probabilité.

6. On considére le modéle suivant pour I'évolution de la population.fi&é, deux phé-
nomenes sont en concurrence. Soit un immigrant arrive (a2 un temps exponentiel de parametre
A), soit un membre de la population meurt (& un temps exponentiel de paraghe@alculer
P [Xt@) =n+m| X, =n]. En déduire les valeurs de, et .

7. Montrer que la probabilité invariante est une loi de Poisson de parametie/ .

8. On suppose quk, est distribué suivant la probabilité invariante Calculer le nombre
moyen de personnes dans la population a l'instant0.

Exercice 46 On reprend les résultats et les notations de I'exercice 2. On note

_(—n n
o=(3 5,

oup > 0,A > 0, le générateur infinitésimal le plus général sur I'espace a deuxtétatsa, b}.

1. Sous quelles conditions la chaine de Markov a temps continu assdgi@si-elle
constante (et donc déterministe) ?

2. On suppose + A > 0. EcrireG = Q 'DQ ou D est une matrice diagonale. Montrer
que

b1 (A+ ph(t) w1 —h(t))>
T A\ AT —=h(t)  p+AR() )

ou h est une fonction que I'on calculera explicitement.

3. CalculerP [X; =b | X3¢ = a, X, = al.

4. Calculer la probabilité invariante (P, = ).

5. Calculer la limite dé®; quandt tend versx.

6. En déduire qu&, converge en loi quantitend versco. Donner la loi limite.

7. On note
P:( o 1—oc>’
1 —« o

ou « € [0, 1]. Montrer gu’il existe un semi-groupe de transition continu en tefifpst > 0)
tel queP; = P si et seulement di > « > 1/2. On distinguera le cas = 1.
8. Montrer qu’alors le semi groug®,, t > 0) est unique et le calculer a I'aide de
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6.6 Contréle : Loi du supremum d’'une marche aléatoire

Le but de ce probleme est d’étudier la loi du maximun global de certaines marches aléatoires
surZ. On montrera que sous certaines hypotheses, la loi du maximun est (presque) une loi
géomeétrique.

Soit(X;,1 > 1), une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi a valeurs dans
Z telles queP(X; = 1) =p > 0etP(X; € {1,0,—1,—-2,...}) = 1 (donc on a&P(X; > 2) =
0). On suppose de plus que les variables aléatd{resont intégrablesH[|X;]] < oo) et que
E[X;] = m < 0. On poseS, = 0 et pourn > 1, S, = > ' ; X;. Le maximun global de la
marche aléatoiréS,,,n > 0) estS = sup,~, Sn.

Remarques préliminaires

1. Rappeleren quel sens la su@@f,n > 1) converge et donner sa limite. En déedu& <
+00).

2. On posep(A\) = E [@Xi] pourA > 0. Expliquer pourquoip(A) est bien définie et est
une fonction continue.

3. Montrer que(M,, = @(A) ™€~ n > 1) est une martingale.
4. On admet quep est de class€> sur]0, +ool, et que les dérivées d’ordiede ¢ sont

k
données pa{(%cp(x) = E [XFe™]. En déduire quep est convexe. Tracer I'allure du
graphe dep. En déduire qu’il existe un unique €]0, ool tel quep(Ay) = 1.
5. Vérifier queg’(Aq) > 0.

Changement de probabilité
1. On posepy, = € P(X; = k). Vérifier que}_, , px = 1.

2. Soit (Y;,1 > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi a valeurs
dansZ telles que pouk € Z, P(Y; = k) = px. OnposeZ, = 0etZ, = Y .V,
pourn > 1. Montrer que pour toute fonctiofibornée ou positive (mesurable), on a
E [f(Y:) e Y] = E[f(X;)]. En déduire que pour tout;, ..., u, € R,ona

E [eiZE:1 ukYk*)‘OZ“] = E [eiZE:1 kak] )

On admet que cela implique que pour toute fonction bornée ou positive (mesutairie)
aE [f(Yy,...,Yn)e o] = E[f(Xy,..., Xyl

3. Vérifier que pour toute fonctiofibornée ou positive, on&[f(Y;)] = E [f(X;) e*Xi]. En
déduire quéy; est intégrable et, en utilisant la question 5, &l¥] > 0.

Temps d’arrét et martingale
1. Montrer que(N,, = e *Z» n > 1) est une martingale. On précisera la filtration.
2. On introduit les premiers temps d’atteinte du nivéak 0 pour les marchegS,,,n > 0)
et(Z,,mn>0):
T =infin>0;S,, >k} et pry=inf{n>0,Z, > k}.

Par convention, on posef() = oo. Montrer quep; et 1, sont des temps d’arrét par
rapport a des filtrations que I'on précisera.
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. Quel est le comportement asymptotique de la slitg, n > 0) quandn — oo ? En

déduireP(py < 00).
Sipr(w) =1, que vautZ;(w) ?

. En utilisant la remarque 5.3.3. du polycopié, calculer

E [1pk§n eonZn ’ prk} .

6. Déduire des questions précédentesBlg < n) = E [1, <, e %],

. Montrer queP(t, < n) = e **P(py < n). En déduireP(Ty, < o).
. Montrer quesS + 1 est une variable aléatoire géométriquS + 1 = k) = (1 — o)*!

pourk € N*. On expliciterax.

Le cas particulier de la marche aléatoire simple

On suppose dorénavantgaeX; = 1) =petP(X;=—1)=q=1—pavecl >q>p >
0. On désire calculer la probabilité pour que la marche aléatBjren > 0) ne revienne jamais

eno.
1. Calculere 7o, et vérifier quee o = 2,

» w DN

q
Montrer, en utilisant la propriété de Markov, gBES,, < 0;vVn > 1) = qP(S = 0).

Déduire des questions précédentes la valelr(@e < 0;vn > 1).

Rappeler la valeur dB(S,, < 0;¥n > 1) quandp = q = 1/2 (vu en cours ou en travalil
dirigé). En déduire la valeur d&S, < 0;Vn > 1) pourp =1—q €]0, 1].



Chapitre 7

Options européennes dans le modele de
Cox-Ross-Rubinstein

Une option est un produit financier qui donne le droit a son acheteur d’effectuer une opé-
ration portant sur un sous-jacent (qui peut étre une action, une obligation, une cargaison de
pétrole) avant une date appelée date d’échéance.

Exemples :

— Le détenteur d’une option europénne d’achat (Call en anglais) d’échdarscé mois
qui porte sur une action France Telecom pour un prix d’exercice (Strike en anglais) de
K = 50 euros pourra acheter dans 6 mois une action France Telecom au pfixedeos.
Bien entendu, il n’effectuera cette opération que si elle lui est profitable 5g.siK ou
(S.). désigne le cours de I'action France Telecom a I'instgrén revendant I'action sur
le marché, il réalisera alors le profi — K).
Dans le cas o8t < K, il n’exercera pas I'option puisqu’il peut acheter I'action sur le
marché au courSr.
On fait la synthése des deux cas en remarquant que le profit retiré de I'option par I'ache-
teur esth = (S; — K)™*.
C’est le vendeur de 'option qui lui fournit la richessenT. Bien entendu, en contrepar-
tie, il va demander a I'acheteur de verser une prindd’instant initialt = 0. La question
du pricing de I'option c’est-a-dire du calcul de la prifieest intimement liée a celle de
la couverture c’est-a-dire de la gestion du risque induit par la nécessité de fournir la ri-
chesséh a I'acheteur el. Comme nous allons le voir il s’agit pour le vendeur d’investir
la richesse? a l'instant initial et de la gérer “au mieux” jusqu’a I'échéance pour étre en
mesure de fournih.

— De facon symétrique, une option européenne de vente (Put en anglais) d’échédeace

prix d’exerciceK portant sur le sous-jacefti,), donne le droit a son détenteur de vendre
une unité du sous-jacent au pkxa I'échéancd’. Elle lui rapporte dont. = (K — S1)~.

Bien s0r, a l'instant initial il y a beaucoup de scenarii d’évolution possibles pour le cours de
I'actif sous-jacent. Il est donc naturel de modélig®f).co 1} comme un processus aléatoire a
valeurs dangR’_i.e. comme une famille de variables aléatoires positives. Le modele le plus
classique est celui de Black-Scholes

S = Soexp(oB; + ut) ou B, estun mouvement brownien
Ici, nous nous placerons dans le modeéle plus simple de Cox-Ross-Rubinstein qui peut étre

vu comme une approximation en temps discret du modele de Black-Scholes pour traiter le
probleme du pricing et de la couverture (hedging en anglais).
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Enfin nous nous intéresserons seulement aux options européennes qui ne peuvent étre exer-
cées qu'a 'échéance. D’autres options, appelées américaines, peuvent étre exercéees par I'ache-
teur a tout instant jusqu’a I'échéance. Elles offrent plus de droits et déterminer leur prix et leur
couverture est plus compligué que dans le cas européen.

7.1 Le modele

7.1.1 description

Le modéle comport® périodes de temps.
On considere qu'il est possible de placer ou d’emprunter de I'argent au taux d’intérét discret
r qu’il est naturel de supposer positif d’un point de vue financier.Le montant obtenu (resp. a
rembourser) a I'instant en plagant (resp. empruntant) un euro a I'instant initial est

S =(1+1)"™
On se donne également un sous-jacent risqué (celui sur lequel vont porter les options) et pour
0 <n < N, onnoteS,, lavaleur de cet actif risqué a I'instant L'évolution de cet actif dépend
de deux paramétrds > a > —1 : entre l'instantn et I'instantn + 1 'augmentation relative
du cours peut prendre la valebr(hypothese haute : marché hausskr); — S,, = bS,, ou
bien la valeura (hypothese basse : marché baisskgr); — S,, = aS,,. On suppose que tous
les scenarii d’évolution possibles entre I'instant initial et I'instant terminal se produisent avec
probabilité strictement positive.
On formalise cette dynamique de la maniere suivante. On se donne sur un espace de probabilité
(Q, A, P) des variables aléatoirds, . .., Ty a valeurs dan§l + a, 1 + b} t.q.

V(x1,...,xn) €14+ a,14+bN, P(Ty =x%1,..., Tn =xn) > 0. (7.0)
La valeur initialeS, > 0 de I'actif risqué est supposée déterministe (c’est la valeur connue sur
le marché du sous-jacent que I'on modélise). Ensiyjite’obtient par la relation de récurrence
VO<Nn<N-—-1 S =8Tw.
On en déduit facilement que

VO<n <N, Sn:SOT1...Tn:SOHTm.
m=1

On introduit la filtration(F, )o<n<n définie par

F [0y sin=0
" lo(T,...,T,) sinon

Notons que’0 <n < N, F, = 0d(So,...,Sn).
Une option européenne est modélisée par une variable aléatdiggmesurable positive qui
représente le profit obtenu a I'instadtpar son détenteur en I'exercant.
Exemples :
— Pour Put européen standard (vanilla) de prix d’exerkick = (K — Sn)t.
— Pour un Call européen sur-moyenhe= (<~ ZN S.—K)" .

N+1 n=0+<m
— Pour un Call sur maximum avec Strike flottaht= maX<,<n S, — Sn.-

Commeh esto(Ty, ..., Ty) mesurable, dans I'esprit de la Propositiba.2
I {1+a,1+bN SRtgh="Ff(Ty,...,Tn). (7.2)
Dans I'exemple du Put européen standélid, ..., x,) = (K— S, H:ﬂ:] xi)T.
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7.1.2 liens entre les paramétres, a etb

Une hypothése de modélisation trés naturelle consiste a supposer I’Absence d’'Opportunités
d’Arbitrage. D’un point de vue intuitif, cette hypothése signifie gu'’il n’est pas possible de faire
du profit sans prendre de risque.

Elle se traduit de la maniére suivante d’un point de vue mathématique : partant d’une ri-
chesse nullé/, = 0 a l'instant initial, il n'est pas possible de faire des investissements en
actif sans risque (placement a la banque au taex en actif risqué qui permettent sans jamais
injecter d’argent d’obtenir une riches¥g a I'instant terminal qui vérifie

P(Vnh >0)=1etP(Vy >0) >0.

Une conséquence facile de cette propriété d’Absence d’Opportunités d'Arbitrage est que
deux actifs financiers qui ont la méme valeur¥rdoivent avoir la méme valeur a I'instant
initial. Sinon acheter le moins cher en vendant le plus cher et placer la différence en actif sans
risque permet de réaliser un arbitrage. En effet, a I'instant fihadé profit tiré de I'actif acheté
compense exactement la somme a verser a I'acheteur de 'actif vendu. Et partant d’une richesse
initiale nulle, on dispose de la somme placée en actif sans risque.

Méme si elle se produit parfois sur le marché, la situation ou les deux actifs ont des valeurs
initiales différentes est tres instable. En effet, les agents qui décelent cet arbitrage vont essayer
d’en profiter en achetant I'actif le moins cher et en vendant le plus cher, ce qui par la loi de
I'offre et de la demande, va entrainer le retour a la situation stable ou les deux prix sont égaux.

Exemple : A la différence d’'une option ou la prime est versée par I'acheteur a I'instant initial
en échange de la richeskeen N, dans un contrat a terme on convient a l'instant initial du
montant qui sera versé &hen échange d’'un actif (I'actif est remis &4.
On peut déterminer par A.O.A., le montavit & verser a terme en échange d’une unité d’'actif
risqué. En effet, le montant a verser a l'instant initial en échange d’'une unité d’actif risqué en
N estS,. Et la valeur a I'instant initial d& euros a l'instanN estM /S8, = M /(1 +1)N. On
doit donc avoiM /(1 + )N = Sy soitM = So(1 + )N,

Dans le modele de Cox-Ross-Rubinstein, il est facile de vérifier que

(7.3)

est une condition nécessaire pour qu'il y ait Absence d’Opportunités d’Arbitrage. Rappelons
gue 'on a supposél < a < b.
— Sir < a alors il suffit d’acheter une unité d’actif risqué a I'instant initial en empruntant le
montant correspondant a la banque pour réaliser un arbitrage. En effet, paitgnt de
on disposera elN, aprés remboursement de la somme empruntée, de la richesse

N
Vn =Sn—So(1+1)N =S, <HTn— (1 —I—r)N> > So((14+a)N = (1+1)N) > 0.
n=]

Et 'hypothese 7.1) implique queP (Vi = So((1 4+ b)N — (1 +7)N)) > 0.
— Sir > b, alors on va emprunter une unité d’'actif risqué a I'instant initial, la vendre et
placer la somme recu&, a la banque. La possibilité de vendre une unité d’actif qu’on
ne possede pas peut sembler étonnante mais elle existe sur les marchés financiers : cela
s’appelle de la vente a découvert. Bien sGrinil faut rembourseiSy et on dispose
encore de
Vn = So(1+1)N —=Sn > So((1+1)N — (1 +b)N) > 0.

Le fait queP(Vxn > 0) > 0 découle a nouveau dé.().
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Nous supposerons donc désormais que I'hypotheSedst vérifiée.
L'hypothése d’Absence d’Opportunités d’Arbitrage a une conséquence tres importante pour
traiter le probleme du pricing et de la couverture de I'option européenne définte: par

Supposons que le vendeur de 'optioisache constituer un portefeuille qui comporte

de l'actif sans risque (placement a la banque) et de I'actif risqué sans ajouter nj enle-
ver d’argent lors des éventuelles modifications de la composition du portefeuille|aprés
I'instant initial et dont la valeur terminale e%t, = h. Alors, comme le portefeuill

et I'option ont méme valeur a l'instant terminal, par Absence d’Opportunités d’Arbi-
trage, la prime de 'option est égale a la valeur initiale du portefeuille.

En outre, le vendeur est en mesure de couvrir le risque lié a I'option : en investissant la
prime pour gérer le portefeuille, il sera en mesure de fournir la richesd&acheteur

a l'instantN.

Dans le paragraphe suivant, nous verrons comment constituer un tel portefeuille dans le cas trés
simplifié ou il y a une seule période de temps$ = 1. Nous arborderons ensuite le cas général.

7.1.3 le cas d’'une seule période de temp3\ = 1

D’apres (7.2), il existef : {1+ a,1+ b} —» R, t.q. le profit de 'acheteur de I'option est
h = f(Ty).
On souhaite trouver des quantit8 et ¢ a investir respectivement en actif sans risque et en
actif risqué a l'instant initial de fagon a ce que la valagr = ¢°S% + ¢S; du portefeuille
correspondant soit égaléna= f(T;) I'instant 1. Compte tenu de7(1), on obtient

GO(1+71) + dSo(1 + a) =f(1+a)
GO(1+ 1)+ dSo(1 +b) = (1 + D).
Ce systeme admet pour unique solution

b = f0+bi—f0+a)
- So(bfa)
G0 = ! <f” +q) — fa4b)f0+a) (4 +—a)>:: (1+b)f(1+a)—(1+a)f(1+b)

T4r (b—a) (1+7)(b—a)

Suivant I'hypothése d’Absence d’Opportunités d’Arbitrage, la valeur de I'option a I'instant
initial doit étre égale a la valeur initiale du portefeuille

_ (1 +b)f(1T+a)— (1T +a)f(T+b)  f(1+b)—f(1+a)
Vo= &%+ S0 = T+00o—a) L T—y
1 b—r r—a
=1+ (b_af(1+a)+b_af(1+b)).

Du fait de l'inégalitta < r < b qui est une conséquence de I'’Absence d’Opportunités
d’Arbitrage, on peut définilP* probabilité t.q.P*(T;, = 1+ a) = (b —1)/(b — a) et
P*(Ty =1+b)=(r—a)/(b— a). Alors si on noteE* I'espérance associée, on a

1. [ h

Ainsi la valeur de I'option est 'espérance sous la probabiitélu profith de I'acheteur actua-
lisé (présence du facteliy (1 4 r)).
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Remarque 7.1.1En général le prix n'est pas égal a I'espérance du profit (ou payoff) actualisé
sous la probabilité de départ.

L'approche n’est pas une approche de type assurance. On peut supposer (en premiére approxi-
mation) que les remboursemertds;);<;<, effectués par un assureur automobile asgs

grand) clients sont des variables indépendantes et identiguement distribuées. Pour déterminer la
prime qu’il demande a ses clients, I'assureur tient compte de la loi forte des grands nombres qui
indique quel > I, X; est proche d&(X;) (espérance sous la probabilité de départ cette fois) :

il demande donc une prime égal&éX;) plus une marge qui sert a la fois a le rémunérer et a

le prémunir contre les fluctuations de la somme totale & remboprserX; autour denE(X;)

(le théoreme de la limite centrale donne le comportement de ces fluctuations).

En revanche, dans le cas des marchés financiers, seul un des scenarii d’évolution possibles se
réalise (il y a deux alternatives dans le cas particulier du modéle de Cox-Ross-Rubinstein a une
période de tempsT; = 1+ aetT; = 1+ b) et le vendeur de I'option ne peut pas jouer sur

la loi forte des grands nombres. C’est I'existence du portefeuille de réplication qui permet de
donner un prix a l'option. Et le fait que la valeur initiale de ce portefeuille et donc de 'option
s’écrit comme espérance saasdu profith actualisé est une conséquence des calculs menés
pour déterminer le portefeuille et non de la loi forte des grands nombres.

Remarque 7.1.20n a

b—r r—a
14+b
b T Hblo—

E*(S]) :S()E*(T]):So ((] +(1) ) :So(] +T)

Ainsi, sous la probabilit€*, I'actif risqué rapporte autant en moyenne que l'actif sans risque.
En ce sens, il devient indifféerent (ou neutre) d’investir en actif sans risque ou en actif risqué.
C’est pourquoP* est appelée probabilité risque-neutre.

7.2 Portefeuilles, arbitrages

Pour traiter le cas générdl > 1, il faut introduire la notion de stratégie autofinancée de
gestion de portefeuille.

7.2.1 portefeuille

Définition 7.2.1 Une stratégie de gestion de portefeuile est la donnée d'une suite
(($%, dn))1<nen Fn_1-adaptée oup? et ¢, représentent respectivement la quantité d'actif
sans risque et la quantité d’actif risqué détenues sur la péniodel , n].

Il est naturel de supposer qué°, ¢.,) estF, ;-mesurable car c’est au vu de I'information
F._1 disponible a I'instantv — 1 que l'investisseur choisit la composition de son portefeuille
sur la périodgn — 1, n].

La valeur du portefeuille a I'instant est

n

VO — (I)?+cl)1SoS|n:O
G2(T+1)"+ rSpsil<n<N

On définit également la valeur actualisée de I'actif risqué

~ Sn Sn
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et du portefeuille

\7(1,: V(;D:(b?—F(b]S()SITl:(z

" (T4+1) V2 =¢% + ¢Sy sil <n <N
Une notion trés importante en vue de définir et de caractériser les arbitrages est celle de statégie
autofinanceée.

Définition 7.2.2 Une stratégie est dite autofinancée si on n’ajoute pas et on n’enléve pas d’ar-
gent du portefeuille aprés l'instant initial. Autrement dit, aux instants n < N — 1, les
modifications de la composition du portefeuille se font a valeur constante :

VI<n<N—T, ¢o(14+1)" + PnSn = &y (1 4+ 7)™ + Gy Si.

La stratégie est autofinancée si et seulement si I'évolution de la valeur du portefeuille provient
uniquement de I'évolution de I'actif sans risque et de 'actif risqué entre les instants de discré-
tisation successifs :

Proposition 7.2.3 Il y a équivalence entre
i) La stratégied est autofinancée.
i) VI <n <N, VP =Vy+ 31 (0JAS) + §;AS;),
ou pourT <j < N, on note(AS?, AS;) = (S —S9 ;,S; — S;.1).
ii)) V1 <n<N, VP =V + Y5, A5,
oupourl <j < N,AS; =S5;—S;4.

Démonstration : Nous allons montrer I'équivalence de i) et iii). L'équivalence de i) et ii) découle des
mémes idées.
Pourl <j <N, . . . ~

VP = ¢ + §;S; = &F + ;551 + G;AS;. (7.4)

Lorsque2 < j < N, la condition d’autofinancement a l'instaint 1 s’écrit aprés division parl +r) 1,
d)g) + ;8 = Cb?q + 5155 = quip
Avec (7.4), on en déduit que I'autofinancement est équivalent a
V1< <N, VP = VP = §;AS;.

Et cette famille d’égalités implique iii) par sommation. Elle s’en déduit en écrivant I'égalité de iii) aux
instantsn etn — 1 et en effectuant la différence. ||

7.2.2 Absence d’Opportunités d’Arbitrage

Nous allons donner une définition mathématique de I’Absence d’Opportunités d’Arbitrage.
Pour cela, il faut commencer par définir une stratégie d’arbitrage

Définition 7.2.4 ~ — On appelle stratégie d’arbitrage une stratéfiautofinancée de valeur
initiale nulle : V = 0 et de valeur finale positive non nulleV > 0 p.s. etP(VE >
0) > 0.

— On dit qu’il y a Absence d’Opportunités d’Arbitrage s’il n’existe pas de stratégie d’arbi-
trage. Dans ce cas, le marché est dit viable.
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Nous avons déja vu que < v < b est une condition nécessaire pour qu'il y ait Absence
d’Opportunités d’Arbitrage. C’est en fait également une condition suffisante :

Proposition 7.2.5 Il y a Absence d’Opportunités d’Arbitrage ssi< r < b.

Pour démontrer la condition suffisante, nous supposors r < b et nous introduison®*
probabilité t.q sou®*, les variabledy, ..., Ty sonti.i.d. avec

b_ _
P*(Tj:1+a):b_:1 et P*(Tj:1+b):;_z.

Notons que cette définition généralise celle donné dans le cas d’'une seule période de temps.

Lemme 7.2.6 SousP*,
— lavaleur actualiséegn)ogngl\, de I'actif risque est ungr,-martingale.
— pour toute stratégie autofinancé@g, la valeur actualisééV? ), «n du portefeuille as-
socié est uné, -martingale.

En admettant (provisoirement) le lemme, il est facile de démontrer la proposition.
Soit @ une stratégie autofinancée de valeur initiale nule?: = 0 et de valeur terminale
positive :P(V? > 0) = 1. CommeVy, estFy = o(Ty, ..., Ty)-mesurable,

Fvn {1+ a,T+bN = Rtq.Vy =vn(T, ..., Tn).

D’aprés I'hypothése7 1), tous les scenarii d’évolution de l'actif risqué ont une probabilité
strictement positive V(x1,...,xn) € {1+ a, 1+ b, P(Ty = x4,..., Tn = xn) > 0. Avec
P(VY >0) = 1, on en déduit que la fonctior est a valeurs darig,, .

Le fait que(V?),, soit une martingale sous la probabilRé entraine que

E< (V) =V2 =0.
En multipliant par(1 + r)N, on en déduit que

O:E*(VN(T],...,TN)): Z VN(X],...,XN)P*(T]:X])...P*(TN :XN).

(X7,ee0xN)E{T+a,T+DIN

Cette derniere somme est constituée de termes positits, . . ., xn ) multipliés par des termes
strictement positif$*(T; = x;)...P*(Ty = xn). Comme elle est nulle, la fonctiony, est
nécessairement identiquement nulle. DRy, = 0) = 1 et il n’existe pas de stratégie d'arbi-
trage.

Il reste a démontrer le lemme pour achever la preuve de la proposition :
Démonstration : La suite(gn)ognSN estF,,-adapté. En outre chaque varialSig est intégrable sous
P* comme produit de variables aléatoires indépendantes intégrables.
Soit0 < n < N—1.0naS,.; = #2T,.1. La variableS,, estF,-mesurable. SouB*, T, est
indépendante dé¢Ty,...,T,) et donc deF,, = o(Ty,...,T,). En utilisant les propriétéd et 6 de
I'espérance conditionnelle, on en déduit que

*(Q g *
E (SnJr] ‘fn) = 1 —:TE (TnJr])
§n b—r r—a
IR <(1+a)b—a+(1+b)b—a>
= T4 =5,

Ainsi (§n)ogngN est unef,,-martingale souf*.
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Soit maintenantd une stratégie autofinancée. Il est facile de vérifier que la $fﬂ{eo§n§N est
Fn-adaptée.
Soit0 < n < N — 1. Comme la stratégie est autofinancée, d'aprés la propogitiog

V2 =V 4 dn1ASip. (7.5)

La quantité ¢,,.1 d'actif risqué détenu dans le portefeuille sur la péridden + 1] est 7, =
o(Tq,...,Ta)-mesurable. Donc dans I'esprit de la propositibf.2 il existe une fonctiorf,, : {1 +
a,1+bj™ > Rtg.dn 1 = fn(Ty, ..., Tn). Celaimplique en particulier que la variable aléatdirg,
est bornée. En prenant I'espérance conditionnelle sacharans {.5) et en utilisant notamment la
propriété4 de I'espérance conditionnelle on en déduit

E(Vg)+]|fn) - \72) + q)n(E(gnJr] ‘fn) - gn) - VE)

En fait (Vf)ogngN est une transformée de martingales au sens de la propasiidret nous venons de
redémontrer cette proposition dans un cas particulier. ||

Remarque 7.2.7D’apres le lemme&.2.6 sousP*, la valeur actualisée de I'actif risqué est une
martingale. C’est pourquoi on dit qUR est une probabilité martingale.
La constance de I'espérance de cette martingale s’écrit

V1 <n <N, E*S,) =(14+1)"S,,

c’est a dire que souB*, I'actif risqué rapporte en moyenne autant que I'actif sans risque. En
ce sens, il est indifférent (ou neutre) d’investir en actif sans risque ou en actif risqué. C’est
pourquoi on dit également quR est une probabilité risque-neutre.

Remarque 7.2.80n peut légitimement se demander comment constRifirdl suffit en fait
de se placer sur I'espac@ = {1 + a,1 + b}N muni de la tribu discrete = P(Q). Pour
w = (xq1,...,xn) € Q, On pose

To(w) =%, pour?T <n <N
Plw) = (2™ (£2) ™ ouNy =#ix =T+ a

b— b—a

Alors il est facile (exercice) de vérifier que sols les variabledly, ..., Ty sont i.i.d. de loi
donnée plus haut.

7.3 Pricing des options européennes

On rappelle que I'on se place du point de vue du vendeur d’'une option européenne
définie par une variable aléatoingpositive Fy-mesurable : on souhaite déterminer le prix et la
couverture de cette option sous I'hypothése d’Absence d’Opportunités d’Arbiteager: < b.
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Supposons qu'il existe une stratégie de portefeuille autofinancée qui réplique I'pption

au sens ou la valeur terminale du portefeuille est égale au profit obtenu par I'acheteur
de l'option : V¥ = h.
Alors comme I'option et le portefeuille ont méme valeur a I'instant terminal et comme
on ne fait ni ajout ni retrait d’argent au cours de la gestion du portefeuille entre |'ins-
tant initial et I'instant final, il est naturel de définir la valeur de I'option a un instant
antérieur comme la valei® du portefeuille a cet instant.
D’aprés le Lemme.2.6 sous la probabilit®* introduite dans le paragraphe qui pré-
céde, la valeur actualisée du portefeu[llé?)ogng\, est unefF,,-martingale. Donc I
valeur de I'option & I'instant. est alors

V= (141" V2 = (14 0)EX(VEIF) = (1 4+ 1) NE (WF).

mn

Nous allons montrer que I'on peut construire une telle stratégie :

Théoreme 7.3.10n supposer < v < b. Alors il existe une stratégi@ autofinancée qui
permet de répliquer I'option i.e. t.q/Y = h. Et pour0 < n < N, la valeur de I'option a
linstantn est

Ve = (141" NE (WF).
Démonstration : On noteV,, = E*((1+r) Nh|F,) la valeur actualisée présumée de I'option a I'instant

n. La suiteV,, est unefF,,-martingale sous la probabilit& .
On cherche poutr < n < N une quantitép,, F,, ;-mesurable t.q.

Vn = ~n71 + (bnAgrv (76)
Comme la variable aléatoiﬂ;érL =E*(h|(1 +7)N)|F,) estFn = o(Ty, ..., Tn)-mesurable,

Fon:{1+a,1+b" 5 R t.0. Viy =n(Th, ..., Tn).

Pourn = 0, cela signifie qué, est une constante. PourK n < N, I’égalité\ZH = E*(Vy|Fa_q) S
récrit
V1T, To1) = E*On(Ty, . T Fr1).
La variable(Ty,..., T, 1) estF, 1 mesurable. En outre sol®, T,, est indépendante d&, ; =
o(Tq,...,Th—7). Donc d'aprés le Lemm@.2.4
b—r

~ ~ T—a.
Vn,](T],...,Tn,]): vn(T])-”)T'rLf'l)]+a)+7vn(T]>-”)TTL71)1+b)' (77)
b—a b—a
Compte tenu des deux alternatiies= 1+ a etT,, = 1+ b, I'équation (.6) est équivalente au systeme
de deux équations a une seule incontye
V(T T, T4 @) =9 (Try o Tac) + G (122 — ) S
V(T T, 14D) =0 (T, Tot) + O (B2 — 1) St

Si ce systéme admet une solution, alors en faisant la différence entre la seconde et la premiére équation,
on obtient qu’elle est égale a
GTL(T])"'»TT'Lflv] +b) _{)TL(T]v"')TTlf])] +(1)

L (b—a)Sy 1 '

La relation {.7) est précisément la relation de compatibilité qui assure que cette valeur trouveg.pour
est bien solution des deux équations.
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On a donc trouvé une suitepn)1<n<n Fn-1-adaptée t.q. pout < n < N, I'égalité (7.6)
est vérifiee. On pose® = V,, 1 — dnSn 1 pourT < n < N. La stratégie de portefeuille
@ = ((¢%, dn))1<n<n esttelle que

VY =9+ d1So = Vo = Vo
V1 <n< Na VT(P = d)(r)L + d)nsn = (1)91 + d)nsnf] + d)nASn =Vn+ (bnASn = Vn-

En particulierV® = (1 +7)NVy = het (7.6) se récrityl <n < N, V® =V® 4+ ¢,AS,,. Ainsi la
stratégied réplique I'option et elle est autofinancée d’'aprés la propositi@ria ||

Exercice 47 On se place dans le modéle de Cox-Ross-Rubinstsipériodes avee-1 < a <
T < b. On s’intéresse a une option européenne standard d’échBaetde fonction de payoff
g: R — R_i.e.t.q. le profit réalisé par I'acheteur a I'instanest

h = Q(Sn)-
1. Pour quelle probabilit@*, la valeur de I'option a l'instant est-elle
Vi = E*((1 4 1) Nh(Sn)IFn)?

2. Montrer queV,, = C(n, S,,) pour une fonctiorC(n, x) que I'on précisera. Que peut-on
dire dex — C(n, x) si g est croissante ?

3. Montrer queC(n,S,,) = ]]?E*(C(n + 1,S.,1)|F.). En déduire une relation de récur-
rence descendante qui permet de calcdlet, x) en fonction deC(n + 1, .).

4. Montrer que la quantité d’actif risqué a détenir sur la périade- 1,n] pour couvrir
I'option est donnée par

Cn, Sy 1(1+b)) —C(n, S 4(1+a))

on = S (—a)

Que peut-on dire de cette quantitésést croissante ?

5. On suppose dans cette question que pour un certaid, la fonctionx — c¢x — g(x) est
positive et croissante. Montrer qu’alags, < c.

6. En déduire des bornes pour le ratio de couvergyrelans le cas du Call.



Chapitre 8

Mouvement brownien et martingales

8.1 Généralités sur les processus a temps continu

Comme dans le cas discret, on introduit la notion de filtration qui repésente I'information
disponible.

Définition 8.1.1 Soit (Q,.A) un espace muni d’une tribu, on appelle filtration une suite crois-
sante de sous tribus dg (F¢,t > 0). Un processu$X,t > 0) est un processus adapté a une
filtration (7, t > 0), si pour toutt > 0, X, estF,-mesurable.

Remarque 8.1.2La filtration naturelle associée a un procesgxis > 0) est par définition la
famille de sous tribus :
ft:G(XmS St)a

ou F, est la plus petite tribu rendant mesurable les applicatiors X,(w), pours < t.

Comme dans le cas discret, on définit la notion de temps d’arrét.

Définition 8.1.3 Soit (F,,t > 0) une filtration, soitr une variable aléatoire positive a valeurs
dansR™ U {4+o0}. On dit quer est un temps d’arrét si pour tout

{Tﬁt}éft

Remarque 8.1.41l est facile de vérifier que $§ et T sont deux temps d’'arrét, alofsA\ T =
inf(S, T) est encore un temps d’arrét. En particuliet, si R*, S A t est un temps d’arrét.

Martingales a temps continu On peut étendre la notion de martingale au cas des processus
a temps continu.

Définition 8.1.5 Soit (F,t > 0) une filtration sur un espadgl, A,P) et (M,t > 0) un
processus adapté a cette filtration. On dit g\ve,,t > 0) est une martingale par rapport a la
filtration (F,,t > 0), si pour toutt € R*, E(|M,|) < +oo et si pour tout < t:

E (M| Fs) = M.
Remarque 8.1.6 Dans le cas discret la définition affirme que :
E(Mni|Fn) = My,
et nous avons vu que I'on peut en déduire que sin :
E (M,|F.) = M.

La définition précédente géneéralise donc celle du cas discret.

121



122 Cours de Processus Aléatoires

Théoréme d’arrét pour les martingales continues Si (M, t > 0) est une martingaleonti-
nue(i.e. les trajectoires — M (w) sont continues, sauf pour un ensemblewde probabilité
nulle pourP), on peut étendre I'égalité :

E(M) = E(Mo),
qui découle de la définition en prennant I'espérance des deux membres a priori vraie pour un

temps fixet a untemps d’arrét bornéCe résultat porte le nom de théoreme d’arrét.

Théoréme 8.1.1SoitT un temps d’arrét par rapport a une filtratiof#;, t > 0). Soit(M,, t >
0) une martingale continue par rapport a la méme filtration.TSK k < +oo, k étant une
constante réelle, alorson a:

E(M1) = E(My).

8.2 Extensions de la définition du mouvement brownien

Nous commencons par définir le mouvement brownien par rapport a une filtration donnée.

Définition 8.2.1 On dit que(X;,t > 0) est un mouvement brownien (standard) par rapport a
une filtration(F;,t > 0), si (X(,t > 0) est un processusontinuadapté a cette filtration, nul
en et si lesaccroissementX, ,;, — X, sontindépendants d&; et de loi gaussienne centrée de
varianceh.

Remarque 8.2.2Noter que cette définition implique qu¥;, t > 0) est un mouvement brow-
nien au sens classique (puisques,s < t) C F,).

De cette définition on peut déduire les propriétés suivantes.

Proposition 8.2.3 Si (X, t > 0) est un mouvement brownien par rapport&,t > 0) alors :
— (=X, t > 0) est un mouvement brownien par rapport&,t > 0),
— sic >0, (%Xczt,t > 0) est un mouvement brownien par rapport&..,,t > 0),
— Sis > 0, (Xizs — Xs,t > 0) est un mouvement brownien par rapportB..,t > 0), de
plus ce processus est indépendantije

8.3 Exemples de martingales browniennes

Proposition 8.3.1 Soit (X, t > 0) un mouvement brownien standard, alorsFi= o(Xs, s <
t):

— (X¢,t > 0) est une martingale par rapport @, t > 0),

— (X% —t,t > 0) est une martingale par rapport @, t > 0),

(72 .
— (e*+~Tt t > 0) est une martingale par rapport @, t > 0).

Démonstration : Notons que s < t, on a, comme&; — X est indépendante de la tritf :
E (X¢ — Xs|Fs) = E(X¢ — Xs).
MaisE(X; — Xs) = E(X{) —E(Xs) =0—0 =0, donc:
E (X¢ — Xs|Fs) = 0.
X, étantFs;-mesurable on en déduit g X|F,) = X, puis que :

E (Xt|fs) = Xs-
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Ceci prouve le premier point.
Pour démontrer la deuxiéme propriété remarquons que :

E (X=X 1%) = EOGIFS) — 2XE(X(|F) + X2,
CommeX; est une martingale, onE&( X.|Fs) = X, etdonc :
E (X=X 17,) = EOGIE) - X2.
Notons, de plus, que commg — X, est indépendant d&;, on a:
E((Xe=X)21%) = E (X = X,)?).

Mais X; — X suit la méme loi qu&, s — Xy = X¢_, c'est a dire une loi gaussienne centrée de variance
t—s,onadonc:

E ((xt ~X,)? \]-'S) —t—s.

Donc il vient :
EOGIF) = X2 =E (X = Xs)?) =t s,

Ou encore :
E(XZ —t|F) = X2 —s.

Ce qui prouve la deuxiéme propriété.
Pour prouver la troisieme propriété notons, en utilisant I'indépendance des accroissements, que :

E (eU(Xt*Xs)UL‘S) —E <eU(Xt*Xs)> )

Mais la loi deX; — X; est celle d’'une gaussienne centrée de varianees (dont on peut calculer la

transformée de Laplace) donc :
2

E (eo(xﬁxs)) _ T (ts)

Onadonc: 2
E (ea(xfxs)m) — oS (),

La variable aléatoir& étantF;-mesurable on obtient donc :

2 2
E <eGXt62t|fs> — eO‘Xsf%S‘

8.4 Exemples d'utilisation de la propriété de martingale
Temps de sortie d’'une bande Soit (X,,t > 0) un mouvement brownien. On pose :
T = Inf{t 2 O>Xt g [avb]}v

aveca < 0 etb > 0. On peut montrer (par exemple, en utilisant une technique de martingale
guasi identique a celle utilisée pour la marche aléatoire symétrique, voir plus baskqg#teo
presque sGrement. De plus la continuité des trajectoiréXde > 0) implique que soiXt =

a, SoitXt = b.
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CommeT /A n est encore un temps d’arrét et qu'il est borné, on peut appliquer le théoréme
d’arrét pour affirmer que :
E(Xtan) = 0.

On peut alors faire tendre vers l'infini et appliquer le théoréme de Lebesgue, puisque
SUR,>1 XtAnl < (laf +[bl). On obtient alors :

E(Xy) =0.
En tenant compte du fait que séit = a, soitX; = b, on obtient :
aP(Xy =a) +bP(Xy =b) =0.
Mais commeP (Xt = a) + P(Xt = b) = 1, on obtient :

_ |y
lal + [b]’

P(XT = Cl)

Espérance du temps de sortie On a, de plus, pour tout, en utilisant la propriété de martin-
gale de(X? —t,t > 0) :
E (Xfan —TAM) =0.

Soit encore :
E(Xian) =E(TAN).

On peut passer a la limite lorsquetend vers+oo, en utilisant le théoréme de convergence
dominée a gauche et le théoreme de convergence monotone a droite. On obtient alors :

E(X3) = E(T).
Ceci permet d’évaluer la valeur @€ T) :

_ laPlbl | [bPlal
lal+ bl lal +[b]

E(T) = |alfbl.

Le mouvement brownien atteint tout niveau Soit o un réel positif, considérons la martin-
gale(My,t > 0) avec:

2
M, =™ 7!

Posons, poua un réel strictement positif :
T, =inf{t > 0,X; = a}.

On montre (exercice) qué, est un temps d’arrét. Noter qug n’est pas, a priori, presque
sGrement fini. Nous allons appliquer le théoréme d’arrét au temps dlarr€h qui estborné
parn. On obtient :

2
E <eGXTq/\n7%Tq/\n> —1.

Faisons tendra vers+oo. En utilisant le fait quer et a sont positifs, on obtient que presque

sirement :

. 0'2 0'2
lim _eoXrarn— T TaAn TTa,

— O'XT(1 -
am =T, < +o0)€



Ch.8 Mouvement brownien et martingales 125

Comme, de plus :

2
eUXTa/\n*%Ta/\n‘ < e%¢

— )

on peut appliquer le théoréme de Lebesgue pour obtenir :

X1, T\ _
E<1{Ta<+00}e Ta™ 72 )—1

CommeXry, = alorqueT, < 400, On obtient :

E (1{Ta - +Oo}e<’a*"72Ta> —1.

Faisons, maintenant, tendrarersO en décroissant par valeurs positives, le théoréme de conver-
gence monotone permet d’affirmer que :

P(T, < +o0) = 1.

T, est donc un temps d’arrét presque sdrement fini. On peut, de plus, calculer explicitement sa
loi. Pour cela il suffit de noter, que comme nous savonsRjlg < +oo) =1,0na:

0_2
E (e’TTﬂ) — e ¢,

Cette égalité caractérise la loi dg et I'on peut en déduire, par transformation de Laplace
inverse, que la loi d&, admet une densité donnée par :

a a?

e
vV 2mt3

Exercice 48 Donner (sans calcul) la loi dE_,, poura > 0.

8.5 Propriété de Markov forte du mouvement brownien

Nous avons vu que, siest un réel positif et §iX;, t > 0) est un mouvement brownien, alors
(Xirs — Xs, t > 0) est un nouveau mouvement brownien indépendarnEdé.a propriété de
Markov forte du mouvement brownien affirme que ce résultat peut se généraliser en remplacant
s par un temps d’arrét fini arbitraire.

Théoréme 8.5.1Soit(X;, t > 0) un mouvement brownien par rapport a une filtratioh , t >
0). SoitS un temps d’arrét, fini presque sirement, par rapport a cette filtration ; Alors, le pro-
cessus :

(XS+t - XS)t Z O))

est un mouvement brownien par rapport a la filtratigfs ., t > 0). De plus, ce mouvement
brownien est indépendant de la trilfts.

Nous admettrons ce résultat.
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Application de ce résultat Soit (X(,t > 0) un mouvement brownien ef, =
inf{t > 0,X; = a} pour una > 0. Nous avons vu qué, < +oo presque strement. On peut
donc affirmer qué¢X;,t > 0), avec:

)~(t = Xttt — X1, = X104t — @,
est un nouveau mouvement brownien indépendatfde
Considéron$ > a >0,0ona:
Tb = T(l + |nf{t > O)XTa+t = b}.
Ou encore : N
To=T.+inf{t>0X,=b—a}.
On en déduit que :
— laloideT, — T, estidentique a celle dg,_,,
— Ty, — T, estindépendant de la trilstir .
(T4, a > 0) estdonc un processus a accroissements indépendants et stationnaires ! Il ne peut étre
continu, sinon ce serait un mouvement brownien et ceci lui interdirait d’étre croissant! Nous

venons donc d’identifier un exemple de processus a accroissement indépendant et stationnaire
non continu.

Loi du maximum du mouvement brownien Soit (B,,t > 0) un mouvement brownien, on
noteS, pour :
S. =sup(s <t,By).

Calculons:
P(St >a,By < (1)»

Ona:
P(S¢>a,B;<a)=P(T, <t,By<a).

Mais siB, = By, — a, on obtient :
P(Ta<t,Bi<a) =P (T < t,Bir, <0) =E (L7, < yP(Bor. <OF)).

CommeT, estFr_ -mesurable e(tf%t, t > 0) estindépendant d€r_, on a:

P(B. 1, <0lFr,) =P (B <0)| _, =1/2.

s=T,
De méme, on prouve que :

P(—B.1, <01Fr,) =P(-B. <0)| _, =1/2=P(B.y, <07

s=T,
D'ou : 3
P(Ta<t,Bi<a)=P(Ta<t,—Bi 7, <0)=P(T, <t,B > a).
Que I'on peut réécrire sous la forme :
P(S¢>a,B<a)=P(St>aqB¢>a).

Mais :
P(S¢>a,Bi>a)=P(By>a),

Donc, en remarquant qiR(S; > a,B, =a) =0,0n:
P(S¢>a)=P(S¢>a,B;<a)+P(S;>a,B;>a)=2P(By >a) =P(|By > a).

S et|B¢| ont donc méme loi.
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8.6 EXxercices

Soit B = (B, t > 0) un mouvement brownien dam&. On note(F,,s > 0) ou F, =
o(B,,u < s), lafiltration engendrée par le mouvement brownien.

Exercice 49 — Calculer:
a)E[B;B]  b)E [ | F] C)E[B}], n>1.

On pourra utiliser un développement en série entiere de I'exponentielle pour calculer c)
aprés avoir démontrer que[e®] < oo .

— Calculer, en utilisant le fait quEB, By, Biinys) €St un vecteur gaussien, la loi condi-
tionnelle deB.. sachantB,, B, 1.s). Comparer pouf une fonction positive mesurable

E[f(Bisn) | By, Biynys] et sz f(2)Pn(By, 2)Ps (2, Bignss)/Phos(Be, Beangs)-
oUpy(x,y) = o= e (xv)*/2u_|nterpréter.
— CalculerP[B;, > 0,B; > 0]. Les événement{®, > 0} et{B; > 0} sont-ils indépendants ?

Exercice 50 Soit a > 0. On note le temps d’'arréit = inf{t > 0;B, = a} le premier instant
ou le mouvement brownieb atteinta. On rappelle quéBt, s — Bt,s > 0) est un mouvement
brownien issu d@ indépendant dé&.

1. Montrer, en utilisant la propriété forte de Markov a l'instarque

P[T<t,Bi— Bt <0] :%P[T< ).

2. 0n noteS; = sup{B,;u < t}. CalculerP[S; > a, B, < al. De la méme maniere calculer
P[B. > a] = P[S; > a,B > a.

3. CalculerP[S; > a]. En déduire qué, et |B;| ont méme loi sou®. Les deux processus
(S¢,t > 0) et(|B¢],t > 0) ont-ils méme loi ?

4. Calculer a l'aide d’'une intégration par partie la densité de la lol deusP. Calculer
E[T]. Conclusion.

Exercice 51 On noteX, = ﬁ e B/20-t) pourt € 0,1).
1. Soit0 < t+ s < 1. CalculerE[X,, | Fi]. En déduire quéX;,t < 1) est une martingale.
2. En déduiree[X,] pour toutt < T.
3. Montrer que p.dim,_,; X; = 0.
4. Pourguoi ne peut-on pas appliquer le théoreme d’arrét ?

Exercice 52 1. Montrer queP-p.s.
lim B,/n=0.

n—oo

2. On rappelle que, afixe, sousP, S = sup., B a méme loi queB,|. On considere
M, = sud|B; — B,|;n < t < n+ 1}. Majorer

PIM,, > 2VInn].

En déduire qu®-p.s.lim,_,,, M,,/n = 0.
3. Montrer queP-p.s.
lim B/t =0.

t—o0
4.0n noteZ, = 0 etZ, = tB; .. Montrer que le vecteUulZ,,, Z, — Zy,, ..., Z¢, — Z¢, ),
ou0 <ty < --- < t,, est un vecteur gaussien dont on déterminera les caractéristiques. En
déduire qud Z;, t > 0) est un mouvement brownien.
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Exercice 53 On désire évalueP[Vs € [1,t], B; # 0].
1. On rappelle que, afixé, sousP, S; = sup., Bs a méme loi queB,|. Soitt > 1. En
déduire en utilisant la propriété de Markov a l'instantue

1{B; < 0jP[3s € [1,t], tel queB; =0 | By] = 1{By > O}P[|B;_;| < By | B4],

ou (B/,t > 0) est un mouvement brownien indépendantBlgt > 0).
2. Montrer que

2 o0 o0
P[ds € [1,t], tel queB; = 0] = —J dz J e (Z+v%)/2 gy
T Jo =

3. Utiliser les coordonnées polaires pour calculer

PIVs € [1,t], B, # 0]

n

, . B
Exercice 54 1. Montrer quelim — = 0.

2.

10.

n—oo T

Montrer, en utilisant le théoreme de la limite centrale, que pourdatit,

P(vn>1,B, €[—a,a])=0.

. On définitt, comme le premier temps de sortie[dex, a] pour le mouvement brownien :

T, = inf{t > 0;|B¢| > a}.

Montrer quet, est un temps d'arrét.

. Déduire des questions précédentesquest fini p.s. Quelles valeurs peut prendre ?

A2

. Montrer en utilisant la martingaléew“ Tt > O) que

2
eE [lgmza e*%ﬂ +eME [1smlae*7ﬂ =1

—Ad ,ﬁT a 7ﬁT
e E |:1Bfrq:(le 2 q:| —f—é\ E |:1BTa:*ae 7 q:| :]

. En déduire que pour tout > 0,

2 2
E [e*LTﬂ} =
: e?\a + g)\a

. Montrer que

2

Plte<1)<E [e*%“] er .

En déduire qu®(t, < 1) < Ze*qu.

. Soit (X, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi : celle de

SURc (o 1 IBil- En utilisant le paragraphe précédent majétet, > v4Ink).

. En déduire qué& [ZKZI 1xkzm] est finie. Montrer que p.s. il existg (aléatoire) tel

gue pour touk > ko, Xy < V4 Ink.

f . L . B
Déduire des questions precedentestquef =0.
—00
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8.7 Travail dirigé : Principe de réflexion

15

05 |

05 |

FIG. 8.1 —Principe de réflexion

SoitB = (B¢, t > 0) un mouvement brownien standard a valeurs damssu de0 sous la
probabilitéP. On noteS; = sugB;u € [0, t}.

LaloideS, Ona

P[S¢ > a] =P[Sy > a,B > a] + P[Sy > a,B¢ < d]
= P[B, > a] + P[S¢ > a,B, < al.

On noteT, = inf{t > 0; B, = a}.
1. Montrer, en utilisant la propriété de Markov forte R, > a,B; < a] =
2. Vérifier queP[S; > a] = P[T, < t].

3. En déduire que &fixé S, et|B,| ont méme loi. Les deux processsetS = (Si,t > 0)
ont-ils méme loi ?

4. Donner un équivalent de[B; < 1;Vs < t] quandt — oo.

3 PITy < .

5. Montrer que le processus
Xt - Bt Sl t S Ta
thza—Bt Sl t>Ta,
est un mouvement brownien.
6. Poura < b etb > 0, montrer que

P[St > b,Bt < a] — P[Bt < a_Zb]

7. En déduire la loi du coupléS,, B, ).
8. Calculer et reconnaitre la loi dg — B, at fixé.
9. Calculer et reconnaitre la loi &S, — B, at fixé.
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10. Montrer queT, eta’T; ont méme loi.
~ . ]
11. Montrer quel; a méme loi qugw.

12. Calculer la densité de la loi dg,.

13. Calculer la transformée de Laplace He(Ele <] pourA > 0) en utilisant la densité de
T, ou les martingales browniennes exponentielles.
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