
Proessus ave sauts et appliations au marhé del'énergieExamen du lundi 7 mars 2011 16h00-18h00Les deux parties sont à rédiger sur des opies di�érentes.I Transformation de Girsanov pour les mesures pontuelles dePoissonSoit M une mesure aléatoire sur (Rd,B(Rd)) dé�nie sur un espae de probabilité (Ω,F ,P)telle que ω 7→ M(ω,A) est mesurable par rapport à la tribu F pour tout A ∈ B(Rd). Onsuppose qu'il existe une mesure µ sur (Rd,B(Rd)) σ-�nie, non-atomique et telle que pourtoute fontion g ≥ 0 dé�nie sur Rd mesurable on a :
E

[

e−M(g)
]

= exp

(

−

∫

Rd

µ(dx)
(

1− e−g(x)
)

)

.1. Montrer que si (Ai, i ∈ I) est une suite au plus dénombrable de boréliens disjointsdeux à deux, alors les variables aléatoires (M(Ai), i ∈ I) sont indépendantes.2. Préiser la loi de M(Ai).3. En déduire que si M est atomique, alors M est une mesure pontuelle de Poissond'intensité µ.Soit ν une mesure sur (Rd,B(Rd)) σ-�nie, non atomique. Soit N une mesure pontuelle dePoisson d'intensité ν. Soit f ≥ 0 une fontion mesurable dé�nie sur Rd telle que ν(1−e−f ) <
+∞. On pose νf (dx) = e−f(x) ν(dx).4. Véri�er que Z = e−N(f)+ν(1−e−f ) est une variable aléatoire positive et que E[Z] = 1.5. On dé�nit une nouvelle probabilité par la relation P

f (B) = E[Z1B ] pour tout événe-ment B. Montrer que sous P
f , N est une mesure pontuelle de Poisson d'intensité

νf .II Transformée de LaplaeSur l'espae de probabilité (Ω,F ,P) soit (Xt)t≥0 un proessus de Lévy de triplet dearatéristiques (b, c, F ) ave b ∈ R, c ∈ R+ et F mesure sur R t.q. F ({0}) = 0 et
∫

R
(1 ∧ x2)F (dx) < +∞ et Ft = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t). On note

N(dt, dx) =
∑

s>0:∆Xs 6=0

δ(s,∆Xs)(dt, dx)la mesure pontuelle assoiée aux sauts de e proessus et Ñ(dt, dx) = N(dt, dx)−F (dx)dt.On suppose que α ∈ R est t.q. ∫
R
1{|x|>1}e

αxF (dx) < +∞ et on veut montrer que si
Yt =

∫

]0,t]×R

x1{|x|>1}N(ds, dx) +

∫

]0,t]×R

x1{|x|≤1}Ñ(ds, dx)alors E(eαYt) < +∞ et
∀u ∈ R, E

(

e(α+iu)Yt

)

= et
∫

R
(e(α+iu)x−1−(α+iu)x1{|x|≤1})F (dx). (1)1. Montrer que ∫

R

∣

∣eαx − 1− αx1{|x|≤1}

∣

∣F (dx) < +∞.1



Pour n ∈ N
∗ et t ≥ 0, on pose Y n

t =
∫

]0,t]×R
x1{n>|x|>1}N(ds, dx)+

∫

]0,t]×R
x1{ 1

n
<|x|≤1}Ñ(ds, dx).2. Quelle est l'intensité de la mesure de Poisson 1{ 1

n
<|x|<n}N(ds, dx) ?En déduire deux onstantes λn ∈ R+, µn ∈ R et une mesure de probabilité νn sur Rtelles que Y n

t + µnt est un proessus de Poisson omposé d'intensité λn et de sautsdistribués suivant νn.3. Soit γ ∈ C. Véri�er que ∫
R
|eγx|νn(dx) < +∞ et en déduire que

E(eγ(Y
n
t +µnt)) = eλnt(

∫

R
eγxνn(dx)−1)puis que

E(eγY
n
t ) = e

t
∫

1
{ 1
n<|x|<n}(e

γx−1−γx1{|x|≤1})F (dx)
. (2)On pose Zn

t =
∫

]0,t]×R
x1{n>|x|>1}N(ds, dx), ζnt =

∫

]0,t]×R
x1{ 1

n
<|x|≤1}Ñ(ds, dx) et ζt =

∫

]0,t]×R
x1{|x|≤1}Ñ(ds, dx).4. Véri�er que pour presque tout ω ∈ Ω, il existe N(ω) < +∞ t.q. la suite (Zn

t )n≥N(ω)est onstante et en déduire que Zn
t onverge presque sûrement lorsque n → ∞ versune limite Zt à préiser.Caluler E((ζt − ζnt )

2) et en déduire que ζnt onverge en probabilité vers ζt lorsque
n → ∞.Pour ε > 0, véri�er que

P(|Yt − Y n
t | ≥ ε) ≤ P

(

|Zt − Zn
t | ≥

ε

2

)

+ P

(

|ζt − ζnt | ≥
ε

2

)

.En déduire que Y n
t onverge vers Yt en probabilité lorsque n → ∞.5. Véri�er l'existene de ν : N

∗ → N
∗ stritement roissante telle que ∀k ∈ N

∗,
E((ζt − ζ

ν(k)
t )2) ≤ 1

k2
. En déduire que la sous-suite (Y

ν(k)
t )k∈N∗ onverge presquesûrement vers Yt.Véri�er que pour γ = α, le seond membre de (2) onverge vers et ∫R(eαx−1−αx1{|x|≤1})F (dx)lorsque n → ∞. En déduire, en utilisant le lemme de Fatou, que

E(eαYt) ≤ et
∫

R
(eαx−1−αx1{|x|≤1})F (dx).6. Soit λ > 1 et u ∈ R. Véri�er que les variables aléatoires e(αλ+iu)Y n

t onvergent en loivers une limite à préiser lorsque n → ∞.Pour k ∈ N
∗, on note ϕk : z ∈ C 7→ (|z| ∧ k)ei arg(z) ∈ C. Véri�er que
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.En déduire que
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t
∫
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e
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λ
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λ
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F (dx)
.7. Conlure que (1) est véri�ée.8. Montrer que

∀t ≥ 0, ∀u ∈ R, E
(

e(α+iu)Xt

)

= e
t

(

(α+iu)b+ c(α+iu)2

2
+
∫

R
(e(α+iu)x−1−(α+iu)x1{|x|≤1})F (dx)

)
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CorretionI Transformation de Girsanov pour les mesures pontuelles dePoisson1. Pour i ∈ I, soit λi ≥ 0. On pose F =
∑

i∈I λiM(Ai). On a :
E[e−F ] = exp

(

−

∫

R

µ(dx)
(

1− e−
∑

i∈I λi1Ai
(x)
)

)

= exp

(

−

∫

R

µ(dx)
∑

i∈I

1Ai
(x)
(

1− e−λi

)

)

=
∏

i∈I

exp
(

−µ(Ai)
(

1− e−λi

))

=
∏

i∈I

E[e−λiM(Ai)],ave la onvention que µ(Ai)
(

1− e−λi
)

= 0 si λi = 0. Cei assure que les variablesaléatoires positives (M(Ai), i ∈ I) sont indépendantes.2. Si µ(Ai) < +∞, alors on déduit de e qui préède (en prenant λj = 0 si j 6= i) que
M(Ai) suit une loi de Poisson de paramètre µ(Ai). Si µ(Ai) = +∞, on déduit de equi préède que p.s. M(Ai) = +∞.3. Il su�t de remarquer que E[M(Ai)] = µ(Ai) si µ(Ai) < +∞ ar l'espérane d'unevariable aléatoire de loi de Poisson de paramètre θ est θ ; et également si µ(Ai) < +∞ar alors p.s. M(Ai) = +∞ et don E[M(Ai)] = +∞.4. Trivial.5. On remarque que :

E
f
[

e−N(g)
]

= E

[

e−N(g+f)
]

eν(1−e−f )

= exp

(

−

∫

Rd

ν(dx) e−f(x)(1− e−g(x))

)

= exp

(

−

∫

Rd

νf (dx)(1 − e−g(x))

)

.De plus sous P
f , N est toujours une mesure atomique. Le résultat déoule alors dela question 3.
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