Processus avec sauts et applications au marché de
I’énergie
Examen du lundi 12 mars 2012 14h30-16h30

Les deux parties sont a rédiger sur des copies différentes.

I Loi biaisée par la taille et loi infiniment divisible

La notation Z =Y signifie que les variables aléatoires Z et Y ont méme loi. On note pz
la fonction caractéristique de Z.

Soit X une variable aléatoire réelle p.s. positive et intégrable. On note a = E[X]. La loi de
X biaisée par la taille est la loi de la variable aléatoire X* définie de la maniere suivante :
pour toute fonction mesurable bornée g :

Blg(X*)] = B [Xg(X)].

Le but de cet exercice est de montrer le théoréme de Steutel! 2 : X* £ X +Y, ouY
est une variable aléatoire positive indépendante de X, si et seulement si la loi de X est
infiniment divisible.

1. Préliminaires.

(a) Vérifier que la fonction F* définie par :
N 1
F'(z) = —E [(X1ix<am

est une fonction de répartition i.e. une fonction croissante contininue a droite
telle que limg,— o F*(x) = 1 et limy_,_ oo F*(z) = 0. En déduire que la loi de
X biaisée par la taille est bien définie.

(b) Soit (X, k € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
que X. Soit n > 1. On pose S, = > ;_; Xj. Montrer que pour g mesurable
bornée, on a : E[g(S;)] = 1E[X,, g(Sn—1 + X,,)]. En déduire que :

SEE S, 1+ X7,

ou X* est choisi indépendant de (X, k € N*).
2. On suppose que X est infiniment divisible. En particulier, pour tout n € N*, il existe

une suite de variables aléatoires (X ,gn), k € N*) indépendantes et de méme loi telle

que :
m

XE£5M, on sW=3"x".
k=1

On rappelle que X étant p.s. positive et intégrable, alors X lgn) est également p.s.
positive et intégrable.

(a) Déduire de la question I.1b que :
X" E (500 - X{) + Yo,

ou Y, est indépendante (X ,in), k € N*) et dont la loi est la loi de X{n) biaisée
par la taille.

1W. F. Steutel. Some recent results in infinite divisibility. Stoch. Pr. Appl. Vol. 1, pp. 125-143 (1973).
2R. Arratia and L.Goldstein. Size bias, sampling, the waiting time paradox, and infinite divisibility :
when is the increment independent ? http://arxiv.org/abs/1007.3910 (2010).



(b) Montrer que (X,(ln),n € N*) converge vers 0 dans L'. En déduire que (S,(Ln) —

XT(Ln), n € N*) converge en loi et identifier la limite.

(¢) Montrer que pour tout K > 0, P(Y,, > K) < P(X* > K). En déduire que la
suite (Y, n € N¥) est tendue et qu'il existe une sous-suite (Y, ,k € N*) qui
converge en loi vers une limite Y p.s. positive.

(d) Montrer que

X*£ x4y,
ol Y est une variable aléatoire p.s. positive indépendante de X.
3. On suppose que X* £x 4+Y,ouY est une variable aléatoire p.s. positive indépendante
de X. On note plaloide Y : u(A) =P(Y € A).
(a) Montrer que :
1 /

«(u) = — u).

px-(u) = = gl (u)

(b) Montrer que pour € > 0 suffisament petit, log(px(u)) est bien défini et que
pour u €] —¢g,¢[ :

L log(ix (u) = gy (u).

(¢) Montrer que pour u €] — €, ¢ :

ﬂ+w[

. ; a
px(u) = exp (wau({o}) " /] (e 1)y#(dy)) .
0
(d) En déduire que X est infiniment divisible et donner son triplet caractéristique.

4. Soit p €]0,1] et ¢ = 1 — p. Soit Y une variable aléatoire de loi géométrique de
parametre p. On rappelle que :
P(Y = k) =pg?™' pour ke N*, E[Y]= 1 et y(u) = ﬂ-
’ p 1—ge™
Soit X une variable aléatoire indépendante de Y et de loi géométrique décalée :
P(X =k) = pg* pour k € N, autrement dit X £y _ 1. Montrer que X* £x +Y.
En déduire que la loi géométrique décalée est infiniment divisible et donner son
triplet caractéristique.

II Générateur infinitésimal d’un processus de Lévy

Sur l'espace de probabilité (€2, F,PP) soit (X;);>0 un processus de Lévy de triplet de
caractéristiques (b,c,F') avec b € R, ¢ € Ry et F mesure sur R t.q. F({0}) = 0 et
Jr(A A &) F(dz) < 400 et Fy = 0(X5,0 < s < t). On note

N(dt,dz)= Y 6(ax,)(dt dr)
$>0:AX#0

la mesure ponctuelle associée aux sauts de ce processus, N (dt, dz) = N(dt,dz) — F(dx)dt
et (Wi)i>0 le mouvement brownien qui apparait dans sa décomposition de Lévy-Ito.
On se donne également f,g: R — R deux fonctions bornées et C? nulles en 0.

1. Justifier que pour 7' > 0 et h : R — R mesurable t.q. IP’([OT |h(Xs)lds < +00) =1,
P (Vt € 10,17, fot hX,-)ds = fg h(XS)ds> = 1. Vérifier que la continuité de h suffit
a assurer que IP’(fOT |h(Xs)lds < +00) = 1.



2. Montrer que Ve eR, [p ‘f(x +y)— f(z) — f(x )y1{|y|<1}‘ F(dy) < +o0 et que x +—
Je (f(z +y) — f(@) = f'(z)ylqy<1y) F(dy) est une fonction continue.

On note M = f(Xy) — fo Lf(Xs)ds ou
Lf(x)=bf"(z)+ gf”(ﬂ?) + /R (fl@x+y) — flx) = F(@)ylyy<y) Fdy).

3. Justifier que Mtf = f(Xy) — fg Lf(X,-)ds puis que
M = [ PO [ () = ) M)
10,¢] xR

4. Montrer que si f’ est bornée,

Vy €R, Slelg(f(x +y) = f(2))? < (IF11% v 4l FI3) (1 A y?)

et en déduire que Mtf est alors une Fy-martingale de carré intégrable.

5. Vérifier que
L(fg) - fLg— gLf)(z) = ef'd (x) + /R (& + 1) — F@) gz + ) — g(2))F(dy).

6. Calculer [M7, MY];. Vérifier que [M/, M9]; — fo — fLg— gLf](Xs)ds est une
martingale locale.
Lorsque ¢’ est bornée, vérifier que Vy € R,

Sup [(f(z+y) = f(@)(g(z+y) — 9(x)| < 2[Flloo2llglloc V 19 loc) (1A [y])

et en déduire que [M/, M9]; — fot [L(fg)— fLg—gLf](Xs)ds est alors une martingale
de carré intégrable.

7. Exprimer M; ! MY fo —fLg—gLf](Xs)ds sous forme d’une somme d’intégrales
stochastiques. En dedulre que ce processus est une martingale locale. Vérifier que

t
2 2
E( | o e i - o) F(dy)ds)
< 4E((MP)H(IF 1% v 4L FI2) /R (1 Ay (dy).

En déduire que lorsque f’ et ¢’ sont bornées Mtf MY fo — fLg—gLf](Xs)ds
est une martingale de carré intégrable.



Correction

I Loi biaisée par la taille et loi infiniment divisible

1.

(a)

Par croissance de l'espérance, on a que F* est croissante. Par convergence
dominée, on obtient que F* est une fonction contininue & droite telle que
limg ot 00 F*(z) = E[X]/a =1 et limy—._ oo F*(x) = 0. On en déduit que F™* est
bien une fonction de répartition. La loi de X biaisée par la taille est donc bien
définie.

Soit g une fonction mesurable bornée. On a :

. 1 1™ n
Elg(Sp)l = — E[Sng(Sh)] = — S E | Xng(Xe+ Y Xilgizny)
k=1 =1

1
= E[Xng(Sn—1+ X5)]

=E[g(Sn—1 + X7)],

ot on a utilisé que (X, Y 1| X;1;4y) a méme loi que (X, Sp—1) pour la 4eme
égalité, puis que X,, (et X™*) est indépendant de S,,—; pour la derniere égalité.
On en déduit le résultat.

C’est une application directe de la question I.1b.
On a:
1 1
B X)) = E[X{”] = - E[S{"] = - E[X].

n n

On en déduit que (XT(Ln)7 n € N*) converge vers 0 dans L! et donc en loi. Comme
(S,(ln),n € N*) converge en loi vers X, on déduit du théoreme de Slutski que
(57(171) - X,(Ln), n € N*) converge en loi vers X.

Comme X* a méme loi que (Sy(Ln) — Xén)) +Y, et que (57(1") — X}ln)) est positif,
on en déduit que pour tout K > 0, P(Y,, < K) < P(X* < K). Comme Y,, et
X* sont positifs, on en déduit que :

li P(|Y,| > K) = 0.
2 i Pl = )

Ceci assure que la suite (un,,n € N*), ou p, est la loi de Y,,, est tendue. Le
théoreme de Prohorov assure que cette suite est relativement compacte. Donc
il existe une sous-suite (Y, ,k € N*) qui converge en loi vers une limite Y.
Comme Y, est positif pour tout n € N*, on en déduit que Y est positif.

On a par indépendance :

e () = Pty () 9%, () = (1) @y (u).

Ceci démontre le résultat.

La fonction ¢px est de classe C! car X € L! et ¢y (u) = E[iX e?X]. 11 vient :

1 - 1
(u) = —E[X ] = — oy (u).
px-(u) = S E[X "] = = gfy(u)
Comme px est continue et px(0) = 1, il existe un intervalle ouvert I contenant
0 tel que px ne s’annulle pas sur 1. En particulier on a sur I : @y (u) = e?¥®)



et ¥ (0) = 0, et ¢ ainsi déterminé est unique. On note 1 (u) = log(px(u)) pour
u € I. Enfin, comme ¢x est de classe C!, on en déduit que 9 est également de
classe Ct. De plus, on a ¢y (u) = ' (u)px (u) soit :

w’(u) =idapy(u) pour u € I.

(¢) Comme ¥(u) = 0, on déduit de la question précédente et du théoréeme de Fubini
que, pour u € [ :

P(u) = ia/ou dv /e“’y p(dy) :m/u(dy) /Ou dv e

—iuap(QOD) + [ (@)% p(ay).

10,400

(d) L’égalité ci-dessus est valable sur tout intervalle ouvert I contenant 0 sur lequel

¢x ne s’annule pas. En particulier elle est valable sur I =Ju_,uy[, ol uy =
inf{u > 0;¢ox(u) # 0} et u— = sup{u < 0;¢0x(u) # 0} avec les conventions
inf ) = +o00 et sup ) = —oo. En particulier ¢ est défini sur Ju_, u|.
On remarque que [ (u)| < alu|. Si uy est fini, on a limyq,, @x(u) = 0 mais
limsup,y,,, [¥(u)| < +oo. Ceci est absurde car px(u) = exp(¢)(u)). On en
déduit que w4 est infini. De méme on montre que —u_ est infini. Donc la
formule

px(u) = exp (iuau({o}) + /]0 (™ 1)aM(dy)) :

ool Y
est vraie sur R. Ceci assure que la loi de X est infiniment divisible et son
triplet caractéristique est (au({O}), 0, 2110, +00[ (¥) ,u(dy)) (avec la fonction de
troncature nulle).
4. On a a = E[X] = E[Y] — 1 = ¢/p ainsi que px(u) = py-1(u) = e~
p/(1 —ge™). On en déduit que :
p? et

¢'x (u) = m = ox (u)ey (u).

S| =
Sl kS

ox+(u) = -

On en déduit que X* £Xx + Y avec X intégrable p.s. positive et Y p.s. positive
indépendante de X. D’apres la question 1.3, on obtient que la loi de X est infini-
ment divisible. Comme la loi de Y ne charge par {0}, on en déduit que son triplet
caractéristique (avec la fonction de troncature nulle) est, en utilisant la notation d,
pour la masse de Dirac en x :

(0,0, > ;qkdk(dy)) :

keN*



