Processus avec sauts et applications au marché de

I’énergie
Examen du lundi 11 mars 2013 15h15-17h15

Cumulants et moments d’un processus de Lévy

Sur l'espace de probabilité (€2, F,P) soit (X;);>0 un processus de Lévy de triplet de

caractéristiques (b,c,F) avec b € R, ¢ € Ry et F mesure sur R t.q. F({0}) = 0 et

Jz(1 F(dr) < +oc associé a la fonction de troncature h(z) = 1y <1y et Fy =
(XS,O § s <t). On note

N(dt,dz) = > 65 ax.(dt, dx)
$>0:AX#0

la mesure ponctuelle associée aux sauts de ce processus, N (dt, dz) = N (dt, dz)—F(dz)dt et

(Wi)e>0 le mouvement brownien standard qui apparait dans sa décomposition de Lévy-Ito.
1. Ecrire la décomposition de Lévy-Ito6 du processus (X;)¢>o a l'aide de Wy, N et N.
2. On suppose que [p 2|11} F (dz) < +o0.

(a) Que peut-on dire du processus (f]o,t]xR 21>y N (ds, dz) —t [ xl{\w\>1}F(dx))t>0 ?

(b) En déduire que pour tout ¢ > 0, X; est intégrable et calculer E(X;).

(c) Pour u € R, déterminer la limite de tfR(ewa -1- mel{‘x‘Sl})F(dlE) lorsque
t — o0.

(d) En étudiant E(e™ u et ), en déduire que £t converge en probabilité vers une limite
a préciser lorsque t — c0.

3. On suppose que [ 22 F(dx) < +oo.

(a) Exprimer X; — E(X;) & aide de W; et de N. En déduire Var(X;) puis E(X?).
Que peut-on dire du processus (X; — E(Xy))i>0 ?

(b) Calculer dX? par la formule d’intégration par parties. Calculer E([X, X];) puis
E(fot X, dE(X;)) et retrouver la valeur de E(X?).

LUT

(c) Pour u € R, trouver la limite de ¢ fp(e vt —1 — NG

)F'(dx) lorsque t — oo.

s Xt —E(X¢)
(d) En étudiant E(e™™ v ), vérifier que Xt—\I%Xt)

sienne centrée de variance a préciser lorsque t — oo.

converge en loi vers une gaus-

On suppose l'existence de € > 0 tel que [ e’3|x|1{‘x‘>1}F(daz) < 400 et on admet qu’alors

C. 2 x
vt >0, E () < +ooet VA€ [—c,e], B (M) = ! (0 (A1 2y F ()

On appelle cumulant (resp. moment) d’ordre n € N* de X le coefficient k,(t) du terme
% dans le développement en série entiere de A — In(E(eM)) (resp pn(t) = E(X])) :

I (E(eAX0)) = e 250,
4. Que valent les cumulants de X;?

5. Montrer que pour tout t > 0, > -y % < 400. En déduire que les moments

de X; sont bien définis et que VA € [—¢,¢], E(e?¥t) =1+ D>t ,un(t)%.
I Kng(®)
6. Montrer que Mn(t) = n! ZIZI Z(nl,...,nl)E(N*)l:n1+...+nl:n l_ll Hk:l "ch! :




7. A un l-uplet (ny,...,n;) € (N*)}, on associe m = max{j > 1: 3k t.q. ny = j} et le

vecteur (r1,...,7ry) ot r; = Card{k : n;, = j}.
(a) Que valent ri +ro+ ... +rp et ry+2ro+ ...+ mry?
(b) Combien un vecteur (rq,...,7r,) € N~ x N* a-t-il d’antécédents ?

)
K (t)
(C) Conclure que Nn(t) = n! ZZL:I Z(rl,...,rm)eNm*l xN*:r1 4+2ro+...+mrm=n H;nzl (jlj)rj il
)

(d) Retrouver pi(t) et pa(t).



Correction

Cumulants et moments d’un processus de Lévy

1. Xy =bt+ /W + ﬁO,t]XR$1{|$|S1}N(dS’ dx) + jjO,t}xR :E1{|x|>1}N(dS, dzx).
2. (a) C’est une F;-martingale cadlag a variation finie.
(b) On en déduit que (X; — (b+ [ #1513 F(dx))t)i>0 est une Fi-martingale nulle
en 0. Donc X; est intégrable et E(X;) = (b + [ #1yj4>1}F(dx))t.
(c) Lorsque t — oo, t(ewa —1- “‘Txl{|x|§1}) — iuxlfjy>1y et comme les dérivées
premieres et seconde de y € R — €% ont pour module 1, par la formule de
Taylor,

2 2
iu Ux
|t( -1 —1{|:c|<1})| < |U$|1{\x\>l} + {\x\<l}

en distinguant les cas [x| > 1 et |z[ < 1. Le théoréeme de convergence dominée
assure que t [(et —1— 1210\ )F(dw) — iu [ ol F(d).

. X up_  cu M_ _iuzx
(d) D’apres la formule de Lévy-Khintchine, E (e“‘Tt = et< bty 4 (e -1 1{‘“”‘§1})F(dx)).
X
D’apreés la question précédente, E (e“‘Tt> — etulbtfpzl{je)>1y F(dz)) qui est la
fonction caractéristique de la constante b+ [ r1yz>13F (dx). Par le théoreme de

Paul Lévy, on conclut que Xt

E(X+)
.

3. (a) X¢ —E(Xy) =W + f}o,t}xR 2N (ds, dz). Donc

Var(X;) =E <<\/6Wt i /]O,t]xRxN(d& dm)> 2) RO <</}07t}xR s dl’)>2>
- <c + /IR:EQF(dx))t

en utilisant I'indépendance du Brownien et de la mesure de sauts pour la seconde
égalité puis la propriété d’isométrie pour l'intégrale par rapport a N.

converge en probabilité vers b+ [, > F(dz) =

E(X?) = Var(X;)+(E(X;))? = <c—|—/R x2F(da:)>t+ <b+/R:1:1{|x|>1}F(dx)>2t2

Le processus (My = X;—E(X})):>0 est une martingale cadlag de carré intégrable.
(b) dX? = 2X, dX, + d[X, X]; = 2X,-dM, + 2X, dE(X;) + d[X, X],. On a

(X, X]s =< X, X >+ ) (AX,)? =< VW, VeW >, +/ 2% N (ds, dz).
0<s<t 10, xR

On en déduit que E([X,X];) = <c + Jz x2F(dx)>t en utilisant la propriété
d’isométrie pour l'intégrale par rapport a N.

Par ailleurs fot X, dE(Xs) = <b + [g #1jz>11 F(dx) > fo X,ds si bien que

E </Ot XSdE(XS)> - <b+/Ra:1{|x|>1}F(dx)> /OtE(Xs)ds - <b+/R x1{|x|>1}F(da:)>2§.

3



Enfin, comme fg E(X2 )ds < +oo,

t t
E < / Xdes> — JeE < / Xdes> 1E < / stN(ds,dm) —o.
0 0 10,t] xR

En prenant l'espérance dans I'égalité X? = 2]& X,-dMg + 2f0t X~ dE(X) +
[X, X];, on retrouve la valeur de E(X?) obtenue & la question précédente.

2$2
=

iux . 2.2 iuzw ;
(c) Lorsque t — o0, t(e vt —1 — %) — —%5~ avec [t(e VT —1— %” < ¢

Par convergence dominée, ¢ [(ev¢ —1 — ’:ff) (dz) — —% fR 22 F(dx).
(d) Par la formule de Lévy-Khintchine et la valeur de E(X}),

p () < (e g

N u_
ou le second membre converge vers e~ 2 (c+ [ #° F (dz))

d’apres la question précédente.
Ainsi, %}fxﬁ) converge en loi vers N1(0, ¢+ [ #*F(dx)) ol la variance limite

est égale a M

4. En prenant le logarithme de la formule pour E(eAXt) et en y dévéloppant e’ en série
entiere, on obtient

In(E(eMX1)) = At <b+/Rx1{w>1}F(dx)> A; <b+/ F(dx) >+Z ol /

n>3

Ainsi k1(t) = ¢ (b+ [galge>1F(dr)), ra(t) = t (b+ [z 2?F(dz)) et pour n > 3,
t) =t [p " F(dx).

5. Par le théoréme de Fubini, 3, . S E(|X;[") = E(efXt)) < +00. Comme pour n €
N*, | X['| = | X¢|", on en déduit que X}* est intégrable et les moments de X; sont bien
définis.

Comme E(e*t) = E <1 + D nen-

Fubini permet d’échanger espérance et somme sur n.

A th) avec |A"X["| < €| X", le théoreme de

n!

6. Le résultat découle de

E(e)‘Xt) — o(E(M)) _ Z % =1+ Z Z H an )\

leN >1 'nl, n>1 k=1

k

et de l'identification du coefficient de ™.

7. (@) riHret .. drp=letri+2ro+ ... Fmry, =n1 4.+ 0y

(b) Le vecteur (r1,...,rm,) a W antécédents (choix multinomial des posi-

tions des r; indices k € {1,...,r1 +...+ 7y} tels que ny = j pour 1 < j < m).
| e (0) 1 n (0

(c) Comme 7 [];—; nkk! = titdrm) H] LG
antécédents est identique et on en déduit l’expressmn de pn(t) .

(7“1 +---+7"m)!

, la contribution des T T

(d) Pour n =1, n! = 1, la double somme se restreint au cas m = 1 = r; et le produit
correspondant vaut 1(t). Donc p1(t) = k1(t) =t (b+ [ #1gy=13F (dx)).
Pour n = 2, n! = 2, la double somme se réduit aux cas m = 1, r; = 2 pour lequel

le produit vaut ﬁlz( ) et m = 2,11 =0, ro = 1 pour lequel le produit vaut 2( ),
Ainsi po(t) = K3(t) + ka(t) = t2 (b+ Jpalgusn F(dz)) +t (b+ [p2?F(dx)).



