Processus avec sauts et applications au marché de
I’énergie
Examen du lundi 10 mars 2014 14h30-16h30

Probléme : Lois infiniment divibles a valeurs entiéres

L’objet de cet exercice est de déterminer toutes les lois infiniment divibles a valeurs entiéres
et de donner quelques exemples.
On rappelle que la suite de variables aléatoires (X,,n € N) & valeurs entiéres converge en
loi si et seulement si ses fonctions génératrices y, convergent vers une fonction ¢ telle que
lim 41 ¢(2) = 1. De plus la limite en loi de la suite (X,,n € N) est une variable aléatoire
a valeurs entiéres de fonction génératrice .
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N infiniment divible et de fonction génératrice
¢ définie par ¢(z) = E [2*] pour z € [0,1].

1. Pour n > 1, soit (X1, ...,X,n) des variables aléatoires indépendantes de méme loi

et telles que X a méme loi que X1, + -+ X, .

(a) Montrer que P(nX;, € N) =1.
(b) Calculer P(X = 0) en fonction de P(X;, = 0). En déduire que pour z € R} :

P(X =z) > nP(X;, =z)P(X =0).

(c) En déduire que si P(X = 0) > 0 alors X, est a valeurs dans N.
(d) Montrer que si X, est & valeurs dans N pour tout n € N*, alors P(X = 0) > 0.
(e) Montrer que si P(X = 0) = 0, alors il existe un entier ky > 0 tel que pour tout
n>1, Xi, — (ko/n) est & valeurs entiéres.
2. Soit N une variable aléatoire & valeurs entiéres et de loi infiniment divisible. Soit

(Y,n € N*) des variables aléatoires indépendantes de NN, a valeurs entiéres et de
fonction génératrice Q. On pose Sy = Z]kvzl Y}, avec la convention Sy =0si N = 0.

(a) Montrer que Sy est de loi infiniment divisible et donner sa fonction génératrice
a ’aide des fonctions génératrices de N et Y7.

(b) En déduire que si N est de loi de Poisson de paramétre 6 > 0 alors, si P est la
fonction génératrice de Sy, on a P(z) = exp(6(Q(z) — 1)) autrement dit :

log(P(2))

Qz)=1+ 7

La loi de Sy est appelée loi de Poisson composée de paramétre (6, Q).

(c) On suppose que P(Y; = 0) < 1. Soit # > 0 et p €]0,1/(1 — Q(0))]. Montrer
que (1 —p) + pQ est une fonction génératrice. Montrer que les lois de Poisson
composée de parameétre (6,Q) et (0',(1 — p) + pQ) sont les mémes pour une
valeur de ' que 'on déterminera. En déduire que la loi de Poisson composée
de parameétre (6, Q) ne caractérise pas le couple (6,Q), sauf si on impose que
Q(0) = 0.

3. On suppose que 0 < P(X =0) < 1.



(a) Déduire de la question 1) que ¢(z)"/" est une fonction génératrice.

(b) Montrer que :
1— ()"
1 —p(0)/n
est la fonction génératrice d’une variable aléatoire que 1’on précisera.
(c) Déterminer Q(z) = limy,—, o0 Qn(2).
(d) Montrer en utilisant la question 2) que la loi de X est une loi de Poisson com-
posée dont on précisera les parameétres.

Qn(z) =

4. Application. Soit Z de loi géométrique décalée de parameétre p € (0,1) : P(Z =k) =
p(1 — p)¥ pour k € N.
(a) Soit ¢ € (0,1). Donner un développement en série entiére de la fonction log(1 —
qz) en fonction de z pour z € [—1,1]. En déduire que Q4(z) = log(1—gz)/log(1—
q) est la fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs entiéres.

(b) En déduire que la loi de Z est infiniment divisible.

Exercice : Fonction d’offre sur le marché de 1’électricité

On considére un marché simplifié de 1’électricité composé d’une centrale au charbon de
500 MW, d’une centrale a gaz de 250 MW et d’une ferme d’éoliennes de 100 MW. Le
rendement de la centrale charbon® est de 0,5 tC/MWh et le rendement thermique de la
centrale & gaz est de 40%. Le coefficient d’émission? de la centrale au charbon est de 2,5
tC02/tC et celui de la centrale a gaz de 0,2 tC02/MWh. Le prix du gaz est 24 €/MWh et
celui du charbon 100 €/tC. La ferme éolienne a un facteur de charge de 25%. La demande
vaut 600 MW. On suppose que le prix spot de Iélectricité est donné par le colit marginal.

1. Tracez la fonction d’offre de ce marché (cott en €/MWh versus puissance en MW)
quand le prix du carbone est & 10 €/tCO2 et quand il est & 40 €/tCO2. Que remar-
quez vous ?

2. Donnez le prix spot de I’électricité dans chaque cas.

1. tC : tonne de charbon
2. tCO2 : tonne de carbone



Correction

Probléme : Lois infiniment divibles a valeurs entiéres

1.

(a)

(b)

Si P(X1,, €]a,b[) > 0 alors P(X;,, €]a,b],...,Xnn €la,b]) > 0 et donc P(X €
|na,nb[) > 0. Par contraposé, en choisissant a = —oo et b = 0 puis a = k et
b= k+1 pour tout k € N, on en déduit que P(X;, < 0) = 0 puis que P(X; ,, €
|k/n, (k+1)/n]) = 0 pour tout k € N. Ceci implique que P(nX;, € N) = 1.
OnaP(X =0) = P(Xip = = Xnn = 0) = P(X1,, = 0)". De plus,
les événements disjoints {X},,, = = et pour k' # k X}/, = 0} sont inclus dans
{X =z}. On en déduit donc :

P(X =2) > nP(Xy, = 2)P(X1, = 0" >nP(X;, = 2)P(X =0).

Pour tout # ¢ N on a P(X = z) = 0 et donc P(X;,, = z) = 0. Donc, comme
X1, est discrete, on en déduit que Xy ,, est & valeurs entieres.

Si P(X = 0) = 0 alors p.s. X, > 1 pour tout 1 <k < n et doncps. X >n
pour tout n € N*. Ceci étant absurde, on en déduit que P(X = 0) > 0.

Si P(X =0) =0, soit kg = inf{k; P(X = k) > 0}. La variable aléatoire X — kg
est & valeurs entiéres et infiniment divisible et on a P(X —ky = 0) > 0. On déduit
de ce qui préceéde que pour tout n > 1, Xy, — (ko/n) est a valeurs entiéres.
Soit n > 1. Soit (N1, ..., Ny ) des variables aléatoires indépendantes de méme
loi et telles que N = >} | Ni,. On pose My = 0, et pour k € {1,...,n}
M, = Z§:1 Nj, et T}, = ijvi’“MkilH Y;. Les variables aléatoires (T7,...,T,)
sont indépendantes de méme loi et on a Sy = > ;_; T). La loi de Sy est donc
infiniment divisible.

Soit @ la fonction génératrice de Y1, R celle de N et P celle de Sy. On a :

P(z) =E [2°V] =E[E [°V|N]] = E[Q(2)"] = R(Q(2)).

Immeédiat car R(z) = exp(—0(1 — z)).

Soit Yy de loi la loi de Y7 conditionnée par {Y; > 0}. Sa fonction génératrice

est :

Q) — Q)
1-Q(0)
Soit pg € [0,1]. On remarque que (1 — pg) + poQo est la fonction génératrice de
la variable aléatoire a valeurs entiéres UyYy ou Uy est une variable de Bernoulli
de parameétre pg indépendante de Yy. En posant p = po/(1—@Q(0)), on en déduit
que (1 —p) 4+ pQ = (1 — pg) + poQo est donc une fonction génératrice.

Qo(2) =

De plus, les lois de Poisson composée de paramétres (6, Q) et (6/p, (1—p)+pQ)
ont méme fonction génératrice. La loi de Poisson composée de paramétre (6, Q)
ne caractérise pas le couple (6, @Q), sauf si on impose que Q(0) = 0 (ce qui revient
a choisir Q = Qo et pp = 1).

On déduit de la question 1) que X, est a valeurs entiéres. Soit ¢, sa fonction
génératrice. On a p(z) = @, (2)" et donc @, (2) = @(2)/".



(b) @ est la fonction génératrice de la loi de X, sachant {X;, > 0}. Comme
P(X = 0) < 1, on remarque que ¢(0) < 1 et donc la fonction @, est bien

définie.
c¢) Emn utilisant 'équivalent 1 — = =log(z) +o(1l/n), on en déduit que :
En utilisant 'équivalent 1 — 2t/ = 1] 1 dédui
: log((2))
Q(z)= lim Qu(z)=1-— .
(2) = tm Qn(2) = 1= 000

(d) On observe que lim,4; @Q(z) = 1, donc @ est une fonction génératrice. On dé-
duit de la question 2) que X est de loi de Poisson composée de paramétre

(—log((0)), Q)

4. (a) Onalog(l—qz) = — > oy« (q2)"/n. Pour k € N*, on pose py, = ¢"/(nlog(1/(1—
q))) et po=0.0napy >0et ), ypr = 1. On en déduit que @ est la fonction
génératice de la loi de probabilité (pg, k € N).

(b) On déduit de la question 2) que Z est de loi de Poisson composée de paramétre
(—log(p), Q1—p). Donc la loi géométrique est infiniment divisible.

Exercice : Fonction d’offre sur le marché de 1’électricité

Notation indicative sur 3 points : question 1. courbe d’offre dans le premier cas (1 point)
et dans le second cas (1 point), question 2. (1 point)

1. Les cotts proportionnels des différentes technologies sont :

| Cott en €/MWh | Quand CO2 = 10 €/tCO2 [ Quand CO2 = 40 €/tCO2 |

Eolien 0 0
Centrale charbon | 0,5%100 + 0,5%2,5%¥10 = 62,5 | 0,5%100 + 0,5%2,5%40 = 100
Centrale gaz 0724 + 770,2510 = 65 | 07 *24 + 57 70,2%40 = 80

Dans le premier cas les paliers sont & 25 MW (100 * 25%) pour le passage de ’éolien
au charbon et 525 MW (25 + 500) pour le passage du charbon au gaz. Dans le second
cas, le palier éolien/gaz est a 25 MW et le palier gaz/charbon a 275 MW (25 + 250).
Les fonctions d’offres sont représentées sur le graphique 1.

On peut remarquer que les deux technologies charbon et gaz s’inversent dans le merit
order en fonction du prix du CO2.

2. Le prix spot (obtenu par croisement entre offre et demande) vaut 65 €/MWh dans
le premier cas et 100 €/MWh dans le second cas.
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FiGURE 1 — Fonctions d’offres dans les deux configurations de prix du carbone.



