
Pro
essus ave
 sauts et appli
ations au mar
hé de

l'énergie

Examen du lundi 07 mars 2016 14h30-16h30

Exer
i
e I : Mesure pon
tuelle de Poisson et �u
tuations

Soit f une fon
tion mesurable positive dé�nie sur ]0, 1]. On pose pour t ∈ [0, 1] :

g(t) =

∫

]t,1]
xf(x) dx et F (t) =

∫

]0,t]
x2f(x) dx.

On suppose que g(0) = +∞ et F (1) < +∞.

Soit N (dx) =
∑

i∈I δxi
(dx) une mesure pon
tuelle de Poisson sur ]0, 1] d'intensité

f(x)1]0,1](x) dx. Pour t ≥ 1, on pose :

Gt =
∑

i∈I

xi1{xi≥1/t} et Mt = Gt − g(1/t).

1. Montrer que : Mt est intégrable, E[Mt] = 0 et E[M2
t ] = F (1) − F (1/t).

2. Véri�er que le pro
essus (Mt, t ≥ 1) est 
ontinu à droite ave
 une limite à gau
he en

tout t > 1.

On 
onsidère la tribu Ft = σ
(
∑

i∈I δxi
(dx)1{xi≥1/t}

)

engendrée par la mesure aléatoire

1[1/t,1](x)N (dx). On note F = (Ft, t ≥ 1).

3. Véri�er que F est une �ltration (i.e. Fs ⊂ Ft pour 1 ≤ s ≤ t).

4. Véri�er que (Mt, t ≥ 1) est une martingale.

5. Montrer que (Mt, t ≥ 1) 
onverge p.s. et dans L2
vers une limite M∞ quant t tend

vers l'in�ni.

6. Montrer que pour 1 ≤ s ≤ t, u ∈ R :

E

[

eiu(Mt−Ms)
]

= exp

(

−
∫ 1/s

1/t
(1 + iux− eiux)f(x) dx

)

.

7. Déduire de la question pré
édente la fon
tion 
ara
téristique de M∞.

8. On suppose que f(x) = (1−α)x−2−α
ave
 α ∈ [0, 1[. Montrer que la suite (Wt, t ≥ 1),

où :

Wt =
1

√

F (1/t)
(Mt −M∞),


onverge en loi vers une variable aléatoire gaussienne dont on pré
isera la varian
e.

Exer
i
e II : Valorisation d'un sto
kage gazier

On 
onsidère un 
alendrier simpli�é où l'année dure 360 jours et est dé
oupée en 4

trimestres ou �quarters� de 90 jours 
ha
un. Les �quarters� sont eux-mêmes dé
oupés en 3

mois de 30 jours. On se pla
e au temps t = 0, et on 
onsidère les dates (ti, 0 ≤ i ≤ 360)
telles que : t0 > 0 et ti+1 − ti = 1 jour pour tout 0 ≤ i ≤ 359.

1



Des
ription du sto
kage

On se donne un sto
kage gazier de volume V , que l'on gère à pas journalier entre t0
et t360. À 
haque date ti, pour i ∈ {0, . . . , 359}, étant donné v le volume en sto
k en ti,
on peut ajouter un volume z ∈ [−a; a] au sto
kage, sous réserve que 0 ≤ v + z ≤ V . Le

sto
kage est tel que a = V/100. Il faut don
 100 jours pour remplir (resp. vider) le sto
kage.

En�n, le volume en sto
k est nul à t0.

Des
ription du mar
hé

À la date t = 0, le mar
hé du gaz 
ote les trois produits suivants (en plus du spot) :

� le �quarter� 
ouvrant la période [t0; t90[, de prix Q1
0 ;

� le �quarter� 
ouvrant la période [t90; t180[, de prix Q2
0 ;

� le �season� 
ouvrant la période [t180; t360[, de prix S2
0 .

On notera Xti l'ensemble des prix (spot et forwards) observés sur le mar
hé à la date ti.

1. Montrer que la valeur du sto
kage est supérieure ou égale à :

max
(u,v)∈[−90a;90a]2 ;u+v=100

(

−u×Q1
0 − v ×Q2

0 + 100× S2
0

)

. (1)

2. On note P (ti, v, x) la valeur du sto
kage à l'instant ti ave
 le volume v en sto
k,

lorsqu'on observe les prix x sur le mar
hé du gaz. Appliquer le prin
ipe de la pro-

grammation dynamique en ti pour poser l'équation donnant P .

3. Donner un exemple de méthode pour 
al
uler le terme d'espéran
e 
onditionnelle

dans l'équation de la question pré
édente.

4. Quel serait l'avantage d'une valorisation par répli
ation du type de l'équation (1) par

rapport à une valorisation par programmation dynamique ?
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Corre
tion

Exer
i
e I : Mesure pon
tuelle de Poisson et �u
tuations

1. On remarque que G(t) =
∫

ht(x)N (dx) où ht(x) = 1[1/t,1](x). Comme la fon
tion h
est positive, on a E[Gt] =

∫

]0,1] htf = g(1/t). Comme g est �nie sur ]0, 1] on en déduit

que Mt est intégrable pour tout t ≥ 1. On a aussi E[Mt] = g(1/t) − g(1/t) = 0.

On déduit de la �master formula� que E[M2
t ] =

∫

]0,1] h
2
t f , soit E[M

2
t ] = F (1)−F (1/t).

2. Les temps de dis
ontinuité du pro
essus M = (Mt, t ≥ 1) sont {1/xi, i ∈ I}. De plus

omme la mesure d'intensité est �nie sur tout ensemble [1/t, 1] pour t ≥ 1, on en

déduit que N ([1/t, 1]) est �ni pour tout t ≥ 1. Autrement dit le pro
essus M a un

nombre �ni de sauts sur tout intervalle borné de [1,+∞[. La 
ontinuité à droite et

la limite à gau
he sont alors évidentes en tout point de ]1,+∞[.

3. On pose Nt(dx) = 1[1/t,1](x)N (dx). Pour 1 ≤ t, on a Nt(dx) = Ns(dx) + N ′(dx)
ave
 N ′(dx) = 1[1/s,1/t[(x)N (dx). Les supports des mesures aléatoires Ns et N

′
sont

distin
ts don
 σ(Nt) = σ(Ns, N
′). Comme Ft = σ(Nt), on en déduit que Fs ⊂ Ft.

Don
 F est une �ltration.

4. On a Mt intégrable d'après la question 1. De plus Mt est Ft mesurable. En reprenant

les notations de la réponse à la question pré
édente, on a que les propriétés des

mesures de Poisson impliquent que les mesures aléatoires Ns etN
′
sont indépendantes

(
ar les ensembles [1/s, 1/t[ et [1/t, 1] sont disjoints). On en déduit que pour toute

fon
tion ℓ :

E[Nt(ℓ)|Fs] = Ns(ℓ) + E[N ′(ℓ)] = Ns(ℓ) +

∫ 1/s

1/t
ℓ(x)f(x) dx.

En prenant ℓ(x) = x, on obtient : E[Mt|Fs] = Ms. Don
 M est une martingale.

5. D'après la question 1, on a E[M2
t ] ≤ F (1) < +∞ pour tout t ≥ 1. La martingale

M = (Mt, t ≥ 1) est bornée dans L2
, elle est 
ontinue à droite et limitée à gau
he

don
 elle 
onverge p.s. et dans L2
quand t tend vers l'in�ni.

6. On utilise la �master formula�.

7. Pour s = 1, on a Ms = 0. Par 
onvergen
e dominée, on a :

lim
t→+∞

E
[

eiuMt
]

= E
[

eiuM∞

]

.

Comme

∫

]0,1] x
2f(x) dx est �ni et que |1+ iux− eiux | ≤ u2x2. On obtient par 
onver-

gen
e dominée que :

lim
t→+∞

∫ 1

1/t
(1 + iux− eiux)f(x) dx =

∫

]0,1]
(1 + iux− eiux)f(x) dx.

On déduit alors de la question pré
édente que :

E
[

eiuM∞

]

= exp

(

−
∫

]0,1]
(1 + iux− eiux)f(x) dx

)

.
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8. On 
al
ule la fon
tion 
ara
téristique de Wt. En utilisant la question 6 et en faisant

tendre t vers l'in�ni, par 
onvergen
e dominée, on obtient ave
 u = v/
√

F (1/s) et

v ∈ R :

E
[

e−ivWs
]

= e−As(v),

ave


As(v) =

∫ 1/s

0

(

1 +
ivx

√

F (1/s)
− eivx/

√
F (1/s)

)

f(x) dx.

On a F (1/s)) = sα−1
. Ave
 le 
hangement de variable y = sx, il vient ave
 β =

(1 + α)/2 :

As(v) = (1− α)

∫ 1

0
gs(v, y)y

−2−α dy.

ave


gs(v, y) = s2β
(

1 + ivys−β − eivys
−β

)

.

On a lims→+∞ gs(v, y) = −v2y2/2. Comme |gs(v, y)| ≤ v2y2 et que

∫ 1
0 v2y2y−2−α dy

est �nie, on a par 
onvergen
e dominée que :

lim
s→+∞

As(v) = −(1− α)v2

2

∫ 1

0
y−α dy = −v2

2
·

On en déduit don
 que (Ws, s ≥ 1) 
onverge en loi vers une gaussienne 
entrée réduite

quand s tend vers l'in�ni.

Exer
i
e II : Valorisation d'un sto
kage gazier

1. Le sto
kage permet de reproduire n'importe quelle 
ombinaison de forwards 
orres-

pondant à l'équation (1) : sa valeur est don
 au minimum le résultat de l'équation

(1).

2. En ti, la valeur du sto
kage est donnée par l'équation :

P (ti, v, x) = sup
n∈[−a,a]; 0≤v+z≤V

(

− zvS + E
[

P (ti+1, v + z,Xti+1
)
∣

∣Xti = x
])

(2)

en notant S le prix spot asso
ié au ve
teur des prix x. La dé
ision de gestion est la

valeur de z qui maximise le se
ond membre de l'équation (2).

On peut aussi remarquer que la gestion du sto
kage est bang-bang puisque le 
oût

des opérations dépend linéairement du volume ; l'équation 
i-dessus devient alors :

P (ti, v, x) = max
z∈{−min(a;v);min(a;V −v)}

(

−zvS+E
[

P (ti+1, v+z,Xti+1
)
∣

∣Xti = x
])

. (3)

3. On peut par exemple utiliser un modèle de prix par arbre, l'algorithme de Longsta�-

S
hwartz, ou la quanti�
ation.

4. La valorisation par répli
ation statique de l'équation (1) permet d'obtenir un prix

que l'on peut 
ouvrir parfaitement. À l'inverse, dans le 
adre d'un mar
hé in
omplet

à 
ause du risque de base (
'est-à-dire de l'absen
e de produits de 
ouverture à la

granularité du produit à 
ouvrir), il n'est pas possible de sé
uriser la valorisation

obtenue par programmation dynamique.

4


