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Chapitre 1

Introduction

On souhaite décrire un processus aléatoire X = (X;,t € RT), défini sur un espace probabilisé
(Q, F,P), a valeurs dans R continu & droite avec des limites & gauche (cad-lag) qui modélise un bruit
avec les propriétés suivantes :

Accroissements indépendants. Pour tout ¢,s € R, la variable aléatoire X;,, — X, est indé-

pendante de la tribu engendrée par (X, u € [0, s]).
Accroissement stationnaires Pour tout ¢,s € R™, la variable aléatoire X;,, — X, a méme loi
que X;.
Mesurabilité. Le processus (w,t) — X;(w) est mesurable par rapport & la tribu F x B(R™T), ol
B(R™T) désigne la tribu borélienne sur RT.
De tels processus sont appelés processus & accroissements indépendants et stationnaires (PAIS). Ils
interviennent dans de nombreuses modélisations.
Remarquons que si X est un PAIS, alors pour tout n > 2, on a :

Xt = Xt/n + (XQt/n - Xt/n) +...+ (Xt - X(nfl)t/n)' (11)

En particulier pour tout entier n, X; est égal en loi a la somme de n variables aléatoires indépendantes.
On dit que la loi de X; est infiniment divisible.
Dans la suite de ce chapitre, paragraphe 1.1, on donne quelques exemples de PAIS. Dans le chapitre
2, on se concentre sur ’étude des lois infiniment divisibles, en donnant en particulier la formule de
Lévy-Khintchine. En utilisant ces résultat, on décrit entierement les PAIS dans le chapitre 3. Enfin,
quelques éléments sur la convergence étroite des mesures sont rappelés dans ’annexe, chapitre 4.
Pour la bibliographie, on renvoie aux ouvrages [3, 6, 7, 1, 2], voir aussi I'introduction [5].

1.1 Exemples

Nous donnons quelques exemples bien connus de PAIS, avec en particulier la fonction caractéris-
tique du processus a un instant ¢ donné.

1.1.1 Mouvement brownien

Soit B = (B¢, t € R") un mouvement brownien réel. Il s’agit d’un processus aléatoire continu a
valeurs dans R & accroissement indépendants et tel que By est de loi gaussienne N (0,t) de moyenne
nulle et de variance t. Soit o € R. Alors le processus (0B;,t € RT) est un PAIS. En particulier on a
pour tout t € R™ :

E [eiuaBt] _ e—tu2a2/2 )
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1.1.2 Processus de Poisson

Soit (T, k € N*) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de méme
parametre 8 > 0. On pose S,, = 22:1 T}, pour n € N* et pour t € RT :

Ny = Z 1¢s, <ty
neN*
Définition 1.1.1. On dit que N = (Ny,t € RT) est un processus de Poisson de paramétre 6 > 0.

Typiquement si Ty désigne la durée de vie d’'une machine, et si on utilise les machines les unes
apres les autres sans les réparer, alors NV; représente le nombre de machines tombées en panne avant
Iinstant ¢.

En utilisant la propriété d’absence de mémoire des lois exponentielles (P(1T7 > ¢ + s|Th > t) =
P(Ty > s) pour t,s € RT), on peut montrer que le processus (Ny,t € RT) est un PAIS.

Lemme 1.1.2. La loi de N, est la loi de Poisson de paramétre 0t.

Démonstration. On rappelle que la fonction caractéristique de T} est E [ei“Tl] =6/(0 —iu). On a par

indépendance :
E [emsn] - [emTl}" _ < 4 ) .

0 —iu
On en déduit que S, est de loi gamma de parametre (6, n). En particulier la loi de S,, possede la
densité :

om el —
t— (n—l)!t 16 ot 1{t>0}-
Pour £ > 1, 0on a:
=P(Sp <t) —P(Sk41 <)

t

t k k1

_ 0 k—1 _—0s 0 k —0s
—/0 [(k:—l)!s e —TS e ds

On a également P(N; = 0) = P(T} > t) = e~%. On en déduit que N; est de loi de Poisson de parametre
ot. O

On déduit de ce qui précede que, pour t € Rt :

E [eiuNt] _ eté(e“‘ -1

1.1.3 Processus de Poisson composé

Soit N = (N, t € RT) un processus de Poisson de parametre § > 0 et (Yy, k € N*) une suite de
variables aléatoires a valeurs réelles de méme loi indépendantes et indépendantes de IN. On note G la
loi de Y7 : G([a,b]) = P(Y1 € [a,b]) pour tout a,b € R. On consideére le processus Z = (Z;,t € RT)

défini pour t € RT par :
Nt
Zt = Z ka
k=1

avec la convention que Z; = 0 si Ny = 0.
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Définition 1.1.3. On dit que Z est un processus de Poisson composé de paramétre (6,G).

Il est immédiat de vérifier que le processus Z = (Z;,t € R") est un PAIS. On note ¢ la fonction
caractéristique de Y7 : E[e®™Y1] = ¢(u). On a pour t € R :

E [eiuZt] -k [E [emZt |Nt” -F [%’(U)Nﬂ _ eet(ga(u)ﬂ) — ot Ju(e™® —1)G(da) .
En particulier, on en déduit, que si Y7 est intégrable :

E[Z,] = te/x Gldz), (1.2)

et si Y7 est de carré intégrable :
2
E[Z?] = t9/3:2 G(dx) + (t@/x G(daz)) : (1.3)

On déduit des paragraphes précédents que si B est un mouvement brownien et Z un processus de
Poisson composé de parametre (0, G) indépendant de B alors le processus X = (Xy,t € RT), ot :

Xt:bt+UBt+Zt,

avec b, 0 € R, est un PAIS.
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Chapitre 2

Lois infiniment divisibles

On considere dans ce chapitre des mesures de probabilité sur (R¢, B(R?)).

Si p est une mesure finie, on note /i sa transformée de Fourier (voir la définition 4.1.2).

Définition 2.0.4. On dit qu’'une mesure de probabilité p est infiniment divisible (ID) si pour tout
n > 2, il existe une mesure de probabilité p, sur R telle que iy = fi.

Autrement dit, si X est une variable aléatoire réelle, alors sa loi est ID si pour tout n > 2, il existe
des variables aléatoires réelles X7, ..., X" indépendantes et de méme loi telles que Y ;_, X/ a méme
loi que X.

2.1 Exemples

1.

La loi gaussienne est ID. En effet, si u est la loi gaussienne N'(m,o?) alors si u, est la loi
gaussienne N'(m/n,0?/n), on a 4" = j. On aurait pu déduire ce résultat de I'exemple du
paragraphe 1.1.1.

. La loi p de Poisson composé de parametre (6, G) ot 6 > 0 est G est une mesure de probabilité

sur R s’interprete comme la loi de Z; décrit dans la définition 1.1.3. En particulier, elle a pour
fonction caractéristique ji(u) = ef Ja(¢"™" =1 G(dz)  Op en déduit que si u, est la loi de Poisson
composé de parametre (6/n,G), alors on a /i = [i. La loi de Poisson composé est donc ID.

. La loi de Cauchy de parametre a > 0, p, a pour densité & zz—Jlraz et pour fonction caractéristique

fi(u) = e~ "I On en déduit que si p, est la loi de Cauchy de parametre a/n, alors on a i = fi.
La loi de Cauchy est donc ID.

La loi gamma de parametre (0, ) €]0, +00[?, i1, a pour densité ﬁ 62>~ e % 1,0y et pour
«
fonction caractéristique fi(u) = (H%) . On en déduit que si uy, est la loi gamma de parametre

(0, a/n), alors on a i = ji. La loi gamma est donc ID.

2.2 Propriétés

On a le lemme suivant.

Lemme 2.2.1. Si i est une mesure de probabilité ID, alors on a ji(u) # 0 pour tout u € R?.

Remarque 2.2.2. La réciproque du lemme 2.2.1 est fausse : on peut construire une mesure de
probabilité x qui ne soit pas ID et telle que ji(u) # 0 pour tout u € RY. (Considérer une mesure de
probabilité de support {0, a,b} pour un choix judicieux de a et b.) O
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Démonstration. Remarquons que si Y et Y’ sont des variables aléatoires indépendantes et de méme
loi v, alors la loi de Y — Y a pour fonction caractéristique |2,

Pour n > 2, on note p,, une mesure de probabilité telle que fi) = fi. On déduit de ce qui précede
qu'il existe une mesure de probabilité v, telle que ¥, = |/ln|2 = |ﬂ|2/". On en déduit que :
{1 si fu(u) # 0,

lim fp(u) =
=90 ) = o.

n—-+oo

Comme fi est continue en 0 et que i(0) = 1, on en déduit qu’il existe A > 0 tel que lim,, o0 Pp(u) =1
pour |u| < A. On déduit du théoréme 4.2.6 de Lévy que lim,,_, 4 Uy, est une fonction caractéristique.
Elle est donc continue. Elle est donc constante égale & 1. On en déduit donc que fi(u) # 0 pour tout
u € R O

On admet le lemme suivant sur la définition et la continuité du logarithme complexe.

Lemme 2.2.3 (Logarithme complexe). On a les propriétés suivantes.

(i) Soit O un vosinage ouvert de 0 et ¢ une fonction continue définie sur O d valeurs dans C telle
que p(0) =1 et p(u) # 0 pour tout u € O. Alors il existe une unique fonction f continue définie
sur O a valeurs dans C telle que f(0) = 0 et ¢ = e/ sur O. On dit que f est le logarithme
compleze de .

(i) Soit (pn,n € N) et ¢ des fonctions vérifiant les propriétés du point (i) et (fn,n € N) et f
leur logarithme complexe respectif. Si la suite (on,n € N) converge uniformément sur tous les
compacts de O wvers @, alors la suite (f,,n € N) converge uniformément sur tous les compacts
de O vers f.

On déduit des lemmes 2.2.1 et 2.2.3 que si p est une mesure de probabilité ID, alors il existe une
unique fonction continue v nulle en 0 telle que i = exp(%).
Le corollaire suivant assure que la propriété ID est stable pour la convergence en loi.

Corollaire 2.2.4. Soit (un,n € N) une suite de mesure de probabilité ID qui converge en loi vers une
mesure de probabilité . Alors p est ID.

Pour A > 0, on note By = {x € R% |z| < A} la boule ouverte de rayon A centreé en 0.

Démonstration. Soit p > 2. Il existe une mesure de probabilité uy, , telle que if, , = fi,,. Les fonctions
fin et [, étant continues et ne s’annulant pas, il existe d’'uniques fonctions v, , et 1, nulles en 0
telles que fi, = exp(¥n) €t fin,p = exp(np). En particulier, on a :

epwn,p — e'l/}n .

Par unicité on en déduit que py, , = ¥y,

Par ailleurs, le théoreme 4.2.6 de Lévy assure que la suite (fi,,n € N) converge uniformément sur
tous les compacts de R? vers ji. La fonction /i est continue et vaut 1 en 0 il existe donc A > 0 tel que
fi ne s’annule pas sur B4. On déduit du point (ii) du lemme 2.2.3 que la suite (¢,,n € N) converge
uniformément sur tous les compacts de B4 vers ¢ qui est le logarithme complexe de fi. On en déduit
donc que pour v € By :

finp(1) = e¥n(w)/p m e¥(W)/p (2.1)
On déduit du lemme 4.2.7 que la suite (pinp,n € N) est relativement compacte. Il existe donc une
suite (ng, k € N) a valeurs dans N strictement croissante et une mesure de probabilité p, telle que la
sous-suite (fin, p, k € N) converge en loi vers p,. On en déduit que :

(b = lim pf = lm f,, = 0.
Hp k_)_"_ool'bnk,p k_)_‘roo/'bnk K

Ceci étant vrai pour tout p, on obtient que la mesure de probabilité u est ID. O
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Remarque 2.2.5. On déduit de la démonstration du corollaire 2.2.4 que si u est une mesure de
probabilité ID, alors il existe une unique mesure de probabilité pu,, telle que 7 = ji. De plus, la
mesure de probabilité u, est également ID. O

La proposition suivante assure que toute mesure de probabilité ID est limite de loi de Poisson
composé.

Proposition 2.2.6. Toute mesure de probabilité ID est limite de lois de Poisson composé.

Démonstration. Soit u une mesure de probabilité ID et ¢ son logarithme complexe. La premiere partie
de la démonstration du corollaire 2.2.4 assure que €¥/? est la fonction caractéristique de la mesure de
probabilité u,, telle que i = ji. On considére v, la loi de Poisson composé de parametre (p, p). On
a:

Dy = ePir=1) = exp (p(ew/p _1)) .

On en déduit que lim,_, o, 7, = exp(y)) = fi. La suite (v, p > 2) de mesure de probabilité ID converge
en loi vers pu. O

2.3 Formule de Lévy-Khintchine (cas réel)

On considere dans ce paragraphe des variables aléatoires réelles. On dit que h est une fonction de
troncation sur R si h est définie sur R, a valeurs dans R, mesurable bornée, a support compact et telle
que h(x) = x sur un voisinage ouvert de 0. Soit h une fonction de troncation fixée. On consideére la
fonction suivante définie sur R :

Uy, r(u) = iub — guz + /]R (e“”” -1 - zuh(x)) F(dz), (2.2)

ou le triplet (b, ¢, F') vérifie les conditions suivantes :
beR, ,c>0 et F mesuresur R telle que F({0}) =0 et / min(1,z%) F(dz) < +oc. (2.3)
R

Remarquons que la condition d’intégrabilité sur F' assure que la fonction iy ., r est bien définie. De
plus, la fonction v ., r est continue est nulle en 0.

Remarque 2.3.1. On peut facilement vérifier que les logarithmes complexes des fonctions caractéristiques
des lois ID des exemples 1 et 2 du paragraphe 2.1, sont de la forme (2.2) ol le triplet (b, ¢, F) vérifie
les hypotheses (2.3).

1. Si p est la loi gaussienne N(m,o?), alors le logarithme complexe de i est ium — o?u?/2. 1l
correspond A la fonction définie par (2.2) avec le triplet (m,o?,0).

2. Si p est la loi de Poisson composé de parametre (6, G), alors le logarithme complexe de i est
0 [ (e™* —1) G(dz). Il correspond & la fonction définie par (2.2) avec le triplet (b,0,0G) ou
b= 0G(h).

O

Le principal résultat de ce paragraphe est la formule de représentation de Lévy-Khintchine, voir le
théoreme 2.3.6, qui assure que le logarithme complexe de la fonction caractéristique d’une loi ID est
de la forme (2.2) et est caractérisée par un triplet (b, ¢, F') vérifiant les hypotheses (2.3).

Plusieurs résultats intermédiaires sont nécessaires pour la démonstration de ce théoreme. Le lemme
suivant assure que le triplet (b, ¢, F') caractérise la fonction iy p.

Lemme 2.3.2. Si (b,c, F) et (b, ¢, F') sont deux triplets distincts qui vérifient (2.3), alors les fonc-
tions Yy, 7 et Yy o pr sont distinctes.
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Démonstration. Soit (b, c, F') un triplet vérifiant (2.3). On note ¢ = ¢4 . p. On souhaite montrer que
l'on peut calculer b, ¢ et F' & partir de 1.
Soit w € R*. On définit la fonction H,, sur R par :

Hy(u) = ¢(u) — %[1 P(u+ tw) dt.

Apres des calculs élémentaires, il vient :

() = % —|—/RF(d:c) i (1 _ M) _ /Re“ Ho(dz),

wx
ou la mesure H,, est définie par :

H,(dz) = %50(%) + (1 - M) F(dx).

wr

Comme F integre min(1,22), on en déduit que la mesure H,, est finie. On obtient ¢ = 6H,,({0})/w?

. -1
et F = (1 — %) (Hy — agQ dp). On en déduit que ¢ et F sont déterminés par H,, et donc par

1. On obtient b & partir de (2.2). La fonction v caractérise donc le triplet (b, ¢, F'). O

Remarque 2.3.3. Remarquons que pour une fonction ¢ donnée par (2.2), et donc associée au triplet
(b, ¢, F') et la fonction de troncation h, alors pour la fonction de troncation A’ la fonction 1 est associée
au triplet (V',¢', F') avec :

F=F, c=¢ e b—V=Fh-1).

3

O

Lemme 2.3.4. Si le triplet (b,c, F) vérifie les hypothéses (2.3), alors il existe p une mesure de
probabilité ID dont le logarithme complexe est donné par Ypcr (i.e. i = exp(tper)) définie par

(2.2).

Démonstration. Soit n € N*. On pose I, = {z;|z| > 1/n}. On considere u, la loi de X,, défini par
Xn:b—/ h(z) F(dx)+Y + Z,,
|z|>1/n

ou Y et Z, sont des variables aléatoires indépendantes, Y de loi gaussienne N(0,c) et Z, de loi de
Poisson composé de parametre (6, G,,) avec :

0, = F(I,) et Gn(dz)= ei 1, (z) F(dz).

n

fn =exp(¥y) et Up(u) =iub— §u2 +/ (e"* =1 — ijuh(z)) F(dz).
In
Comme les lois de Y et Z,, sont ID et que Y et Z,, sont indépendantes, on en déduit que ., est ID.
Par convergence dominée, on a lim, 4o ¥y, = ¥p e p et donc lim, 4o fin, = exp(¢p ¢ r). Comme la
fonction exp(¢p ¢ ) est continue en 0, on déduit du théoreme de Lévy 4.2.6 qu'il existe une mesure
de probabilité u telle que @ = exp(¢p.c,r) et (pn,n € N) converge en loi vers p. On déduit alors du
corollaire 2.2.4 que p est ID. O

Le théoreme suivant établit un lien entre la convergence des triplets et la convergence en loi des
loi ID.
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Théoréme 2.3.5. Soit h une fonction de troncation fixée continue. Soit (i, n € N) une suite de me-
sure de probabilité ID dont les logarithmes complexes sont de la forme (2.2) avec les triplets respectifs
(bn, cn, ) vérifiant les hypotheses (2.3). Soit u une mesure de probabilité ID. Les deux propriétés a)
et b) suivantes sont équivalentes ot :
a) La suite (tin,n € N) converge en loi vers p.
b) Il existe un triplet (b, c, F) vérifiant les hypothéses (2.3) tel que le logarithme complexe de fi est
donné par Yy e rp défini dans (2.2); et le triplet (b, c, F) est caractérisé par :
(i) b=lim, o0 by.
(ii) Pour toute fonction f continue bornée, nulle sur un voisinage de 0, F(f) = limy 400 Fn(f).
(iii) ¢+ F(h?) = limy— 400 Cn + Fn(h?).
De plus, les conditions (i) et (ii) impliquent la condition (i’) suivante : Pour toute fonction f continue
bornée telle que f = o(x?) en 0 (i.e. lim, o f(z)/2% =0), F(f) = lim, 100 Fn(f).

Démonstration. Montrons que b) implique a).
Grace au théoreme de Lévy 4.2.6 et au lemme 2.3.4, il suffit de démontrer que lim,—, 4 o Vs, ¢,,,F, =

1Z)b,c,F-
On pose ¢, = ¢, + F,(h?) et ¢ = ¢ + F(h?). On remarque que

Wb, e F, (1) = t0by, — %lu2 + / ou(z) F(dz) = iub, — %Luz + Fo(pa),
R
oll
ou(z) =™ =1 —iuh(z) + 7h2($).

La fonction ¢, est continue bornée et ¢, = o(2?) en 0 car h(x) = x sur un voisinage de 0. Si la
condition (ii’) est satisfaite alors on a lim,, 1o ¥b, c,,F,, = Vb,c,r et donc b) implique a).

Il reste donc & montrer que les conditions (i) et (ii) impliquent la condition (ii’). Soit f continue
bornée telle que f = o(x?) en 0. Soit n > 0. Comme f = o(z?) en 0, il existe € > 0 (petit) tel que :

|f(‘r)|1[75,s] (‘T) < 77‘/'[:21[75,6] (‘T) < 77h2($)-

Soit g. une fonction continue positive bornée par 1, nulle sur [—¢/2,¢/2] et égale & 1 sur | —,[°. On
a:
Fo(f) = Fa(fge) + Fn(f(1 — ge)).

La propriété (ii) assure que lim, o0 Fr(fg:) = F(fge). On a également :
|Fn(f(1 - gs))| < Fn(|f|1[—a,a]) < nFn(hz) < ncn.
De maniére similaire |F(f(1 — g-))| < né. On en déduit donc que :

limsup [F,(f) — F(f)| < 2n¢.

n—-+4oo

Comme 7 > 0 est arbitraire et ¢ est fini, on en déduit que :
i [F,(f) ~ F(f)] =0

Ceci assure que (ii’) est vérifié.

Montrons que a) implique b).

On note ¥, = ¥p, ., .F,. Le corollaire 2.2.4 assure que p est ID et le point (i) du lemme 2.2.3 que
logarithme complexe ¥ de fi est bien défini. Le théoréme 4.2.6 de Lévy assure que (fi,,n € N) converge
vers fi uniformément sur les compacts. Le point (ii) du lemme 2.2.3 assure alors que (¢,,n € N)
converge vers v uniformément sur les compacts. On considere les mesures

_ sin(z)

H™(dz) = %"60(dx) + (1 ) F(da).

T
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Les hypotheses 2.3 sur F,, impliquent que la mesure H" est finie. Les calculs de la démonstration du
lemme 2.3.2 assurent que :

1
() = ) = 5 [ )

Comme (1), n € N) converge vers ¢ uniformément sur les compacts, on en déduit que la suite (fl "ne
N) converge simplement vers la fonction g définie par :

1
o) = o) =5 [ durna

La fonction g étant continue en 0, on déduit du théoreme 4.2.6 de Lévy qu'’il existe une mesure finie
H telle que H = g et (H,,n € N) converge étroitement vers H. On définit de maniére unique ¢ > 0
et F' par:

H(dz) = géo(dx) + (1 - M) F(dz),
T
ot F({0}) =0 et F integre la fonction min(1,2?). En effet, on a :
min(1, 2?)

/F(d:v) min(1, z?) :/ H(dx) i) < oo
R R\{0} 1— ==

Soit f continue bornée telle que lim,_.o f(z)/x? existe. On considere la fonction ¢, définie par :

f(=
©r(0)=61lim f(y)/y* et ¢s(z) = %n)(x) pour = # 0.
y—0 1-—
La fonction ¢y est continue bornée sur R. On a donc :
Cn
S (0) + Falf) = Halog) —— H(g) = i7(0) + F(J). (2.4)

11 est immédiat d’en déduire les propriétés (ii) et (ii’).
Avec f = h?, on a p,2(0) = 6 et la fonction ¢,2 est continue est bornée. On déduit donc de (2.4)
que :
¢n + Fu(h®) = Hn(op2) P H(pp2) = ¢+ F(h?).
Ceci assure la propriété (iii).
On pose :

k(u) =(u) + §u2 - /RF(da:) (e"* =1 — iuh(x)) .

Remarquons que :

k(u) = ¢(u) + %(h)uz - /RF(da:) (e““” —1 —quh(z) + h(;) u2> )

On déduit de (ii’) et (iii) que :

. . Cn T LI'n(N7) + F ux ; h(x)Q 2\
nﬂlfoo iuby, = nhI—ir-loo P (u) + / F,(dz) (e —1 —duh(z) + 5w = k(u).
Ceci assure la convergence de la suite (b,,n € N) vers une limite b et donc la propriété (i). On en
déduit k(u) = iub et ¥ = ¢y ¢, . Le logarithme complexe de p est donc donné par ¢ . p. Ceci termine
la démonstration de b). O
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On énonce le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 2.3.6. Soit u une mesure de probabilité ID. Alors, pour une fonction h de troncation
fizée, il existe un unique triplet (b, c, F') vérifiant (2.3) tel que :

fi = exp (Y,c,F) .- (2.5)

Démonstration. Soit p une mesure de probabilité ID. La proposition 2.2.6 assure que p est limite de
loi de Poisson composé. L’exemple 2 de la remarque 2.3.1 assure que le logarithme complexe de la
fonction caractéristique d’une loi de Poisson composé est de la forme (2.2) ot le triplet caractéristique
vérifie les hypotheses (2.3). Le théoréme 2.3.5 assure alors qu’il existe un triplet (b, ¢, F) vérifiant les
hypotheses (2.3) tel que le logarithme complexe de [ est donné par ¢y . p défini dans (2.2). L’unicité
découle du lemme 2.3.2. o

2.4 Formule de Lévy-Khintchine (cas vectoriel)

On considére dans ce paragraphe des variables aléatoires vectorielles. On note (-,-) le produit
scalaire de R? et |-| la norme correspondante.

On dit que h est une fonction de troncation sur R? si h est définie sur R%, & valeurs dans R,
mesurable bornée, & support compact et telle que h(x) = x sur un voisinage ouvert de 0. Soit h une
fonction de troncation fixée. On considere la fonction suivante définie sur R :

(u, cu)

e () = i{u, b) — +/ (") 1 — iu, n(@))) F(da), (2.6)
R
ou le triplet (b, ¢, F) vérifie les conditions suivantes :

beR? ¢ est une matrice de taille d x d symétrique positive (i.e. (u,cu) > 0 pour tout u € R?)

et F est une mesure sur R? telle que F({0}) =0 et / min(1, |z|*) F(dz) < +o0. (2.7)
R

Les théoremes 2.3.5 et 2.3.6 restent vrais pour des lois de probabilités définies sur R?, avec (2.2) et
(2.3) remplacés par (2.6) et (2.7).
On utilisera la définition suivante.

Définition 2.4.1. Soit ;1 une mesure de probabilité ID (réelle ou vectorielle) et (b,c, F) le triplet
défini par [i = exp (Yp,c,r) est appelé triplet caractéristique de fi.
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Chapitre 3

Description des PAIS

On donne la définition suivante.

Définition 3.0.2. Soit X = (X;,t > 0) un processus a valeurs dans RY défini sur un espace probabilisé
(Q, F,P). On dit que X est un processus d accroissements indépendants et stationnaires (PAIS) si :
(i) Pour tous s,t >0, X¢ps — Xy est indépendant de o(X,,u € [0,1]).
(ii) Pour tous s,t >0, X5 — Xi a méme loi que X.
(iii) La fonction (t,w) — Xi(w) est mesurable par rapport a la tribu F @ B(R).

On déduit de (1.1) que si X est un PAIS alors X; est ID.

3.1 Semi-groupe de convolution

On donne la définition suivante.

Définition 3.1.1. On dit qu’une famille de probabilités (st > 0) sur R est un semi-groupe de
convolution si, pour tous t,s > 0, on a fyrs = [tfis- On dit que le semi-groupe de convolution
(e, t > 0) est mesurable si pour tout borélien A Uapplication t — ui(A) est mesurable.

La proposition suivante établit le lien entre semi-groupe de convolution et loi ID.

Proposition 3.1.2. On a :
(i) Si (pe,t > 0) est un semi-groupe de convolution alors py est une mesure de probabilité ID.
(i1) Si p est une mesure de probabilité ID alors il existe un semi-groupe de convolution (g, t > 0)

tel que p1 = p.

Démonstration. Le point (i) est immédiat car jiy = (fi¢/,)". Pour le point (ii), le théoreme 2.3.6 assure
que :
fi = exp (Yb,e,r) -

pour un certain triplet (b, ¢, F') vérifiant (2.7). Soit ¢ > 0. On remarque que :
e, = Yib te,tFs

et le triplet (b, tc,tF) vérifie (2.7). Ceci assure que exp ({1 c,r) est la fonction caractéristique d’une
mesure de probabilité u;, et on a :
fir = exp (tv,c,F) -

11 est alors évident que (pt,t > 0) est un semi-groupe de convolution. O

On rappelle le résultat suivant (voir [4]).

17
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Lemme 3.1.3. Soit a = (a(t),t > 0) une fonction réelle mesurable telle que, pour tout t,s > 0,
a(t + s) = a(t) + a(s). Alors pour tout t >0, on a a(t) =t a(l).

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.4. Si (ut,t > 0) est un semi-groupe de convolution mesurable, alors il existe un unique
triplet (b, c, F') vérifiant (2.3) tel que :

fir = exp (tp,c,F) -
De plus (u,t > 0) est continu pour la convergence étroite.

Démonstration. Comme p; est ID, son logarithme complexe ¢, est uniquement défini, et ji; = exp(¢y).
Comme fit1s = fitfis, on en déduit que (par unicité du logarithme complexe, voir le lemme 2.2.3), que,
pour tout t,5s > 0 et u € R, on a ¥ris(u) = ¢¥(u) + s (u). La mesurabilité du semi-groupe implique
la mesurabilité de la fonction ¢ — 1 (u). On déduit du lemme 3.1.3 que 94 (u) = ¢1)1(u). Ceci donne
la premiere partie du corollaire. La continuité du semi-groupe pour la convergence étroite découle de
la continuité (en t) de fi;(u). O

On en déduit donc le théoréme suivant.

Théoréeme 3.1.5. On a :
(i) Si X = (X¢,t > 0) est un PAIS alors (g, t > 0), ot pz est la loi de Xy, est un semi-groupe de
convolution mesurable.

(i) Si (ue,t > 0), ot pe est un semi-groupe de convolution mesurable, alors il existe un PAIS
X = (X, t >0) tel que py est la loi de X;.

Démonstration. La point (i) est immédiat et le point (ii) découle du théoreme d’extension de Kolmo-
gorov, voir [3]. O

3.2 Propriétés trajectorielles et propriété de Markov fort
On a le lemme suivant.
Lemme 3.2.1. 5i X = (X;,t > 0) est un PAIS alors X est continu en probabilité.

Démonstration. On considere la continuité a droite. On a les équivalences suivantes :

loi

P P loi ~
X, - X=X, - X, —20=X,-X, 20— X, , 0 ji_s — 1.
tls tls tls tls tls

La continuité a gauche est similaire. O

Pour démontrer qu'un PAIS est un processus a trajectoires continues & droite avec des limites a
gauche (cad-lag) il faut utiliser le théoréme suivant que nous admettrons.

Théoreme 3.2.2. Soit M = (M;,t > 0) une sous-martingale continue & droite en probabilité. Alors
il existe une version de M (i.e. un processus mesurable (M],t > 0) tel que pour tout t > 0, P(M] =
M) = 1) cad-lag.

La proposition suivante assure que les PAIS sont cad-lag, quitte & les remplacer par leur version
cad-lag.

Proposition 3.2.3. Tout PAIS posséde une version cad-lag.
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Démonstration. On donne la démonstration dans le cas réel. Soit X = (X3;,¢ > 0) un PAIS. On pose

pour u e Rett>0:
Mtu — eiuXt—tw(u) )

Les martingales M* = (M, ¢ > 0) sont continues en probabilités. On en déduit que pour u fixé, p.s.
le processus (M}*,t € Q") admet des limites & droite et & gauche en tout ¢t € R*. Ainsi, p.s. (en w) et
du-p.p. (pour la mesure de Lebesque sur R), le processus (M}, ¢t € Q1) admet des limites & droite et
a gauche en tout ¢t € RT.

Remarquons que exp(iub) peut s’interpréter comme la transformée de Fourier de la masse de Dirac
en b. En reprenant la démonstration du lemme 4.2.7, on remarque que si (exp (iuay),n > 0) converge
vers exp (iua), quand n tend vers I'infini, du-p.p., alors la suite (d,,,,n > 0) est relativement compacte.
Ceci implique que la suite (a,,n > 0) est relativement compacte. Si b est une valeur d’adhérence de
la suite on en déduit que exp (iub) = exp (iua) p.p., puis pour tout v € R par continuité. Comme la
transformée de Fourier d’une mesure la caractérise, on en déduit que b = a. Donc la suite (a,,n > 0)
converge vers a.

On déduit de ce qui précede que p.s. (X;,t € QF) admet des limites & droite et & gauche en tout
t € R*. Pour t € RY\Q™, on pose X| = lim,;, seq+ Xs. Le processus (X/,t > 0) est alors cad-lag.
Comme X est continu en probabilité, on en déduit que X’ est une version de X. O

Le théoreme suivant sur la propriété forte de Markov, que nous admettrons, se démontre en utilisant
des approximations discretes croissantes des temps d’arrét.

Théoréme 3.2.4. Soit T une temps d’arrét fini p.s. et soit X = (Xt > 0) un PAIS. Alors le
processus Y = (Xiyr — X, t > 0) a méme loi que X et est indépendant de o(X,,u € [0,T]).

3.3 Mesures ponctuelles de Poisson

La notion de mesure ponctuelle de Poisson est trés utile pour la représentation des PAIS et pour
définir des intégrales stochastiques par rapport aux PAIS.

Définition 3.3.1. Soit yu une mesure o-finie sur (R?, B(R?)) non atomique (i.e. pour tout v € RY,
u({x}) =0). On dit que N est une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité u si :
Mesure aléatoire. La mesure N est aléatoire : A — N(w, A) est une mesure et w — N(w, A)
est mesurable pour tout A € B(R?).
Mesure ponctuelle. La mesure N est ponctuelle :

N(w,dx) = Z Oz, (w)(d2),

i€l (w)

ol p.5. T; # Tj pour i F# j.

Indépendance. Pour tout suite au plus dénombrable de boréliens (Ag,k € K) deux & deux dis-
joints, les variables aléatoires (N(Ay),k € K) sont indépendantes.

Intensité. Pour tout borélien A, on a E[N(A)] = u(A).

On a le théoreme suivant qui motive la référence a la loi de Poisson.

Théoréme 3.3.2. Soit N une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité jn (non-atomique) et A un
borélien.

(1) Si p(A) < 400 alors N(A) est une variable aléatoire de Poisson de paramétre u(A).

(i1) Si u(A) = +oo alors p.s. on a N(A) = +oo.

Démonstration. Le point (ii) découle du point (i). En effet soit A un borélien tel que u(A) = +oco.
Comme g est non-atomique il existe une suite de boréliens (A,,n € N) disjoints deux & deux tels
que U,y An C A et pu(A,) = 1. Le point (i) assure que les variables aléatoires (N (A,),n € N) sont
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indépendantes de loi de Poisson de parametre 1. On déduit de la loi forte des grands nombres que p.s.
N(A) 2 > pen N(An) = +oc.

La démonstration du point (i) se fait en trois étapes. On considere ¢4 la transformée de Laplace
de la loi g de N(A), pour A >0 :

va(A)=E [efAN(A)} .
En particulier, on a :

0<1—pa(\)=E [1 - e*AN(M} < AE[N(A)] = Mu(A). (3.1)

Etape 1. On montre que la loi de N(A) est ID.
Soit n > 2. Comme g est sans atome, il existe (A¥,1 < k < n) boréliens disjoints deux & deux tels
que Up_; A = A et u(AF) = pu(A)/n. On a, en utilisant (3.1) :

QPA()\) — ﬁ © Ak ()\) —e 2:110g(1*(1*<ﬂ,4§()\))) — e k=1 (1*%’,4173()\)) —i—O(l)
k=1

— e"(% >h=1 Pak (k)_l) +0(1)'

On en déduit donc :
1 n _
lim en(g i ap ) 1) =@a(A).

n—-4o0o
Le membre de gauche correspond a la transformée de Laplace d’une loi de Poisson composé de pa-
rametre (n,Gy) ot G, = 2377 prax - On en déduit donc que la loi de N(A) est limite de loi ID. Le
corollaire 2.2.4 assure que la loi de N(A) est ID.

Etape 2. On montre que la loi de N(A) est une loi de Poisson composé.
Soit (b, e, Fa) le triplet caractéristique associé a la loi de N(A). On suppose que la fonction de
troncation est nulle sur By /20 On reprend les notations de ’étape 1. Comme les variables aléatoires

N(AF) sont & valeurs dans N, on en déduit que Ak est une mesure de probabilité sur N et donc Gy,
aussi. Le triplet caractéristique associé & la loi de Poisson composé de parametre (n,G,) est donc
(0,0,nGy,). En particulier G,,(h?) = 0. L’étape 1 et le théoréme 2.3.5 assurent que b = 0 et ¢ = 0. De
plus F4 est une mesure sur N* comme limite de mesures sur N* et F4 est finie car elle vérifie (2.3).

Etape 3. On montre que la loi de N(A) est la loi de Poisson de paramétre p(A).

La variable N(A) a méme loi que Z,}::l Y, ou les variables aléatoires (Y, k € N*) sont indépen-
dantes de loi Fa/Fa(N*) et R est de loi de Poisson de paramétre Fu(R) = F4(N*). On déduit de

I’étape 2 que :
E [e_’\N(A)} = exp (/ Fa(dz)(e™?® —1)) .

En faisant converger A vers 400, on obtient :

On a également

P(N(A)=1)=P(R=1)P(Y1=1) = %FA(N*)G—&(N*) — Fa({1}) e FatT)

Pour tout n > 2, on se donne des boréliens (Afl, 1 < k < k,) disjoints deux a deux tels que
w(AE) < 1/n et soit diam (A*) < 1/n (borélien de petit diametre) soit d(0, A¥) > n (borélien &
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distance grande de l'origine). Par définition des mesures ponctuelles de Poisson et les propriétés des
processus de Poisson composé, on a EZ; Fax = Fa, car les boréliens (AX 1 <k < k,) sont disjoints
deux a deux. Comme N est une mesure ponctuelle finie, on a :

(3.2)
HI_P P(N(AF) € {0,1}, pour tout 1 < k < k,,) = 1.
n——+0oo
Par ailleurs, on a :
kn
P(N(AF) € {0,1}, pour tout 1 <k < k,) = [ [ P(N(A*) € {0,1})
k=1
k"l *
= [T e ™) (14 Far (1))
k=1

o Fa(v) (i tos (14 (1))

Comme :

pAY 1

Fag ({11) = POV(AY) = 1) "6 < BN (A)] 60 = ot <

on en déduit que :

kn kn
D log (1+ Far({1}) = > Far ({1}) + o(1).
k=1 k=1
On obtient :

P(N(AF) € {0,1}, pour tout 1 < k < k,,) = e~ Fal)+HFal{ih+o(1)

On déduit donc de (3.2) que F4(N*) = F4({1}) et donc Fa = F4(N*)d;. Ceci assure que N(A) est
de loi de Poisson de parametre E[N(A)] = u(A). O

Exercice 3.3.3. Soit (N, t > 0) un processus de Poisson d’intensité # > 0. On défini la mesure
ponctuelle N = > .~ 1(n, »n,}0:. Montrer que N est une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité

Le théoreme suivant permet de construire explicitement des mesures ponctuelles de Poisson.

Théoréme 3.3.4. Soit yu une mesure sur R? non-atomique. Soit (E;,i € I) une partition de R? en

un nombre au plus dénombrable de boréliens tels que 0 < p(E;) < +00. On note u; = 1g, ﬁ . Soit
X et Yy pouri € I et k € N* des variables aléatoires indépendantes, avec X; de loi de Poisson de

parameétre p(E;) et Yy de loi ;. La mesure aléatoire N définie par

X
N(dr) = 35 by, (d)

icl k=1
est une mesure de ponctuelle de Poisson d’intensité .

Démonstration. La mesure aléatoire N est ponctuelle si pour tout (i,k) # (j,€) on a Y, # Yj,. On
a:
PEG k) # (6,0 Vi =Y50) < Y, P(Vix =Yj0).
(i,k)#(5,0)
Comme p est non-atomique et que Y; i, et Y ¢ sont indépendantes, on en déduit que P(Y; , = Y;¢) =0
et donc N est une mesure ponctuelle.
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Soit (Aj,7 € J) une suite au plus dénombrable de boréliens disjoints deux & deux. Quitte &
considérer (A; N Ey,i € I) plutot que Aj, on peut supposer que pour tout j € J, A; C Ej, pour
un certain indice ¢; € I. On pose §; = p(FE;). En utilisant I'indépendance, et en cond1t1onnant par
(Xi,i € 1), il vient pour (A, 7 € J) des réels positifs :

E efzjeJAjN(AJ‘)} HZG ° iE exp(— Z Aj Z]-A Yik)

i€l neN J3ij=1

n —0;
:HZoizl /uldx exp(— Z)\lA

i€l neN Jitj=t
:Hexp (/ p(dx) [efzj iy =i Aatay (@ )—1D
iel i

I
@
e
o
Q
8

</u( ) [ Zrer e _1D

= exp / (dx) ZlA J—l}

jed

H exp (u(4;) [e_’\f -1]).

jeJ

Ceci assure que les variables aléatoires (N(A4;),j € J) sont indépendantes et de loi de Poisson de
parametre p(A;), et donc N est une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité p. O

On déduit du théoréme 3.3.2 le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.5. Soit N une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité u (non-atomique). Soit
(Ay, k € K) une partition de R? au plus dénombrable. Alors les mesures aléatoires (14, (x)N(dx),k €
K) sont des mesures ponctuelles de Poisson indépendantes et d’intensité respective 14, (x)p(dz).

Si w est une mesure sur R%, on note u(f) = [ f(x) p(dz

Lemme 3.3.6. Soit f une fonction mesurable positive définie sur R, Soit N une mesure ponctuelle
de Poisson d’intensité p (non-atomique). On a :

E [efN(f)} = exp (/ p(dz) (e /@ —1)) . (3.3)

Démonstration. On déduit de la démonstration du théoréme 3.3.4 que la formule (3.3) est vraie pour
des fonctions simples positives i.e. de la forme ZjeJ Ajla, otiles (A;,7 € J) sont deux a deux disjoints,
les (A\;,7 € J) sont positifs et J est au plus dénombrable. Toute fonction borélienne positive est limite
croissante de fonctions simples positives. Des arguments de convergence monotone et dominée assure
alors que (3.3) est vraie pour toute fonction borélienne positive. O

3.4 Mesures ponctuelles de Poisson et processus de Poisson
composé

On peut construire des processus de Poisson composé a 1’aide des mesures ponctuelles de Poisson.

Proposition 3.4.1. Soit yu une mesure finie sur RY. Soit V(dsdy) = 3,21 0(s,,v;) (dsdy) une mesure
ponctuelle de Poisson d’intensité 1¢,50yds pu(dy). Le processus U = (Us, t > 0) défini par :

U= 1g,<nVs,

el
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est un Processus de Poisson composé de paramétre (0,G) ou 6 = u(RY) et G = § p.

Démonstration. Soit t > 0 fixé. Le corollaire 3.3.5 assure que (Y;,s; < t) et (Yj,s; > t) sont

indépendants. En particulier, pour s > 0, Upys — Uy est indépendant de (U,,u € [0,¢]). Enfin la
mesure aléatoire Y, ; 1fics,<t45}0(s;—t,v;)(dsdy) est une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité
1j0,5)(r) dr p(dy). Elle a donc méme loi que ), ; 115, <5}0(s,—t,v;)(dsdy). On en déduit que Uy y, — Uy
a méme loi que Us. Le processus (Uy,t > 0) est donc un PAIS. La formule (3.3) assure que pour A > 0 :

E[e V] =exp (/ dsp(dx) 1pg,(s)(e™ —1)) = exp (t/u(d:v) (G —1)) :

On en déduit que (Uy,t > 0) est un Poisson composé de parametre (u(R9), u/p(RY)). O

Si u({0}) =0, on en déduit que {s;,i € I} représente 'ensemble des temps de saut du processus
U: {sii € I} = {s;AU # 0}, ot AUs; = Ug — Us—. De plus, Y; représente le saut & l'instant s; :
Y; = AU,,. En particulier, on peut reconstruire la mesure ponctuelle V' a l'aide de U. Par abus de
notation, on écrira également V' sous la forme :

V=Y buau
AU,#0
On a le lemme suivant associé aux processus de Poisson composé.

Lemme 3.4.2. Soit U = (U, t > 0) un processus de Poisson composé de paramétre (6, G). On note
F =0G. Soit f une fonction mesurable. On pose :

N = 3 A,

s<t, AU,#0

(i) Si f € L*(F), alors M = (M],t >0) ot M = N/ —tF(f) est une martingale (par rapport
a la filtration naturelle de U ).

(ii) Si f € L*(F), alors ((Mtf)2 —tF(f?),t > O) ot M = N} —tF(f) est une martingale (par
rapport & la filtration naturelle de U ).

Démonstration. Par construction (Ntf ,t > 0) est une processus de Poisson composé de parametre
(0,Gy), ou Gy est laloide f(Y) quand Y est de loi G. On a :

NI < T IfAu).

s<t, AU,#0

Comme f € L*(F), on déduit de (1.2) que :
BIN/| < ¢ [ 1f@)] Fds) < +x.

Le processus M/ est donc intégrable. Il vient :
E(M/, |F] = N = (¢ + 9)F(f) + E[N/, — N/| 7]
=N/ = (¢ +9)F(f) + EIN/,, - N/]
= N/ = (t+9)F(f) + E[N/]
=M/,

ou on utilise que N7 est & accroissements indépendants pour la deuxieme égalité, que N7 est a
accroissements stationnaires pour la troisieme égalité et (1.2) pour la quatriéme.
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Comme f € L%(G), on déduit de (1.3) que M7 est de carré intégrable. Il vient :

B (M 1R = E (M, — M{)? + 2mf (0, — MR + (0] ?
= B[(0M{)’] + (M)
= sF(f7) ++(M]),

ol 'on a utilisé que N/ est & accroissements indépendants et stationnaires pour la deuxieme égalité
et (1.3) pour la troisieme. On en déduit que ((Mtf)2 —tF(f%),t > O) est une martingale. O

3.5 Structure des PAIS

On a le théoréme principal suivant pour la représentation des PAIS.

Théoréeme 3.5.1. Soit (b,c, F') un triplet vérifiant les conditions (2.7) et h(x) = x1{4<1} comme
fonction de troncation sur R%. Soit W = (W;,t > 0) un mouvement Brownien dans R? (W, est de
loi N(0,t1y), ot Iy est la matrice identité de taille d x d) et N(dtdz) =3 0 a,)(dtdz) une mesure
ponctuelle de Poisson sur Rt x R? d’intensité dt F(dx). On suppose W et N indépendants. Pour
p € N*, on pose :

Zén = Z Asl{l/pS‘AS‘<1/(P—1)}7 (34)
s<t
et pour p > 2,
Mtp = Zf —t/xF(d;v) 1{1/p§|x|<1/(p,1)}. (3.5)

Alors les processus W et ZP, p € N* sont indépendants et sont des PAIS. De plus la série My =
> psa MY existe et converge dans L?. Soit \/c une matrice de taille d x d telle que (/c)'\/c = c. On
pose :

Xy = bt + W, + Z} + M,.

Le processus X = (X¢,t > 0) est un PAIS de triplet caractéristique (b, c, F).

De la construction du théoreme, on remarque que Ay = AX,. En particulier pour un PAIS, les
instants et la valeurs des sauts forment une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité dtF(dz). La
mesure F' caractérise la loi des sauts du PAIS.

Remarque 3.5.2. Quand le PAIS X = (X;,t > 0) est & valeurs réelles positives, on dit que X est un
subordinateur. On peut alors montrer ! que ¢ = 0, F(] — o0,0]) = 0, f]o oo min(1,z) F(dz) < +oo,
et b+ F(h) > 0. O

Démonstration. Le corollaire 3.3.5 assure que les processus (ZP,p € N*) sont indépendants.

On pose I, = {z;1/p < |z| < 1/(p — 1)}. La proposition 3.4.1 assure que le processus Z? est un
processus de Poisson composé de parametre (6,,G)) ou 0, = F(I,) et 0,Gp(dx) = 11, (x)F(dz). On
en déduit que ZP, p € N* sont des PAIS.

Le lemme 3.4.2 (avec f = h) assure que MP est une martingale ainsi que le processus ¢t —
(MP)? — tflp 2% F(dz). Ceci implique que ¢t — Y " M} est une martingale et t — (>, MF)? —
thk"—n I 2? F(dx) aussi. On déduit de I'inégalité de Doob que :

<AE ||Y MfP| = 4t/ 2? F(dz) < 4t/ 22 F(dx).
U, I, lz|<1/n

k=n k=n "P

m
E | sup MF)?
lOSSSt | ];l ’ |

1. Voir le controle de 2008-2009
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Ceci assure que la suite <(ZZ_2 MP s € [0,t]),n > 2> est une suite de Cauchy dans I'espace des

processus stochastiques définis sur [0,¢] muni de la norme ¥ — E [supg< <, [Ys|?]. Donc la série
My =3 5, M{ existe et converge dans L?. Et le processus (My,t > 0) est une martingale.

Par construction, on en déduit que X est un PAIS. Il reste donc a calculer son triplet caractéristique.
Pour cela il suffit de calculer la fonction caractéristique de X;. On remarque que :

X, :ngwat+ﬁWt+Zg+Z;Mf.
-

On a:

E [ei<u,bt\/zwt+zg+z;:2 qu — pit(ub)—tucu) /2 (b [y 5, Flde) (e 1)
ot i ioi<r Fldz) (&™) —1)—it [}, |0y (wsz) F(da)
(u, cu)

=exp | it{u, by —t—= + 1t F(dz) (eX®) —1 — i(u, h(z .
p<< ety X ( <>>>>

On en déduit donc :

E[euu,xg] _ HT pit(wb) —tu,cu) /24t [, ), o, F(dx) (€@ —1—i(u,h(x)))
n—-—+0oQ

(u, cu)

= exp (it(u, b) =t —+ t/F(dx) (i) —1 — i(u, h(x)>)) .

Ceci permet de conclure O

3.6 Générateur infinitésimal

Définition 3.6.1. Soit X = (Xy,t > 0) un processus de Markov & valeurs dans RY. On dit qu’une
fonction mesurable f appartient au domaine du générateur infinitésimal de X, noté L, si :
— La variable f(X;) est intégrable.

— Il existe une fonction mesurable g telle que fotg(XS) ds est bien défini pour tout t > 0 et est
intégrable.
— Le processus M = (My,t > 0) est une martingale, ot

M(t) = f(Xe) - /0 9(Xs) ds.

On note alors g = Lf.
On a le théoréme suivant dont la démonstration est admise.

Théoréme 3.6.2. Soit f une fonction définie sur R de classe C? et telle que f, f' et f" soient bornées.
Soit X un PAIS d valeurs réelles associé au triplet caractéristique (b, ¢, F') et la fonction de troncation
h. Alors f est dans le domaine du générateur infinitésimal de X et on a :

Lia) = @)+ 5@) + [ (o +) = F(a) = hw)F (@) Fldy)

Le générateur infinitésimal pour les PAIS a valeurs vectorielles a une forme similaire.
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Chapitre 4

Annexe

4.1 Mesure et transformation de Fourier

Soit (S, d) un espace métrique et S la tribu borélienne sur S associée (i.e. engendrée par les ouverts
de S définis par la métrique d). On rappelle la définition d’une mesure sur (S, S).

Définition 4.1.1. On a les définitions suivantes.
(i) Une fonction p définie sur S a valeurs dans [0, +00] posséde la propriété de o-additivité si pour
toute collection (A;,i € I) au plus dénombrable d’ensembles mesurables disjoints deuz o deu,
autrement dit A; € S pour touti € I et A;NAj =0 pour tout i # j, on a :

H <U Ai) = Z/L(Az‘)- (4.1)

i€l i€l

(i) Une mesure p sur (S,S) est une fonction définie sur S & valeurs dans [0, +o0] possédant la
propriété de o-additivité.

(i1i) Une mesure p est dite finie si u(S) < +o0o. On dit que p est une mesure de probabilité si
u(S) = 1.

Par convention, si g est une fonction mesurable, on note p(g) 'intégrale de g par rapport a la
mesure 4, quand cela a un sens :

() = /5 o(z) p(dz)

On note B(R?) la tribu borélienne sur R, avec d > 1. On note (-, -) le produit scalaire sur R et
|| la norme associée.

Définition 4.1.2. Soit v une mesure finie sur (R%, B(R?)). La transformée de Fourier de v est la
fonction U définie sur R par :

D(u) :/ei<u7r> v(dz), uecR%
R
Si v est une mesure de probabilité (i.e. v(R?) = 1), alors U est aussi appelée fonction caractéristique
de la loi ou de la mesure de probabilité v.

Il est immédiat de vérifier la proposition suivante.

Proposition 4.1.3. Soit v une mesure finie sur (R%, B(R?)). On a les propriétés suivantes :
(i) La fonction U est continue sur RY.
(ii) On a |0(u)| < D(0) = v(R?).

27
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On rappelle le théoréme important suivant.

Théoréme 4.1.4. Soit v et i deuz mesures finies sur (R, B(RY)). Alors on a = v si et seulement
st U= [i.

4.2 Convergence étroite, convergence en loi

Définition 4.2.1. Soit (v,,n € N) une suite de mesures finies sur (R?, B(R?)) et v une mesure finie
sur (R4, B(R?)). On dit que la suite (v,,n € N) converge étroitement vers v si pour toute fonction g
définie sur R? a valeurs dans R, continue bornée, on a vy,(g) —+> v(g).

n—-—+0o0

En particulier, on dit qu’une suite de mesures de probabilité (v,,n € N) converge en loi si elle
converge étroitement et que sa limite est une mesure de probabilité.
On rappelle le théoréeme important suivant.

Théoréme 4.2.2. Soit (v,,n € N) une suite de mesures finies sur (R%, B(R?)) et v une mesure finie
sur (RY, B(R?)). La suite (v,,n € N) converge étroitement vers v si et seulement si

sup  |vn(g) —v(g9)] ——— 0,
gillgll <1 n—+0o0

l9(z) —g(y)|

lall = ||gl . +sup
BL ) vty |x—y|

On introduit les notions de relative compacité puis de tension pour une famille de mesures.

Définition 4.2.3. Soit IT un ensemble de mesures finies sur R?.
— On dit que II est relativement compact si de toute suite on peut extraire une sous-suite qui
converge étroitement.
— On dit que T1 est tendu si pour tout € > 0 il existe un compact K de R tel que pour tout v € 11,
on av(K°) <e.

On rappelle le théoreme de Prohorov suivant.

Théoréme 4.2.4 (Théoréme de Prohorov). Soit IT un ensemble de mesures finies sur R, Si I est
tendu et si sup, e v(RY) < +o00, alors 11 est relativement compact.

Remarque 4.2.5. Le théoreme de Prohorov est également vrai pour un ensemble de mesures finies
sur un espace métrique S muni de la tribu borélienne. Si de plus S est complet et séparable, alors on
a la réciproque du théoréeme de Prohorov. O

On démontre le théoreme central suivant de Paul Lévy.

Théoréme 4.2.6 (Théoreme de Lévy). Soit (v,,n € N) une suite de mesures finies sur (R%, B(R%))
et v une mesure finie sur (R%, B(RY)).

(i) La suite (vn,n € N) converge étroitement vers v si et seulement si Up(u) P v(u) pour
n—-+00

tout u € R%. De plus cette derniére convergence est uniforme sur les compacts.
(i) S’il existe une fonction g telle que Dy, (u) — g(u) pour tout u € R? et que g est continue
n—-+0oo

en 0, alors il existe une mesure finie v telle que U = g et la suite (v,,n € N) converge étroitement
vers v.

Démonstration. La partie directe du point (i) est immédiate. La convergence uniforme sur les compacts
découle du théoreme 4.2.2. La réciproque est une conséquence directe du point (ii).

Pour démontrer le point (ii), on utilise le lemme 4.2.7 ci-dessous qui assure que la suite (v,,n € N)
est relativement compacte. Soit v un point d’accumulation. Alors, par définition de la convergence
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étroite, on en déduit que U est un point d’accumulation de la suite (#,,n € N). En particulier on
a v = g pour tout point d’accumulation. Le théoreme 4.1.4 assure qu’il existe donc un seul point
d’accumulation. La suite (vy,,n € N) converge donc étroitement vers v caractérisé par v = g. O

Lemme 4.2.7. Soit (v,,n € N) une suite de mesures finies sur (R4, B(R?)). S’il existe A > 0 et une

fonction g continue en 0 telle que Dp(u) = g(u) sur un voisinage ouvert de 0, alors la suite
— 400

(Vn,n € N) est relativement compacte.
Démonstration. On donne une démonstration dans le cas d = 1, le cas d > 1 se démontre de maniere
similaire.

Remarquons que la fonction @ — sin(z)/x est paire, décroissante sur [0, 7], vaut 1 en z = 0 et 0
en = m. On en déduit que sin(x)/z < 1 et donc

sin(x)

1- >0, pour tout z € R*. (4.2)

x

On a les minorations suivantes pour u €]0, A[ :

%/—z(” (0) — D (t)) dt = / /_u — ) dtv, (dx)
=2 [ (1- =) v
2 [ (1) i
2/w|22/u (1 - %) vn(dz)
>

> va(la| = 2/u).

Y

Y

Remarquons que v,(R) = #,,(0) et que la suite (v,(R),n € N) converge vers g(0). En particulier
Co = SUP, ey Vn(R) est fini. En particulier |, (u)| < ¢o. Par convergence dominée, il vient :

limsup v, (Jz| > 2/u) < lim sup e /“ (0n(0) — Dy (t)) dt

n——4o00 n—+oo U J_4,
= [ (60~ gt at.

U J—y

On déduit de la continuité de g en 0 que lim,_.o % ffu (9(0) — g(t)) dt = 0. On en déduit que pour
tout € > 0, il existe a > 0 tel que v, (|z] > a) < e. Ceci assure que la suite (v,,,n € N) est tendue.
Comme sup,,cy Vn(R) est fini, le théoreme 4.2.4 assure que la suite (v,,n € N) est relativement
compacte.
o
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