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2.4 Formule de Lévy-Khintchine (cas vectoriel) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3 Description des PAIS 17
3.1 Semi-groupe de convolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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Chapitre 1

Introduction

On souhaite décrire un processus aléatoire X = (Xt, t ∈ R+), défini sur un espace probabilisé
(Ω,F ,P), à valeurs dans R continu à droite avec des limites à gauche (cad-lag) qui modélise un bruit
avec les propriétés suivantes :

Accroissements indépendants. Pour tout t, s ∈ R+, la variable aléatoire Xt+s −Xs est indé-
pendante de la tribu engendrée par (Xu, u ∈ [0, s]).

Accroissement stationnaires Pour tout t, s ∈ R+, la variable aléatoire Xt+s −Xs a même loi
que Xt.

Mesurabilité. Le processus (ω, t) → Xt(ω) est mesurable par rapport à la tribu F × B(R+), où
B(R+) désigne la tribu borélienne sur R+.

De tels processus sont appelés processus à accroissements indépendants et stationnaires (PAIS). Ils
interviennent dans de nombreuses modélisations.

Remarquons que si X est un PAIS, alors pour tout n ≥ 2, on a :

Xt = Xt/n + (X2t/n −Xt/n) + . . .+ (Xt −X(n−1)t/n). (1.1)

En particulier pour tout entier n, Xt est égal en loi à la somme de n variables aléatoires indépendantes.
On dit que la loi de Xt est infiniment divisible.

Dans la suite de ce chapitre, paragraphe 1.1, on donne quelques exemples de PAIS. Dans le chapitre
2, on se concentre sur l’étude des lois infiniment divisibles, en donnant en particulier la formule de
Lévy-Khintchine. En utilisant ces résultat, on décrit entièrement les PAIS dans le chapitre 3. Enfin,
quelques éléments sur la convergence étroite des mesures sont rappelés dans l’annexe, chapitre 4.

Pour la bibliographie, on renvoie aux ouvrages [3, 6, 7, 1, 2], voir aussi l’introduction [5].

1.1 Exemples

Nous donnons quelques exemples bien connus de PAIS, avec en particulier la fonction caractéris-
tique du processus à un instant t donné.

1.1.1 Mouvement brownien

Soit B = (Bt, t ∈ R+) un mouvement brownien réel. Il s’agit d’un processus aléatoire continu à
valeurs dans R à accroissement indépendants et tel que Bt est de loi gaussienne N (0, t) de moyenne
nulle et de variance t. Soit σ ∈ R. Alors le processus (σBt, t ∈ R+) est un PAIS. En particulier on a
pour tout t ∈ R+ :

E
[

eiuσBt
]

= e−tu
2σ2/2 .
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1.2 Processus de Poisson

Soit (Tk, k ∈ N∗) une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de même
paramètre θ > 0. On pose Sn =

∑n
k=1 Tk pour n ∈ N∗ et pour t ∈ R+ :

Nt =
∑

n∈N∗

1{Sn≤t}.

Définition 1.1.1. On dit que N = (Nt, t ∈ R+) est un processus de Poisson de paramètre θ > 0.

Typiquement si Tk désigne la durée de vie d’une machine, et si on utilise les machines les unes
après les autres sans les réparer, alors Nt représente le nombre de machines tombées en panne avant
l’instant t.

En utilisant la propriété d’absence de mémoire des lois exponentielles (P(T1 > t + s|T1 > t) =
P(T1 > s) pour t, s ∈ R+), on peut montrer que le processus (Nt, t ∈ R+) est un PAIS.

Lemme 1.1.2. La loi de Nt est la loi de Poisson de paramètre θt.

Démonstration. On rappelle que la fonction caractéristique de T1 est E
[

eiuT1

]

= θ/(θ− iu). On a par
indépendance :

E
[

eiuSn
]

= E
[

eiuT1
]n

=

(

θ

θ − iu

)n

.

On en déduit que Sn est de loi gamma de paramètre (θ, n). En particulier la loi de Sn possède la
densité :

t→ θn

(n− 1)!
tn−1 e−θt 1{t>0}.

Pour k ≥ 1, on a :

P(Nt = k) = P(Nt ≥ k)− P(Nt ≥ k + 1)

= P(Sk ≤ t)− P(Sk+1 ≤ t)

=

∫ t

0

[

θk

(k − 1)!
sk−1 e−θs−θ

k+1

k!
sk e−θs

]

ds

=

[

θk

k!
sk e−θs

]t

0

=
θktk

k!
e−θt .

On a également P(Nt = 0) = P(T1 > t) = e−θt. On en déduit que Nt est de loi de Poisson de paramètre
θt.

On déduit de ce qui précède que, pour t ∈ R+ :

E
[

eiuNt
]

= etθ(e
iu −1) .

1.1.3 Processus de Poisson composé

Soit N = (Nt, t ∈ R+) un processus de Poisson de paramètre θ > 0 et (Yk, k ∈ N∗) une suite de
variables aléatoires à valeurs réelles de même loi indépendantes et indépendantes de N . On note G la
loi de Y1 : G([a, b]) = P(Y1 ∈ [a, b]) pour tout a, b ∈ R. On considère le processus Z = (Zt, t ∈ R+)
défini pour t ∈ R+ par :

Zt =

Nt
∑

k=1

Yk,

avec la convention que Zt = 0 si Nt = 0.
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Définition 1.1.3. On dit que Z est un processus de Poisson composé de paramètre (θ,G).

Il est immédiat de vérifier que le processus Z = (Zt, t ∈ R+) est un PAIS. On note ϕ la fonction
caractéristique de Y1 : E[eiuY1 ] = ϕ(u). On a pour t ∈ R+ :

E
[

eiuZt
]

= E
[

E
[

eiuZt |Nt
]]

= E
[

ϕ(u)Nt
]

= eθt(ϕ(u)−1) = etθ
∫

R
(eiux −1)G(dx) .

En particulier, on en déduit, que si Y1 est intégrable :

E[Zt] = tθ

∫

x G(dx), (1.2)

et si Y1 est de carré intégrable :

E[Z2
t ] = tθ

∫

x2 G(dx) +

(

tθ

∫

x G(dx)

)2

. (1.3)

On déduit des paragraphes précédents que si B est un mouvement brownien et Z un processus de
Poisson composé de paramètre (θ,G) indépendant de B alors le processus X = (Xt, t ∈ R+), où :

Xt = bt+ σBt + Zt,

avec b, σ ∈ R, est un PAIS.
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Chapitre 2

Lois infiniment divisibles

On considère dans ce chapitre des mesures de probabilité sur (Rd,B(Rd)).
Si µ est une mesure finie, on note µ̂ sa transformée de Fourier (voir la définition 4.1.2).

Définition 2.0.4. On dit qu’une mesure de probabilité µ est infiniment divisible (ID) si pour tout
n ≥ 2, il existe une mesure de probabilité µn sur R telle que µ̂nn = µ̂.

Autrement dit, si X est une variable aléatoire réelle, alors sa loi est ID si pour tout n ≥ 2, il existe
des variables aléatoires réelles Xn

1 , . . . , X
n
n indépendantes et de même loi telles que

∑n
k=1X

n
k a même

loi que X .

2.1 Exemples

1. La loi gaussienne est ID. En effet, si µ est la loi gaussienne N (m,σ2) alors si µn est la loi
gaussienne N (m/n, σ2/n), on a µ̂nn = µ̂. On aurait pu déduire ce résultat de l’exemple du
paragraphe 1.1.1.

2. La loi µ de Poisson composé de paramètre (θ,G) où θ > 0 est G est une mesure de probabilité
sur R s’interprète comme la loi de Z1 décrit dans la définition 1.1.3. En particulier, elle a pour

fonction caractéristique µ̂(u) = eθ
∫

R
(eiux −1) G(dx). On en déduit que si µn est la loi de Poisson

composé de paramètre (θ/n,G), alors on a µ̂nn = µ̂. La loi de Poisson composé est donc ID.

3. La loi de Cauchy de paramètre a > 0, µ, a pour densité a
π

1
x2+a2 et pour fonction caractéristique

µ̂(u) = e− |u| a. On en déduit que si µn est la loi de Cauchy de paramètre a/n, alors on a µ̂nn = µ̂.
La loi de Cauchy est donc ID.

4. La loi gamma de paramètre (θ, α) ∈]0,+∞[2, µ, a pour densité 1
Γ(α) θ

αxα−1 e−θx 1{x>0} et pour

fonction caractéristique µ̂(u) =
(

θ
θ+iu

)α

. On en déduit que si µn est la loi gamma de paramètre

(θ, α/n), alors on a µ̂nn = µ̂. La loi gamma est donc ID.

2.2 Propriétés

On a le lemme suivant.

Lemme 2.2.1. Si µ est une mesure de probabilité ID, alors on a µ̂(u) 6= 0 pour tout u ∈ Rd.

Remarque 2.2.2. La réciproque du lemme 2.2.1 est fausse : on peut construire une mesure de
probabilité µ qui ne soit pas ID et telle que µ̂(u) 6= 0 pour tout u ∈ Rd. (Considérer une mesure de
probabilité de support {0, a, b} pour un choix judicieux de a et b.) ♦
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Démonstration. Remarquons que si Y et Y ′ sont des variables aléatoires indépendantes et de même
loi ν, alors la loi de Y − Y ′ a pour fonction caractéristique |ν̂|2.

Pour n ≥ 2, on note µn une mesure de probabilité telle que µ̂nn = µ̂. On déduit de ce qui précède

qu’il existe une mesure de probabilité νn telle que ν̂n = |µ̂n|2 = |µ̂|2/n. On en déduit que :

lim
n→+∞

ν̂n(u) =

{

1 si µ̂(u) 6= 0,

0 si µ̂(u) = 0.

Comme µ̂ est continue en 0 et que µ̂(0) = 1, on en déduit qu’il existe A > 0 tel que limn→+∞ ν̂n(u) = 1
pour |u| < A. On déduit du théorème 4.2.6 de Lévy que limn→+∞ ν̂n est une fonction caractéristique.
Elle est donc continue. Elle est donc constante égale à 1. On en déduit donc que µ̂(u) 6= 0 pour tout
u ∈ Rd.

On admet le lemme suivant sur la définition et la continuité du logarithme complexe.

Lemme 2.2.3 (Logarithme complexe). On a les propriétés suivantes.
(i) Soit O un vosinage ouvert de 0 et ϕ une fonction continue définie sur O à valeurs dans C telle

que ϕ(0) = 1 et ϕ(u) 6= 0 pour tout u ∈ O. Alors il existe une unique fonction f continue définie
sur O à valeurs dans C telle que f(0) = 0 et ϕ = ef sur O. On dit que f est le logarithme
complexe de ϕ.

(ii) Soit (ϕn, n ∈ N) et ϕ des fonctions vérifiant les propriétés du point (i) et (fn, n ∈ N) et f
leur logarithme complexe respectif. Si la suite (ϕn, n ∈ N) converge uniformément sur tous les
compacts de O vers ϕ, alors la suite (fn, n ∈ N) converge uniformément sur tous les compacts
de O vers f .

On déduit des lemmes 2.2.1 et 2.2.3 que si µ est une mesure de probabilité ID, alors il existe une
unique fonction continue ψ nulle en 0 telle que µ̂ = exp(ψ).

Le corollaire suivant assure que la propriété ID est stable pour la convergence en loi.

Corollaire 2.2.4. Soit (µn, n ∈ N) une suite de mesure de probabilité ID qui converge en loi vers une
mesure de probabilité µ. Alors µ est ID.

Pour A > 0, on note BA = {x ∈ Rd; |x| < A} la boule ouverte de rayon A centreé en 0.

Démonstration. Soit p ≥ 2. Il existe une mesure de probabilité µn,p telle que µ̂pn,p = µ̂n. Les fonctions
µ̂n et µ̂n,p étant continues et ne s’annulant pas, il existe d’uniques fonctions ψn,p et ψn nulles en 0
telles que µ̂n = exp(ψn) et µ̂n,p = exp(ψn,p). En particulier, on a :

epψn,p = eψn .

Par unicité on en déduit que pψn,p = ψn.
Par ailleurs, le théorème 4.2.6 de Lévy assure que la suite (µ̂n, n ∈ N) converge uniformément sur

tous les compacts de Rd vers µ̂. La fonction µ̂ est continue et vaut 1 en 0 ; il existe donc A > 0 tel que
µ̂ ne s’annule pas sur BA. On déduit du point (ii) du lemme 2.2.3 que la suite (ψn, n ∈ N) converge
uniformément sur tous les compacts de BA vers ψ qui est le logarithme complexe de µ̂. On en déduit
donc que pour u ∈ BA :

µ̂n,p(u) = eψn(u)/p −−−−−→
n→+∞

eψ(u)/p . (2.1)

On déduit du lemme 4.2.7 que la suite (µn,p, n ∈ N) est relativement compacte. Il existe donc une
suite (nk, k ∈ N) à valeurs dans N strictement croissante et une mesure de probabilité µp telle que la
sous-suite (µnk,p, k ∈ N) converge en loi vers µp. On en déduit que :

µ̂pp = lim
k→+∞

µ̂pnk,p
= lim

k→+∞
µ̂nk

= µ̂.

Ceci étant vrai pour tout p, on obtient que la mesure de probabilité µ est ID.
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Remarque 2.2.5. On déduit de la démonstration du corollaire 2.2.4 que si µ est une mesure de
probabilité ID, alors il existe une unique mesure de probabilité µn telle que µ̂nn = µ̂. De plus, la
mesure de probabilité µn est également ID. ♦

La proposition suivante assure que toute mesure de probabilité ID est limite de loi de Poisson
composé.

Proposition 2.2.6. Toute mesure de probabilité ID est limite de lois de Poisson composé.

Démonstration. Soit µ une mesure de probabilité ID et ψ son logarithme complexe. La première partie
de la démonstration du corollaire 2.2.4 assure que eψ/p est la fonction caractéristique de la mesure de
probabilité µp telle que µ̂pp = µ̂. On considère νp la loi de Poisson composé de paramètre (p, µp). On
a :

ν̂p = ep(µ̂p−1) = exp
(

p(eψ/p−1)
)

.

On en déduit que limp→+∞ ν̂p = exp(ψ) = µ̂. La suite (νp, p ≥ 2) de mesure de probabilité ID converge
en loi vers µ.

2.3 Formule de Lévy-Khintchine (cas réel)

On considère dans ce paragraphe des variables aléatoires réelles. On dit que h est une fonction de
troncation sur R si h est définie sur R, à valeurs dans R, mesurable bornée, à support compact et telle
que h(x) = x sur un voisinage ouvert de 0. Soit h une fonction de troncation fixée. On considère la
fonction suivante définie sur R :

ψb,c,F (u) = iub− c

2
u2 +

∫

R

(

eiux−1− iuh(x)
)

F (dx), (2.2)

où le triplet (b, c, F ) vérifie les conditions suivantes :

b ∈ R, , c ≥ 0 et F mesure sur R telle que F ({0}) = 0 et

∫

R

min(1, x2) F (dx) < +∞. (2.3)

Remarquons que la condition d’intégrabilité sur F assure que la fonction ψb,c,F est bien définie. De
plus, la fonction ψb,c,F est continue est nulle en 0.

Remarque 2.3.1. On peut facilement vérifier que les logarithmes complexes des fonctions caractéristiques
des lois ID des exemples 1 et 2 du paragraphe 2.1, sont de la forme (2.2) où le triplet (b, c, F ) vérifie
les hypothèses (2.3).

1. Si µ est la loi gaussienne N (m,σ2), alors le logarithme complexe de µ̂ est ium − σ2u2/2. Il
correspond à la fonction définie par (2.2) avec le triplet (m,σ2, 0).

2. Si µ est la loi de Poisson composé de paramètre (θ,G), alors le logarithme complexe de µ̂ est
θ
∫

R
(eiux −1) G(dx). Il correspond à la fonction définie par (2.2) avec le triplet (b, 0, θG) où

b = θG(h).

♦

Le principal résultat de ce paragraphe est la formule de représentation de Lévy-Khintchine, voir le
théorème 2.3.6, qui assure que le logarithme complexe de la fonction caractéristique d’une loi ID est
de la forme (2.2) et est caractérisée par un triplet (b, c, F ) vérifiant les hypothèses (2.3).

Plusieurs résultats intermédiaires sont nécessaires pour la démonstration de ce théorème. Le lemme
suivant assure que le triplet (b, c, F ) caractérise la fonction ψb,c,F .

Lemme 2.3.2. Si (b, c, F ) et (b′, c′, F ′) sont deux triplets distincts qui vérifient (2.3), alors les fonc-
tions ψb,c,F et ψb′,c′,F ′ sont distinctes.
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Démonstration. Soit (b, c, F ) un triplet vérifiant (2.3). On note ψ = ψb,c,F . On souhaite montrer que
l’on peut calculer b, c et F à partir de ψ.

Soit w ∈ R∗. On définit la fonction Ĥw sur R par :

Ĥw(u) = ψ(u)− 1

2

∫ 1

−1

ψ(u+ tw) dt.

Après des calculs élémentaires, il vient :

Ĥw(u) =
cw2

6
+

∫

R

F (dx) eiux
(

1− sin(wx)

wx

)

=

∫

R

eiux Hw(dx),

où la mesure Hw est définie par :

Hw(dx) =
cw2

6
δ0(dx) +

(

1− sin(wx)

wx

)

F (dx).

Comme F intègre min(1, x2), on en déduit que la mesure Hw est finie. On obtient c = 6Hw({0})/w2

et F =
(

1− sin(wx)
wx

)−1

(Hw − cw2

6 δ0). On en déduit que c et F sont déterminés par Hw et donc par

ψ. On obtient b à partir de (2.2). La fonction ψ caractérise donc le triplet (b, c, F ).

Remarque 2.3.3. Remarquons que pour une fonction ψ donnée par (2.2), et donc associée au triplet
(b, c, F ) et la fonction de troncation h, alors pour la fonction de troncation h′ la fonction ψ est associée
au triplet (b′, c′, F ′) avec :

F = F ′, c = c′ et b− b′ = F (h− h′).

♦

Lemme 2.3.4. Si le triplet (b, c, F ) vérifie les hypothèses (2.3), alors il existe µ une mesure de
probabilité ID dont le logarithme complexe est donné par ψb,c,F (i.e. µ̂ = exp(ψb,c,F )) définie par
(2.2).

Démonstration. Soit n ∈ N∗. On pose In = {x; |x| > 1/n}. On considère µn la loi de Xn défini par

Xn = b−
∫

|x|>1/n

h(x) F (dx) + Y + Zn,

où Y et Zn sont des variables aléatoires indépendantes, Y de loi gaussienne N (0, c) et Zn de loi de
Poisson composé de paramètre (θn, Gn) avec :

θn = F (In) et Gn(dx) =
1

θn
1In(x) F (dx).

On a :

µ̂n = exp(ψn) et ψn(u) = iub− c

2
u2 +

∫

In

(

eiux−1− iuh(x)
)

F (dx).

Comme les lois de Y et Zn sont ID et que Y et Zn sont indépendantes, on en déduit que µn est ID.
Par convergence dominée, on a limn→+∞ ψn = ψb,c,F et donc limn→+∞ µ̂n = exp(ψb,c,F ). Comme la
fonction exp(ψb,c,F ) est continue en 0, on déduit du théorème de Lévy 4.2.6 qu’il existe une mesure
de probabilité µ telle que µ̂ = exp(ψb,c,F ) et (µn, n ∈ N) converge en loi vers µ. On déduit alors du
corollaire 2.2.4 que µ est ID.

Le théorème suivant établit un lien entre la convergence des triplets et la convergence en loi des
loi ID.
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Théorème 2.3.5. Soit h une fonction de troncation fixée continue. Soit (µn, n ∈ N) une suite de me-
sure de probabilité ID dont les logarithmes complexes sont de la forme (2.2) avec les triplets respectifs
(bn, cn, Fn) vérifiant les hypothèses (2.3). Soit µ une mesure de probabilité ID. Les deux propriétés a)
et b) suivantes sont équivalentes où :

a) La suite (µn, n ∈ N) converge en loi vers µ.
b) Il existe un triplet (b, c, F ) vérifiant les hypothèses (2.3) tel que le logarithme complexe de µ̂ est

donné par ψb,c,F défini dans (2.2) ; et le triplet (b, c, F ) est caractérisé par :
(i) b = limn→+∞ bn.
(ii) Pour toute fonction f continue bornée, nulle sur un voisinage de 0, F (f) = limn→+∞ Fn(f).
(iii) c+ F (h2) = limn→+∞ cn + Fn(h

2).
De plus, les conditions (i) et (ii) impliquent la condition (ii’) suivante : Pour toute fonction f continue
bornée telle que f = o(x2) en 0 (i.e. limx→0 f(x)/x

2 = 0), F (f) = limn→+∞ Fn(f).

Démonstration. Montrons que b) implique a).
Grâce au théorème de Lévy 4.2.6 et au lemme 2.3.4, il suffit de démontrer que limn→+∞ ψbn,cn,Fn =

ψb,c,F .
On pose c̃n = cn + Fn(h

2) et c̃ = c+ F (h2). On remarque que

ψbn,cn,Fn(u) = iubn − c̃n
2
u2 +

∫

R

ϕu(x) Fn(dx) = iubn − c̃n
2
u2 + Fn(ϕu),

où

ϕu(x) = eiux−1− iuh(x) +
u2

2
h2(x).

La fonction ϕu est continue bornée et ϕu = o(x2) en 0 car h(x) = x sur un voisinage de 0. Si la
condition (ii’) est satisfaite alors on a limn→+∞ ψbn,cn,Fn = ψb,c,F et donc b) implique a).

Il reste donc à montrer que les conditions (i) et (ii) impliquent la condition (ii’). Soit f continue
bornée telle que f = o(x2) en 0. Soit η > 0. Comme f = o(x2) en 0, il existe ε > 0 (petit) tel que :

|f(x)|1[−ε,ε](x) ≤ ηx21[−ε,ε](x) ≤ ηh2(x).

Soit gε une fonction continue positive bornée par 1, nulle sur [−ε/2, ε/2] et égale à 1 sur ]− ε, ε[c. On
a :

Fn(f) = Fn(fgε) + Fn(f(1− gε)).

La propriété (ii) assure que limn→+∞ Fn(fgε) = F (fgε). On a également :

|Fn(f(1− gε))| ≤ Fn(|f |1[−ε,ε]) ≤ ηFn(h
2) ≤ ηc̃n.

De manière similaire |F (f(1− gε))| ≤ ηc̃. On en déduit donc que :

lim sup
n→+∞

|Fn(f)− F (f)| ≤ 2ηc̃.

Comme η > 0 est arbitraire et c̃ est fini, on en déduit que :

lim
n→+∞

|Fn(f)− F (f)| = 0.

Ceci assure que (ii’) est vérifié.

Montrons que a) implique b).
On note ψn = ψbn,cn,Fn . Le corollaire 2.2.4 assure que µ est ID et le point (i) du lemme 2.2.3 que

logarithme complexe ψ de µ̂ est bien défini. Le théorème 4.2.6 de Lévy assure que (µ̂n, n ∈ N) converge
vers µ̂ uniformément sur les compacts. Le point (ii) du lemme 2.2.3 assure alors que (ψn, n ∈ N)
converge vers ψ uniformément sur les compacts. On considère les mesures

Hn(dx) =
cn
6
δ0(dx) +

(

1− sin(x)

x

)

Fn(dx).
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Les hypothèses 2.3 sur Fn impliquent que la mesure Hn est finie. Les calculs de la démonstration du
lemme 2.3.2 assurent que :

Ĥn(u) = ψn(u)−
1

2

∫ 1

−1

ψn(u + t) dt.

Comme (ψn, n ∈ N) converge vers ψ uniformément sur les compacts, on en déduit que la suite (Ĥn, n ∈
N) converge simplement vers la fonction g définie par :

g(u) = ψ(u)− 1

2

∫ 1

−1

ψ(u+ t) dt.

La fonction g étant continue en 0, on déduit du théorème 4.2.6 de Lévy qu’il existe une mesure finie
H telle que Ĥ = g et (Hn, n ∈ N) converge étroitement vers H . On définit de manière unique c ≥ 0
et F par :

H(dx) =
c

6
δ0(dx) +

(

1− sin(x)

x

)

F (dx),

où F ({0}) = 0 et F intègre la fonction min(1, x2). En effet, on a :

∫

R

F (dx) min(1, x2) =

∫

R\{0}
H(dx)

min(1, x2)

1− sin(x)
x

< +∞.

Soit f continue bornée telle que limx→0 f(x)/x
2 existe. On considère la fonction ϕf , définie par :

ϕf (0) = 6 lim
y→0

f(y)/y2 et ϕf (x) =
f(x)

1− sin(x)
x

pour x 6= 0.

La fonction ϕf est continue bornée sur R. On a donc :

cn
6
ϕf (0) + Fn(f) = Hn(ϕf ) −−−−−→

n→+∞
H(ϕf ) =

c

6
ϕf (0) + F (f). (2.4)

Il est immédiat d’en déduire les propriétés (ii) et (ii’).

Avec f = h2, on a ϕh2(0) = 6 et la fonction ϕh2 est continue est bornée. On déduit donc de (2.4)
que :

cn + Fn(h
2) = Hn(ϕh2) −−−−−→

n→+∞
H(ϕh2) = c+ F (h2).

Ceci assure la propriété (iii).

On pose :

k(u) = ψ(u) +
c

2
u2 −

∫

R

F (dx)
(

eiux−1− iuh(x)
)

.

Remarquons que :

k(u) = ψ(u) +
c+ F (h2)

2
u2 −

∫

R

F (dx)

(

eiux −1− iuh(x) +
h(x)2

2
u2
)

.

On déduit de (ii’) et (iii) que :

lim
n→+∞

iubn = lim
n→+∞

ψn(u) +
cn + Fn(h

2)

2
u2 −

∫

R

Fn(dx)

(

eiux−1− iuh(x) +
h(x)2

2
u2
)

= k(u).

Ceci assure la convergence de la suite (bn, n ∈ N) vers une limite b et donc la propriété (i). On en
déduit k(u) = iub et ψ = ψb,c,F . Le logarithme complexe de µ est donc donné par ψb,c,F . Ceci termine
la démonstration de b).
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On énonce le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 2.3.6. Soit µ une mesure de probabilité ID. Alors, pour une fonction h de troncation
fixée, il existe un unique triplet (b, c, F ) vérifiant (2.3) tel que :

µ̂ = exp (ψb,c,F ) . (2.5)

Démonstration. Soit µ une mesure de probabilité ID. La proposition 2.2.6 assure que µ est limite de
loi de Poisson composé. L’exemple 2 de la remarque 2.3.1 assure que le logarithme complexe de la
fonction caractéristique d’une loi de Poisson composé est de la forme (2.2) où le triplet caractéristique
vérifie les hypothèses (2.3). Le théorème 2.3.5 assure alors qu’il existe un triplet (b, c, F ) vérifiant les
hypothèses (2.3) tel que le logarithme complexe de µ̂ est donné par ψb,c,F défini dans (2.2). L’unicité
découle du lemme 2.3.2.

2.4 Formule de Lévy-Khintchine (cas vectoriel)

On considère dans ce paragraphe des variables aléatoires vectorielles. On note 〈·, ·〉 le produit
scalaire de Rd et |·| la norme correspondante.

On dit que h est une fonction de troncation sur Rd si h est définie sur Rd, à valeurs dans Rd,
mesurable bornée, à support compact et telle que h(x) = x sur un voisinage ouvert de 0. Soit h une
fonction de troncation fixée. On considère la fonction suivante définie sur R :

ψb,c,F (u) = i〈u, b〉 − 〈u, cu〉
2

+

∫

R

(

ei〈u,x〉−1− i〈u, h(x)〉
)

F (dx), (2.6)

où le triplet (b, c, F ) vérifie les conditions suivantes :

b ∈ Rd, c est une matrice de taille d× d symétrique positive (i.e. 〈u, cu〉 ≥ 0 pour tout u ∈ Rd)

et F est une mesure sur Rd telle que F ({0}) = 0 et

∫

R

min(1, |x|2) F (dx) < +∞. (2.7)

Les théorèmes 2.3.5 et 2.3.6 restent vrais pour des lois de probabilités définies sur Rd, avec (2.2) et
(2.3) remplacés par (2.6) et (2.7).

On utilisera la définition suivante.

Définition 2.4.1. Soit µ une mesure de probabilité ID (réelle ou vectorielle) et (b, c, F ) le triplet
défini par µ̂ = exp (ψb,c,F ) est appelé triplet caractéristique de µ.
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Chapitre 3

Description des PAIS

On donne la définition suivante.

Définition 3.0.2. Soit X = (Xt, t ≥ 0) un processus à valeurs dans Rd défini sur un espace probabilisé
(Ω,F ,P). On dit que X est un processus à accroissements indépendants et stationnaires (PAIS) si :

(i) Pour tous s, t ≥ 0, Xt+s −Xt est indépendant de σ(Xu, u ∈ [0, t]).
(ii) Pour tous s, t ≥ 0, Xt+s −Xt a même loi que Xs.
(iii) La fonction (t, ω) → Xt(ω) est mesurable par rapport à la tribu F ⊗ B(R).

On déduit de (1.1) que si X est un PAIS alors Xt est ID.

3.1 Semi-groupe de convolution

On donne la définition suivante.

Définition 3.1.1. On dit qu’une famille de probabilités (µt, t ≥ 0) sur Rd est un semi-groupe de
convolution si, pour tous t, s ≥ 0, on a µ̂t+s = µ̂tµ̂s. On dit que le semi-groupe de convolution
(µt, t ≥ 0) est mesurable si pour tout borélien A l’application t→ µt(A) est mesurable.

La proposition suivante établit le lien entre semi-groupe de convolution et loi ID.

Proposition 3.1.2. On a :
(i) Si (µt, t ≥ 0) est un semi-groupe de convolution alors µt est une mesure de probabilité ID.
(ii) Si µ est une mesure de probabilité ID alors il existe un semi-groupe de convolution (µt, t ≥ 0)

tel que µ1 = µ.

Démonstration. Le point (i) est immédiat car µ̂t = (µ̂t/n)
n. Pour le point (ii), le théorème 2.3.6 assure

que :
µ̂ = exp (ψb,c,F ) .

pour un certain triplet (b, c, F ) vérifiant (2.7). Soit t ≥ 0. On remarque que :

tψb,c,F = ψtb,tc,tF ,

et le triplet (tb, tc, tF ) vérifie (2.7). Ceci assure que exp (tψb,c,F ) est la fonction caractéristique d’une
mesure de probabilité µt, et on a :

µ̂t = exp (tψb,c,F ) .

Il est alors évident que (µt, t ≥ 0) est un semi-groupe de convolution.

On rappelle le résultat suivant (voir [4]).

17
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Lemme 3.1.3. Soit a = (a(t), t ≥ 0) une fonction réelle mesurable telle que, pour tout t, s ≥ 0,
a(t+ s) = a(t) + a(s). Alors pour tout t ≥ 0, on a a(t) = t a(1).

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.4. Si (µt, t ≥ 0) est un semi-groupe de convolution mesurable, alors il existe un unique
triplet (b, c, F ) vérifiant (2.3) tel que :

µ̂t = exp (tψb,c,F ) .

De plus (µt, t ≥ 0) est continu pour la convergence étroite.

Démonstration. Comme µt est ID, son logarithme complexe ψt est uniquement défini, et µ̂t = exp(ψt).
Comme µ̂t+s = µ̂tµ̂s, on en déduit que (par unicité du logarithme complexe, voir le lemme 2.2.3), que,
pour tout t, s ≥ 0 et u ∈ R, on a ψt+s(u) = ψt(u) + ψs(u). La mesurabilité du semi-groupe implique
la mesurabilité de la fonction t → ψt(u). On déduit du lemme 3.1.3 que ψt(u) = tψ1(u). Ceci donne
la première partie du corollaire. La continuité du semi-groupe pour la convergence étroite découle de
la continuité (en t) de µ̂t(u).

On en déduit donc le théorème suivant.

Théorème 3.1.5. On a :

(i) Si X = (Xt, t ≥ 0) est un PAIS alors (µt, t ≥ 0), où µt est la loi de Xt, est un semi-groupe de
convolution mesurable.

(ii) Si (µt, t ≥ 0), où µt est un semi-groupe de convolution mesurable, alors il existe un PAIS
X = (Xt, t ≥ 0) tel que µt est la loi de Xt.

Démonstration. La point (i) est immédiat et le point (ii) découle du théorème d’extension de Kolmo-
gorov, voir [3].

3.2 Propriétés trajectorielles et propriété de Markov fort

On a le lemme suivant.

Lemme 3.2.1. Si X = (Xt, t ≥ 0) est un PAIS alors X est continu en probabilité.

Démonstration. On considère la continuité à droite. On a les équivalences suivantes :

Xt
P−−→
t↓s

Xs ⇐⇒ Xt −Xs
P−−→
t↓s

0 ⇐⇒ Xt −Xs
loi−−→
t↓s

0 ⇐⇒ Xt−s
loi−−→
t↓s

0 ⇐⇒ µ̂t−s −−→
t↓s

1.

La continuité à gauche est similaire.

Pour démontrer qu’un PAIS est un processus à trajectoires continues à droite avec des limites à
gauche (cad-lag) il faut utiliser le théorème suivant que nous admettrons.

Théorème 3.2.2. Soit M = (Mt, t ≥ 0) une sous-martingale continue à droite en probabilité. Alors
il existe une version de M (i.e. un processus mesurable (M ′

t , t ≥ 0) tel que pour tout t ≥ 0, P(M ′
t =

Mt) = 1) cad-lag.

La proposition suivante assure que les PAIS sont cad-lag, quitte à les remplacer par leur version
cad-lag.

Proposition 3.2.3. Tout PAIS possède une version cad-lag.
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Démonstration. On donne la démonstration dans le cas réel. Soit X = (Xt, t ≥ 0) un PAIS. On pose
pour u ∈ R et t ≥ 0 :

Mu
t = eiuXt−tψ(u) .

Les martingales Mu = (Mu
t , t ≥ 0) sont continues en probabilités. On en déduit que pour u fixé, p.s.

le processus (Mu
t , t ∈ Q+) admet des limites à droite et à gauche en tout t ∈ R+. Ainsi, p.s. (en ω) et

du-p.p. (pour la mesure de Lebesque sur R), le processus (Mu
t , t ∈ Q+) admet des limites à droite et

à gauche en tout t ∈ R+.
Remarquons que exp(iub) peut s’interpréter comme la transformée de Fourier de la masse de Dirac

en b. En reprenant la démonstration du lemme 4.2.7, on remarque que si (exp (iuan), n ≥ 0) converge
vers exp (iua), quand n tend vers l’infini, du-p.p., alors la suite (δan , n ≥ 0) est relativement compacte.
Ceci implique que la suite (an, n ≥ 0) est relativement compacte. Si b est une valeur d’adhérence de
la suite on en déduit que exp (iub) = exp (iua) p.p., puis pour tout u ∈ R par continuité. Comme la
transformée de Fourier d’une mesure la caractérise, on en déduit que b = a. Donc la suite (an, n ≥ 0)
converge vers a.

On déduit de ce qui précède que p.s. (Xt, t ∈ Q+) admet des limites à droite et à gauche en tout
t ∈ R+. Pour t ∈ R+\Q+, on pose X ′

t = lims↓t; s∈Q+ Xs. Le processus (X ′
t, t ≥ 0) est alors cad-lag.

Comme X est continu en probabilité, on en déduit que X ′ est une version de X .

Le théorème suivant sur la propriété forte de Markov, que nous admettrons, se démontre en utilisant
des approximations discrètes croissantes des temps d’arrêt.

Théorème 3.2.4. Soit T une temps d’arrêt fini p.s. et soit X = (Xt, t ≥ 0) un PAIS. Alors le
processus Y = (Xt+T −XT , t ≥ 0) a même loi que X et est indépendant de σ(Xu, u ∈ [0, T ]).

3.3 Mesures ponctuelles de Poisson

La notion de mesure ponctuelle de Poisson est très utile pour la représentation des PAIS et pour
définir des intégrales stochastiques par rapport aux PAIS.

Définition 3.3.1. Soit µ une mesure σ-finie sur (Rd,B(Rd)) non atomique (i.e. pour tout x ∈ Rd,
µ({x}) = 0). On dit que N est une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité µ si :

Mesure aléatoire. La mesure N est aléatoire : A → N(ω,A) est une mesure et ω → N(ω,A)
est mesurable pour tout A ∈ B(Rd).

Mesure ponctuelle. La mesure N est ponctuelle :

N(ω, dx) =
∑

i∈I(ω)
δxi(ω)(dx),

où p.s. xi 6= xj pour i 6= j.
Indépendance. Pour tout suite au plus dénombrable de boréliens (Ak, k ∈ K) deux à deux dis-

joints, les variables aléatoires (N(Ak), k ∈ K) sont indépendantes.
Intensité. Pour tout borélien A, on a E[N(A)] = µ(A).

On a le théorème suivant qui motive la référence à la loi de Poisson.

Théorème 3.3.2. Soit N une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité µ (non-atomique) et A un
borélien.

(i) Si µ(A) < +∞ alors N(A) est une variable aléatoire de Poisson de paramètre µ(A).
(ii) Si µ(A) = +∞ alors p.s. on a N(A) = +∞.

Démonstration. Le point (ii) découle du point (i). En effet soit A un borélien tel que µ(A) = +∞.
Comme µ est non-atomique il existe une suite de boréliens (An, n ∈ N) disjoints deux à deux tels
que

⋃

n∈NAn ⊂ A et µ(An) = 1. Le point (i) assure que les variables aléatoires (N(An), n ∈ N) sont
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indépendantes de loi de Poisson de paramètre 1. On déduit de la loi forte des grands nombres que p.s.
N(A) ≥∑n∈NN(An) = +∞.

La démonstration du point (i) se fait en trois étapes. On considère ϕA la transformée de Laplace
de la loi µA de N(A), pour λ ≥ 0 :

ϕA(λ) = E

[

e−λN(A)
]

.

En particulier, on a :

0 ≤ 1− ϕA(λ) = E

[

1− e−λN(A)
]

≤ λE[N(A)] = λµ(A). (3.1)

Étape 1. On montre que la loi de N(A) est ID.
Soit n ≥ 2. Comme µ est sans atome, il existe (Akn, 1 ≤ k ≤ n) boréliens disjoints deux à deux tels

que
⋃n
k=1A

k
n = A et µ(Akn) = µ(A)/n. On a, en utilisant (3.1) :

ϕA(λ) =

n
∏

k=1

ϕAk
n
(λ) = e

∑n
k=1

log
(

1−(1−ϕ
Ak

n
(λ))

)

= e
−∑n

k=1

(

1−ϕ
Ak

n
(λ)

)

+o(1)

= e
n
(

1
n

∑n
k=1

ϕ
Ak

n
(λ)−1

)

+o(1).

On en déduit donc :

lim
n→+∞

e
n
(

1
n

∑n
k=1

ϕ
Ak

n
(λ)−1

)

= ϕA(λ).

Le membre de gauche correspond à la transformée de Laplace d’une loi de Poisson composé de pa-
ramètre (n,Gn) où Gn = 1

n

∑n
k=1 µAk

n
. On en déduit donc que la loi de N(A) est limite de loi ID. Le

corollaire 2.2.4 assure que la loi de N(A) est ID.

Étape 2. On montre que la loi de N(A) est une loi de Poisson composé.
Soit (b, c, FA) le triplet caractéristique associé à la loi de N(A). On suppose que la fonction de

troncation est nulle sur Bc1/2. On reprend les notations de l’étape 1. Comme les variables aléatoires

N(Akn) sont à valeurs dans N, on en déduit que µAk
n
est une mesure de probabilité sur N et donc Gn

aussi. Le triplet caractéristique associé à la loi de Poisson composé de paramètre (n,Gn) est donc
(0, 0, nGn). En particulier Gn(h

2) = 0. L’étape 1 et le théorème 2.3.5 assurent que b = 0 et c = 0. De
plus FA est une mesure sur N∗ comme limite de mesures sur N∗ et FA est finie car elle vérifie (2.3).

Étape 3. On montre que la loi de N(A) est la loi de Poisson de paramètre µ(A).

La variable N(A) a même loi que
∑R

k=1 Yk où les variables aléatoires (Yk, k ∈ N∗) sont indépen-
dantes de loi FA/FA(N

∗) et R est de loi de Poisson de paramètre FA(R) = FA(N
∗). On déduit de

l’étape 2 que :

E

[

e−λN(A)
]

= exp

(∫

N∗

FA(dx)(e
−λx −1)

)

.

En faisant converger λ vers +∞, on obtient :

P(N(A) = 0) = e−FA(N∗) = P(R = 0).

On a également

P(N(A) = 1) = P(R = 1)P(Y1 = 1) =
FA({1})
FA(N∗)

FA(N
∗) e−FA(N∗) = FA({1}) e−FA(N∗) .

Pour tout n ≥ 2, on se donne des boréliens (Akn, 1 ≤ k ≤ kn) disjoints deux à deux tels que
µ(Akn) ≤ 1/n et soit diam (Akn) ≤ 1/n (borélien de petit diamètre) soit d(0, Akn) ≥ n (borélien à
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distance grande de l’origine). Par définition des mesures ponctuelles de Poisson et les propriétés des

processus de Poisson composé, on a
∑kn

k=1 FAk
n
= FA, car les boréliens (A

k
n, 1 ≤ k ≤ kn) sont disjoints

deux à deux. Comme N est une mesure ponctuelle finie, on a :

(3.2)

lim
n→+∞

P(N(Akn) ∈ {0, 1}, pour tout 1 ≤ k ≤ kn) = 1.

Par ailleurs, on a :

P(N(Akn) ∈ {0, 1}, pour tout 1 ≤ k ≤ kn) =

kn
∏

k=1

P(N(Akn) ∈ {0, 1})

=

kn
∏

k=1

e
−F

Ak
n
(N∗) (

1 + FAk
n
({1})

)

= e−FA(N∗) e
∑kn

k=1
log

(

1+F
Ak

n
({1})

)

.

Comme :

FAk
n
({1}) = P(N(Akn) = 1) e

F
Ak

n
(N∗) ≤ E[N(Akn)] e

FA(N∗) =
µ(Akn)

P(N(A) = 0)
≤ 1

nP(N(A) = 0)
,

on en déduit que :
kn
∑

k=1

log
(

1 + FAk
n
({1})

)

=

kn
∑

k=1

FAk
n
({1}) + o(1).

On obtient :
P(N(Akn) ∈ {0, 1}, pour tout 1 ≤ k ≤ kn) = e−FA(N∗)+FA({1})+o(1) .

On déduit donc de (3.2) que FA(N
∗) = FA({1}) et donc FA = FA(N

∗)δ1. Ceci assure que N(A) est
de loi de Poisson de paramètre E[N(A)] = µ(A).

Exercice 3.3.3. Soit (Nt, t ≥ 0) un processus de Poisson d’intensité θ > 0. On défini la mesure
ponctuelle N =

∑

t≥0 1{Nt− 6=Nt}δt. Montrer que N est une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité
θ1{x≥0}dx. �

Le théorème suivant permet de construire explicitement des mesures ponctuelles de Poisson.

Théorème 3.3.4. Soit µ une mesure sur Rd non-atomique. Soit (Ei, i ∈ I) une partition de Rd en
un nombre au plus dénombrable de boréliens tels que 0 < µ(Ei) < +∞. On note µi = 1Ei

1
µ(Ei)

µ. Soit

Xi et Yi,k pour i ∈ I et k ∈ N∗ des variables aléatoires indépendantes, avec Xi de loi de Poisson de
paramètre µ(Ei) et Yi,k de loi µi. La mesure aléatoire N définie par

N(dx) =
∑

i∈I

Xi
∑

k=1

δYi,k
(dx)

est une mesure de ponctuelle de Poisson d’intensité µ.

Démonstration. La mesure aléatoire N est ponctuelle si pour tout (i, k) 6= (j, ℓ) on a Yi,k 6= Yj,ℓ. On
a :

P(∃(i, k) 6= (j, ℓ);Yi,k = Yj,ℓ) ≤
∑

(i,k) 6=(j,ℓ)

P(Yi,k = Yj,ℓ).

Comme µ est non-atomique et que Yi,k et Yj,ℓ sont indépendantes, on en déduit que P(Yi,k = Yj,ℓ) = 0
et donc N est une mesure ponctuelle.
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Soit (Aj , j ∈ J) une suite au plus dénombrable de boréliens disjoints deux à deux. Quitte à
considérer (Aj ∩ Ei, i ∈ I) plutôt que Aj , on peut supposer que pour tout j ∈ J , Aj ⊂ Eij pour
un certain indice ij ∈ I. On pose θi = µ(Ei). En utilisant l’indépendance, et en conditionnant par
(Xi, i ∈ I), il vient pour (λj , j ∈ J) des réels positifs :

E

[

e−
∑

j∈J λjN(Aj)
]

=
∏

i∈I

∑

n∈N

θni e
−θi

n!
E



exp(−
∑

j;ij=i

λj

n
∑

k=1

1Aj (Yi,k))





=
∏

i∈I

∑

n∈N

θni e
−θi

n!





∫

µi(dx) exp(−
∑

j;ij=i

λj1Aj (x))





n

=
∏

i∈I
exp

(∫

Ei

µ(dx)
[

e
−

∑

j;ij=i λj1Aj
(x)−1

]

)

= exp

(∫

µ(dx)
[

e−
∑

j∈J λj1Aj
(x) −1

]

)

= exp





∫

µ(dx)
∑

j∈J
1Aj (x)

[

e−λj −1
]





=
∏

j∈J
exp

(

µ(Aj)
[

e−λj −1
])

.

Ceci assure que les variables aléatoires (N(Aj), j ∈ J) sont indépendantes et de loi de Poisson de
paramètre µ(Aj), et donc N est une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité µ.

On déduit du théorème 3.3.2 le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.5. Soit N une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité µ (non-atomique). Soit
(Ak, k ∈ K) une partition de Rd au plus dénombrable. Alors les mesures aléatoires (1Ak

(x)N(dx), k ∈
K) sont des mesures ponctuelles de Poisson indépendantes et d’intensité respective 1Ak

(x)µ(dx).

Si µ est une mesure sur Rd, on note µ(f) =
∫

f(x) µ(dx).

Lemme 3.3.6. Soit f une fonction mesurable positive définie sur Rd. Soit N une mesure ponctuelle
de Poisson d’intensité µ (non-atomique). On a :

E

[

e−N(f)
]

= exp

(∫

µ(dx) (e−f(x)−1)

)

. (3.3)

Démonstration. On déduit de la démonstration du théorème 3.3.4 que la formule (3.3) est vraie pour
des fonctions simples positives i.e. de la forme

∑

j∈J λj1Aj où les (Aj , j ∈ J) sont deux à deux disjoints,
les (λj , j ∈ J) sont positifs et J est au plus dénombrable. Toute fonction borélienne positive est limite
croissante de fonctions simples positives. Des arguments de convergence monotone et dominée assure
alors que (3.3) est vraie pour toute fonction borélienne positive.

3.4 Mesures ponctuelles de Poisson et processus de Poisson
composé

On peut construire des processus de Poisson composé à l’aide des mesures ponctuelles de Poisson.

Proposition 3.4.1. Soit µ une mesure finie sur Rd. Soit V (dsdy) =
∑

i∈I δ(si,Yi)(dsdy) une mesure
ponctuelle de Poisson d’intensité 1{s>0}ds µ(dy). Le processus U = (Ut, t ≥ 0) défini par :

Ut =
∑

i∈I
1{si≤t}Yi,
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est un Processus de Poisson composé de paramètre (θ,G) où θ = µ(Rd) et G = 1
θ µ.

Démonstration. Soit t > 0 fixé. Le corollaire 3.3.5 assure que (Yi, si ≤ t) et (Yj , sj > t) sont
indépendants. En particulier, pour s ≥ 0, Ut+s − Ut est indépendant de (Uu, u ∈ [0, t]). Enfin la
mesure aléatoire

∑

i∈I 1{t<si≤t+s}δ(si−t,Yi)(dsdy) est une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité
1[0,s](r) dr µ(dy). Elle a donc même loi que

∑

i∈I 1{si≤s}δ(si−t,Yi)(dsdy). On en déduit que Ut+s −Ut
a même loi que Us. Le processus (Ut, t ≥ 0) est donc un PAIS. La formule (3.3) assure que pour λ ≥ 0 :

E
[

e−λUt
]

= exp

(∫

dsµ(dx) 1[0,t](s)(e
−λx−1)

)

= exp

(

t

∫

µ(dx) (e−λx−1)

)

.

On en déduit que (Ut, t ≥ 0) est un Poisson composé de paramètre (µ(Rd), µ/µ(Rd)).

Si µ({0}) = 0, on en déduit que {si, i ∈ I} représente l’ensemble des temps de saut du processus
U : {si, i ∈ I} = {s; ∆Us 6= 0}, où ∆Us = Us − Us−. De plus, Yi représente le saut à l’instant si :
Yi = ∆Usi . En particulier, on peut reconstruire la mesure ponctuelle V à l’aide de U . Par abus de
notation, on écrira également V sous la forme :

V =
∑

∆Us 6=0

δ(s,∆Us).

On a le lemme suivant associé aux processus de Poisson composé.

Lemme 3.4.2. Soit U = (Ut, t ≥ 0) un processus de Poisson composé de paramètre (θ,G). On note
F = θG. Soit f une fonction mesurable. On pose :

Nf
t =

∑

s≤t, ∆Us 6=0

f(∆Us).

(i) Si f ∈ L1(F ), alors Mf = (Mf
t , t ≥ 0) où Mf

t = Nf
t − tF (f) est une martingale (par rapport

à la filtration naturelle de U).

(ii) Si f ∈ L2(F ), alors
(

(Mf
t )

2 − tF (f2), t ≥ 0
)

où Mf
t = Nf

t − tF (f) est une martingale (par

rapport à la filtration naturelle de U).

Démonstration. Par construction (Nf
t , t ≥ 0) est une processus de Poisson composé de paramètre

(θ,Gf ), où Gf est la loi de f(Y ) quand Y est de loi G. On a :

|Nf
t | ≤

∑

s≤t, ∆Us 6=0

|f(∆Us)|.

Comme f ∈ L1(F ), on déduit de (1.2) que :

E[|Nf
t |] ≤ t

∫

|f(x)| F (dx) < +∞.

Le processus Mf est donc intégrable. Il vient :

E[Mf
t+s|Ft] = Nf

t − (t+ s)F (f) + E[Nf
t+s −Nf

t |Ft]
= Nf

t − (t+ s)F (f) + E[Nf
t+s −Nf

t ]

= Nf
t − (t+ s)F (f) + E[Nf

s ]

=Mf
t ,

où on utilise que Nf est à accroissements indépendants pour la deuxième égalité, que Nf est à
accroissements stationnaires pour la troisième égalité et (1.2) pour la quatrième.
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Comme f ∈ L2(G), on déduit de (1.3) que Mf est de carré intégrable. Il vient :

E

[

(Mf
t+s)

2|Ft
]

= E

[

(Mf
t+s −Mf

t )
2 + 2Mf

t (M
f
t+s −Mf

t )|Ft
]

+ (Mf
t )

2

= E
[

(Mf
s )

2
]

+ (Mf
t )

2

= sF (f2) + +(Mf
t )

2,

où l’on a utilisé que Nf est à accroissements indépendants et stationnaires pour la deuxième égalité

et (1.3) pour la troisième. On en déduit que
(

(Mf
t )

2 − tF (f2), t ≥ 0
)

est une martingale.

3.5 Structure des PAIS

On a le théorème principal suivant pour la représentation des PAIS.

Théorème 3.5.1. Soit (b, c, F ) un triplet vérifiant les conditions (2.7) et h(x) = x1{|x|<1} comme

fonction de troncation sur Rd. Soit W = (Wt, t ≥ 0) un mouvement Brownien dans Rd (Wt est de
loi N (0, tId), où Id est la matrice identité de taille d× d) et N(dtdx) =

∑

s δ(s,∆s)(dtdx) une mesure

ponctuelle de Poisson sur R+ × Rd d’intensité dt F (dx). On suppose W et N indépendants. Pour
p ∈ N∗, on pose :

Zpt =
∑

s≤t
∆s1{1/p≤|∆s|<1/(p−1)}, (3.4)

et pour p ≥ 2,

Mp
t = Zpt − t

∫

xF (dx) 1{1/p≤|x|<1/(p−1)}. (3.5)

Alors les processus W et Zp, p ∈ N∗ sont indépendants et sont des PAIS. De plus la série Mt =
∑

p≥2M
p
t existe et converge dans L2. Soit

√
c une matrice de taille d× d telle que (

√
c)t

√
c = c. On

pose :
Xt = bt+

√
cWt + Z1

t +Mt.

Le processus X = (Xt, t ≥ 0) est un PAIS de triplet caractéristique (b, c, F ).

De la construction du théorème, on remarque que ∆s = ∆Xs. En particulier pour un PAIS, les
instants et la valeurs des sauts forment une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité dtF (dx). La
mesure F caractérise la loi des sauts du PAIS.

Remarque 3.5.2. Quand le PAIS X = (Xt, t ≥ 0) est à valeurs réelles positives, on dit que X est un
subordinateur. On peut alors montrer 1 que c = 0, F (] −∞, 0]) = 0,

∫

]0,+∞[ min(1, x) F (dx) < +∞,

et b+ F (h) ≥ 0. ♦

Démonstration. Le corollaire 3.3.5 assure que les processus (Zp, p ∈ N∗) sont indépendants.
On pose Ip = {x; 1/p ≤ |x| < 1/(p − 1)}. La proposition 3.4.1 assure que le processus Zp est un

processus de Poisson composé de paramètre (θp, Gp) où θp = F (Ip) et θpGp(dx) = 1Ip(x)F (dx). On
en déduit que Zp, p ∈ N∗ sont des PAIS.

Le lemme 3.4.2 (avec f = h) assure que Mp est une martingale ainsi que le processus t →
(Mp)2t − t

∫

Ip
x2 F (dx). Ceci implique que t → ∑m

k=nM
k
t est une martingale et t → (

∑m
k=nM

k
t )

2 −
t
∫

⋃m
k=n Ik

x2 F (dx) aussi. On déduit de l’inégalité de Doob que :

E

[

sup
0≤s≤t

|
m
∑

k=n

Mk
s |2
]

≤ 4E

[

|
m
∑

k=n

Mk
t |2
]

= 4t

∫

⋃m
k=n Ip

x2 F (dx) ≤ 4t

∫

|x|<1/n

x2F (dx).

1. Voir le contrôle de 2008-2009
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Ceci assure que la suite

(

(
∑n

p=2M
p
s , s ∈ [0, t]), n ≥ 2

)

est une suite de Cauchy dans l’espace des

processus stochastiques définis sur [0, t] muni de la norme Y → E
[

sup0≤s≤t |Ys|2
]

. Donc la série
Mt =

∑

p≥2M
p
t existe et converge dans L2. Et le processus (Mt, t ≥ 0) est une martingale.

Par construction, on en déduit queX est un PAIS. Il reste donc à calculer son triplet caractéristique.
Pour cela il suffit de calculer la fonction caractéristique de Xt. On remarque que :

Xt = lim
n→+∞

bt+
√
cWt + Z1

t +

n
∑

p=2

Mp
t .

On a :

E

[

ei〈u,bt
√
cWt+Z

1
t +

∑n
p=2

Mp
t 〉
]

= eit〈u,b〉−t〈u,cu〉/2 et
∫

|x|≥1
F (dx) (ei〈u,x〉 −1)

e
t
∫

1/n≤|x|<1
F (dx) (ei〈u,x〉 −1)−it

∫

1/n≤|x|<1
〈u,x〉 F (dx)

= exp

(

it〈u, b〉 − t
〈u, cu〉

2
+ t

∫

1/n≤|x|
F (dx) (ei〈u,x〉 −1− i〈u, h(x)〉)

)

.

On en déduit donc :

E[ei〈u,Xt〉] = lim
n→+∞

eit〈u,b〉−t〈u,cu〉/2+t
∫

1/n≤|x|
F (dx) (ei〈u,x〉 −1−i〈u,h(x)〉)

= exp

(

it〈u, b〉 − t
〈u, cu〉

2
+ t

∫

F (dx) (ei〈u,x〉 −1− i〈u, h(x)〉)
)

.

Ceci permet de conclure

3.6 Générateur infinitésimal

Définition 3.6.1. Soit X = (Xt, t ≥ 0) un processus de Markov à valeurs dans Rd. On dit qu’une
fonction mesurable f appartient au domaine du générateur infinitésimal de X, noté L, si :

– La variable f(Xt) est intégrable.

– Il existe une fonction mesurable g telle que
∫ t

0 g(Xs) ds est bien défini pour tout t ≥ 0 et est
intégrable.

– Le processus M = (Mt, t ≥ 0) est une martingale, où

M(t) = f(Xt)−
∫ t

0

g(Xs) ds.

On note alors g = Lf .

On a le théorème suivant dont la démonstration est admise.

Théorème 3.6.2. Soit f une fonction définie sur R de classe C2 et telle que f, f ′ et f ′′ soient bornées.
Soit X un PAIS à valeurs réelles associé au triplet caractéristique (b, c, F ) et la fonction de troncation
h. Alors f est dans le domaine du générateur infinitésimal de X et on a :

Lf(x) = bf ′(x) +
c

2
f ′′(x) +

∫

(f(x+ y)− f(x)− h(y)f ′(x)) F (dy).

Le générateur infinitésimal pour les PAIS à valeurs vectorielles a une forme similaire.
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Chapitre 4

Annexe

4.1 Mesure et transformation de Fourier

Soit (S, d) un espace métrique et S la tribu borélienne sur S associée (i.e. engendrée par les ouverts
de S définis par la métrique d). On rappelle la définition d’une mesure sur (S,S).

Définition 4.1.1. On a les définitions suivantes.
(i) Une fonction µ définie sur S à valeurs dans [0,+∞] possède la propriété de σ-additivité si pour

toute collection (Ai, i ∈ I) au plus dénombrable d’ensembles mesurables disjoints deux à deux,
autrement dit Ai ∈ S pour tout i ∈ I et Ai ∩ Aj = ∅ pour tout i 6= j, on a :

µ

(

⋃

i∈I
Ai

)

=
∑

i∈I
µ(Ai). (4.1)

(ii) Une mesure µ sur (S,S) est une fonction définie sur S à valeurs dans [0,+∞] possédant la
propriété de σ-additivité.

(iii) Une mesure µ est dite finie si µ(S) < +∞. On dit que µ est une mesure de probabilité si
µ(S) = 1.

Par convention, si g est une fonction mesurable, on note µ(g) l’intégrale de g par rapport à la
mesure µ, quand cela a un sens :

µ(g) =

∫

S

g(x) µ(dx)

On note B(Rd) la tribu borélienne sur Rd, avec d ≥ 1. On note 〈·, ·〉 le produit scalaire sur Rd et
|·| la norme associée.

Définition 4.1.2. Soit ν une mesure finie sur (Rd,B(Rd)). La transformée de Fourier de ν est la
fonction ν̂ définie sur Rd par :

ν̂(u) =

∫

R

ei〈u,x〉 ν(dx), u ∈ Rd.

Si ν est une mesure de probabilité (i.e. ν(Rd) = 1), alors ν̂ est aussi appelée fonction caractéristique
de la loi ou de la mesure de probabilité ν.

Il est immédiat de vérifier la proposition suivante.

Proposition 4.1.3. Soit ν une mesure finie sur (Rd,B(Rd)). On a les propriétés suivantes :
(i) La fonction ν̂ est continue sur Rd.
(ii) On a |ν̂(u)| ≤ ν̂(0) = ν(Rd).

27
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On rappelle le théorème important suivant.

Théorème 4.1.4. Soit ν et µ deux mesures finies sur (Rd,B(Rd)). Alors on a µ = ν si et seulement
si ν̂ = µ̂.

4.2 Convergence étroite, convergence en loi

Définition 4.2.1. Soit (νn, n ∈ N) une suite de mesures finies sur (Rd,B(Rd)) et ν une mesure finie
sur (Rd,B(Rd)). On dit que la suite (νn, n ∈ N) converge étroitement vers ν si pour toute fonction g
définie sur Rd à valeurs dans R, continue bornée, on a νn(g) −−−−−→

n→+∞
ν(g).

En particulier, on dit qu’une suite de mesures de probabilité (νn, n ∈ N) converge en loi si elle
converge étroitement et que sa limite est une mesure de probabilité.

On rappelle le théorème important suivant.

Théorème 4.2.2. Soit (νn, n ∈ N) une suite de mesures finies sur (Rd,B(Rd)) et ν une mesure finie
sur (Rd,B(Rd)). La suite (νn, n ∈ N) converge étroitement vers ν si et seulement si

sup
g;‖g‖BL≤1

|νn(g)− ν(g)| −−−−−→
n→+∞

0,

où

‖g‖BL = ‖g‖∞ +sup
x 6=y

|g(x)− g(y)|
|x− y| ·

On introduit les notions de relative compacité puis de tension pour une famille de mesures.

Définition 4.2.3. Soit Π un ensemble de mesures finies sur Rd.
– On dit que Π est relativement compact si de toute suite on peut extraire une sous-suite qui

converge étroitement.
– On dit que Π est tendu si pour tout ε > 0 il existe un compact K de Rd tel que pour tout ν ∈ Π,

on a ν(Kc) ≤ ε.

On rappelle le théorème de Prohorov suivant.

Théorème 4.2.4 (Théorème de Prohorov). Soit Π un ensemble de mesures finies sur Rd. Si Π est
tendu et si supν∈Π ν(R

d) < +∞, alors Π est relativement compact.

Remarque 4.2.5. Le théorème de Prohorov est également vrai pour un ensemble de mesures finies
sur un espace métrique S muni de la tribu borélienne. Si de plus S est complet et séparable, alors on
a la réciproque du théorème de Prohorov. ♦

On démontre le théorème central suivant de Paul Lévy.

Théorème 4.2.6 (Théorème de Lévy). Soit (νn, n ∈ N) une suite de mesures finies sur (Rd,B(Rd))
et ν une mesure finie sur (Rd,B(Rd)).

(i) La suite (νn, n ∈ N) converge étroitement vers ν si et seulement si ν̂n(u) −−−−−→
n→+∞

ν̂(u) pour

tout u ∈ Rd. De plus cette dernière convergence est uniforme sur les compacts.
(ii) S’il existe une fonction g telle que ν̂n(u) −−−−−→

n→+∞
g(u) pour tout u ∈ Rd et que g est continue

en 0, alors il existe une mesure finie ν telle que ν̂ = g et la suite (νn, n ∈ N) converge étroitement
vers ν.

Démonstration. La partie directe du point (i) est immédiate. La convergence uniforme sur les compacts
découle du théorème 4.2.2. La réciproque est une conséquence directe du point (ii).

Pour démontrer le point (ii), on utilise le lemme 4.2.7 ci-dessous qui assure que la suite (νn, n ∈ N)
est relativement compacte. Soit ν un point d’accumulation. Alors, par définition de la convergence
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étroite, on en déduit que ν̂ est un point d’accumulation de la suite (ν̂n, n ∈ N). En particulier on
a ν̂ = g pour tout point d’accumulation. Le théorème 4.1.4 assure qu’il existe donc un seul point
d’accumulation. La suite (νn, n ∈ N) converge donc étroitement vers ν caractérisé par ν̂ = g.

Lemme 4.2.7. Soit (νn, n ∈ N) une suite de mesures finies sur (Rd,B(Rd)). S’il existe A > 0 et une
fonction g continue en 0 telle que ν̂n(u) −−−−−→

n→+∞
g(u) sur un voisinage ouvert de 0, alors la suite

(νn, n ∈ N) est relativement compacte.

Démonstration. On donne une démonstration dans le cas d = 1, le cas d > 1 se démontre de manière
similaire.

Remarquons que la fonction x → sin(x)/x est paire, décroissante sur [0, π], vaut 1 en x = 0 et 0
en x = π. On en déduit que sin(x)/x ≤ 1 et donc

1− sin(x)

x
≥ 0, pour tout x ∈ R∗. (4.2)

On a les minorations suivantes pour u ∈]0, A[ :

1

u

∫ u

−u
(ν̂n(0)− ν̂n(t)) dt =

∫

R

1

u

∫ u

−u

(

1− eitx
)

dtνn(dx)

= 2

∫

R

(

1− sin(ux)

ux

)

νn(dx)

≥ 2

∫

|x|≥2/u

(

1− sin(ux)

ux

)

νn(dx)

≥ 2

∫

|x|≥2/u

(

1− 1

ux

)

νn(dx)

≥ νn(|x| ≥ 2/u).

Remarquons que νn(R) = ν̂n(0) et que la suite (νn(R), n ∈ N) converge vers g(0). En particulier
c0 = supn∈N νn(R) est fini. En particulier |ν̂n(u)| ≤ c0. Par convergence dominée, il vient :

lim sup
n→+∞

νn(|x| ≥ 2/u) ≤ lim sup
n→+∞

1

u

∫ u

−u
(ν̂n(0)− ν̂n(t)) dt

=
1

u

∫ u

−u
(g(0)− g(t)) dt.

On déduit de la continuité de g en 0 que limu→0
1
u

∫ u

−u (g(0)− g(t)) dt = 0. On en déduit que pour
tout ε > 0, il existe a > 0 tel que νn(|x| > a) ≤ ε. Ceci assure que la suite (νn, n ∈ N) est tendue.

Comme supn∈N νn(R) est fini, le théorème 4.2.4 assure que la suite (νn, n ∈ N) est relativement
compacte.
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of the second (1994) edition.

31


