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Chapitre 1

Calcul stochastique pour les

processus de Lévy

1.1 Décomposition de Lévy-Itô des processus de

Lévy

On travaille sur un espace de probabilité (Ω,F ,P).

Définition 1.1.1. On appelle processus de Lévy ou processus à accroissements
indépendants et stationnaires un processus (Xt)t≥0 tel que

(i) (ω, t) −→ Xt (ω) est F ⊗ B(R+)-mesurable ;

(ii) ∀s, t ≥ 0, Xt+s −Xt est indépendant de Ft = σ (Xu, 0 ≤ u ≤ t) ;

(iii) Xt+s −Xt
L
= Xs.

Pour le choix s = 0, la propriété (iii) implique que X0 = 0.

Théorème 1.1.2. Formule de Lévy-Khintchine

1. Si (Xt)t≥0 est un processus de Lévy, il existe un unique triplet (b, c, F ) avec b ∈
R, c ≥ 0 et F mesure positive sur R vérifiant

F ({0}) = 0 et

∫

R

(

1 ∧ x2
)

F (dx) < +∞ (1.1)

tel que ∀t ≥ 0, ∀u ∈ R, E
[

eiuXt
]

= etψb,c,F (u) où

ψb,c,F (u) = ibu− u2c

2
+

∫

R

(

eiux − 1− iux1{|x|≤1}
)

F (dx)

2. Inversement, pour tout triplet (b, c, F ) avec b ∈ R, c ≥ 0 et F mesure positive
sur R vérifiant (1.1), il existe un processus de Lévy (Xt)t≥0 tel que ∀t ≥ 0, ∀u ∈
R, E

[

eiuXt
]

= etψb,c,F (u).

Proposition 1.1.3. Tout processus de Lévy est continu en probabilité

∀t ≥ 0, ∀ǫ > 0, lim
s→t

P (|Xt −Xs| ≥ ǫ) = 0.
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Théorème 1.1.4. Tout processus de Lévy a une modification dont les trajectoires sont
continues à droite et avec une limite finie à gauche (càdlàg).

On travaille avec cette version càdlàg. Pour t > 0, on note Xt− = lim
sրt−

Xs et ∆Xt =

Xt −Xt− .

Remarque 1.1.5. Pour t > 0, si (tn)n est une suite de temps dans [0, t[ qui converge vers
t lorsque n→ ∞, Xtn converge p.s. et donc en probabilité vers Xt− . D’après la proposition
1.1.3, Xtn converge en probabilité vers Xt. Donc P(Xt = Xt−) = 1 i.e. P (∆Xt 6= 0) = 0.

Le lemme suivant assure que l’ensemble {t > 0 : ∆Xt 6= 0} des temps de sauts du
processus (Xt)t≥0 est presque sûrement dénombrable (au sens où il existe une surjection
de N sur cet ensemble).

Lemme 1.1.6. Soit f : R+ → R une fonction càdlàg. Alors {s > 0 : f(s) 6= f(s−)} est
dénombrable. En outre, pour tout T ∈ [0,+∞[, supt∈[0,T ] |f(t)| < +∞.

Démonstration : Comme toute union dénombrable d’ensembles dénombrables est
dénombrable, il suffit de montrer que pour tout n, p ∈ N∗, An,p

def
= {s ∈]0, n[: |f(s) −

f(s−)| ≥ 1
p
} est fini.

Supposons que An,p est infini et obtenons une contradiction. Choisissons une suite
(sk)k≥1 d’éléments distincts de An,p. Par compacité de l’intervalle [0, n], quitte à en extraire
une sous-suite, on peut supposer qu’il existe s∞ ∈ [0, n] t.q. limk→∞ sk = s∞. Quitte à
extraire une nouvelle sous-suite on peut supposer que ∀k, sk < s∞ ou que ∀k, sk > s∞.

Plaçons nous dans la première situation, la seconde se traitant de façon symétrique.
Pour tout k ∈ N∗, l’existence d’une limite à gauche pour f au point sk assure l’existence
de s̃k ∈ [sk − 1

k
, sk[ t.q. |f(s̃k)− f(s−k )| ≤ 1

2p
. D’où

|f(sk)− f(s̃k)| ≥ |f(sk)− f(s−k )| − |f(s−k )− f(s̃k)| ≥
1

2p
.

Nous contredisons donc le critère de Cauchy équivalent à l’existence d’une limite à gauche
pour f au point s∞.

Soit maintenant T > 0 et (tk)k une suite d’éléments de [0, T ] t.q. |f(tk)| converge vers
supt∈[0,T ] |f(t)| lorsque k → ∞. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que la
suite (tk)k converge vers une limite s ∈ [0, T ] soit par valeurs strictement inférieures auquel
cas supt∈[0,T ] |f(t)| = |f(s−)| soit par valeurs supérieures auquel cas supt∈[0,T ] |f(t)| =
|f(s)|. Le supremum est donc fini. �

Exercice 1.1.7. Soit (Xt)t≥0 un processus continu à droite avec des limites à gauche
à valeurs réelles sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P). L’objectif de cet exercice est de
montrer que l’ensemble T = {t > 0 : P(∆Xt 6= 0) > 0} est au plus dénombrable.

1. Que peut-on dire de T lorsque (Xt)t≥0 est un processus de Lévy ?

2. Si f : R+ → R est une fonction càdlàg, que peut-on dire de {t ∈]0, q] : |∆f(t)| ≥ 1
q
}

pour q ∈ N∗ et de {t > 0 : ∆f(t) 6= 0} ? En déduire que
∫ +∞
0

1{∆f(t) 6=0}dt = 0.

3. À l’aide du théorème de Fubini, montrer que
∫ +∞
0

1{t∈T }dt = 0. Cela suffit-il à établir
le résultat souhaité ?
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4. Soit (An)n∈N∗ une suite d’éléments de F . Que peut-on dire de la suite
(
⋃

m≥nAm)n∈N∗ ? Montrer que P
(
⋂

n∈N∗
⋃

m≥nAm
)

≥ lim supn→∞ P(An).

5. Pour p, q ∈ N∗, soit Tp,q = {t ∈]0, q] : P(|∆Xt| ≥ 1
q
) ≥ 1

p
}.

(a) Lorsque Tp,q 6= ∅, pour (tn)n∈N∗ une suite d’éléments de Tp,q, on note An =
{|∆Xtn | ≥ 1

q
}. Avec la question 4, montrer que

P

(

{n ∈ N∗ : |∆Xtn | ≥
1

q
} est infini

)

≥ 1

p

et en déduire avec la question 2 que Tp,q est fini.
(b) Conclure que T est au plus dénombrable.

On note
N (dt, dx) =

∑

s>0:∆Xs 6=0

δ(s,∆Xs) (dt, dx)

la mesure ponctuelle associée aux sauts. Dans cette formule, pour alléger les notations,
on n’explicite pas la dépendance en ω mais la mesure N est bien aléatoire :

N (ω, dt, dx) =
∑

s>0:∆Xs(ω) 6=0

δ(s,∆Xs(ω)) (dt, dx) .

Théorème 1.1.8. Décomposition de Lévy-Itô
Soit (Xt)t≥0 un processus de Lévy de triplet (b, c, F ).

1. Alors N est une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité F (dx) dt. En particulier,
pour (A,B) ∈ B (R+ × R)2 tel que A ∩ B = ∅, on a

— N (A) ∼ P
(
∫

A

F (dx) dt

)

(convention : si Y ∼ P(∞), P(Y = +∞) = 1) ;

— N (A) est indépendante de N (B).

2. En outre,
∀t ≥ 0, Xt = bt+

√
cWt + Z1

t +Mt

où, lorsque c > 0, (Wt)t≥0 est un mouvement Brownien indépendant de N , pour
p ∈ N∗

Zp
t =

∑

0<s≤t
∆Xs1{ 1

p
<|∆Xs|≤ 1

p−1}

et (Mt)t≥0 est une martingale de carré intégrable définie par

Mt =
∑

p≥2

(

Zp
t − t

∫

R

x1{ 1
p
<|x|≤ 1

p−1}F (dx)

)

où la série converge dans L2.

Par définition, on a

Zp
t =

∫

]0,t]×R

x1{ 1
p
<|x|≤ 1

p−1}N (ds, dx) ,

et on note

Mt =

∫

]0,t]×R

x1{|x|≤1}Ñ (ds, dx) ,
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où Ñ (ds, dx) = N (ds, dx)− F (dx) ds.

L’objectif des deux paragraphes suivants est de définir de façon plus générale des
intégrales stochastiques respectivement par rapport à la mesure de Poisson N et la me-
sure de Poisson compensée Ñ . Notons que l’intégrale stochastique par rapport à N est
simplement l’intégrale ω par ω d’une fonction contre une mesure. En revanche, l’intégrale
stochastique par rapport à Ñ est un objet plus compliqué défini par une limite L2. En fait,
sa construction est analogue à celle de l’intégrale stochastique par rapport au mouvement
brownien et repose comme elle sur une propriété d’isométrie. Notons que dans le cas où
∫

R
|x|1{|x|≤1}F (dx) < +∞ (condition d’intégrabilité au voisinage de 0 plus forte que celle

supposée dans le théorème 1.1.2), alors on peut donner un sens à
∫

]0,t]×R
x1{|x|≤1}F (dx)ds

d’une part et à
∫

]0,t]×R
x1{|x|≤1}N (ds, dx) d’autre part et que

Mt =

∫

]0,t]×R

x1{|x|≤1}N (ds, dx)−
∫

]0,t]×R

x1{|x|≤1}F (dx)ds.

Sans cette condition d’intégrabilité renforcée sur F , il n’est pas possible d’effectuer cette
décomposition.

Terminons ce paragraphe en rappelant l’espérance et la variance d’une variable aléatoire
de Poisson, ce résultat étant à la base des propriétés d’isométrie énoncées dans les deux
paragraphes suivants :

Lemme 1.1.9. Soit λ > 0 et ν ∼ P(λ) (i.e. ∀n ∈ N, P(ν = n) = e−λ λ
n

n!
). Alors

Var (ν) = E(ν) = λ.

Démonstration : La fonction génératrice de ν est Gν(s) = E(sν) =
∑

n∈N e
−λ (sλ)n

n!
=

eλ(s−1). Donc G′
ν(s) = λeλ(s−1) et G′′

ν(s) = λ2eλ(s−1). Comme E(ν) = G′
ν(1) et Var (ν) =

G′′
ν(1) +G′

ν(1)(1−G′
ν(1)), on conclut facilement. �

Si F (R) < +∞, pour tout t > 0 la variable aléatoire N(]0, t]× R) ∼ P(tF (R)) est finie
p.s. et (Xt)t≥0 comporte seulement un nombre fini de sauts sur tout intervalle borné.
Même lorsque F (R) = +∞, pour tout ε > 0,

F ([−ε, ε]c) =
∫

[−ε,ε]c
1∧
(x

ε

)2

F (dx) ≤
∫

R

1∧
(x

ε

)2

F (dx) ≤ 1

1 ∧ ε2
∫

R

(1∧x2)F (dx) < +∞

par (1.1). Ainsi pour tout t > 0 la variable aléatoire N(]0, t]× [−ε, ε]c) ∼ P(tF ([−ε, ε]c))
est finie p.s. et (Xt)t≥0 comporte seulement un nombre fini de sauts de taille strictement
supérieure à ε en valeur absolue sur tout intervalle borné. D’après l’inégalité de Bienaymé-
Chebychev et le lemme 1.1.9,

P

(

N(]0, t]× R) ≤tF ([−ε, ε]
c)

2

)

≤ P

(

N(]0, t]× [−ε, ε]c) ≤ tF ([−ε, ε]c)
2

)

= P

(

E[N(]0, t]× [−ε, ε]c)]−N(]0, t]× [−ε, ε]c) ≥ tF ([−ε, ε]c)
2

)

≤ 4Var (N(]0, t]× [−ε, ε]c)
(tF ([−ε, ε]c))2 =

4

tF ([−ε, ε]c) .

Lorsque F (R) = +∞, en passant à la limite ε → 0 dans cette inégalité, on conclut que
P (N(]0, t]× R) < +∞) = 0 c’est-à-dire que (Xt)t≥0 comporte p.s. une infinité de sauts
sur tout intervalle de temps de longueur non nulle.
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1.2 Intégrale stochastique par rapport à N

On se fixe un horizon T > 0. On veut intégrer un processus H (s, x) = H (ω, s, x)
contre N avec (ω, s, x) −→ H (ω, s, x) une application mesurable par rapport à la tribu
F⊗B (R+)⊗B (R) de l’espace Ω×R+×R. Pour alléger les notations, nous n’expliciterons
pas nécessairement la variable ω. Pour ε > 0, comme la restriction de N à l’ensemble
]0, t]× [−ε, ε]c est p.s. une somme finie de masses de Dirac, on peut définir ω par ω

∫

]0,t]×R

H (s, x)1{|x|>ε}N (ds, dx) =
∑

s≤t
H (s,∆Xs)1{|∆Xs|>ε}

le second membre étant une somme finie. Lorsque F (R) = +∞, on a cependant du mal
à définir

∫

]0,t]×R
H (s, x)N (ds, dx). Des hypothèses supplémentaires d’intégrabilité et de

mesurabilité sont nécessaires pour H.

Définition 1.2.1. On appelle tribu prévisible sur Ω× [0, T ]×R la plus petite tribu P qui
rend mesurable toutes les applications G (ω, t, x) telles que

(i) ∀t ∈ [0, T ], (ω, x) −→ G (ω, t, x) est Ft ⊗ B (R)-mesurable ;

(ii) ∀ (ω, x) ∈ Ω× R, t −→ G (ω, t, x) est continue à gauche.

Un processus H (ω, t, x) est dit prévisible s’il est P-mesurable.

La définition suivante introduit deux classes particulières importantes de processus
prévisibles.

Définition 1.2.2. — On appelle processus élémentaire un processus de la forme
H (ω, s, x) = h (ω)1]r,t]×A (s, x) où 0 ≤ r ≤ t ≤ T , h : Ω → R est une variable
aléatoire bornée Fr-mesurable et A ∈ B (R) vérifie F (A) < +∞.

— On appelle processus simple une combinaison linéaire de processus élémentaires avec
les ensembles ]r, t]× A disjoints.

Tout processus élémentaire faisant partie de la classe des processus qui sert à définir
P , il est bien prévisible. On en déduit la prévisibilité des processus simples.

Théorème 1.2.3.

Soit H un processus prévisible t.q. E[
∫ T

0

∫

R
|H (s, x) |F (dx) ds] < +∞. Alors pour tout

t ∈]0, T ],
∫

]0,t]×R

H (s, x)N (ds, dx) a un sens p.s.. C’est une application càdlàg à variation

finie de t. En outre,

(

Mt =

∫

]0,t]×R

H (s, x)N (ds, dx)−
∫

]0,t]×R

H (s, x)F (dx) ds

)

0≤t≤T
est une Ft-martingale et on a la propriété d’isométrie

E

[
∫

]0,t]×R

|H (s, x) |N (ds, dx)

]

= E

[
∫

]0,t]×R

|H (s, x) |F (dx) ds

]

.

Démonstration :

Propriété d’isométrie :

Nous admettrons l’existence d’une suite (Kn)n∈N de processus simples positifs telle
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que pour tout (s, x) ∈ [0, T ] × R, Kn (s, x) րn→∞ |H (s, x) | p.s.. Pour un proces-
sus élémentaire G = h (ω)1]r,t]×A (s, x), comme F (A) < +∞, la variable aléatoire
N(]r, t ∧ u]×A) qui suit la loi de Poisson de paramètre (t ∧ u− r)+F (A) est finie p.s. et
pour u ∈ [0, T ],

∫

]0,u]×R

G (s, x)N (ds, dx) = hN (]r, t ∧ u]× A) .

Notons que nous utilisons la convention ]r, s] = ∅ si s ≤ r. En utilisant l’indépendance de
la variable aléatoire N(]r, t]×A) qui suit la loi de Poisson de paramètre (t− r)F (A) avec
la tribu Fr pour la quatrième égalité et le lemme 1.1.9 pour la cinquième, on a

E

[
∫

]0,T ]×R

G (s, x)N (ds, dx)

]

= E [hN (]r, t]× A)] = E [E [hN (]r, t]× A) |Fr]]

= E [hE [N (]r, t]× A) |Fr]] = E [h]E [N (]r, t]× A)]

= E [h]

∫

]r,t]×A
F (dx) ds = E

[
∫

]r,t]×A
hF (dx) ds

]

= E

[
∫

]0,T ]×R

G (s, x)F (dx) ds

]

.

Par linéarité de l’espérance,

E

[
∫

]0,T ]×R

Kn (s, x)N (ds, dx)

]

= E

[
∫

]0,T ]×R

Kn (s, x)F (dx) ds

]

.

Lorsque n → ∞, en appliquant le théorème de convergence monotone dans chacun des
deux membres, on conclut que

E

[
∫

]0,T ]×R

|H (s, x) |N (ds, dx)

]

= E

[
∫

]0,T ]×R

|H (s, x) |F (dx) ds

]

< +∞.

Par suite, |H| est intégrable p.s. contre N sur ]0, T ]×R et donc sur ]0, t]×R pour t ≤ T .

Donc

∫

]0,t]×R

H (s, x)N (ds, dx) a bien un sens ω par ω comme intégrale d’une fonction

contre une mesure. Le théorème de convergence dominée assure que c’est une fonction
càdlàg de t ∈ [0, T ], sa limite à gauche en t > 0 étant donnée par

∫

]0,t[×R
H (s, x)N (ds, dx).

Enfin, sa variation sur [0, T ], égale à
∫

]0,T ]×R
|H (s, x) |N (ds, dx), est finie p.s..

La preuve de la propriété d’isométrie pour t ∈ [0, T ] quelconque est analogue à celle
que nous avons donnée pour t = T .

Propriété de martingale :

Nous allons démontrer la propriété de martingale dans le cas particulier de l’intégrale
d’un processus élémentaire. Le cas général s’en déduit par convergence dans L1. Soit

Mu =

∫

]0,u]×R

G (s, x)N (ds, dx)−
∫

]0,u]×R

G (s, x)F (dx) ds

= h
(

N (]r, t ∧ u]× A)− (t ∧ u− r)+ F (A)
)

.

Si u ≤ r, Mu = 0. On suppose donc u > r, on se donne v ∈ [0, u] et on veut vérifier
que E [Mu|Fv] = Mv. Si v ≥ t, alors Mu = Mv = h

(

N (]r, t]× A)− (t− r)+ F (A)
)

et l’égalité est vraie. Reste donc à traiter le cas v ≤ t. Alors Mu − Mv =
h (N (]r ∨ v, t ∧ u]× A)− (t ∧ u− r ∨ v)+F (A)). En utilisant le caractère Fr∨v-mesurable
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de h pour la seconde égalité puis l’indépendance de la variable aléatoire centrée N(]r ∨
v, t∧u]×A)− (t∧u−r∨v)+F (A) avec la tribu Fr∨v pour la troisième égalité, on obtient

E[Mu −Mv|Fv] = E[E[Mu −Mv|Fr∨v]|Fv]

= E
[

hE
[

N (]r ∨ v, t ∧ u]× A)− (t ∧ u− r ∨ v)+F (A) |Fr∨v
]

|Fv

]

= E
[

hE
[

N (]r ∨ v, t ∧ u]× A)− (t ∧ u− r ∨ v)+F (A)
]

|Fv

]

= 0.

La propriété de martingale dans le cas général s’en déduit par convergence dans L1.

�

Construction de l’intégrale par rapport à N de H prévisible tel que

P

(

∃n ∈ N∗,
∫

]0,T ]×[− 1
n
, 1
n
]
|H (s, x) |F (dx) ds < +∞

)

= 1 :

On pose τn = inf
{

t ∈ [0, T ] :
∫

]0,t]×[− 1
n
, 1
n
]
|H (s, x) |F (dx) ds ≥ n

}

(où par convention

inf ∅ = T ) et Hn (s, x) = H (s, x)1{s≤τn}1{|x|≤ 1
n}. Alors

E

[
∫

]0,T ]×R

|Hn (s, x) |F (dx) ds

]

≤ n.

Presque sûrement, pour tout n ∈ N,
∫

]0,T ]×R
|Hn (s, x) |N (ds, dx) < +∞ et pour n assez

grand, Hn est égal à H1{|x|≤ 1
n} sur [0, T ]×R. Donc

∫

]0,T ]×R
1{|x|≤ 1

n}|H (s, x) |N (ds, dx) <

+∞ p.s. et pour t ≤ T ,
∫

]0,t]×R
1{|x|≤ 1

n}H (s, x)N (ds, dx) a bien un sens. Comme
∫

]0,t]×R
1{|x|> 1

n}H (s, x)N (ds, dx) a également un sens d’après le début du paragraphe

1.2, on définit pour tout t ∈ [0, T ]

∫

]0,t]×R

H (s, x)N (ds, dx) =

∫

]0,t]×R

1{|x|≤ 1
n}H (s, x)N (ds, dx)+

∫

]0,t]×R

1{|x|> 1
n}H (s, x)N (ds, dx) .

Proposition 1.2.4. Soit f : R → R une fonction localement lipschit-

zienne et
(

Yt =
∫

]0,t]×R
H (s, x)N (ds, dx)

)

0≤t≤T
où H est un processus tel que

P

(

∫

]0,T ]×R
|H(s, x)|N(ds, dx) <∞

)

= 1, propriété vérifiée si H est prévisible et tel que

P

(

∃n ∈ N∗,
∫

]0,T ]×[− 1
n
, 1
n
]
|H (s, x) |F (dx) ds < +∞

)

= 1. Alors

f (Yt) = f (0) +
∑

0<s≤t:∆Xs 6=0

[f (Ys− +H (s,∆Xs))− f (Ys−)]

= f (0) +

∫

]0,t]×R

[f (Ys− +H (s, x))− f (Ys−)]N (ds, dx) .

Remarque 1.2.5.

— Le second membre de l’égalité ci-dessus est bien défini. En effet, si pour M ≥ 0,



8 CHAPITRE 1. CALCUL STOCHASTIQUE POUR LES PROCESSUS DE LÉVY

LipM(f) <∞ désigne la constante de Lipschitz de f sur l’intervalle [−M,M ],

∫

]0,T ]×[− 1
n
, 1
n
]

|f (Ys− +H (s, x))− f (Ys−) |N (ds, dx)

=
∑

0<s≤T :|∆Xs|≤ 1
n

|f (Ys− +H (s,∆Xs))− f (Ys−) |

≤ Lipsupt∈[0,T ] |Yt|(f)
∑

0<s≤T :|∆Xs|≤ 1
n

|H (s,∆Xs) |

= Lipsupt∈[0,T ] |Yt|(f)

∫

]0,T ]×[− 1
n
, 1
n
]

|H (s, x) |N (ds, dx)

où supt∈[0,T ] |Yt| < +∞ p.s. d’après le lemme 1.1.6.

— Si la fonction f est C1 (ce qui implique qu’elle est localement lipschitzienne), on
peut récrire la formule comme

f (Yt) = f (0) +

∫ t

0

f ′ (Ys−) dYs +
∑

0<s≤t
[f (Ys)− f (Ys−)− f ′ (Ys−)∆Ys] .

Démonstration : Il s’agit d’un résultat déterministe. Soit
(

yt =
∑

0<s≤t∆ys
)

t≤T càdlàg

où
∑

0<s≤T |∆ys| < +∞. D’après la preuve du lemme 1.1.6, seulement un nombre fini

de sauts sont de taille supérieure à 1
n
, n ∈ N∗ en valeur absolue sur [0, T ]. On pose

ynt =
∑

0<s≤t∆ys1{|∆ys|≥ 1
n}.

f (ynt ) = f (0) +
∑

0<s≤t
(f (yns )− f (yns−))

= f (0) +
∑

0<s≤t
(f (yns− +∆ys)− f (yns−))1{|∆ys|≥ 1

n}. (1.2)

On a supt≤T |ynt − yt| ≤
∑

s≤T |∆ys|1{|∆ys|< 1
n} où le second membre tend vers 0 lorsque

n→ +∞ par convergence dominée. Ainsi ynt converge uniformément vers yt sur l’intervalle
[0, T ]. On en déduit que f(ynt ) converge vers f(yt) et

(

f
(

yns− +∆ys
)

− f
(

yns−
))

1{|∆ys|≥ 1
n}

vers (f (ys)− f (ys−))1{|∆ys|>0}. En choisissant n assez grand pour que supt≤T |ynt −yt| ≤ 1,
on a

|f (yns− +∆ys)− f (yns−)|1{|∆ys|≥ 1
n} ≤ Lipsupt≤T |yt|+1(f)× |∆ys|.

Cette condition de domination permet de passer à la limite dans le second membre de
(1.2) grâce au théorème de convergence dominée pour conclure que

f(yt) = f(0) +
∑

s≤t
[f(ys)− f(ys−)].

Cette formule est moins évidente qu’il n’y parait car si l’ensemble des instants de saut
comporte plusieurs points d’accumulation, on ne peut pas nécessairement ordonner ces
instants de saut en une suite croissante (sk)k∈N, ce qui rendrait la somme au second
membre télescopique. �
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Remarque 1.2.6. Si la fonction f est C1 (ce qui implique qu’elle est localement lipschit-
zienne), il s’agit d’un cas particulier de la formule

df (yt) = f ′ (yt−) dyt + [f (yt)− f (yt−)− f ′ (yt−)∆yt]

vraie dès que f est C1 et t→ yt est à variation finie (c’est à dire s’écrivant comme différence
de deux fonctions croissantes) càdlàg. Pour démontrer cette formule, on interprète t→ yt
comme la fonction de répartition d’une mesure signée. Cette interprétation permet de
vérifier que si t → zt est une seconde fonction à variation finie càdlàg, en calculant la
mesure produit de ]0, t]×]0, t] de deux façons, on a

(yt − y0)(zt − z0) =

∫

]0,t]

(ys − y0)dzs +

∫

]0,t]

(zs− − z0)dys

=

∫

]0,t]

ys−dzs +
∑

0<s≤t
∆ys∆zs − y0(zt − z0) +

∫

]0,t]

zs−dys − z0(yt − y0).

Ainsi,

ytzt = y0z0 +

∫

]0,t]

ys−dzs +

∫

]0,t]

zs−dys +
∑

0<s≤t
∆ys∆zs.

En choisissant par récurrence zt = ynt pour n ≥ 1, on en déduit que la formule est vraie
pour f(x) = xn+1 puis pour f polynomiale par linéarité. On conclut en approchant f et f ′

uniformément sur [− supt≤T |yt|, supt≤T |yt|] par une suite de polynômes et leurs dérivées
premières.

1.3 Intégrale stochastique par rapport à Ñ

La mesure aléatoire Ñ (ds, dx) = N (ds, dx)− F (dx) ds est appelée mesure de Poisson

compensée. Si H est prévisible tel que P
(

∫

]0,T ]×R
|H (s, x) |F (dx) ds < +∞

)

= 1, d’après

le paragraphe précédent, on sait définir
(

∫

]0,t]×R
H (s, x) Ñ (ds, dx)

)

t≤T
comme

∫

]0,t]×R

H (s, x)N (ds, dx)−
∫

]0,t]×R

H (s, x)F (dx) ds.

C’est même une martingale lorsque

E

[
∫

]0,T ]×R

|H (s, x) |F (dx) ds

]

< +∞.

Dans la décomposition de Lévy-Itô, nous avons donné un sens à
∫

]0,T ]×R
H(s, x)Ñ(ds, dx)

pour le choix particulier H(s, x) = 1{|x|≤1}x qui ne vérifie pas nécessairement la condition
d’intégrabilité ci-dessus puisque l’on suppose seulement que

∫

[−1,1]
x2F (dx) < +∞. Il est

ainsi possible de construire une intégrale stochastique par rapport à Ñ en exploitant le
caractère centré de la mesure Ñ . Nous allons maintenant énoncer le résultat de cette
construction avant d’en présenter les trois grandes étapes. Elle ressemble beaucoup à celle
de l’intégrale stochastique par rapport au mouvement brownien car elle repose comme
elle sur une propriété d’isométrie L2. Alors que l’isométrie L1 du paragraphe précédent
était liée à la valeur de l’espérance d’une variable de Poisson, l’isométrie L2 est liée à la
valeur de sa variance.
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Théorème 1.3.1.

Soit H(s, x) un processus prévisible t.q. P
(

∫

]0,T ]×R
H2 (s, x)F (dx) ds < +∞

)

= 1. Alors

on peut définir
(

Mt =
∫

]0,t]×R
H (s, x) Ñ (ds, dx)

)

0≤t≤T
et ce processus est une martingale

locale càdlàg t.q. ∆Mt = H(t,∆Xt)1{∆Xt 6=0}.

Si en outre E
[

∫

]0,T ]×R
H2 (s, x)F (dx) ds

]

< +∞, c’est une martingale de carré intégrable

et pour tout t ≤ T , on a la propriété d’isométrie :

∀t ∈ [0, T ], E

[

(
∫

]0,t]×R

H (s, x) Ñ (ds, dx)

)2
]

=

∫ t

0

∫

R

E
[

H2 (s, x)
]

F (dx) ds.

Comme
∫

]0,T ]×R
x21{|x|≤1}F (dx) ds ≤ T

∫

R
(1 ∧ x2)F (dx) < +∞, pour le choix parti-

culier H(s, x) = 1{|x|≤1}x, on retrouve que
(

∫

]0,t]×R
x1{|x|≤1}Ñ (ds, dx)

)

t≤T
est une mar-

tingale de carré intégrable.
Démonstration :

Étape 1 : isométrie dans L2 dans le cas des processus simples

On suppose que

H (s, x) = h11]r1,t1]×A1(s, x) + h21]r2,t2]×A2(s, x)

avec pour i = 1, 2, hi bornée Fri-mesurable et Ai ∈ B (R) tel que F (Ai) < +∞ avec
{]r1, t1]× A1} ∩ {]r2, t2]× A2} = ∅. Comme H est prévisible et t.q.

E

[
∫

]0,T ]×R

|H(s, x)|F (dx)ds
]

= (t1 − r1)F (A1)E(|h1|) + (t2 − r2)F (A2)E(|h2|) < +∞,

le processus
(

∫

]0,t]×R
H(s, x)Ñ(ds, dx) = h1Ñ (]r1, t1 ∧ t]× A1) + h2Ñ (]r2, t2 ∧ t]× A2)

)

t≤T
est bien défini et c’est une martingale càdlàg. Montrons qu’il vérifie la propriété d’isométrie
L2 en supposant, pour fixer les idées, que r1 ≥ r2. On a

E

[

(
∫

]0,T ]×R

H (s, x) Ñ (ds, dx)

)2
]

=E

[

h21Ñ (]r1, t1]× A1)
2
]

+ E

[

h22Ñ (]r2, t2]× A2)
2
]

+ 2E
[

h1h2Ñ (]r1, t1]× A1) Ñ (]r2, t2]× A2)
]

=E

[

h21E
[

Ñ (]r1, t1]× A1)
2 |Fr1

]]

+ E

[

h22E
[

Ñ (]r2, t2]× A2)
2 |Fr2

]]

+ 2E
[

h1h2Ñ (]r2, t2 ∧ r1]× A2)E
[

Ñ (]r1, t1]× A1) |Fr1

]]

+ 2E
[

h1h2E
[

Ñ (]r1, t1]× A1) Ñ (]t2 ∧ r1, t2]× A2) |Fr1

]]

En utilisant que Ñ (]ri, ti]× Ai)
2 est une variable aléatoire indépendante de Fri

d’espérance égale à (ti − ri)F (Ai) d’après le lemme 1.1.9, et que Ñ (]r1, t1]× A1) et
Ñ (]t2 ∧ r1, t2]× A2) sont des variables aléatoires centrées mutuellement indépendantes
({]r1, t1]×A1}∩{]t2∧ r1, t2]×A2} ⊂ {]r1, t1]×A1}∩{]r2, t2]×A2} = ∅) et indépendantes
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de Fr1 , on en déduit que

E

[

(
∫

]0,T ]×R

H (s, x) Ñ (ds, dx)

)2
]

=E
[

h21
]

E

[

Ñ (]r1, t1]× A1)
2
]

+ E
[

h22
]

E

[

Ñ (]r2, t2]× A2)
2
]

+ 2E
[

h1h2Ñ (]r2, t2 ∧ r1]× A2)
]

E

[

Ñ (]r1, t1]× A1)
]

+ 2E [h1h2]E
[

Ñ (]r1, t1]× A1)
]

E

[

Ñ (]t2 ∧ r1, t2]× A2)
]

=E
[

h21
]

(t1 − r1)F (A1) + E
[

h22
]

(t2 − r2)F (A2) + 2× 0 + 2× 0

=E

[
∫

]0,T ]×R

H2 (s, x)F (dx) ds

]

.

La preuve de la propriété d’isométrie pour t ∈ [0, T ] quelconque est analogue.

Étape 2 : intégrale de H prévisible t.q. E
[

∫

]0,T ]×R
H2 (s, x)F (dx) ds

]

< +∞
Nous admettrons l’existence d’une suite (Hn)n∈N de processus simples telle que

lim
n→∞

E

[
∫

]0,T ]×R

(H (s, x)−Hn (s, x))
2 F (dx) ds

]

= 0.

La suite

(

Mn
t

def
=
(

∫

]0,t]×R
Hn (s, x) Ñ (ds, dx)

)

t≤T

)

n∈N
est constituée de Ft-martingales

de carré intégrable càdlàg. Par isométrie, elle converge t par t dans L2 vers une limite qui ne

dépend pas de la suite approximante, que l’on note
(

Mt =
∫

]0,t]×R
H (s, x) Ñ (ds, dx)

)

t≤T
et qui vérifie

∀t ∈ [0, T ], E

[

(
∫

]0,t]×R

H (s, x) Ñ (ds, dx)

)2
]

= E

[
∫

]0,t]×R

H2 (s, x)F (dx) ds

]

.

Pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T , comme l’espérance conditionnelle sachant Fs est une projection dans
l’espace des variables aléatoires de carré intégrable, en passant à la limite n → ∞ dans
l’égalité Mn

s = E(Mn
t |Fs), on obtient Ms = E(Mt|Fs), c’est-à-dire que (Mt)t≤T est une

Ft-martingale.

Pour montrer les propriétés trajectorielles de (Mt)t≤T (son caractère càdlàg et l’égalité
∆Mt = H(t,∆Xt)1{∆Xt 6=0}), nous allons extraire de ((Mn

t )t≤T )n∈N une sous-suite qui
converge p.s. uniformément sur [0, T ]. Soit (n(k))k∈N une suite strictement croissante

d’indices t.q. E
(

∫

]0,T ]×R
(Hn(k)(s, x)−H(s, x))2F (dx)ds

)

≤ 1
2k+4 . D’après l’inégalité de

Doob et la propriété d’isométrie,

E

(

sup
t≤T

(

M
n(k)
t −M

n(k+1)
t

)2
)

≤ 4E

(

(
∫

]0,T ]×R

(Hn(k)(s, x)−Hn(k+1)(s, x))Ñ(ds, dx)

)2
)

≤ 4E

(
∫

]0,T ]×R

2[(Hn(k)(s, x)−H(s, x))2 + (H(s, x)−Hn(k+1)(s, x))
2]F (dx)ds

)

≤ 1

2k
.

La série de terme général E
(

supt≤T

∣

∣

∣
M

n(k)
t −M

n(k+1)
t

∣

∣

∣

)

est donc convergente et on en

déduit que
(

M
n(k)
t

)

t≤T
converge p.s. uniformément sur [0, T ] vers une limite càdlàg
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lorsque k → ∞. Ainsi (Mt)0≤t≤T est càdlàg et ∆Mt = limk→∞∆M
n(k)
t où ∆M

n(k)
t =

Hn(k)(t,∆Xt)1{∆Xt 6=0}. En particulier, ∆Mt = 0 si ∆Xt = 0. Par ailleurs,

∑

s≤T :∆Xs 6=0

(∆Mn(k)
s −H(s,∆Xs))

2 =

∫

]0,T ]×R

(Hn(k)(s, x)−H(s, x))2N(ds, dx)

a pour espérance E

(

∫

]0,T ]×R
(Hn(k)(s, x)−H(s, x))2F (dx)ds

)

≤ 1
2k+4 d’après le théorème

1.2.3. Par le lemme de Fatou, on conclut que E

(

∑

s≤T :∆Xs 6=0(∆Ms −H(s,∆Xs))
2
)

= 0.

Ainsi ∆Mt = H(t,∆Xt)1{∆Xt 6=0}.

Étape 3 : intégrale de H prévisible t.q. P
(

∫

]0,T ]×R
H2 (s, x)F (dx) ds < +∞

)

= 1

On pose pour n ∈ N

τn = inf

{

t ∈ [0, T ] :

∫

]0,t]×R

H2 (s, x)F (dx) ds ≥ n

}

(convention inf ∅ = T ) et Hn (s, x) = H (s, x)1{s≤τn}. Alors la suite (τn)n∈N∗ est croissante

et égale à T pour n ≥
∫

]0,T ]×R
H2 (s, x)F (dx) ds et E

[

∫

]0,T ]×R
H2
n (s, x)F (dx) ds

]

≤ n.

On définit pour t ∈]τn−1, τn]
∫

]0,t]×R

H (s, x) Ñ (ds, dx) =

∫

]0,t]×R

Hn (s, x) Ñ (ds, dx) .

Comme fonction de t, il s’agit d’une (Ft)0≤t≤T -martingale locale càdlàg localisée par la
suite (τn)n∈N et

∆

(
∫

]0,t]×R

H (s, x) Ñ (ds, dx)

)

= H (t,∆Xt)1{∆Xt 6=0}.

�

La proposition suivante énonce la formule d’Itô qui permet de traiter les intégrales
stochastiques par rapport à Ñ .

Proposition 1.3.2.

Soit f : R → R une fonction C1 de dérivée f ′ localement lipschitzienne

et
(

Mt =
∫

]0,t]×R
H (s, x) Ñ (ds, dx)

)

0≤t≤T
où H est un processus prévisible tel que

P

(

∫ T

0

∫

R
H2 (s, x)F (dx) ds < +∞

)

= 1. Alors

f (Mt) = f (0) +

∫

]0,t]×R

f ′ (Ms−)H (s, x) Ñ (ds, dx)

+

∫

]0,t]×R

(

f (Ms− +H (s, x))− f (Ms−)− f ′ (Ms−)H (s, x)
)

N (ds, dx) .

Remarque 1.3.3.

— La formule précédente se récrit

df (Mt) = f ′ (Mt−) dMt + [f (Mt)− f (Mt−)− f ′ (Mt−)∆Mt]
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avec dMt =
∫

R
H (t, x) Ñ (dt, dx). L’écriture plus naturelle

df (Mt) = −f ′ (Mt−)

∫

R

H (t, x)F (dx) dt+

∫

R

(f (Mt− +H (t, x))− f (Mt−))N (dt, dx)

n’a pas nécessairement de sens.

— Comme (Mt)0≤t≤T est càdlàg, pour tout t ∈ [0, T ]

(f ′ (Mt−)H (t, x))
2 ≤ sup

|y|≤sups∈[0,T ] |Ms|
(f ′ (y))

2
H2 (t, x) .

Donc
∫

]0,T ]×R
(f ′ (Ms−)H (s, x))2 F (dx) ds < +∞ p.s. et on peut bien définir

(

∫

]0,t]×R
f ′ (Ms−)H (s, x) Ñ (ds, dx)

)

t≤T
. Pour C > 0, on note LipC(f

′) la constante

de Lipschitz de f ′ sur l’intervalle [−C,C]. Comme (Mt)0≤t≤T est càdlàg, pour
t ∈ [0, T ],

∑

s≤T
|f (Ms)− f (Ms−)− f ′ (Ms−)∆Ms|

=

∫

]0,T ]×R

|f (Ms− +H (s, x))− f (Ms−)− f ′ (Ms−)H (s, x) |N (ds, dx)

≤ 1

2
Lipsups∈[0,T ] |Ms|(f

′)

∫

]0,T ]×R

H2(s, x)N (ds, dx) < +∞ p.s.,

d’après le paragraphe 1.2.

Pour démontrer la proposition, nous aurons besoin du Lemme suivant.

Lemme 1.3.4. Soit τ un temps d’arrêt et K(s, x) un processus prévisible

tel que P

(

∫

]0,T ]×R
K2(s, x)dsF (dx) <∞

)

= 1. Alors pour tout t ∈ [0, T ],
∫

]0,t]×R
1{s≤τ}K(s, x)Ñ(ds, dx) =

∫

]0,u]×R
K(s, x)Ñ(ds, dx)|u=t∧τ . En outre si (Kn(s, x))n

est une suite de processus prévisibles telle que
∫

]0,T ]×R
K2
n(s, x)dsF (dx) converge en proba-

bilité vers 0 lorsque n→ ∞, alors supt∈[0,T ]

∣

∣

∣

∫

]0,t]×R
Kn(s, x)Ñ(ds, dx)

∣

∣

∣
converge également

vers 0 en probabilité.

Démonstration : Notons que comme, (1{s≤τ})s est un processus adapté et continu à
gauche, le processus 1{s≤τ}K(s, x) est prévisible. Comme τ est la limite décroissante de
τn =

∑n

k=1
kT
n
1{ (k−1)T

n
<τ≤ kT

n
}, par continuité à droite et linearité de l’intégrale stochastique

par rapport à Ñ , il suffit de montrer que pour r ∈ [0, T ] et h une variable aléatoire Fr-
mesurable bornée

∫

]0,t]×R

h1{r<s}K(s, x)Ñ(ds, dx) = h

(
∫

]0,t]×R

K(s, x)Ñ(ds, dx)−
∫

]0,r∧t]×R

K(s, x)Ñ(ds, dx)

)

.

Cette égalité, clairement vraie lorsque K(s, x) est un processus simple, s’obtient dans le
cas général par approximation de K(s, x) par des processus simples.
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Soit maintenant (Kn(s, x))n une suite de processus prévisibles telle que
∫

]0,T ]×R
K2
n(s, x)dsF (dx) converge en probabilité vers 0 lorsque n→ ∞ et ε, η > 0. Posons

τn = inf{t ∈ [0, T ] :
∫

]0,t]×R
K2
n(s, x)dsF (dx) ≥ η} avec la convention inf ∅ = T . On a

{

sup
t∈[0,T ]

∣

∣

∣

∣

∫

]0,t]×R

Kn(s, x)Ñ(ds, dx)

∣

∣

∣

∣

≥ ε

}

⊂
{
∫

]0,T ]×R

K2
n(s, x)dsF (dx) > η

}

⋃

{

∫

]0,T ]×R

K2
n(s, x)dsF (dx) ≤ η, sup

t∈[0,T ]

∣

∣

∣

∣

∫

]0,t]×R

Kn(s, x)Ñ(ds, dx)

∣

∣

∣

∣

≥ ε

}

. (1.3)

La première assertion du lemme appliquée à (Kn, τn) assure que le dernier événement est

égal à
{

∫

]0,T ]×R
K2
n(s, x)dsF (dx) ≤ η, supt∈[0,T ]

∣

∣

∣

∫

]0,t]×R
1{s≤τn}Kn(s, x)Ñ(ds, dx)

∣

∣

∣
≥ ε
}

.

Avec les inégalités de Bienaymé-Chebychev et de Doob et la propriété d’isométrie L2,
on en déduit que sa probabilité est majorée par

P

(

sup
t∈[0,T ]

∣

∣

∣

∣

∫

]0,t]×R

1{s≤τn}Kn(s, x)Ñ(ds, dx)

∣

∣

∣

∣

≥ ε

)

≤ 1

ε2
E

[

sup
t∈[0,T ]

(
∫

]0,t]×R

1{s≤τn}Kn(s, x)Ñ(ds, dx)

)2
]

≤ 4

ε2
E

[

(
∫

]0,T ]×R

1{s≤τn}Kn(s, x)Ñ(ds, dx)

)2
]

=
4

ε2
E

[
∫

]0,T ]×R

1{s≤τn}K
2
n(s, x)dsF (dx)

]

≤ 4η

ε2
.

Avec (1.3), on en déduit que

P

(

sup
t∈[0,T ]

∣

∣

∣

∣

∫

]0,t]×R

Kn(s, x)Ñ(ds, dx)

∣

∣

∣

∣

≥ ε

)

≤ P

(
∫

]0,T ]×R

K2
n(s, x)dsF (dx) > η

)

+
4η

ε2
.

On conclut en remarquant que le second terme du second membre est arbitrairement petit
pour η petit tandis qu’à η fixé la convergence en probabilité de

∫

]0,T ]×R
K2
n(s, x)dsF (dx)

assure que le premier terme du second membre tend vers 0 lorsque n→ ∞. �

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 1.3.2.
Démonstration : On définit

Mn
t =

∫

]0,t]×R

H (s, x)1{|x|> 1
n}Ñ (ds, dx)

qui a un nombre fini de sauts sur [0, T ]. Entre les sauts, on a

dMn
t = −

∫

R

H (t, x)1{|x|> 1
n}F (dx) dt

où l’inégalité |H (t, x)1{|x|> 1
n}| ≤ 1

2

(

H2(t, x) + 1{|x|> 1
n}
)

assure que l’intégrale
∫

]0,T ]×R
|H (t, x) |1{|x|> 1

n}F (dx) dt est finie p.s.. Alors, en raisonnant de saut en saut, on
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obtient

f (Mn
t ) =f (0)−

∫ t

0

f ′ (Mn
s−)

∫

R

H (s, x)1{|x|> 1
n}F (dx) ds+

∑

s≤t
(f(Mn

s )− f(Mn
s−))

=f (0) +

∫

]0,t]×R

f ′ (Mn
s−)H (s, x)1{|x|> 1

n}Ñ (ds, dx)

+
∑

s≤t
(f(Mn

s )− f(Mn
s−)− f ′(Mn

s−)∆M
n
s ) .

Nous allons justifier le passage à la limite n → ∞ dans cette formule pour
conclure. Comme, par convergence dominée,

∫

]0,T ]×R
(Hn(s, x) − H(s, x))2dsF (dx) =

∫

]0,T ]×R
H2(s, x)1{|x|≤ 1

n
}dsF (dx) converge p.s. vers 0 lorsque n → ∞, la linéarité de

l’intégrale stochastique par rapport à Ñ et la seconde assertion du lemme 1.3 assurent que
supt∈[0,T ] |Mt −Mn

t | converge en probabilité vers 0. On en déduit l’existence d’une sous-

suite (Mn(k))k telle que supt∈[0,T ] |Mt−Mn(k)
t | converge p.s. vers 0. En particulier, f(M

n(k)
t )

tend p.s. vers f(Mt) lorsque k → ∞. Pour k assez grand, supt∈[0,T ] |Mt −M
n(k)
t | ≤ 1 et

pour tout s ∈ [0, T ],

(

f ′(M
n(k)

s− )H(s, x)1{|x|> 1
n(k)

} − f ′(Ms−)H(s, x)

)2

=
(

f ′(M
n(k)

s− )− f ′(Ms−)
)2

H2(s, x)1{|x|> 1
n(k)

} + (f ′(Ms−))
2H2(s, x)1{|x|≤ 1

n(k)
}

≤Lip2
1+supt∈[0,T ] |Mt|(f

′) sup
t∈[0,T ]

|Mn(k)
t −Mt|2H2(s, x)

+ sup
|x|≤supt∈[0,T ] |Mt|

(f ′(x))2H2(s, x)1{|x|≤ 1
n(k)

}.

On en déduit que
∫

]0,T ]×R

(

f ′(M
n(k)

s− )H(s, x)1{|x|> 1
n(k)

} − f ′(Ms−)H(s, x)
)2

dsF (dx)

converge p.s. vers 0 lorsque k → ∞, et d’après la seconde assertion du
lemme 1.3,

∫

]0,t]×R
f ′(M

n(k)

s− )H (s, x)1{|x|> 1
n(k)}Ñ (ds, dx) converge en probabilité vers

∫

]0,t]×R
f ′ (Ms−)H (s, x) Ñ (ds, dx). Pour k assez grand pour que supt∈[0,T ] |Mt−Mn(k)

t | ≤ 1

et pour tout s ∈ [0, T ],

|f(Mn(k)
s )− f(M

n(k)

s− )− f ′(M
n(k)

s− )∆Mn(k)
s | ≤ 1

2
Lip1+supt∈[0,T ] |Mt|(f

′)H2(s,∆Xs)1{∆Xs 6=0}.

Comme, d’après le paragraphe 1.2,

P

(

∑

s≤T
H2(s,∆Xs)1{∆Xs 6=0} <∞

)

= P

(
∫

]0,T ]×R

H2(s, x)dsF (dx) <∞
)

= 1,

le théorème de convergence dominée assure la convergence

presque sûre de
∑

s≤t

(

f(M
n(k)
s )− f(M

n(k)

s− )− f ′(M
n(k)

s− )∆M
n(k)
s

)

vers
∑

s≤t (f(Ms)− f(Ms−)− f ′(Ms−)∆Ms). �
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1.4 Intégrale stochastique de Lévy et semimartingale

Définition 1.4.1. On appelle intégrale stochastique de Lévy un processus (Yt)t≥0 t.q.
∀t ≥ 0,

Yt = Y0+

∫ t

0

ϕ (s) dWs+

∫ t

0

ψ (s) ds+

∫

]0,t]×R

H (s, x)N (ds, dx)+

∫

]0,t]×R

K (s, x) Ñ (ds, dx)

où

1. Y0 est F0-mesurable ;

2. ϕ est un processus adapté tel que ∀t ≥ 0,
∫ t

0
ϕ2 (s) ds < +∞ p.s.,

3. ψ est un processus adapté tel que ∀t ≥ 0,
∫ t

0
|ψ (s) |ds < +∞ p.s.,

4. H est un processus prévisible tel que ∀t ≥ 0,
∫

]0,t]×R
|H (s, x) |N (ds, dx) < +∞ p.s.,

5. K est un processus prévisible tel que ∀t ≥ 0,
∫

]0,t]×R
K2 (s, x)F (dx) ds < +∞ p.s..

Exemple 1.4.2. Le processus de Lévy

Xt = bt+
√
cWt +

∫

]0,t]×R

x1{|x|>1}N (ds, dx) +

∫

]0,t]×R

x1{|x|≤1}Ñ (ds, dx)

s’obtient pour le choix ϕ(t) =
√
c, ψ(t) = b, H(t, x) = x1{|x|>1} et K(t, x) = x1{|x|≤1}.

Exercice 1.4.3. Montrer que si (φt)t≤T est un processus prévisible (constant en x) t.q.

P

(

∫ T

0
φ2
tdt < +∞

)

= 1, alors (
∫ t

0
φsdXs)t≤T est une intégrale stochastique de Lévy.

En combinant la formule d’Itô pour les processus d’Itô avec celles énoncées dans les
propositions 1.2.4 et 1.3.2, on obtient

Proposition 1.4.4. Soit f : R → R une fonction C2 et (Yt)t≥0 une intégrale stochastique
de Lévy. Alors

f (Yt) = f (Y0) +

∫ t

0

f ′ (Ys−) dYs +
1

2

∫ t

0

f ′′ (Ys−)ϕ
2 (s) ds

+

∫

]0,t]×R

(f (Ys− +H (s, x) +K (s, x))− f (Ys−)− f ′ (Ys−) (H (s, x) +K (s, x)))N (ds, dx)

= f (Y0) +

∫ t

0

f ′ (Ys−) dYs +
1

2

∫ t

0

f ′′ (Ys−)ϕ
2 (s) ds+

∑

0<s≤t
[f (Ys)− f (Ys−)− f ′ (Ys−)∆Ys] .

Définition 1.4.5. On appelle semimartingale un processus (Yt)t≥0 (Ft)t≥0-adapté càdlàg
qui admet la décomposition ∀t ≥ 0, Yt = Y0 +Mt + At où

— (Mt)t≥0 est une martingale locale càdlàg nulle en 0,

— (At)t≥0 est un processus à variation finie (c’est à dire s’écrivant comme différence
de deux fonctions croissantes) càdlàg nul en 0.

Remarque 1.4.6. La décomposition de la semimartingale (Yt)t≥0 n’est en général pas
unique. Néanmoins, lorsque elle est continue, elle admet une unique décomposition Yt =
Y0 +Mt +At, avec (Mt)t≥0 martingale locale continue, (At)t≥0 processus à variation finie
continu, tous deux nuls à l’instant t = 0.
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Dans le cas général, il existe une unique martingale locale continue et nulle en 0 notée
(Y c

t )t≥0 telle que ∀t ≥ 0, Yt = Y0 + Y c
t + Md

t + At avec (At)t≥0 processus à variation

finie càdlàg nul en 0 et
(

Md
t

)

t≥0
martingale locale càdlàg purement discontinue au sens

où (Md
t Nt)t≥0 est une martingale locale pour toute martingale locale continue (Nt)t≥0. Le

processus (Y c
t )t≥0 s’appelle partie martingale continue de la semimartingale (Yt)t≥0.

Exemple 1.4.7. Les intégrales stochastiques de Lévy sont une classe particulière de
semimartingales telles que Y c

t =
∫ t

0
ϕ (s) dWs et pour lesquelles toutes les décompositions

suivantes indexées par λ ≥ 0 sont entre autres possibles

Mt =

∫ t

0

ϕ (s) dWs +

∫

]0,t]×R

(

K (s, x) +H(s, x)1{|H(s,x)|≤λ(1∧x2)}
)

Ñ (ds, dx)

At =

∫ t

0

ψ (s) ds+

∫

]0,t]×R

H (s, x) 1{|H(s,x)|>λ(1∧x2)}N (ds, dx)

+

∫

]0,t]×R

H(s, x)1{|H(s,x)|≤λ(1∧x2)}F (dx)ds.

La proposition 1.4.4 se généralise en

Théorème 1.4.8. Formule d’Itô pour les semimartingales vectorielles.
Soit Yt = (Y 1

t , . . . , Y
n
t ) où les (Y i

t )t≥0 sont des semimartingales réelles et f : Rn → R une
fonction C2. Alors

f (Yt) = f (Y0) +

∫ t

0

∇f (Ys−) .dYs +
1

2

n
∑

i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(Ys−) d < Y c,i, Y c,j >s

+
∑

0<s≤t
[f (Ys)− f (Ys−)−∇f (Ys−) .∆Ys]

où < Y c,i, Y c,j > désigne le crochet entre les parties martingales locales continues respec-
tives Y c,i et Y c,j de Y i et Y j.

Remarque 1.4.9. — Dans le cas particulier où (Yt)t≥0 est une intégrale stochastique

de Lévy de dimension 1, Y c
t =

∫ t

0
ϕ (s) dWs ce qui entrâıne < Y c, Y c >t=

∫ t

0
ϕ2 (s) ds

et on retrouve bien la formule énoncée dans la proposition 1.4.4.

— Pour une semimartingale, on a toujours
∑

0<s≤t |∆Ys|2 < +∞ p.s.. En revanche,
rien ne garantit que

∑

0<s≤t |∆Ys| < +∞.

Formule d’intégration par parties

Soient (Y 1
t )t≥0 et (Y 2

t )t≥0 deux semimartingales à valeurs réelles. Alors

∀t ≥ 0, Y 1
t Y

2
t = Y 1

0 Y
2
0 +

∫ t

0

Y 1
s−dY

2
s +

∫ t

0

Y 2
s−dY

1
s + [Y 1, Y 2]t

avec [Y 1, Y 2]t =< Y 1,c, Y 2,c >t +
∑

0<s≤t∆Y
1
s ∆Y

2
s .

Démonstration : Pour f (y1, y2) = y1y2, on a ∂y1f (y1, y2) = y2, ∂y2f (y1, y2) = y1,
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∂2y1y1f (y1, y2) = ∂2y2y2f (y1, y2) = 0 et ∂2y2y1f (y1, y2) = 1. Par la formule d’Itô,

Y 1
t Y

2
t =Y 1

0 Y
2
0 +

∫ t

0

Y 2
s−dY

1
s +

∫ t

0

Y 1
s−dY

2
s +

∫ t

0

d < Y 1,c, Y 2,c >s

+
∑

0<s≤t

(

Y 1
s Y

2
s − Y 1

s−Y
2
s− − Y 1

s−
(

Y 2
s − Y 2

s−
)

− Y 2
s−
(

Y 1
s − Y 1

s−
))

=Y 1
0 Y

2
0 +

∫ t

0

Y 2
s−dY

1
s +

∫ t

0

Y 1
s−dY

2
s + < Y 1,c, Y 2,c >t

+
∑

0<s≤t

(

Y 1
s Y

2
s + Y 1

s−Y
2
s− − Y 1

s−Y
2
s − Y 1

s Y
2
s−
)

=Y 1
0 Y

2
0 +

∫ t

0

Y 2
s−dY

1
s +

∫ t

0

Y 1
s−dY

2
s + < Y 1,c, Y 2,c >t +

∑

0<s≤t
∆Y 1

s ∆Y
2
s .

�

Lemme 1.4.10. Soient (Y 1
t )t≥0 et (Y 2

t )t≥0 deux semimartingales à valeurs réelles. Alors

[Y 1, Y 2]t =
Pr

lim
n→+∞

n
∑

k=1

(

Y 1
kt
n

− Y 1
(k−1)t

n

)(

Y 2
kt
n

− Y 2
(k−1)t

n

)

.

Démonstration : Pour n ∈ N∗, on a

Y 1
t Y

2
t =Y 1

0 Y
2
0 +

n
∑

k=1

(

Y 1
kt
n

Y 2
kt
n

− Y 1
(k−1)t

n

Y 2
(k−1)t

n

)

=Y 1
0 Y

2
0 +

n
∑

k=1

Y 1
(k−1)t

n

(

Y 2
kt
n

− Y 2
(k−1)t

n

)

+
n
∑

k=1

Y 2
(k−1)t

n

(

Y 1
kt
n

− Y 1
(k−1)t

n

)

+
n
∑

k=1

(

Y 1
kt
n

− Y 1
(k−1)t

n

)(

Y 2
kt
n

− Y 2
(k−1)t

n

)

.

On admettra que les deux premiers termes du second membre convergent respectivement
en probabilité vers

∫ t

0
Y 1
s−dY

2
s et

∫ t

0
Y 2
s−dY

1
s lorsque n→ ∞. Avec la formule d’intégration

par parties, on en déduit que le dernier terme converge en probabilité vers [Y 1, Y 2]t . �

Théorème 1.4.11. Soit (Zt)t≥0 une semimartingale à valeurs réelles. L’équation
différentielle stochastique

{

dYt = Yt−dZt
Y0 = 1

admet comme unique solution l’exponentielle de Doléans-Dade

Yt = eZt−Z0− 1
2
<Zc,Zc>t

∏

0<s≤t
e−∆Zs (1 + ∆Zs)

qui est une semimartingale. On note (E (Z)t = Yt)t≥0
l’exponentielle de Doléans-Dade de

Z.

Remarque 1.4.12.
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— Dans le cas dZt = ϕ (t) dWt + ψ (t) dt, on retrouve Yt = e
∫ t
0 ϕ(s)dWs+

∫ t
0(ψ(s)−

1
2
ϕ2(s))ds

— Comme (Zt)t≥0 est une semimartingale,
∑

0<s≤t∆Zs
2 < +∞. En particulier, seule-

ment un nombre fini de sauts sont inférieurs à −1
2
sur [0, t] et

Bt
def
=
∏

0<s≤t
e−∆Zs (1 + ∆Zs) =

∏

s≤t:∆Zs≤− 1
2

e−∆Zs (1 + ∆Zs) e
∑

s≤t:∆Zs>− 1
2
(ln (1+∆Zs)−∆Zs)

.

Comme pour z > −1/2, 0 ≤ z − ln (1 + z) =
∫ z

0
z−x

(1+x)2
dx ≤ 4

∫ z

0
(z − x)dx = 2z2,

la fonction t 7→ ∑

s≤t:∆Zs>− 1
2
(ln (1 + ∆Zs)−∆Zs) est décroissante càdlàg somme

de ses sauts. En appliquant la formule démontrée dans la preuve de la Proposition
1.2.4 entre les instants où Z connait un saut inférieur à −1/2, on obtient

dBt = ∆Bt = Bt−
(

e−∆Zt (1 + ∆Zt)− 1
)

. (1.4)

— Si T = inf {t ≤ 0 : ∆Zt = −1} (par convention inf ∅ = +∞) alors Yt 6= 0 sur [0, T [,
Yt = 0 sur [T,+∞[ et si ∀t ≥ 0, ∆Zt > −1 alors ∀t ≥ 0, Yt > 0.

Démonstration : On pose At = eZt−Z0− 1
2
<Zc,Zc>t et Bt =

∏

0<s≤t e
−∆Zs (1 + ∆Zs).

Montrons que (AtBt)t≥0 est solution de l’EDS.

En appliquant la formule d’Itô à la semimartingale
(

ξt := Zt − Z0 − 1
2
< Zc, Zc >t

)

t≥0
de

saut ∆Zt et de crochet oblique < Zc, Zc >t pour la fonction f (z) = ez, on obtient

dAt = f ′ (ξt−) dξt +
1
2
f ′′ (ξt−) d < ξc, ξc >t +f (ξt)− f (ξt−)− f ′ (ξt−)∆ξt

= At−
(

dZt − 1
2
d < Zc, Zc >t +

1
2
d < Zc, Zc >t +e

∆Zt − 1−∆Zt
)

= At−
(

dZt + e∆Zt − (1 + ∆Zt)
)

.

Compte tenu de (1.4), la formule d’intégration par parties assure que

d (AtBt) = At−dBt + Bt−dAt + d[A,B]t

= At−Bt−
(

e−∆Zt (1 + ∆Zt)− 1 + dZt + e∆Zt − (1 + ∆Zt)
)

+∆At∆Bt

= At−Bt−

(

e−∆Zt (1 + ∆Zt)− 1 + dZt + e∆Zt − (1 + ∆Zt)

+
(

e∆Zt − 1
) (

e−∆Zt (1 + ∆Zt)− 1
)

)

= At−Bt−dZt.

Ainsi (AtBt)t≥0 est bien solution de l’EDS.

Pour montrer l’unicité, on pose Ct =
1
At

= eZ0−Zt+
1
2
<Zc,Zc>t . En appliquant la formule

d’Itô à (ξt)t≥0 et f (x) = e−x (f ′ (x) = −e−x et f ′′ (x) = e−x), on obtient

dCt = f ′ (ξt−) dξt +
1
2
f ′′ (ξt−) d < ξc, ξc >t +f (ξt)− f (ξt−)− f ′ (ξt−)∆ξt

= Ct−
(

−dZt + d < Zc, Zc >t +e
−∆Zt − 1 + ∆Zt

)

.

Soit (Yt)t≥0 solution de l’EDS. On a

∆Yt = Yt−∆Zt et ∆Ct = Ct−
(

e−∆Zt − 1
)
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et on admet la décomposition intuitive

dY c
t = Yt−dZ

c
t et dCc

t = −Ct−dZc
t .

Par la formule d’intégration par parties, on en déduit

d (YtCt) = Yt−dCt + Ct−dYt + d[Y,C]t

= Yt−Ct−

(

− dZt + d < Zc, Zc >t +e
−∆Zt − 1 + ∆Zt + dZt

− d < Zc, Zc >t +∆Zt
(

e−∆Zt − 1
)

)

= Yt−Ct−
(

e−∆Zt (1 + ∆Zt)− 1
)

.

Comme Z a seulement un nombre fini de sauts inférieurs à −1/2 sur [0, t] et pour

z ≥ −1/2, 0 ≤ 1 − e−z(1 + z) =
∫ z

0
e−x(1 − x)(z − x)dx ≤ 3

√
e

2

∫ z

0
(z − x)dx = 3

√
ez2

4
,

∑

0≤s≤t
∣

∣e−∆Zs (1 + ∆Zs)− 1
∣

∣ < +∞ p.s. et Gt
def
=
∑

0≤s≤t
(

e−∆Zs (1 + ∆Zs)− 1
)

est
un processus càdlàg à variation finie somme de ses sauts. D’après (1.4), en posant
Dt = YtCt − Bt, on a

dDt = Dt−dGt et D0 = Y0C0 −B0 = 0. (1.5)

Soit S = inf {t ≥ 0 : Dt 6= 0}. Supposons S < +∞. Alors soit S = 0 et DS = 0 soit,
par définition de S, DS− = 0 et, d’après (1.5), DS = 0. Comme G est à variation finie,
G = G↑ + G↓ avec G↑ croissante et G↓ décroissante càdlàg nulles en 0 telles que les
mesures dG↑ et −dG↓ sont étrangères. Sa variation |G| est définie comme |G| = G↑ −G↓.
Le caractère càd de G assure l’existence de S ′ > S tel que

∫

]S,S′] d|G|t ≤ 1
2
. Pour t ∈]S, S ′],

comme DS = 0,

|Dt| =
∣

∣

∣

∣

DS +

∫

]S,t]

Dr−dGr

∣

∣

∣

∣

≤
∫

]S,t]

|Dr− |d|G|r

≤
∫

]S,S′]
|Dr− |d|G|r ≤ sup

u∈[S,S′]
|Du|

∫

]S,S′]
d|G|r

≤ 1

2
sup

u∈[S,S′]
|Du|.

Ainsi supt∈[S,S′] |Dt| ≤ 1
2
supu∈[S,S′] |Du| ce qui implique supt∈[S,S′] |Dt| = 0. Cela contredit

la définition de S d’où {S = +∞} et l’unicité de la solution de l’EDS. �

Exercice 1.4.13. Montrer que E (Z1) E (Z2) = E (Z1 + Z2 + [Z1, Z2]).

Cas particulier des processus de Lévy

Supposons que (Xt)t≥0 est un processus de Lévy de triplet (b, c, F ) t.q. F (]−∞,−1]) = 0 :

Xt = bt+
√
cWt +

∫

]0,t]×R

x1{|x|>1}N (ds, dx) +

∫

]0,t]×R

x1{|x|≤1}Ñ (ds, dx) .

Comme < Xc, Xc >t= ct et ∆Xt =
∫

R
xN (dt, dx),

E (X)t = eXt− 1
2
<Xc,Xc>t

∏

0<s≤t e
−∆Xs (1 + ∆Xs)

= exp
(

Xt − ct
2
+
∑

0<s≤t (ln (1 + ∆Xs)−∆Xs)
)

= exp
(

Xt − ct
2
+
∫

]0,t]×R
(ln (1 + x)− x)N (ds, dx)

)

.
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Ainsi

ln E (X)t = b̂t+
√
cWt +

∫

]0,t]×R

ln (1 + x)1{| ln (1+x)|>1}N (ds, dx)

+

∫

]0,t]×R

ln (1 + x)1{| ln (1+x)|≤1}Ñ (ds, dx)

où

b̂ = b− c

2
+

∫

R

(

ln (1 + x)1{| ln (1+x)|≤1} − x1{|x|≤1}
)

F (dx) .

Il s’agit d’un processus de Lévy de triplet (b̂, c, F̂ ) où F̂ désigne la mesure image de F par
l’application x 7→ ln(1 + x).

Exercice 1.4.14. Trouver le triplet caractéristique du processus de Lévy (Yt)t≥0 tel que

eXt = E (Y )t lorsque (Xt)t≥0 est un processus de Lévy de triplet (b, c, F ).

Exercice 1.4.15. Sur un espace de probabilité (Ω,F ,P), soit (Zt)t≥0 une semimartingale
à valeurs réelles et (Yt = E(Z)t)t≥0 son exponentielle de Doléans-Dade.

1. Donner l’équation différentielle stochastique satisfaite par (Yt)t≥0 et expliciter sa
solution.

On suppose que P(∀t > 0, ∆Zt > −1) = 1, ce qui assure que P(∀t ≥ 0, Yt > 0) = 1 et
que l’on peut définir Xt = 1/Yt et exprimer sa dynamique dXt en appliquant la formule
d’Itô à (Yt)t≥0 et f(y) = 1/y.

2. Vérifier que dXt = Xt−

(

−dZt + (∆Zt)2

1+∆Zt
+ d〈Zc〉t

)

. Justifier que ξt =
∑

s≤t
(∆Zs)2

1+∆Zs
est

un processus croissant à valeurs finies et que ∀t ≥ 0, Xt = E(−Z + ξ + 〈Zc〉)t.
On suppose désormais que (Zt)t≥0 est un processus de Lévy de triplet (b, c, F ) vérifiant

F ((−∞,−1]) = 0 . On note F̃ l’image de la mesure F par l’application ϕ : z 7→ − z

1 + z
.

3. Donner le triplet caractéristique du processus de Lévy (ln(Yt))t≥0 et en déduire celui
de (ln(Xt))t≥0.

4. Vérifier que (−Zt+ ξt+ 〈Zc〉t)t≥0 est un processus de Lévy de triplet caractéristique
(

c− b+
∫

R

(

z1{|z|≤1} − z
1+z

1{| z
1+z

|≤1}

)

F (dz), c, F̃
)

.

Retrouver le triplet caractéristique de (ln(Xt))t≥0.

5. On suppose que F̃ = F . Montrer que les images de F par z 7→ ln(1 + z) et par

z 7→ − ln(1 + z) sont égales. Lorsque 2b = c +
∫

R

(

z1{|z|≤1} − z
1+z

1{| z
1+z

|≤1}

)

F (dz),

retrouver ce résultat en vérifiant que (Xt)t≥0 et (Yt)t≥0 ont même loi.

6. Vérifier que ∀z > −1, ϕ(ϕ(z)) = z, c’est-à-dire que ϕ est une involution de ]−1,+∞[.
Pourquoi cette propriété n’est-elle pas surprenante ?

Nous allons maintenant étudier l’égalité F̃ = F .

7. Lorsque F possède la densité f par rapport à la mesure de Lebesgue, vérifier que F̃
possède la densité f̃(z) = f

(

− z
1+z

)

1
(1+z)2

.

8. Trouver la constante β ∈ R telle que pour f(z) = 1{z>−1}|z|β, f̃ = f et vérifier que
∫∞
−1
(z2 ∧ 1)|z|βdz <∞.

9. Soit ν une mesure positive sur R telle que ν(]−∞,−1]∪ [0,+∞[) = 0,
∫

R
z2ν(dz) <

∞ et ν̃ son image par ϕ.
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(a) Vérifier que ν̃(]−∞, 0]) = 0.

(b) Quelle est l’image de ν̃ par ϕ ? En déduire que si F = ν + ν̃, F̃ = F .

(c) Que vaut
∫

]0,+∞[
z2

1+z2
ν̃(dz) ? Remarquer que ∀z ∈ R, z2

1+z2
≥ 1

2
(z2 ∧ 1) et en

déduire que
∫

]0,+∞[
(z2 ∧ 1)ν̃(dz) <∞ puis que

∫

R
(z2 ∧ 1)(ν(dz) + ν̃(dz)) <∞.

10. Inversement, si F̃ = F , vérifier que F = ν + ν̃ avec ν̃ l’image par ϕ de la mesure ν
définie par ν(dz) = 1{−1<z<0}F (dz) et que

∫

R
z2ν(dz) <∞.

1.5 Transformation d’Esscher

Soit (Xt)t≥0 un processus de Lévy de triplet (b, c, F ). Le lemme suivant énonce une exten-
sion utile de la formule de Lévy-Khintchine sous une hypothèse d’intégrabilité renforcée
sur F .

Lemme 1.5.1. Soit α ∈ R tel que
∫

[−1,1]c
eαxF (dx) < +∞. Alors

∀t ≥ 0, ∀u ∈ R, E
(

e(α+iu)Xt
)

= e
t

(

(α+iu)b+
c(α+iu)2

2
+
∫

R(e(α+iu)x−1−(α+iu)x1{|x|≤1})F (dx)

)

.

La preuve de ce résultat fait l’objet de l’exercice suivant.

Exercice 1.5.2. On suppose que α ∈ R est t.q.
∫

R
1{|x|>1}e

αxF (dx) < +∞ et on veut
montrer que si

Yt =

∫

]0,t]×R

x1{|x|>1}N(ds, dx) +

∫

]0,t]×R

x1{|x|≤1}Ñ(ds, dx)

alors E(eαYt) < +∞ et

∀u ∈ R, E
(

e(α+iu)Yt
)

= et
∫

R(e(α+iu)x−1−(α+iu)x1{|x|≤1})F (dx). (1.6)

1. Montrer que
∫

R

∣

∣eαx − 1− αx1{|x|≤1}
∣

∣F (dx) < +∞.

Pour n ∈ N∗ et t ≥ 0, on pose Y n
t =

∫

]0,t]×R
x1{n>|x|>1}N(ds, dx) +

∫

]0,t]×R
x1{ 1

n
<|x|≤1}Ñ(ds, dx).

2. Quelle est l’intensité de la mesure de Poisson 1{ 1
n
<|x|<n}N(ds, dx) ?

En déduire deux constantes λn ∈ R+, µn ∈ R et une mesure de probabilité νn sur R
telles que Y n

t + µnt est un processus de Poisson composé d’intensité λn et de sauts
distribués suivant νn.

3. Soit γ ∈ C. Vérifier que
∫

R
|eγx|νn(dx) < +∞ et en déduire que

E(eγ(Y
n
t +µnt)) = eλnt(

∫

R
eγxνn(dx)−1)

puis que

E(eγY
n
t ) = e

t
∫

1{ 1
n<|x|<n}(e

γx−1−γx1{|x|≤1})F (dx)
. (1.7)

On pose Zn
t =

∫

]0,t]×R
x1{n>|x|>1}N(ds, dx), ζnt =

∫

]0,t]×R
x1{ 1

n
<|x|≤1}Ñ(ds, dx) et ζt =

∫

]0,t]×R
x1{|x|≤1}Ñ(ds, dx).
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4. Vérifier que pour presque tout ω ∈ Ω, il existe N(ω) < +∞ t.q. la suite (Zn
t )n≥N(ω)

est constante et en déduire que Zn
t converge presque sûrement lorsque n→ ∞ vers

une limite Zt à préciser.
Calculer E((ζt − ζnt )

2) et en déduire que ζnt converge en probabilité vers ζt lorsque
n→ ∞.
Pour ε > 0, vérifier que

P(|Yt − Y n
t | ≥ ε) ≤ P

(

|Zt − Zn
t | ≥

ε

2

)

+ P

(

|ζt − ζnt | ≥
ε

2

)

.

En déduire que Y n
t converge vers Yt en probabilité lorsque n→ ∞.

5. Vérifier l’existence de ν : N∗ → N∗ strictement croissante telle que ∀k ∈ N∗,
E((ζt − ζ

ν(k)
t )2) ≤ 1

k2
. En déduire que la sous-suite (Y

ν(k)
t )k∈N∗ converge presque

sûrement vers Yt.
Vérifier que pour γ = α, le second membre de (1.7) converge vers

et
∫

R(eαx−1−αx1{|x|≤1})F (dx) lorsque n→ ∞. En déduire, en utilisant le lemme de Fatou,
que

E(eαYt) ≤ et
∫

R(eαx−1−αx1{|x|≤1})F (dx).

6. Soit λ > 1 et u ∈ R. Vérifier que les variables aléatoires e(
α
λ
+iu)Y n

t convergent en loi
vers une limite à préciser lorsque n→ ∞.
Pour k ∈ N∗, on note ϕk : z ∈ C 7→ (|z| ∧ k)ei arg(z) ∈ C. Vérifier que

∣

∣E
(

e(
α
λ
+iu)Y n

t − ϕk(e
(α
λ
+iu)Y n

t )
)∣

∣ ≤ E
(

(e
α
λ
Y n
t − k)+

)

.

En déduire que

∣

∣E
(

e(
α
λ
+iu)Y n

t − e(
α
λ
+iu)Yt

)∣

∣ ≤
∣

∣E
(

ϕk(e
(α
λ
+iu)Y n

t )− ϕk(e
(α
λ
+iu)Yt)

)∣

∣+
E(eαY

n
t + eαYt)

kλ−1

puis que

E
(

e(
α
λ
+iu)Yt

)

= e
t
∫

R

(

e
(α
λ
+iu)x−1−(α

λ
+iu)x1{|x|≤1}

)

F (dx)
.

7. Conclure que (1.6) est vérifiée.

8. Montrer que

∀t ≥ 0, ∀u ∈ R, E
(

e(α+iu)Xt
)

= e
t

(

(α+iu)b+
c(α+iu)2

2
+
∫

R(e(α+iu)x−1−(α+iu)x1{|x|≤1})F (dx)

)

.

Théorème 1.5.3. Soit (α, β) ∈ R2 tel que
∫

[−1,1]c
eαxF (dx) < +∞.

1.

(

Zt = eβWt−β2t
2

+α(
∫

]0,t]×R
x1{|x|>1}N(ds,dx)+

∫

]0,t]×R
x1{|x|≤1}Ñ(ds,dx))−t

∫

R(eαx−1−αx1{|x|≤1})F (dx)

)

0≤t≤T
est une martingale.

2. Sous P̃ de densité dP̃
dP

= ZT , (Xt)t∈[0,T ] est un processus de Lévy de triplet ca-
ractéristique

(b̄, c, F̄ ) où (b̄, F̄ ) =

(

b+ β
√
c+

∫

R

x (eαx − 1)1{|x|≤1}F (dx) , eαxF (dx)

)

.

Démonstration : Le fait que (Zt)0≤t≤T est une martingale découle du lemme 1.5.1.



24 CHAPITRE 1. CALCUL STOCHASTIQUE POUR LES PROCESSUS DE LÉVY

Soient s, t ≥ 0 tels que t + s ≤ T et A ∈ Fs. En utilisant la propriété de martingale de
(Zt)0≤t≤T et d’indépendance des accroissements de (Xt)t≥0, il vient

Ẽ
[

eiu(Xt+s−Xs)1A
]

= E
[

eiu(Xt+s−Xs)1AZT
]

= E
[

eiu(Xt+s−Xs)1AE [ZT |Ft+s]
]

= E
[

eiu(Xt+s−Xs)1AZt+s
]

= E

[

eiu(Xt+s−Xs)
Zt+s
Zs

1AZs

]

= E

[

1AZsE

[

eiu(Xt+s−Xs)
Zt+s
Zs

∣

∣

∣

∣

Fs

]]

= E

[

eiu(Xt+s−Xs)
Zt+s
Zs

]

E [1AE [ZT |Fs]]

= E

[

eiu(Xt+s−Xs)
Zt+s
Zs

]

E [1AZT ] = E

[

eiu(Xt+s−Xs)
Zt+s
Zs

]

P̃ (A) .

Or

E

[

eiu(Xt+s−Xs)
Zt+s
Zs

]

=eiubt−
β2t
2

−t
∫

R(eαx−1−αx1{|x|≤1})F (dx)E

[

e(iu
√
c+β)(Wt+s−Ws)

]

× E

[

e(iu+α)(
∫

]s,t+s]×R
x1{|x|>1}N(dr,dx)+

∫

]s,t+s]×R
x1{|x|≤1}Ñ(dr,dx))

]

=eiubt−
β2t
2

−t
∫

R(eαx−1−αx1{|x|≤1})F (dx)E

[

e(iu
√
c+β)Wt

]

× E

[

e(iu+α)(
∫

]0,t]×R
x1{|x|>1}N(dr,dx)+

∫

]0,t]×R
x1{|x|≤1}Ñ(dr,dx))

]

=e
iubt+

(

(iu
√
c+β)

2−β2
)

t
2
+t

∫

R((e(iu+α)x−1−(iu+α)x1{|x|≤1})−(eαx−1−αx1{|x|≤1}))F (dx)

=e
t
(

iu(b+β
√
c+

∫

R
x(eαx−1)1{|x|≤1}F (dx))−u2c

2
+
∫

R(eiux−1−iux1{|x|≤1})eαxF (dx)
)

=e
t
(

iub̄−u2c
2

+
∫

R(eiux−1−iux1{|x|≤1})F̄ (dx)
)

.

Ainsi Ẽ
[

eiu(Xt+s−Xs)1A
]

= P̃ (A) etψb̄,c,F̄ (u) et sous P̃, l’accroissement Xt+s − Xt est
indépendant de Fs et a la bonne loi. �

Remarque 1.5.4. Soit h : R → R+ une fonction telle que t.q.
∫

R
(h(x)−1)2F (dx) < +∞

et Zt = E(Y )t où Yt =
∫

]0,t]×R
(h(x)− 1)Ñ(ds, dx). Alors sous P̃ de densité dP̃

dP
= ZT , N est

une mesure de Poisson sur [0, T ] × R d’intensité h(x)F (dx)ds. La preuve de ce résultat
fait l’objet du problème du paragraphe 1.6.4.

1.6 Problèmes

1.6.1 Dualité Call-Put dans un modèle exponentiel de Lévy

On s’intéresse à un sous-jacent de valeur initiale x > 0 qui évolue comme l’exponentielle
Xx
t = xeZt d’un processus de Lévy (Zt)t≥0. On note b ∈ R, σ2 où σ ∈ R+ et F mesure sur

R t.q. F ({0}) = 0 et
∫

R
1 ∧ z2F (dz) < +∞ le triplet tel que

∀t ≥ 0, ∀u ∈ R, E(eiuZt) = etψ(u) où ψ(u) = ibu− σ2u2

2
+

∫

R

(eiuz − 1− iuz1{|z|≤1})F (dz).

On se donne une maturité T ∈]0,+∞[ et on note Ft = σ(Xx
s , s ≤ t).
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1. Montrer que (−Zt)t≥0 est un processus de Lévy sous P et donner son triplet de
caractéristiques.

2. Rappeler la représentation de Lévy-Itô du processus (Zt)t≥0.

3. On suppose d’abord que F est la mesure nulle, que σ > 0 et que

b = r − δ − σ2

2
. On note Ce(x, y, r, δ) = E

(

e−rT (Xx
T − y)+

)

, Ca(x, y, r, δ) =
supτ∈T E (e−rτ (Xx

τ − y)+), Pe(x, y, r, δ) = E
(

e−rT (y −Xx
T )

+
)

et Pa(x, y, r, δ) =
supτ∈T E (e−rτ (y −Xx

τ )
+) les prix des Calls et Puts européens et américains de strike

y > 0 et de maturité T lorsque r désigne le taux d’intérêt sans risque, δ le taux
de dividendes versé par l’actif et T l’ensemble des Ft-temps d’arrêt à valeurs dans
[0, T ].

(a) Vérifier que (e(δ−r)tXx
t )t≥0 est une Ft-martingale sous P.

(b) Vérifier que sous la probabilité Q de densité dQ
dP

= e(δ−r)T+ZT par rapport à
P, le processus (−Zt)t∈[0,T ] est un processus de Lévy et donner son triplet de
caractéristiques ? En déduire que

Ce(x, y, r, δ) = Pe(y, x, δ, r).

(c) Pour t ≥ 0, on pose Y y
t = ye−Zt . Montrer que pour τ ∈ T ,

E
(

e−rτ (Xx
τ − y)+

)

= EQ
(

e−δτ (x− Y y
τ )

+) .

Vérifier que Ft = σ(Y y
s , s ≤ t) et en déduire que Ca(x, y, r, δ) = Pa(y, x, δ, r).

4. On suppose désormais que
∫

R
ezF (dz) < +∞.

(a) Calculer E(eZt) et en déduire b pour que (e(δ−r)tXx
t )t≤T soit une Ft-martingale

sous P.

Dans la suite, c’est cette valeur que l’on fixe pour b.

(b) Montrer que pour un processus de Lévy (ζt)t≤T dont on précisera le triplet
de caractéristiques E

(

e−rT (Xx
T − y)+

)

= E
(

e−δT (x− yeζT )+
)

. Vérifier que

(e(r−δ)t+ζt)t≤T est une martingale sous P pour la filtration Gt = σ(ζs, s ≤ t).
Montrer que si T̃ désigne l’ensemble des Gt-temps d’arrêt à valeurs dans [0, T ]

sup
τ∈T

E
(

e−rτ (Xx
τ − y)+

)

= sup
τ∈T̃

E
(

e−δτ (x− yeζτ )+
)

.

(c) À quelle condition sur la mesure de Lévy F le marché est-il symétrique au
sens où la mesure de Lévy de (ζt)t≤T est égale à F ? Comment cette condition
s’écrit-elle dans le cas où F possède une densité f par rapport à la mesure de
Lebesgue sur R ?

1.6.2 Cumulants et moments d’un processus de Lévy

Sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P) soit (Xt)t≥0 un processus de Lévy de triplet de
caractéristiques (b, c, F ) avec b ∈ R, c ∈ R+ et F mesure sur R t.q. F ({0}) = 0 et
∫

R
(1 ∧ x2)F (dx) < +∞ associé à la fonction de troncature h(x) = 1{|x|≤1} et Ft =

σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t). On note

N(dt, dx) =
∑

s>0:∆Xs 6=0

δ(s,∆Xs)(dt, dx)
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la mesure ponctuelle associée aux sauts de ce processus, Ñ(dt, dx) = N(dt, dx)−F (dx)dt
et (Wt)t≥0 le mouvement brownien standard qui apparâıt dans sa décomposition de Lévy-
Itô.

1. Écrire la décomposition de Lévy-Itô du processus (Xt)t≥0 à l’aide de Wt, N et Ñ .

2. On suppose que
∫

R
|x|1{|x|>1}F (dx) < +∞.

(a) Que peut-on dire du processus
(

∫

]0,t]×R
x1{|x|>1}N(ds, dx)− t

∫

R
x1{|x|>1}F (dx)

)

t≥0
?

(b) En déduire que pour tout t ≥ 0, Xt est intégrable et calculer E(Xt).

(c) Pour u ∈ R, déterminer la limite de t
∫

R
(e

iux
t − 1 − iux

t
1{|x|≤1})F (dx) lorsque

t→ ∞.

(d) En étudiant E(eiu
Xt
t ), en déduire que Xt

t
converge en probabilité vers une limite

à préciser lorsque t→ ∞.

3. On suppose que
∫

R
x2F (dx) < +∞.

(a) Exprimer Xt−E(Xt) à l’aide de Wt et de Ñ . En déduire Var (Xt) puis E(X
2
t ).

Que peut-on dire du processus (Xt − E(Xt))t≥0 ?

(b) Calculer dX2
t par la formule d’intégration par parties. Calculer E([X,X]t) puis

E(
∫ t

0
Xs−dE(Xs)) et retrouver la valeur de E(X2

t ).

(c) Pour u ∈ R, trouver la limite de t
∫

R
(e

iux√
t − 1− iux√

t
)F (dx) lorsque t→ ∞.

(d) En étudiant E(e
iu

Xt−E(Xt)√
t ), vérifier que Xt−E(Xt)√

t
converge en loi vers une gaus-

sienne centrée de variance à préciser lorsque t→ ∞.

On suppose l’existence de ε > 0 tel que
∫

eε|x|1{|x|>1}F (dx) < +∞ et on admet qu’alors

∀t ≥ 0, E
(

eε|Xt|) < +∞ et ∀λ ∈ [−ε, ε], E
(

eλXt
)

= e
t
(

λb+ cλ2

2
+
∫

R(eλx−1−λx1{|x|≤1})F (dx)
)

.

On appelle cumulant (resp. moment) d’ordre n ∈ N∗ de Xt le coefficient κn(t) du terme
λn

n!
dans le développement en série entière de λ 7→ ln(E(eλXt)) (resp µn(t) = E(Xn

t )) :

ln(E(eλXt)) =
∑

n∈N∗
λnκn(t)

n!
.

4. Que valent les cumulants de Xt ?

5. Montrer que pour tout t ≥ 0,
∑

n∈N
εnE(|Xt|n)

n!
< +∞. En déduire que les moments

de Xt sont bien définis et que ∀λ ∈ [−ε, ε], E(eλXt) = 1 +
∑

n≥1 µn(t)
λn

n!
.

6. Montrer que µn(t) = n!
∑

l≥1

∑

(n1,...,nl)∈(N∗)l:n1+...+nl=n
1
l!

∏l

k=1

κnk
(t)

nk!
.
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7. À un l-uplet (n1, . . . , nl) ∈ (N∗)l, on associe m = max{j ≥ 1 : ∃k t.q. nk = j} et le
vecteur (r1, . . . , rm) où rj = Card{k : nk = j}.
(a) Que valent r1 + r2 + . . .+ rm et r1 + 2r2 + . . .+mrm ?

(b) Combien un vecteur (r1, . . . , rm) ∈ Nm−1 × N∗ a-t-il d’antécédents ?

(c) Conclure que µn(t) = n!
∑n

m=1

∑

(r1,...,rm)∈Nm−1×N∗:r1+2r2+...+mrm=n

∏m

j=1

κ
rj
j (t)

(j!)rj rj !
.

(d) Retrouver µ1(t) et µ2(t).

1.6.3 Générateur infinitésimal d’un processus de Lévy

Sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P) soit (Xt)t≥0 un processus de Lévy de triplet de
caractéristiques (b, c, F ) avec b ∈ R, c ∈ R+ et F mesure sur R t.q. F ({0}) = 0 et
∫

R
(1 ∧ x2)F (dx) < +∞ et Ft = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t). On note

N(dt, dx) =
∑

s>0:∆Xs 6=0

δ(s,∆Xs)(dt, dx)

la mesure ponctuelle associée aux sauts de ce processus, Ñ(dt, dx) = N(dt, dx)−F (dx)dt
et (Wt)t≥0 le mouvement brownien qui apparâıt dans sa décomposition de Lévy-Itô.

1. Montrer que si
∫

R
|x|1{|x|>1}F (dx) < +∞, Xt est intégrable pour tout t ≥ 0 et

calculer alors E(Xt).

2. Lorsque
∫

R
x2F (dx) < +∞, vérifier que Xt−E(Xt) =

√
cWt+

∫

]0,t]×R
xÑ(ds, dx) et

en déduire Var (Xt) puis E(X
2
t ).

3. Justifier que pour T > 0 et h : R → R mesurable t.q. P(
∫ T

0
|h(Xs)|ds < +∞) = 1,

P

(

∀t ∈ [0, T ],
∫ t

0
h(Xs−)ds =

∫ t

0
h(Xs)ds

)

= 1. Vérifier que la continuité de h suffit

à assurer que P(
∫ T

0
|h(Xs)|ds < +∞) = 1.

Pour f : R → R fonction C2, on note M f
t = f(Xt)−

∫ t

0
Lf(Xs)ds où

Lf(x) = bf ′(x) +
c

2
f ′′(x) +

∫

R

(

f(x+ y)− f(x)− f ′(x)y1{|y|≤1}
)

F (dy).

4. Justifier que M f
t = f(Xt)−

∫ t

0
Lf(Xs−)ds puis que

M f
t =

√
c

∫ t

0

f ′(Xs)dWs +

∫

]0,t]×R

(f(Xs− + y)− f(Xs−)) Ñ(ds, dy).

5. Montrer que si f et f ′ sont bornées,

∀y ∈ R, sup
x∈R

(f(x+ y)− f(x))2 ≤ (‖f ′‖2∞ ∨ 4‖f‖2∞)(1 ∧ y2)

et en déduire que M f
t est alors une Ft-martingale de carré intégrable.

6. Vérifier que

[L(fg)− fLg − gLf ](x) = cf ′g′(x) +

∫

R

(f(x+ y)− f(x))(g(x+ y)− g(x))F (dy).
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7. Si g : R → R est également une fonction C2, calculer [M f ,M g]t. Vérifier que
[M f ,M g]t −

∫ t

0
[L(fg)− fLg − gLf ](Xs)ds est une martingale locale.

Lorsque f , g et g′ sont bornées, vérifier que ∀y ∈ R,

sup
x∈R

|(f(x+ y)− f(x))(g(x+ y)− g(x))| ≤ 2‖f‖∞(2‖g‖∞ ∨ ‖g′‖∞)(1 ∧ |y|)

et en déduire que [M f ,M g]t−
∫ t

0
[L(fg)−fLg−gLf ](Xs)ds est alors une martingale

de carré intégrable.

8. ExprimerM f
t M

g
t −
∫ t

0
[L(fg)−fLg−gLf ](Xs)ds sous forme d’une somme d’intégrales

stochastiques. En déduire que ce processus est une martingale locale. Vérifier que

E

(
∫ t

0

∫

R

(M g

s−)
2(f(Xs− + y)− f(Xs−))

2F (dy)ds

)

≤ 4E((M g
t )

2)t(‖f ′‖2∞ ∨ 4‖f‖2∞)

∫

R

(1 ∧ y2)F (dy).

En déduire que lorsque f , f ′, g et g′ sont bornées M f
t M

g
t −

∫ t

0
[L(fg) − fLg −

gLf ](Xs)ds est une martingale de carré intégrable.

9. Lorsque
∫

R
x2F (dx) < +∞, vérifier que la bornitude des dérivées premières des

fonctions C2 f et g suffit à assurer que M f
t est une martingale de carré intégrable

et M f
t M

g
t −

∫ t

0
[L(fg)− fLg − gLf ](Xs)ds une martingale.

1.6.4 Changement de mesure de Lévy

Sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P) soit (Xt)t≥0 un processus de Lévy de triplet de
caractéristiques (b, c, F ) avec b ∈ R, c ∈ R+ et F mesure sur R t.q. F ({0}) = 0 et
∫

R
1 ∧ x2F (dx) < +∞ et Ft = σ(Xs, 0 ≤ s ≤ t). On note

N(dt, dx) =
∑

s>0:∆Xs 6=0

δ(s,∆Xs)(dt, dx)

la mesure ponctuelle associée aux sauts de ce processus et Ñ(dt, dx) = N(dt, dx) −
F (dx)dt. On se donne également h : R → R+ une fonction mesurable telle que
∫

R
(h(x)− 1)2F (dx) < +∞ et on pose Fh(dx) = h(x)F (dx). Pour A ∈ B(R), on note

ZA
t =

∫

]0,t]×A
(h(x)− 1)Ñ(ds, dx) =

∫

]0,t]×R

1A(x)(h(x)− 1)Ñ(ds, dx) et Y A
t = E(ZA)t

son exponentielle de Doléans-Dade. On pose Zt = ZR
t et Yt = Y R

t .

1. Que peut-on dire du processus ZA
t ? Calculer E

(

(ZA
t )

2
)

.

2. Exprimer ∆Y A
t à l’aide de ∆Xt et en déduire que pour tout t ≥ 0, P(∆Y A

t 6= 0) = 0.
On pose τn = inf{s ≥ 0 :

∫ s

0
(Y A

r )2dr ≥ n}. Montrer que P (limn→∞ τn = +∞) = 1.
Vérifier que le processus 1{s≤τn}Y

A
s− est prévisible.

En admettant la formule intuitive Y A
t∧τn = 1+

∫

]0,t]×A 1{s≤τn}Y
A
s−(h(x)− 1)Ñ(ds, dx),

vérifier que t 7→ E
(

(Y A
t∧τn)

2
)

est localement intégrable puis que

∀n ∈ N∗, ∀t ≥ 0, E
(

(Y A
t∧τn)

2
)

≤ et
∫

A
(h(x)−1)2F (dx).

En déduire que (Y A
t )t≥0 est une martingale de carré intégrable.
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3. Soient A,B ∈ B(R) t.q. A ∩ B = ∅. Vérifier que [Y A, Y B]t = 0.
En calculant d(Y A × Y B)t conclure que Y A∪B

t = Y A
t × Y B

t .

4. L’intégrale
∫

R
(1 ∧ x2)2F (dx) est-elle finie ?

En déduire que
∫

R
(1∧ x2)|h(x)− 1|F (dx) < +∞ puis que

∫

R
(1∧ x2)Fh(dx) < +∞.

Soit T > 0. L’objectif de la suite du problème est de montrer que sous P̃ de densité dP̃
dP

= YT
par rapport à P, la restriction de N à [0, T ] × R est une mesure ponctuelle de Poisson
d’intensité Fh(dx)dt i.e. (Xt)t∈[0,T ] est un processus de Lévy de triplet de caractéristiques
(b, c, Fh). Pour cela on se contentera de vérifier que pour A,B ∈ B(R) t.q. A ∩ B = ∅,
0 ≤ s < t ≤ T et 0 ≤ u < v ≤ T ,

∀λ, µ > 0, Ẽ
(

e−λN(]s,t]×A)−µN(]u,v]×B)
)

= e(t−s)Fh(A)(e
−λ−1)e(v−u)Fh(B)(e−µ−1). (1.8)

5. Montrer que F
(

{x ∈ A : h(x) ≤ 1
2
}
)

≤ 4
∫

R
(h(x) − 1)2F (dx). En déduire que si

F (A) = +∞, alors F
(

{x ∈ A : h(x) > 1
2
}
)

= +∞ et Fh(A) = +∞. Conclure que si
F (A) + F (B) = +∞ alors (1.8) est satisfaite.

6. Vérifier que

Ẽ
(

e−λN(]s,t]×A)−µN(]u,v]×B)
)

= E

(

e−λN(]s,t]×A)Y
A
t

Y A
s

)

× E

(

e−µN(]u,v]×B)Y
B
v

Y B
u

)

.

7. Soit A ∈ B(R) t.q. F (A) < +∞.

(a) Montrer que
∫

R
1A(x)|h(x)− 1|F (dx) < +∞ et en déduire que Fh(A) < +∞.

(b) Quelle est la loi de N(]s, t]× A) sous P ?

(c) Vérifier que
Y A
t

Y A
s

= e(t−s)(F (A)−Fh(A))
∏

r∈]s,t]:∆Xr∈A\{0} h(∆Xr) où le produit
porte presque sûrement sur un nombre fini de termes.

(d) En déduire que si E(ζA)t désigne l’exponentielle de Doléans-Dade du processus

ζAt
def
=
∫

]0,t]×A(e
−λh(x)− 1)Ñ(ds, dx), alors

e(t−s)(1−e
−λ)Fh(A)−λN(]s,t]×A) × Y A

t

Y A
s

=
E(ζA)t
E(ζA)s

.

Montrer que
∫

A
(e−λh(x) − 1)2F (dx) < +∞. En raisonnant comme dans la

question 2, que peut-on dire du processus (E(ζA)t)t≥0 sous P ?

(e) Conclure que E

(

e−λN(]s,t]×A) Y A
t

Y A
s

)

= e(t−s)Fh(A)(e
−λ−1) et que (1.8) est vérifiée

lorsque F (A) + F (B) < +∞.

1.6.5 Equation integro-différentielle satisfaite par la densité

marginale d’un processus de Lévy

Soit (Zs)s≥0 un processsus de Lévy de triplet caractéristique (b, c, F ) (pour la
fonction de troncature h(x) = x1{|x|≤1}) tel que

∫

R
|y|F (dy) < +∞. On pose

b̃ = b−
∫

R

y1{|y|≤1}F (dy) . On admet que la condition d’intégrabilité satisfaite par F

entrâıne que pour tout s > 0, E[|Zs|] < +∞. On fixe t > 0 et on suppose (propriété
vérifiée lorsque c > 0) que la variable aléatoire Zt possède une densité pt : R → R C1 et
telle que lim|z|→∞ pt(z) = 0.
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1. Donner la fonction ψb,c,F (u) telle que ∀u ∈ R, E[eiuZt ] = etψb,c,F (u).

2. Vérifier que d
du
E[eiuZt ] = iE[Zte

iuZt ] et en déduire que

∀u ∈ R, E[Zte
iuZt ] = t

(

b̃+

∫

R

yeiuyF (dy)

)

etψb,c,F (u) + ictuE[eiuZt ].

3. Vérifier que iuE[eiuZt ] = −
∫

R
eiuzp′t(z)dz.

4. Vérifier que
∫

R
yeiuyF (dy)etψb,c,F (u) =

∫

R

(∫

R
ypt(z − y)F (dy)

)

eiuzdz.

5. En déduire que pour tout u ∈ R,

∫

R

(

(
z

t
− b̃)pt(z) + cp′t(z)−

∫

R

ypt(z − y)F (dy)

)

eiuzdz = 0.

6. Conclure que pt satisfait l’équation intégro-differentielle

∀z ∈ R, (
z

t
− b̃)pt(z) + cp′t(z)−

∫

R

ypt(z − y)F (dy) = 0.

7. Retrouver la densité de Zt dans le cas particulier F ≡ 0 et c > 0.

1.6.6 Fonction caractéristique, martingales et exponentielles

Soit (Xt)t≥0 un procesus de Lévy de triplet caractéristique (b, c, F ) avec c > 0 (pour la
fonction de troncature h(x) = x1{|x|≤1}) et de filtration naturelle Ft = σ(Xs, s ≤ t). On
note (Xc

t )t≥0 sa partie martingale locale continue, N(dt, dx) =
∑

s>0:∆Xs 6=0 δ(s,∆Xs)(dt, dx)

sa mesure de sauts et Ñ(dt, dx) = N(dt, dx)− dtF (dx) sa mesure de sauts compensée.

1. Que peut-on dire de N et de (Wt =
1√
c
Xc
t )t≥0 ? Comment la décomposition

dXt = bdt+
√
cdWt +

∫

x∈R
x1{|x|>1}N(dt, dx) +

∫

x∈R
x1{|x|≤1}Ñ(dt, dx)

s’appelle-t-elle ?

2. Que vaut E[eiuXt ] pour u ∈ R ?

Pour u ∈ R, on note

Mu
t = eiuXt−tΨb,c,F (u) où Ψb,c,F (u) = ibu− cu2

2
+

∫

R

(eiux − 1− iux1{|x|≤1})F (dx)

Zu
t = iu

√
cWt +

∫

]0,t]×R

(eiux − 1)Ñ(ds, dx)

3. Remarquer que pour x ∈ R, |eiux − 1| ≤ (|u| ∨ 2)(|x| ∧ 1). En déduire que Zu
t est

une Ft-martingale de carré intégrable. Exprimer ∆Zu
t en fonction de ∆Xt. Que vaut

[Zu, Zu]t ?

4. Vérifier que ∀T > 0, supt∈[0,T ] |Mu
t | ≤ eT (−ℜ(Ψb,c,F (u))∨0) où ℜ(z) désigne la partie

réelle de z ∈ C.
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5. Vérifer que

deiuXt = eiuXt−

(

iudXt −
cu2

2
dt+

∫

x∈R
(eiux − 1− iux)N(dt, dx)

)

.

En prenant garde à ce que toutes les intégrales que l’on écrira contre N(dt, dx),
Ñ(dt, dx) et dtF (dx) soient bien définies, en déduire que

deiuXt = eiuXt− (dZu
t +Ψb,c,F (u)dt) .

6. En déduire dMu
t . Conclure que Mu

t = E(Zu)t et justifier que ce processus est une
Ft-martingale de carré intégrable.

7. Pour v, w ∈ R, vérifier que

d[M v,Mw]t =M v
t−M

w
t−

(
∫

x∈R
(eivx − 1)(eiwx − 1)N(dt, dx)− cvwdt

)

.

Écrire mv,w
t := [M v,Mw]t + (Ψb,c,F (v) + Ψb,c,F (w)−Ψb,c,F (v + w))

∫ t

0
M v

s−M
w
s−ds

comme une intégrale contre Ñ et conclure que ce processus est une Ft-martingale
de carré intégrable.

8. En déduire que M v
tM

w
t e

t(Ψb,c,F (v)+Ψb,c,F (w)−Ψb,c,F (v+w)) est également une Ft-
martingale de carré intégrable. Pour quel choix de u dans la question 6, ce résultat
est-il une conséquence de cette question ?
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[8] Sato, K. : Lévy processes and infinitely divisible distributions. Cambridge Studies in
Advanced Mathematics, 68. Cambridge University Press, Cambridge, 1999.

33


