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Chapitre 1

Calcul stochastique pour les
processus de Lévy

1.1 Décomposition de Lévy-Itdo des processus de
Lévy

On travaille sur un espace de probabilité (2, F,P).

Définition 1.1.1. On appelle processus de Lévy ou processus a accroissements
indépendants et stationnaires un processus (Xt)tzo tel que

(1) (w,t) — X (w) est F @ B(Ry)-mesurable ;
(ii) Vs,t >0, X5 — X, est indépendant de F; = 0 (X,,0 <u <t);
(i1]) Xpps — Xi = X,

Pour le choix s = 0, la propriété (iii) implique que X, = 0.

Théoreme 1.1.2. Formule de Lévy-Khintchine

1. Si (Xi),5o est un processus de Lévy, il existe un unique triplet (b,c, F') avec b €
R, ¢ > 0 et F' mesure positive sur R vérifiant

F({0})=0 et / (1A 2?) F (dz) < +o0 (1.1)
R
tel que Vt >0, Vu € R, E [¢™Xt] = !Vner(®) o

UQC

Yoer(u) = ibu— 5=+ / (€™ =1 —iual <) F (dr)
R

2. Inversement, pour tout triplet (b,c, F) avec b € R, ¢ > 0 et F' mesure positive
sur R vérifiant (1.1), il existe un processus de Lévy (X),s, tel que Vt > 0, Yu €
R, E [e™Xt] = glner(®), -

Proposition 1.1.3. Tout processus de Lévy est continu en probabilité

vVt >0, Ve >0, lin%IP’(|Xt —Xs| >¢)=0.
s5—
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2 CHAPITRE 1. CALCUL STOCHASTIQUE POUR LES PROCESSUS DE LEVY

Théoreme 1.1.4. Tout processus de Lévy a une modification dont les trajectoires sont
continues a droite et avec une limite finie a gauche (cadlag).

On travaille avec cette version cadlag. Pour t > 0, on note X;- = lim X, et AX; =
s/t
X, — X

Remarque 1.1.5. Pour ¢t > 0, si (t,), est une suite de temps dans [0, t| qui converge vers
t lorsque n — o0, X;, converge p.s. et donc en probabilité vers X,-. D’apres la proposition
1.1.3, X;, converge en probabilité vers X;. Donc P(X; = X;-) = 1ie. P(AX; #0) =0.

Le lemme suivant assure que lensemble {t > 0 : AX, # 0} des temps de sauts du
processus (X¢):>p est presque strement dénombrable (au sens ou il existe une surjection
de N sur cet ensemble).

Lemme 1.1.6. Soit f : Ry — R une fonction cadlag. Alors {s > 0: f(s) # f(s7)} est
dénombrable. En outre, pour tout T' € [0, +00[, supeo 7 | f(t)] < +oo.

Démonstration : Comme toute union dénombrable d’ensembles dénombrables est
dénombrable, il suffit de montrer que pour tout n,p € N*, A, , o {s €]0,n[: |f(s) —
f(s7)] > %} est fini.

Supposons que A, , est infini et obtenons une contradiction. Choisissons une suite
(sk)k>1 d’éléments distincts de A,, ,. Par compacité de U'intervalle [0, n], quitte a en extraire
une sous-suite, on peut supposer qu’il existe s, € [0,n] t.q. limg_,00 Sx = Soo. Quitte a
extraire une nouvelle sous-suite on peut supposer que Vk, sp < S Ou que Vk, g > Soo-

Placons nous dans la premiere situation, la seconde se traitant de fagon symétrique.
Pour tout k € N*, I'existence d’une limite a gauche pour f au point s, assure ’existence

de Sk € [sr, — . skl t-a. [f(8k) — f(s;)] < 2%. D’ou

_ _ _ _ 1
[F(se) = F(S)] 2 (k) = Flsp)] = 1 £ (i) = F(B] = 5
Nous contredisons donc le critere de Cauchy équivalent a l’existence d’une limite a gauche
pour f au point s..

Soit maintenant 7' > 0 et (tx)x une suite d’éléments de [0, 7] t.q. | f(¢x)| converge vers
SUDyeo,7] |f(t)] lorsque k — co. Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la
suite (tx ) converge vers une limite s € [0, T'] soit par valeurs strictement inférieures auquel
cas supyepor |f(t)] = [f(s7)| soit par valeurs supérieures auquel cas supyeoq |f(t)] =
| f(s)]. Le supremum est donc fini. O

Exercice 1.1.7. Soit (X;);>¢ un processus continu a droite avec des limites a gauche
a valeurs réelles sur I'espace de probabilité (2, F,P). L’objectif de cet exercice est de
montrer que 'ensemble 7 = {t > 0 : P(AX; # 0) > 0} est au plus dénombrable.

1. Que peut-on dire de T lorsque (X;);>0 est un processus de Lévy 7
2. Si f: R, — R est une fonction cadlag, que peut-on dire de {t €]0,q] : |Af(¢)| > %}
pour g € N* et de {t > 0: Af(t) # 0} ? En déduire que f0+°° Liagwzoydt = 0.

3. A laide du théoréme de Fubini, montrer que f0+°° lyerydt = 0. Cela suffit-il a établir
le résultat souhaité ?
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4. Soit (Ap)nen+ une suite d’éléments de F. Que peut-on dire de la suite
(Umz” A )nen+ 7 Montrer que P (ﬂneN* Umz” Am) > lim sup,,_, ., P(A,).
5. Pour p,q € N*, soit 7,, = {t €]0,¢] : P(|AX;| > %) > %}
(a) Lorsque T,, # 0, pour (t,)nen+ une suite d’éléments de 7,,, on note A4, =
{|AX,,| > %} Avec la question 4, montrer que

1 1
P ({n e N":|AX; | > =} est inﬁni) > —
q p

et en déduire avec la question 2 que 7, , est fini.

(b) Conclure que T est au plus dénombrable.

On note

N(dt,dx) = Y duax, (dtd)

$>0:AX#0

la mesure ponctuelle associée aux sauts. Dans cette formule, pour alléger les notations,
on n’explicite pas la dépendance en w mais la mesure N est bien aléatoire :

N (w, dt, dZL’) = Z 5(5,AXS(UJ)) (dt, d:)?) .
s>0:A X (w)#0

Théoreme 1.1.8. Décomposition de Lévy-Ito
Soit (Xi),5¢ un processus de Lévy de triplet (b, c, F').

1. Alors N est une mesure ponctuelle de Poisson d’intensité F' (dx)dt. En particulier,
pour (A, B) € B(R,. x R)? tel que ANB =0, on a
— N(A) ~P (/ F (dz) dt) (convention : siY ~ P(o0), P(Y = +00) =1);
A

— N (A) est indépendante de N (B).

2. En outre,
Vt >0, X, =bt+ W+ Z + M,

ou, lorsque ¢ > 0, (Wy),s, est un mouvement Brownien indépendant de N, pour
p e N*

20 = ) AXlpgaxc 1)

0<s<t

et (Mt>t20 est une martingale de carré intégrable définie par

M=) (Zf - t/Rm{Hm'Spll}F (da;))

p=>2

ot la série converge dans L2,
Par définition, on a

Zp:/ l’l 1 1 N dS,d:L‘ ’
t 10,¢] xR {3<lzl<zt5} ( )

et on note

Mt = / ajl{mgl}N (dS, da:) >
10,t] xR
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ot N (ds,dz) = N (ds,dx) — F (dz) ds.

L’objectif des deux paragraphes suivants est de définir de fagon plus générale des
intégrales stochastiques respectivement par rapport a la mesure de Poisson N et la me-
sure de Poisson compensée N. Notons que lintégrale stochastique par rapport & N est
simplement 'intégrale w par w d’une fonction contre une mesure. En revanche, I'intégrale
stochastique par rapport & N est un ob jet plus compliqué défini par une limite IL2. En fait,
sa construction est analogue a celle de 'intégrale stochastique par rapport au mouvement
brownien et repose comme elle sur une propriété d’isométrie. Notons que dans le cas ou
Jg 1211{jz1<13 F(dz) < +o0 (condition d’intégrabilité au voisinage de 0 plus forte que celle
supposée dans le théoreme 1.1.2), alors on peut donner un sens a f]o,t]xR 21 yp1<1y F(dx)ds

d’une part et a f}Ot}xR rlfjz<13 N (ds, dz) d’autre part et que

Mt = / Jil{‘x|§1}N (dS, dI) — / $1{|x‘§1}F(dl‘)dS.
10,t]xR 10,t] xR
Sans cette condition d’intégrabilité renforcée sur F', il n’est pas possible d’effectuer cette
décomposition.

Terminons ce paragraphe en rappelant I’espérance et la variance d’une variable aléatoire
de Poisson, ce résultat étant a la base des propriétés d’isométrie énoncées dans les deux
paragraphes suivants :

Lemme 1.1.9. Soit A > 0 et v ~ P(X) (i.e. Vn € N, P(v = n) = e *27). Alors
Var (v) = E(v) = A

, . . s . v A (sA)™
Démonstration : La fonction génératrice de v est G,(s) = E(s”) = ) ye Al ,) =

A=) Donc G (s) = Aere7Y et G7(s) = A2ers™D. Comme E(v) = G/(1) et Var T(ll/) =

v

GI(1)+GL(1)(1 —G(1)), on conclut facilement. O

Si F'(R) < 400, pour tout ¢t > 0 la variable aléatoire N(]0,¢] x R) ~ P(tF(R)) est finie
p-s. et (X;),5o comporte seulement un nombre fini de sauts sur tout intervalle borné.
Méme lorsque F'(R) = 400, pour tout £ > 0,

F([—c,e]) :/{_mc 1A(f)2p(dx) §41A<§)2F(dx) < L

IAZ2)F (dx) <
€ € /\52/R< T)F (dr) < +o0

par (1.1). Ainsi pour tout ¢ > 0 la variable aléatoire N(]0,t] x [—¢,¢&]) ~ P(tF([—¢,¢€]%))
est finie p.s. et (X3),», comporte seulement un nombre fini de sauts de taille strictement
supérieure & ¢ en valeur absolue sur tout intervalle borné. D’apres I'inégalité de Bienaymé-
Chebychev et le lemme 1.1.9,

P01 x &) <LEE2TT) <p (v g x e, o < EX20)

tF([—¢, ¢l
= P (BINQO.] x 2,619 - N0 x -2, = D)
4Var (N(]0,t] x [—¢,¢€]°) 4
B (tF([—e,¢]%))? th([—e,el)
Lorsque F(R) = +o00, en passant a la limite ¢ — 0 dans cette inégalité, on conclut que
P(N(]0,t] x R) < 400) = 0 c’est-a-dire que (X;);>p comporte p.s. une infinité de sauts
sur tout intervalle de temps de longueur non nulle.
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1.2 Intégrale stochastique par rapport a NV

On se fixe un horizon T > 0. On veut intégrer un processus H (s,z) = H (w, s, z)
contre N avec (w,s,z) — H (w, s,x) une application mesurable par rapport a la tribu
FoB(RL)®B(R) de I'espace Q2 x Ry x R. Pour alléger les notations, nous n’expliciterons
pas nécessairement la variable w. Pour € > 0, comme la restriction de N a l’ensemble
10,t] x [—¢,¢€]¢ est p.s. une somme finie de masses de Dirac, on peut définir w par w

/ H (s, ) 1{|x|>E}N (ds, dx) ZH ,AX) Lgjax,|>e}
10,{] xR

s<t

le second membre étant une somme finie. Lorsque F' (R) = +o0, on a cependant du mal
a définir jioi]xR H (s,z) N (ds,dz). Des hypotheses supplémentaires d’intégrabilité et de
mesurabilité sont nécessaires pour H.

Définition 1.2.1. On appelle tribu prévisible sur Q x [0, T] x R la plus petite tribu P qui
rend mesurable toutes les applications G (w, t,x) telles que

(i) Vt € [0,T], (w,z) — G (w,t,z) est F; @ B (R)-mesurable ;
(i) ¥V (w,z) € A xR, t — G (w,t,z) est continue a gauche.

Un processus H (w,t,x) est dit prévisible s’il est P-mesurable.
La définition suivante introduit deux classes particulieres importantes de processus
prévisibles.

Définition 1.2.2. — On appelle processus élémentaire un processus de la forme
H(w,s,2) = h(w)lpgxa(s,z) oo 0 <r <t < T, h:Q — R est une variable
aléatoire bornée F.-mesurable et A € B (R) vérifie F' (A) < +o0.

— On appelle processus simple une combinaison linéaire de processus élémentaires avec
les ensembles |r,t] x A disjoints.

Tout processus élémentaire faisant partie de la classe des processus qui sert a définir
P, il est bien prévisible. On en déduit la prévisibilité des processus simples.

Théoreme 1.2.3.
Soit H un processus prévisible t.q. E[fOT J |H (s,2) |F (dz)ds] < +oco. Alors pour tout

t €]0,T], / H (s,xz) N (ds,dx) a un sens p.s.. C’est une application cadlag a variation
10,t] xR

finie de t. En outre, (Mt = / H (s,z) N (ds, dx) —/ H (s,z) F (dx) ds)
10,t] xR 10,t] xR

est une Fi-martingale et on a la propriété d’isométrie

E MWR \H (s, 7) |N(ds,da:)} _E U}WR \H (5, 2) |F (dz) ds} |

Démonstration :

0<t<T

Propriété d’isométrie :

Nous admettrons l'existence d’une suite (K,) de processus simples positifs telle

neN
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que pour tout (s,z) € [0,7] x R, K, (s,2) Tnseo |H (s,x)| p.s.. Pour un proces-
sus élémentaire G = h(w)1jgxa (5,2), comme F(A) < +oo, la variable aléatoire
N(Jr,t Au] x A) qui suit la loi de Poisson de parametre (t Au — )T F(A) est finie p.s. et
pour u € [0,7],
G (s,z) N (ds,dz) = hN (Jr,t Au] x A).
10,u] xR

Notons que nous utilisons la convention |r, s] = 0 si s < r. En utilisant I'indépendance de
la variable aléatoire N(|r,t] x A) qui suit la loi de Poisson de parametre (t —r)F(A) avec
la tribu F, pour la quatrieme égalité et le lemme 1.1.9 pour la cinquieéme, on a

E [A) . RG(s,m) N (ds,dm)] = E[AN (r,t] x A)] =E[E[AN (r,t] x A)|F]]
| = E[RE[N (Jr,t] x A) |F]] = E[R]E[N (Jr,t] x A)]
= E|[h] F(dx)ds =E hF (dz) ds]

rt]x A Irt]x A

= E [/}(mXRG(s,x)F(d:v) ds} .

Par linéarité de I’espérance,

E MT]XR K, (s,2) N (ds, da:)} _E me& K, (s,2) F (dz) ds} |

Lorsque n — o0, en appliquant le théoreme de convergence monotone dans chacun des
deux membres, on conclut que

E Unm \H (s, 7) \N(ds,dx)] _E VMXR H (5, 2) | F (dz) ds} < 400,

Par suite, |H| est intégrable p.s. contre N sur |0, 7] x R et donc sur |0,¢] x R pour ¢t < T

Donc H (s,z) N (ds,dz) a bien un sens w par w comme intégrale d’une fonction
10,t] xR
contre une mesure. Le théoreme de convergence dominée assure que c’est une fonction

cadlag de t € [0, T, sa limite a gauche en ¢ > 0 étant donnée par f}o ixr (s,x) N (ds,dx).
Enfin, sa variation sur [0, 7], égale a f]o TIxR |H (s,z)|N (ds,dz), est finie p.s..

La preuve de la propriété d’isométrie pour ¢ € [0,7] quelconque est analogue a celle
que nous avons donnée pour t = T.

Propriété de martingale :
Nous allons démontrer la propriété de martingale dans le cas particulier de 'intégrale
d'un processus élémentaire. Le cas général s’en déduit par convergence dans L'. Soit

M, = G (s,z) N (ds,dz) — / G (s,z) F (dx)ds

J0,u]xR 10,u] xR

=h(N(ritAul x A) — (tAu—1)"F(A4)).

Siu <r, M, =0. On suppose donc u > 7, on se donne v € [0,u] et on veut vérifier
que E[M,|F,] = M,. Si v > t, alors M, = M, = h(N(Jr,t] x A) — (t —r)" F (A))
et 1'égalité est vraie. Reste donc a traiter le cas v < t. Alors M, — M, =
h(N(rVu,tAul x A)—(tAu—rVo)tF(A)). Enutilisant le caractere F,.,-mesurable
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de h pour la seconde égalité puis I'indépendance de la variable aléatoire centrée N(]r V
v, tAul x A)— (tAu—rVo)TF (A) avec la tribu F,, pour la troisieme égalité, on obtient

E[M, — M,|F,| = E[E[M,, — M,|Frvo]|Fol
hE [N (JrVu,t Aul x A) = (tAu—1 Vo) F(A)|Fol |[F]
E

=B [E [N (
=E[hE [N (JrVu,t Aul x A) = (t Au—rVo)"F(A)]|F] =0.

La propriété de martingale dans le cas général s’en déduit par convergence dans L.

O

Construction de l’intégrale par rapport a N de H prévisible tel que
P (Eln e N¥ ﬁO,T}X[—%,%] |H (s,z)|F (dz)ds < +oo> =1:
On pose 7, = inf {t €0,7]: f]o X[ L 1] |H (s,x) |F (dx)ds > n} (ou par convention
inf) =T) et H" (s,z) = H (s, x) 1{sSTn}1{|z\§l}~ Alors

E M]’T]XR " (5, 2) |F (d) ds} <n

Presque stirement, pour tout n € N, f}O TIXR |H" (s,z) |N (ds,dz) < +00 et pour n assez
grand, H™ est égal a Hl{lmlsl} sur [0, 7] x R. Donc f]o TR 1{|a:|§l}|H (s,x) |N (ds,dx) <
+00 p.s. et pour t < T, f]Ot]X]R 1{‘I‘SL}H(s,x)N(ds,dx) a bien un sens. Comme
f}wal{'xb%}H(s,x) N (ds,dz) a également un sens d’apres le début du paragraphe
1.2, on définit pour tout t € [0, 7]

/ H (s,x) N (ds,dx) = / 1{|m|<l}H(S,$) N(ds,dx)+/
10,t]xR 10,t]xR -

10,t] xR

1{|x|>%}H (s,z) N (ds,dz) .

Proposition 1.2.4. Soit f : R — R wune fonction localement lipschit-
zienne et (KzﬁOt]XRH(s,x)N(ds,dx)> oi, H est un processus tel que

0<t<T

P (f]()’T}XR |H (s, z)|N(ds,dz) < oo) = 1, propriété vérifiée si H est prévisible et tel que
P (Eln e N¥ jiOT}x[—l 1 |H (s,z) |F (dx)ds < —I—oo) = 1. Alors

FO) = fO)+ > [f(Ye +H(s,AX,)) = f (V-]

0<s<t:AXs#0

= f0)+ [f (Ve + H (s,2)) — f (Ys-)] N (ds, dz) .

10,t] xR

Remarque 1.2.5.

— Le second membre de 1’égalité ci-dessus est bien défini. En effet, si pour M > 0,
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Lip,,(f) < oo désigne la constante de Lipschitz de f sur I'intervalle [—M, M],

/ f (Ve 4+ H(s,2)) — f (Yo ) |N (ds, de)
10,T]x[—1,1]

= Y f(Ve +H(s,AX,) = [ (Yeo)]

0<s<T:|AX,|<1

S Lipsupte[()’T] D/t‘(f) Z |H <S7 AXS) |

0<s<T:|AX <L

= Libaup,_ vl (f) [H (s,2) [N (ds, da)

]OvT] X [_%7l]

n

Ol Sup¢(o 7y |Yi| < +00 p.s. d’apres le lemme 1.1.6.

— Si la fonction f est C' (ce qui implique qu’elle est localement lipschitzienne), on
peut récrire la formule comme

f(n)=f(0)+/0tf’(Y;)dY;+ S V)~ F(Ye)— ' (Yo ) AY.

0<s<t

Démonstration : Il s’agit d'un résultat déterministe. Soit (yt = ocs<t Ays)t o7 cadlag
ol Do scr |Ays| < +o00. D’apres la preuve du lemme 1.1.6, seulement un nombre fini
de sauts sont de taille supérieure a %, n € N* en valeur absolue sur [0,7]. On pose

Y = Zo<s§t Aysl{mydz%}'

FU) =F0)+ > (fWh)—Fn)

0<s<t

= SO+ D0 (F W+ ) = F () a2 (1.2)

0<s<t

On a sup,<r [y — 9l < X ocr |Ays|1{|AyS‘<%} ou le second membre tend vers 0 lorsque
n — 400 par convergence dominée. Ainsi y;' converge uniformément vers y; sur I'intervalle
[0, T]. On en déduit que f(y') converge vers f(y;) et (f (v + Ays) — f (y™)) 1{|Ay5|21}
vers (f (ys) — f (¥s-)) 1{jay,|>0y- En choisissant n assez grand pour que sup,< [y;' —v:| < 1,
on a

|f (y?* + AyS) - f (y?*)| 1{|Ays‘2%} < LipsuptST \yt\—l—l(f) X |Ays|

Cette condition de domination permet de passer a la limite dans le second membre de
(1.2) grace au théoreme de convergence dominée pour conclure que

Flye) = F0) +> [ (ys) — flys-)].

s<t

Cette formule est moins évidente qu’il n’y parait car si ’ensemble des instants de saut
comporte plusieurs points d’accumulation, on ne peut pas nécessairement ordonner ces
instants de saut en une suite croissante (sk)ren, ce qui rendrait la somme au second
membre télescopique. O
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Remarque 1.2.6. Si la fonction f est C' (ce qui implique qu’elle est localement lipschit-
zienne), il s’agit d’un cas particulier de la formule

df (ye) = f (e ) dye + [f (we) = f (=) — ' (=) D]

vraie dés que f est C! et t — y; est & variation finie (c’est & dire s’écrivant comme différence
de deux fonctions croissantes) cadlag. Pour démontrer cette formule, on interprete t — v,
comme la fonction de répartition d’une mesure signée. Cette interprétation permet de
vérifier que si t — z; est une seconde fonction a variation finie cadlag, en calculant la
mesure produit de ]0,¢]x]0, ] de deux fagons, on a

(Yt — yo) (2 — 20) = /

(ys - yO)dZs + / (Zs* - ZO)dys
10,¢]

10,2]

- / ys*dzs + Z AysAzs - yO(Zt - ZO) + / zsfdys - ZO(yt - yO)
10,¢]

0<s<t 10,2]
Ainsi,
e zyozo+/ ys—dzs+/ Ze-dys + Y AyAz.
10,¢] 10,] 0<s<t
En choisissant par récurrence z; = y;' pour n > 1, on en déduit que la formule est vraie
pour f(x) = 2" puis pour f polynomiale par linéarité. On conclut en approchant f et f’

uniformément sur [— sup,«p |y|, Sup,<7 |y:|] par une suite de polynémes et leurs dérivées
premieres.

1.3 Intégrale stochastique par rapport & N

La mesure aléatoire N (ds,dz) = N (ds,dz) — F (dz) ds est appelée mesure de Poisson
compensée. Si H est prévisible tel que P (f]o TIXR |H (s,z) |F (dz)ds < —|—oo) =1, d’apres

le paragraphe précédent, on sait définir ( f}o xR H (s,z) N (ds, da:)) comme
, t<T

/ H (s,z) N (ds, dx) —/ H (s,z) F (dx) ds.
10,¢] xR

10,t] xR

C’est méme une martingale lorsque
E [/ |H (s,x) |F (dx) ds} < +00.
10,T]xR

Dans la décomposition de Lévy-1t6, nous avons donné un sens a jio mxr (s,z)N(ds, dz)

pour le choix particulier H(s,x) = 1<} qui ne vérifie pas nécessairement la condition
d’intégrabilité ci-dessus puisque 'on suppose seulement que f[—1 1 2?F(dr) < +o0o. 1l est

ainsi possible de construire une intégrale stochastique par rapport a N en exploitant le
caractére centré de la mesure N. Nous allons maintenant énoncer le résultat de cette
construction avant d’en présenter les trois grandes étapes. Elle ressemble beaucoup a celle
de l'intégrale stochastique par rapport au mouvement brownien car elle repose comme
elle sur une propriété d’isométrie L2. Alors que l'isométrie ! du paragraphe précédent
était liée a la valeur de l'espérance d'une variable de Poisson, l'isométrie L2 est lide a la
valeur de sa variance.
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Théoreme 1.3.1.
Soit H(s,x) un processus prévisible t.q. P (f]o TIXR H?(s,z) F (dx)ds < +oo> = 1. Alors

on peut définir (Mt = jio gxr (s,z) N (ds, dx)) et ce processus est une martingale
’ 0<t<T

locale cadlag t.q. AM, = H(t, AXy)1{ax,0}-

Si en outre E MO TIxE H?(s,x) F (dx) ds] < 400, c’est une martingale de carré intégrable

et pour tout t <T', on a la propriété d’isométrie :

(/}MXRH(S,Q:)N(ds,da:))QI = /Ot/RIE [H? (s,2)] F (d) ds.

Comme [ 1. 5 #°Lyaj<y F (dz) ds < T [ (LA 2?) F (dz) < 400, pour le choix parti-

vVt e [0,7], E

culier H(s,r) = 1yg<132, on retrouve que (f]o xR 21 {a<y N (ds,dm)) est une mar-
= 7 = t<T

tingale de carré intégrable.

Démonstration :

Etape 1 : isométrie dans L? dans le cas des processus simples
On suppose que

H (57 :C) = hl]-]'l‘l,tl]XA1 (87 x) + h21]T2,t2]><A2 (87 x)

avec pour ¢ = 1,2, h; bornée F, -mesurable et A; € B(R) tel que F'(A;) < +oo avec
{Ir1,t1] x A1} N {]ra, ta] x As} = 0. Comme H est prévisible et t.q.

E VM R|H(s,x)|F(dx)ds] — (t1 = ) F(ADE(|ha]) + (£2 — 72) F(As)E(|ha]) < 400,

le processus (f]o,t]xR H(s,z)N(ds,dzx) = hiN (Jr1,t1 At] x Ay) + hoN (Jrg, ta At] X A2)>t<T

est bien défini et ¢’est une martingale cadlag. Montrons qu’il vérifie la propriété d’isométrie
L2 en supposant, pour fixer les idées, que 7, > r5. On a

(/MXRH(S,;U) N(ds,dx))2]

_E [th (1, 1] x Alﬂ +E [th (72, ta] x Agﬂ 4R [hlth (1, 6] X AL) N (ra, 2] X As)

E

= [I3E [N (1, 0] x A% 1] | +E [BE [N (s, 1] x A2)2 17|
+ 2K [hthN (Jra,ta A1) x Ag) E [N (Jri, ta] x Ay) !&H

+ 9B [Imho [N (1, 0] % A1) N (2 Ara, 1] x A3) |5 |

En utilisant que N (Jri, ti] x Ai)2 est une variable aléatoire indépendante de F,
d’espérance égale a (t; — r;)F'(A;) d’apres le lemme 1.1.9, et que N (Jri, ] x Ap) et

N (Jta A1y, ta] X Ag) sont des variables aléatoires centrées mutuellement indépendantes
({Jr1, ] x Ar}{Jta Ay, to] X Ao} C {]r1, t1] X A1} N {]ra, 2] X Ao} = () et indépendantes
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de F,,, on en déduit que

(A)T]XRH(S,x)N(ds,dx))Ql

—E [W]E [N (r1, 1] x A)?] + E [0 B[N (s, 1] x As)?]
428 [nho ¥ (.1 Ari) x A9)] B [ (1, 12] x A

E

4 9B [hho] E {N (1, 1] x Al)] E [N (Jta A 1, ta] X Ag)}
=E [h]] (t1 —r1) F (A1) +E [R3] (t2 —r2) F (A2) +2x 0+2x 0

=) [/m,m H?(s,z) F (dx) ds] :

La preuve de la propriété d’isométrie pour ¢t € [0, 7] quelconque est analogue.

ﬁo,T]xR H? (s,2) F (dx) ds] < 400

Nous admettrons I'existence dune suite (Hy,), . de processus simples telle que

Etape 2 : intégrale de H prévisible t.q. E [

lim E [/}0 o U (52— Ha (5,00 P (@) ds} ~0.

n—o0

def

La suite (Mt” = (jio R (s,z) N (ds, dx)) > est constituée de Fi-martingales
) <T ) N

de carré intégrable cadlag. Par isométrie, elle converge t par ¢t dans L2 vers une limite qui ne
dépend pas de la suite approximante, que ’on note (Mt f 0,1]x (ds da:))
t<T

(/]O,M H (s,2) N (ds, dx)) |k UMXR H2 (5, 2) F (dz) ds} |

Pour 0 < s <t < T, comme I'espérance conditionnelle sachant F, est une projection dans
I’espace des variables aléatoires de carré intégrable, en passant a la limite n — oo dans
I'égalité M = E(M]|Fs), on obtient M, = E(M,;|Fs), c’est-a-dire que (M;)i<r est une
Fi-martingale.

et qui vérifie

vVt e [0,T], E

Pour montrer les propriétés trajectorielles de (M;):<r (son caractere cadlag et I’égalité
AM, = H(t,AX¢)1l{ax,z0y), nous allons extraire de ((M])i<7)nen une sous-suite qui
converge p.s. uniformément sur [0,7]. Soit (n(k))reny une suite strictement croissante

d’indices t.q. E <f]0 T}XR(Hn(k)(S’x) — H(s,x))zF(dx)ds> < 5. D’apres l'inégalité de
Doob et la propriété d’isométrie,

2 3 2
E (sup (Mt”(k) _ Mt"(k+1)> ) < 4E ((/ (Hny(s,2) — Hyerny (s, @) N (ds, dx)) >
i<T 10,71xR

1

< 4E (/]0 T]XRQ[(Hn(k)(s,a:) — H(s,2))* + (H(s,x) — Hn(k+1)(s,x))2]F(dx)ds> < o

La série de terme général E <SUPt§T ‘Mtn(k) . Mtn(k+1)

) est donc convergente et on en

déduit que (Mt" (k)> converge p.s. uniformément sur [0,7] vers une limite cadlag
t<T
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lorsque £ — oo. Ainsi (Mt)ogth est cadlag et AM, = limy_,oo AMt"(k) oil AMtn(k) _
Hyu (2, AXt)]-{AXHé()}. En particulier, AM; = 0 si AX; = 0. Par ailleurs,

ST (AMM — H(s, AX,))? = / (Hogey (s, 2) — H(s, 2))2N(ds, do)

s<T:AX ;20 10,T]xR

a pour espérance <ji0 1 (Hnwy (s, 2) — H(s, x))QF(d:r)ds) < s d’apres le théoreme

1.2.3. Par le lemme de Fatou, on conclut que E <23§T:AXS;AO(AMS — H(s, AXS))Q) = 0.
Ainsi AMt = H(t, AXt)]-{AXt;ﬁO}'

Etape 3 : intégrale de H prévisible t.q. P (f]o TR H?(s,z) F (dx)ds < —|—oo) =1

On pose pour n € N
Tn:inf{te 0,7 :/ HQ(S,I')F(dI')dSZn}
10,t] xR

(convention inf ) = T') et H,, (s,2) = H (s, x) Lis<r,}. Alors la suite (7,,)nen- est croissante
et égale a T pour n > f]o TIxR H?(s,x) F (dz)ds et E MO TIxR H? (s,x) F (dx) ds] <n.
On définit pour t €]7,_1, 7]
/ H (s,z) N (ds,dz) = / H, (s,x) N (ds,dz) .
10,t] xR 10,t] xR

Comme fonction de t, il s’agit d’une (.Ft)ogtST—martingale locale cadlag localisée par la
suite (7, )nen et

A (/ H(s,z)N (ds,da:)) = H (t,AX;) Liax,20}-
10,t] xR

La proposition suivante énonce la formule d’Ito qui permet de traiter les intégrales
stochastiques par rapport a N.

Proposition 1.3.2.
Soit f : R — R une fonction C' de dérivée f' localement lipschitzienne

et <Mt:£Ot]xRH(s,$)N(ds,d$)> ou H est un processus prévisible tel que
; 0<t<T

P (fOT Jo H? (s,2) F (dz) ds < —|—oo> = 1. Alors

ﬂM0=ﬂ®+/ J' (M) H (s5,2) N (ds, dz)

10,t] xR

b OL 4 H @) < F(M,) = 1 (M) H (s0) N (ds,da).
10,t] xR

Remarque 1.3.3.

— La formule précédente se récrit

df (M) = f" (M) dMy + [f (My) — f (M) — f/ (M) AM,]
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avec dM, = [, H N (dt,dx). L’écriture plus naturelle

af (My) = —f (M,-) / H(t.a) F(do)des | (O + H (6:2)) = £ (M) N it da)

n’a pas nécessairement de sens.
— Comme (M;) ), est cadlag, pour tout ¢ € [0, T]
(f (M) H(t2)* < sup (f'(y)" H (t,2).
|y‘§3uPse[0,T] | M|
Done g 7y (f (M,-)H (s,2))* F (dz)ds < +oo p.s. et on peut bien définir

(f]o,t]xR f' (M) H (s,2) N (ds, dx))KT. Pour C' > 0, on note Lips(f’) la constante

de Lipschitz de f’ sur lintervalle [—C,C]. Comme (M;),c;cp est cadlag, pour
t € (0,7, o

Z |f(MS> - f(Ms—) - f/ (Ms—> AMS‘

s<T
- [ MO (5.00) = F (1) = (V) H (5, 2) N (s,
X
1_.
< §L1psupse[0’T] |Ms\(f/) H2(87 ;C)N (d57 d.’]f) < 400 p.s.,
10,T]xR

d’apres le paragraphe 1.2.

Pour démontrer la proposition, nous aurons besoin du Lemme suivant.

Lemme 1.3.4. Soit 7 wun temps d’arrét et K(s,x) wun processus prévisible
tel que P(f]o:r}x K?(s, x)dsF(dx)<oo> = 1. Alors pour tout t € [0,T],

Joaxr lis<ry K (s, 7)N(ds, dz) = Joupr & )N (ds, dz)|y—irr. En outre si (K,(s,2))n
est une suite de processus prévisibles telle que fo 0.7]xR K2(s,x)dsF(dx) converge en proba-

bilité vers 0 lorsque n — 00, alors sup;cjo 1)

f](],t]x]R K, (s,x)N(ds,dz)| converge également
vers O en probabilité.

Démonstration : Notons que comme, (1{;<-})s est un processus adapté et continu a
gauche, le processus 1< K(s,x) est prévisible. Comme 7 est la limite décroissante de
=3 %Tl{(k_nT <r<kry, PAT continuité a droite et linearité de l'intégrale stochastique

par rapport & N, il suffit de montrer que pour r € [0,7] et h une variable aléatoire F,-
mesurable bornée

/ My K (s,2)N(ds,dr) = h </ K(s,z)N(ds, dz) — / K(s,x)N(ds,dx)) :
10,{] xR 10, xR 10,rAf XR

Cette égalité, clairement vraie lorsque K (s,x) est un processus simple, s’obtient dans le
cas général par approximation de K (s,z) par des processus simples.
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Soit maintenant (K,(s,z)), une suite de processus prévisibles telle que
f}o TIxR K?2(s,x)dsF(dx) converge en probabilité vers 0 lorsque n — oo et £,1 > 0. Posons

=inf{t € [0,77]: f]o xR K?2(s,x)dsF(dx) > n} avec la convention inf() = 7. On a

sup e C {/ K2(s,z)dsF(dr) > 7]}
t€(0,T] 10,T]xR
/ K?(s,x)dsF(dr) <n, sup / K. (s,z)N(ds,dz)| > ep. (1.3)
10,T]xR t€[0,T] [/]0,t] xR
La premiere assertion du lemme appliquée a (K, 7,,) assure que le dernier événement est
égal a {jiO,T]XR K2 (s, z)dsF(dx) < n, suppoq jio,t]xR Lis<r3 Kn (s, )N (ds, dx)‘ > 8}.

Avec les inégalités de Bienaymé-Chebychev et de Doob et la propriété d’isométrie 12,
on en déduit que sa probabilité est majorée par

/ K,(s,x)N(ds,dz)| >
10,t] xR

IP>< sup / Lis<r Kn(s, z)N(ds, dzx)| > )
t€[0,7] | J]0,¢]xR
1 ) 2
< —QE sup ( 1{S<Tn}Kn(s,x)N(d8,d:p))
€ te[0,7] \J]og)xk

IN

4 ) 2
—E (/ Lis<r Kn(s, )N (ds, dm)) ]
€ | \J]0,7]xR

[ 4
=—E / 1{5<Tn}K2(s,x)dsF(da:)} < —?27
LJ]10,T]xR €

Avec (1.3), on en déduit que

4
P{ sup >e| <P (/ KZ(s,z)dsF(dx) > 77> + —727
te[0,7) 10,T]xR €

On conclut en remarquant que le second terme du second membre est arbitrairement petit
pour 71 petit tandis qu’a 7 fixé la convergence en probabilité de f]o TIxR K?2(s,z)dsF(dr)
assure que le premier terme du second membre tend vers 0 lorsque n — oc. 0

/ K,(s,)N(ds,dx)
10,t] xR

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 1.3.2.
Démonstration : On définit

M = / H (s,2) 1(y,o 1y N (ds, do)
10,¢] xR "
qui a un nombre fini de sauts sur [0,7]. Entre les sauts, on a

_/RH(t,:L') Loy F (d) dt

ou linégalité |H (t,z) 1{|x\>l}| < 1 (HQ(t,x) + 1{|$‘>l}> assure que lintégrale
f}o,T]xR |H (t, ) ]1{|x|>%}F (dx) dt est finie p.s.. Alors, en raisonnant de saut en saut, on
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obtient
F(MP) = /f (M™) /H 5,2) 1,501 F (do) ds+2 M) = f(M™))
—£(0) + "(MM)H (s,x) 1y, N (ds,d
7 (0) A)M“ )V H (5,2) L1y (ds, d)
+Z M) = f(MI)AMY) .

Nous allons justifier le passage a la limite n — oo dans cette formule pour
conclure. Comme, par convergence dominée, f]o T]XR(H"(S,Q:) — H(s,x))*dsF(dz) =

f}OT]X]R H?(s,2)1,<1ydsF(dx) converge p.s. vers 0 lorsque n — oo, la lindarité de

I'intégrale stochastique par rapport a N et la seconde assertion du lemme 1.3 assurent que
SUpyejo7 | Mi — M| converge en probabilité vers 0. On en déduit I'existence d'une sous-

suite (M"™*),, telle que sup,cpg 7y |M,— M"™| converge p.s. vers 0. En particulier, f(M;"®)

tend p.s. vers f(M;) lorsque k — oo. Pour k assez grand, sup,co | M; — Mtn(k)\ <let
pour tout s € [0, 77,

(f’(]\@“”)ﬂ(s,95)1“35> . }—f’(MS)H(s,:p))

n(k)
2

n(k
= (P9 = P L)) (5,001 ooy + (F ()P (3,20 g o
) n(k) 2772
SLlp1+supte[07T] ‘Mtl(f,) t:[lél;] |Mt - Mt| H (Sy x)
+ sup (f/(x))2H2<va)1{\m|§ﬁ}'

|~’C|§5upte[0,T] [ M|

)

2
On en déduit que [0 (f’(M"_(k))H(s,a:)lﬂzbﬁ}—f’(MS—)H(S,x)> dsF(dz)

converge p.s. vers 0 lorsque k— oo, et d’apres la seconde assertion du
lemme 1.3, fo 0.4]xR f (M )H (s,z) 1{|z|>ﬁ}]\7(ds,dx) converge en probabilité vers

n(k
f}o,t]xR f (M, )H (s,z) N (ds, dx). Pour k assez grand pour que sup;¢(o 7y | M — M, ( <1
et pour tout s € [0, 7],

n n(k n(k n ]' .
P9 = FOY) = f M) AMIO] < SLD 1 g, g o (FVH? (5, AX) a0y

Comme, d’apres le paragraphe 1.2,

P (Z H?(s, AX,)l{ax, 20} < oo> =P </ H?(s,z)dsF(dr) < oo> =1,
0,T]xR

s<T

le théoreme de convergence dominée assure la convergence

presque stre de D <t <f(Mg(k)) - f(M",(k)) — f (M n(k )AM ) vers

s

2ot (F(My) = f(M-) = [/ (M) AM). [
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1.4 Intégrale stochastique de Lévy et semimartingale

Définition 1.4.1. On appelle intégrale stochastique de Lévy un processus (Y;)i>o t.q.
vVt > 0,

Y, = YO+/0 @ (s) clI/I/5~|—/0 Y (s) dS+/](),t]xRH(S7I)N(d87d$)+/ K (s,x) N (ds, dx)

10,t]xR
ou
Yy est Fo-mesurable ;
@ est un processus adapté tel que V't > 0, fot % (s)ds < +00 p.s.,
1 est un processus adapté tel que Vi > 0, fg | (s)|ds < 400 p.s.,
H est un processus prévisible tel que ¥t > 0, f]o,t]xR |H (s,z)|N (ds,dz) < 400 p.s.,

SARER RIS R

K est un processus prévisible tel que Vt > 0, f]o xR K?(s,x) F (dz)ds < +00 p.s..

Exemple 1.4.2. Le processus de Lévy

10,t] xR

2121513V (ds, dr) +/ 21{z<y N (ds, dz)

]0,¢]xR
s’obtient pour le choix ¢(t) = v/c, ¥(t) = b, H(t,x) = x1jz>1y et K(t,x) = 21{z<1)-

Exercice 1.4.3. Montrer que si (¢;):<7 est un processus prévisible (constant en z) t.q.

P ( fOT Pt < +oo> =1, alors ( fot ¢5dX,)i<r est une intégrale stochastique de Lévy.

En combinant la formule d’It6 pour les processus d’Ito avec celles énoncées dans les
propositions 1.2.4 et 1.3.2, on obtient

Proposition 1.4.4. Soit f : R — R une fonction C? et (Y;)i>o une intégrale stochastique
de Lévy. Alors

f () Yo/f dY+/f” (s) ds

+/ (f (Ve 4 H (5,2) + K (5,2)) — f (Vi) — ' (Yae) (H (s.2) + K (3,2))) N (ds, d)
— (%) /f dY,+ = /f” 2(s)yds+ S [f (V) — (Ve ) — f/ (Vs ) AV

Définition 1.4.5. On appelle semimartingale un processus (Yz),5 (Ft)=q-adapté cadlag
qui admet la décomposition ¥t > 0, Y, = Yo + My + A; ot

— (My) 5 est une martingale locale cadlag nulle en 0,

— (Ay) > est un processus a variation finie (c’est a dire s’écrivant comme différence
de deux fonctions croissantes) cadlag nul en 0.

Remarque 1.4.6. La décomposition de la semimartingale (Y;),., n'est en général pas
unique. Néanmoins, lorsque elle est continue, elle admet une unique décomposition Y; =
Yo + M, + Ay, avec (My),-, martingale locale continue, (A¢),, processus a variation finie
continu, tous deux nuls & I'instant ¢ = 0. -
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Dans le cas général, il existe une unique martingale locale continue et nulle en 0 notée
(Y)%),5o telle que V& > 0, Y, = Yo + Y+ M + A; avec (4;),5, processus & variation
finie cadlag nul en 0 et (M d) 10
olt (M{Ny)s>0 est une martingale locale pour toute martingale locale continue (N;);>o. Le
processus (Y;C)tzo s’appelle partie martingale continue de la semimartingale (Kt)tzo-

martingale locale cadlag purement discontinue au sens

Exemple 1.4.7. Les intégrales stochastiques de Lévy sont une classe particuliere de
semimartingales telles que Y,* = fo s) dW; et pour lesquelles toutes les décompositions
suivantes indexées par A > 0 sont entre autres possibles

t
M; = / @ (s)dW, +/ (K (s,2) + H(s, 2)1{msz<aana2)y) N (ds, dz)
10,¢] xR

0

t

At = 1/) (S) ds + / H (S, :L‘) 1{\H(s,z)|>)\(1Am2)}N (ds, d[E)
0 10,t] xR

+ / H (s, 2)1{ 11 (s )| <a(na2)) F(dT)ds.
10,t] xR

La proposition 1.4.4 se généralise en

Théoreme 1.4.8. Formule d’It6 pour les semimartingales vectorielles.
Soit Yy = (Y}, ..., Y) ot les (Y;')i>0 sont des semimartingales réelles et f : R™ — R une
fonction C?. Alors

PO =00+ [ VR0 Z/&Mx d <y v
+ 3 [f () = f (Vo) = Vf (Vs ) AY]

0<s<t

ot < Y% Y > désigne le crochet entre les parties martingales locales continues respec-
tives Yo et Y9 de Y et Y.

Remarque 1.4.9. — Dans le cas particulier ol (Y;)t>0 est une intégrale stochastique

de Lévy de dimension 1, V¢ = fo s) dW, ce qui entraine < Y, Y€ >;= fo s) ds
et on retrouve bien la formule énoncée dans la proposition 1.4.4.

— Pour une semimartingale, on a toujours Y ,_.., |AY;|* < +oco0 p.s.. En revanche,
rien ne garantit que ) ,_ ., [AY;| < +o0.

Formule d’intégration par parties
Soient (V;});>0 et (Y;?)i>o deux semimartingales a valeurs réelles. Alors

t t
WZQWW=WW+/n%ﬁ+/KMﬁ+WH%
0 0

avec [Y1, V2], =<V Y20 > 437 AYIAYZ.

Démonstration : Pour f(y1,y2) = yivye, on a Oy, f (v1,y2) = Y2, Opf (v1,y2) = 1,



18 CHAPITRE 1. CALCUL STOCHASTIQUE POUR LES PROCESSUS DE LEVY

a§1y1f (yla y2) - 8§2y2f (yla 92) =0et a?/gylf (yla 92) = 1. Par la formule d71t67

t t t
V'Y? :Y01Y02+/ YZ2dy)! +/ vidy? +/ d<Ybhe vy >,
0 0 0

Y (VY -YIYE v (V-2 - YE (Y -YL)
0<s<t

t t
=Y, Y5 + / YZay} + / YEdy2+ <vhe ve s,
0 0

+ Y (Y2 HYIYE -V YY)
0<s<t
t t
—Y01Y02+/ YZay} +/ VLAY 4 <YYo s 4 ) AYIAY]
0 0

0<s<t

O

Lemme 1.4.10. Soient (Y,!)i>0 et (Y?)i>0 deux semimartingales & valeurs réelles. Alors

Ly ot - 1 1 2 2
[Y 7Y]t —ngrfooz Yi Y(k—l)t Yii Y(k—l)t .

Démonstration : Pour n € N*, on a

VY2 =Yg+ 3 (VAYE - Y uYE )
k:1 n n

=Y+ 3 Vo (Y2 =Yoo ) + D0 VB (Yh - Vi)

k=1 k=1
+ 3 (Ve = View ) (Y2 - Vi)
k:l n n n

On admettra que les deux premiers termes du second membre convergent respectivement
en probabilité vers fot Y1dY? et f; Y2 dY] lorsque n — oo. Avec la formule d’intégration
par parties, on en déduit que le dernier terme converge en probabilité vers [V, Y?], . O

Théoréeme 1.4.11. Soit (Z;)~, une semimartingale & valeurs réelles. L’équation
différentielle stochastique -
ayy = Y-dz
%

admet comme unique solution [’exponentielle de Doléans-Dade

v, = ettb<r o T % (14 AZ)

0<s<t

qui est une semimartingale. On note (€ (Z), =Y,),-, Uexponentielle de Doléans-Dade de

Z.

>0

Remarque 1.4.12.
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— Dans le cas dZ; = ¢ (t) dW; + 1 (t) dt, on retrouve Y; = eJo P& Wt [§ (v(5) =34 (5))ds

— Comme (Z;),-, est une semimartingale, > ,_ ., AZ> < +oc. En particulier, seule-
ment un nombre fini de sauts sont inférieurs & —3 sur [0, ] et

B[] e (1+4z)= H D% (1 4 AZ,) eFosuazi>- (MUTAZIZAZ),

0<s<t s<tAZs<—=

Comme pour z > —1/2,0 < z —In(1+42) = [ anpdr < 4 [5(z — x)de = 222,

la fonction ¢+ 37 nzo_ (ln(l + AZ,) — AZ,) est décroissante cadlag somme
de ses sauts. En appliquant la formule démontrée dans la preuve de la Proposition
1.2.4 entre les instants ou Z connait un saut inférieur & —1/2, on obtient

dB, = AB, = B, (e ®” (1+ AZ) — 1) (1.4)

— SiT=inf{t <0:AZ, = —1} (par convention inf ) = +o0) alors Y; # 0 sur [0, 77,
Y, =0sur [T, +oof et si Vt >0, AZ, > —1 alors Vt > 0, Y, > 0.

Démonstration : On pose A, = % %-3<2%2>t of B, = [locsci e (1 +AZ,).
Montrons que (A;By),5, est solution de I'EDS.

En appliquant la formule d’It6 a la semimartingale (5,5 =1y — Ly — % AN A >t)t>0 de

saut AZ; et de crochet oblique < Z¢ Z¢ >, pour la fonction f (2) = e*, on obtient

dA, = (&) d&+ 5f" (&) d < &6 > +f (&) — f (&) — [ (&) A&
= A (dZ, — 3d < Z°,Z° >y +1d < Z°, 7 >, +e2% — 1 — AZ))
= A (dZ;+ 2% — (1+ AZy)).

Compte tenu de (1.4), la formule d’intégration par parties assure que

d (AtBt) - Atdet + BtfdAt ‘l— d[A, B]t
= A By~ (e 27 (14+ AZy) — 1+ dZ + e*” — (1+ AZy)) + AAAB,

= A,-By- (e—AZt (1+AZ)—1+dZ, +e% — (1+AZ)

+ (2% — 1) (e72% (14 AZ) — 1) )
- Athtdet'

Ainsi (A;By),5 est bien solution de I'EDS.

1 .
= %0—2+3<2%2°> En appliquant la formule

Tet f”(x) =e™"), on obtient

Pour montrer 'unicité, on pose C; =

ATt & (&),5 et f(x) = e (f (z) =

dCy = f'(&-)d&+ 5" (&) d < &5 > +f (&) — [ (&) — F (&) A&
= Cp (—dZy+d < Z°,Z° > +e 2% — 1+ AZy) .

1
Ay
—e”

Soit (Y7),5¢ solution de ’EDS. On a

AY, =Y-AZ et AC, = Cy- (727 — 1)
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et on admet la décomposition intuitive
dYy =Y,-dZ; et dCYy = —Cy-dZ;.
Par la formule d’intégration par parties, on en déduit
d(Y;Cy) = Y,-dCy + Cy-dY;, + d[Y, Cl,

=Y,-C\ ( —dZ+d < Z°,2° > +e 2 — 1+ AZ, + dZ,

—d < Z°2° > +AZ, (e 27 — 1) )
=Y,-Cr (e 27 (14 AZ) —1).
Comme Z a seulement un nombre fini de sauts inférieurs a —1/2 sur [0,t] et pour
2> 1/2,0<1—e*(1+2) = [Fe*(1—a)(z —a)dr < 2E [*(z — 2)de = Syes”

D o<s<t le= 2% (1+ AZy) — 1] < 400 ps. et G, o Docecy (€727 (1+ AZ) — 1) est
un processus cadlag a variation finie somme de ses sauts. D’apres (1.4), en posant
Dt = YtCt — Bta on a

th = thth et DO = Y()CO - BQ =0. (15)

Soit S = inf{t > 0: D, # 0}. Supposons S < +oo. Alors soit S = 0 et Dg = 0 soit,
par définition de S, Dg- = 0 et, d’apres (1.5), Dg = 0. Comme G est a variation finie,
G = G4y + G| avec Gy croissante et () décroissante cadlag nulles en 0 telles que les
mesures dGy et —dG| sont étrangeres. Sa variation |G| est définie comme |G| = G4 — G].
Le caractere cad de G assure l'existence de S’ > S tel que f}S,S/] d|G|; < % Pour ¢t €], 5],
comme Dg = 0,

ID,| = ‘DS+ D,-dG,

< [ ipolae)
15:¢]

15,1]
< / DG, < sup Dol [ dIG],
15,57] u€[S,S’] 15,5]
1
S_ sup |Du|
2 uels,s1

Ainsi sup,c(g s |Di| < 5 5up,ers.s | Dul ce qui implique sup,e(s g | Dy| = 0. Cela contredit
la définition de S d’ou {S = 400} et I'unicité de la solution de 'EDS. O

Exercice 1.4.13. Montrer que £ (Z') € (Z%) =& (Z' + 2% + [Z*, Z?)).

Cas particulier des processus de Lévy
Supposons que (X¢) -, est un processus de Lévy de triplet (b, ¢, F') t.q. F'(] — 00, —1]) =0

10,t] xR

2113 N (ds, dz) +/ 21{z<y N (ds, dz) .

10,t] xR
Comme < X¢ X¢>=ct et AX, = [, &N (dt, dx),
E(X), = XEXNTL SN (14 AX,)
= exp (Xt — %t + ZO<s§t (In(1+AX;) — AXS))
— exp (Xt — &t e (I (L4 2) —2) N (ds, da:)) .
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Ainsi
In& (X)t = bt + \/EWt + / In (1 + $)1{|1n(1+x)‘>1}N (ds, dZB)
10,t] xR
+ / In (1 + :L‘)l{|1n(1+x)|§1}N (dS, d:L’)
10,t] xR
ol

A c
b=0b— 5 + / (hl (1 + I)1{|1n(1+x)‘§1} — :B]_{mgl}) F (d$) .
R

Il s’agit d’un processus de Lévy de triplet (Z;, c, F ) out F désigne la mesure image de F' par
Iapplication z — In(1 + ).

Exercice 1.4.14. Trouver le triplet caractéristique du processus de Lévy (Yt)tzo tel que
et = E(Y), lorsque (X;),5, est un processus de Lévy de triplet (b, ¢, F).

Exercice 1.4.15. Sur un espace de probabilité (2, F,P), soit (Z;);>¢ une semimartingale
a valeurs réelles et (Y; = £(Z);)i>0 son exponentielle de Doléans-Dade.

1. Donner ’équation différentielle stochastique satisfaite par (Y;);>o et expliciter sa
solution.
On suppose que P(Vt > 0, AZ; > —1) = 1, ce qui assure que P(V¢t >0, ¥; > 0) =1 et
que l'on peut définir X; = 1/Y; et exprimer sa dynamique dX; en appliquant la formule
d'Tto a (Yi)izo et f(y) = 1/y.

2. Vérifier que dX; = X;- (—dZt + ﬁi’f; + d<Z0>t>. Justifier que & = ngt ﬁi; est

un processus croissant a valeurs finies et que Vt > 0, X; = E(—Z + £ + (Z9)),.

On suppose désormais que (Z;):>o est un processus de Lévy de triplet (b, c, F') vérifiant
z

1+2

3. Donner le triplet caractéristique du processus de Lévy (In(Y;));>0 et en déduire celui
de (In(X}))eo-

4. Vérifier que (—Z;+ &+ (Z°)¢)i>0 est un processus de Lévy de triplet caractéristique
(C —b+ Jp <21{|z\§1} ~ el |31}> F(dz), e, F)-

1+z
Retrouver le triplet caractéristique de (In(X3))s>o.

F((—o00,—1]) = 0| On note F Pimage de la mesure F par 'application | ¢ : z — —

5. On suppose que F' = F. Montrer que les images de F' par z — In(1 + z) et par
z +— —In(1 + z) sont égales. Lorsque 2b = ¢ + [, (Zl{|z‘§1} - =1y |§1}> F(dz),

retrouver ce résultat en vérifiant que (X;)i>o et (Y2)i>0 ont mé;ez 10i1.+z

6. Vérifier que Vz > —1, p(p(2)) = z, c’est-a-dire que ¢ est une involution de |—1, +o00].
Pourquoi cette propriété n’est-elle pas surprenante ?

Nous allons maintenant étudier 'égalité F' = F.

7. Lorsque F' possede la densité f par rapport a la mesure de Lebesgue, vérifier que F
possede la densité f(z) = f (—ﬁ) ﬁ

8. Trouver la constante 8 € R telle que pour f(z) = 1p,»_13]2|7, f = f et vérifier que
[Z(ZEAL)|2)Pdz < oo

9. Soit v une mesure positive sur R telle que v(] — oo, =1]U[0, +o0[) = 0, [ 2*v(dz) <
oo et U son image par ¢.
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(a) Vérifier que v(] — 00,0]) = 0.
b) Quelle est 'image de 7 par ¢ ? En déduire que si F = v+, I = F.
¥
(c) Que vaut f]07+oo[ %D(dz) ? Remarquer que Vz € R, 1-1% > 1(22 A1) et en

déduire que f}o,+oo[(z2 A1)D(dz) < oo puis que [ (2* A1)(v(dz) + D(dz)) < co.

10. Inversement, si F' = F, vérifier que F = v + i avec » I'image par ¢ de la mesure v
définie par v(dz) = 1{_1<.<01 F(dz) et que [; 2%v(dz) < oo.

1.5 Transformation d’Esscher

Soit (X;),»o un processus de Lévy de triplet (b, ¢, F'). Le lemme suivant énonce une exten-
sion utile de la formule de Lévy-Khintchine sous une hypothese d’intégrabilité renforcée
sur F'.

Lemme 1.5.1. Soit o € R tel que f[_l e €4°F (dx) < +o0. Alors

a+tiu 2 i .
Vi >0, Vu € R, E (elT™Xr) = et((QHU)H%HR(e(am)m_l_(aﬂu)ﬂ{‘“”‘S” )F(dm))

La preuve de ce résultat fait 'objet de ’exercice suivant.

Exercice 1.5.2. On suppose que o € R est t.q. [ Ljjz>13¢** F(dz) < +00 et on veut
montrer que si

Y, = / Il{‘x|>1}N(dS, dl’) + / $1{|z‘§1}N(d5, dCL’)
10,t] xR 10,t] xR

alors E(e**) < 400 et
Vu € R, E (@) = ot fu(cF7 1 (otied oicn ) F(d) (1.6)

1. Montrer que [, |e‘w —-1- ax1{|x‘§1}| F(dzr) < 4o0.
Pour n € N e ¢ > 0, on pose Y = jio xR 1 (s jo)>13 N (ds, dx) +
ji(),t}XR le{%<|x‘§1}N(dS, dl’)
2. Quelle est l'intensité de la mesure de Poisson 141, N(ds, dz)?
En déduire deux constantes A\, € Ry, pu,, € R et une mesure de probabilité v, sur R

telles que Y," + p,t est un processus de Poisson composé d’intensité A, et de sauts
distribués suivant v,,.

3. Soit vy € C. Vérifier que [, |€7|1;,(dx) < 400 et en déduire que
E(e" 07 ity = nt(f 2 va(de)=1)
puis que

E(evytn) _ etf1{%<|z|<n}(e“—l—“/xl{mgl})F(dI)' (17)

On pose Z;L :~f]0,t]><R$1{n>|m\>1}N<dS,d:L“)a Ctn = f}O,t}xRxl{%<|x\g1}N(d8,d:l:‘) et & =
f}O,t}xR $1{\x|§1}N(d8, dl‘)
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4. Vérifier que pour presque tout w € €, il existe N(w) < 400 t.q. la suite (Z;')n>n(w)
est constante et en déduire que Z}' converge presque siurement lorsque n — oo vers
une limite Z; a préciser.

Calculer E((¢; — ¢')?) et en déduire que (I converge en probabilité vers ¢; lorsque
n — 0o.
Pour € > 0, vérifier que

15 15
POV, - Y 2e) <P (12— 272 ) +P (16— ¢ = ).

En déduire que Y;" converge vers Y; en probabilité lorsque n — oo.

5. Vérifier l'existence de v : N* — N* strictement croissante telle que Vk € N*,
E((¢ — ¢ (k))Q) < . En déduire que la sous-suite (Y;V(k))keN* converge presque
stirement vers Y;.

Vérifier que pour 7 = «a, le second membre de (1.7) converge vers

et Ja (€7 —1-azl <1y ) F(dw) lorsque n — oo. En déduire, en utilisant le lemme de Fatou,
que
]E(ant) < etfR(eaz—l—aml{mgl})F(dw).
6. Soit A > 1 et u € R. Vérifier que les variables aléatoires e(x+)¥:"
vers une limite a préciser lorsque n — oc.
Pour k € N*, on note ¢y, : 2 € C + (|z| A k)et®2) € C. Vérifier que

convergent en loi

]IE (e(%+iu)Ytn _ gpk(e(%Jriu)Yt"))’ <E ((6§Yt" _ k)+) '
En déduire que

E(e?" 4 ex1?)

B (549 _ o510 < [ (57007 — (el riny) | 4 BT L

puis que
E (6(%"77’“)%) _ etfR(e(%Jrzu)w—l—(%—i-iu)xl{‘x‘gl}>F(d%).

7. Conclure que (1.6) est vérifiée.

8. Montrer que

. N2 .
vt >0, Yu € R, E (e*T)¥) = et<(a+iu)b+MJJR(e(aﬂu)z_1_(°‘+i“)z1{\z\ﬁl})F(dx))

Théoréme 1.5.3. Soit (o, 3) € R? tel que f[q e €°°F (dx) < +o0.

2 ~
1 (Zt — eﬁwt—’gz“ra(f]o,t]xnwl{z>1}N(dsvdx)+f]o,t]xnwl{z<1}N(dsvdv’v))—tfR(em—l—aﬂ{z|<1})F(dw)>

0<t<T
est une martingale.

2. Sous P de densité 2—5 = Zr, (Xt)te[o,T] est un processus de Lévy de triplet ca-
ractéristique

(b,c, F) ou (b, F) = <b + BV + /Ra: (e = 1) Lp)<1y F (d) ea””F(da:)) :

Démonstration : Le fait que (Z;) ., est une martingale découle du lemme 1.5.1.



24 CHAPITRE 1. CALCUL STOCHASTIQUE POUR LES PROCESSUS DE LEVY

Soient s,t > 0 tels que t + s < T et A € F,. En utilisant la propriété de martingale de
(Zt)o<i<p €t d'indépendance des accroissements de (X),, il vient
E [em(Xt*“ ° } [ w(Xets—Xo) 1AZT] =K [eiu(Xt+'97XS)1AE [ZT‘E+S]:|

) Ziis
ezu(X,g_._9 Xs) 1AZt+s] —F |:€zu(Xt+SXs) 2—0— ]-AZ5‘|

E

Zits
1AZ E |: u(Xits—Xs) 2‘:

)4 ,
E |f (Xt4s—Xs) t+5:| E [1AZT] - ) |:62U(Xt+s—Xs)

S

} E[L4E [ 2|7,

, Z,
f’s — E lu(Xt+37XS) t+5
|| =sle%

S

Zt+s
Zs

]IP’(A).

Or

E [eiu(XtJrs—Xs)Zé-i-S] :eiubt—@—tjR(e”—l—axl{|m|g1})F(dI)E |:€<iu\/6+/8)(wt+s—W5)i|

a0 [e(iU+a)(f]S,t+s]xR xl{\w\>1}N(dr’d$)+f]s,t+s]><Rxl{\ﬂﬁl}N(dr’d‘%))}
:ezubt—%ftfﬂde 7lfaxl{|z|§1})F(d:L‘)E [e(w\/@rﬁ)Wt]
< |:€(iu+a)(f]0,t]><]1§ml{\ﬂc|>1}N(dT’dx)+JjO,t]><Rm1{|w\S1}N(dT’dz)):|
2 .
:eiubt+<(iuﬁ+ﬁ) —52>§+t fR((e(lu+a)z717(m+a)x1{|z|§1})7(e“z—l—ax1{|z|§1}))F(dz)
:6t<iu<b+5\/5+fR e 1)1{|I|<1}F(d:c) +f ( w””—l—iu:cl{‘z‘Sl})eazF(dI))

et

Ainsi E [emXiemXoq ] = P (A) eoer® et sous P, Paccroissement X, — X, est
indépendant de F; et a la bonne loi. ([l

e (e 1 g <1y ) Fda))

Remarque 1.5.4. Soit h: R — RJF une fonction telle que t.q. [;(h(z) — 1)2F(d3:) < 400
et Zy =E(Y) ouY; = fo t]xR )N(ds, dzx). Alors sous P de densﬂze = Zr, N est

une mesure de Poisson sur [0, T] x R d’intensité h(x)F(dz)ds. La preuve de ce résultat
fait 'objet du probleme du paragraphe 1.6.4.

1.6 Problemes

1.6.1 Dualité Call-Put dans un modele exponentiel de Lévy

On s’intéresse a un sous-jacent de valeur initiale z > 0 qui évolue comme ’exponentielle
X7 = ze?t d’'un processus de Lévy (Z;);>0. On note b € R, 02 ott o € R, et F mesure sur
R t.q. F({0}) =0et [, 1 A2*F(dz) < +oo le triplet tel que

ou?

2

Vt >0, Yu € R, E(e™?) = ™ ol ¢)(u) = ibu — —1—/(6“‘2 — 1 —iuzly<iy) F(dz).
R

On se donne une maturité 7' €]0, +o0] et on note F; = o (X7, s < t).
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1. Montrer que (—Z;);>0 est un processus de Lévy sous P et donner son triplet de
caractéristiques.

2. Rappeler la représentation de Lévy-Ito du processus (Z;)i>o.

3. On suppose d’abord que F' est la mesure nulle, que ¢ > 0 et que
b = r—90— "72 On note Ce(z,y,r,0) = E(e_’"T(X%?—y)*), Co(z,y,7m,0) =
sup,cr E (e (X2 —y)*), Poz,y,7,0) = E(e (y—X§)") et Pu(z,y,r,6) =
sup,er E (67" (y — X)) les prix des Calls et Puts européens et américains de strike
y > 0 et de maturité T lorsque r désigne le taux d’intérét sans risque, o le taux
de dividendes versé par 'actif et 7 ’ensemble des F;-temps d’arrét a valeurs dans
0,77.

(a) Vérifier que (e®*X7),50 est une F-martingale sous P.

(b) Vérifier que sous la probabilité Q de densité ‘2% = e@="T+2r par rapport a
IP, le processus (—Z;)scjo,r] est un processus de Lévy et donner son triplet de
caractéristiques 7 En déduire que

C€($7 y? r? 5) = Pe(y’ x? 57 r)'
(c) Pour t > 0, on pose Y;Y = ye~%. Montrer que pour 7 € T,
E(e(XF—y)")=E% (e (z —YY)").

Vérifier que F; = o(YY, s < t) et en déduire que C,(z,y,r,d) = P,(y,z,d,r).
4. On suppose désormais que fR e*F(dz) < 4.

a) Calculer E(e?t) et en déduire b pour que =t X ™), 1 soit une Fi-martingale
t Jt<
sous P.

Dans la suite, c’est cette valeur que 'on fixe pour b.

(b) Montrer que pour un processus de Lévy ((;);<r dont on précisera le triplet
de caractéristiques E (e T(X7 —y)T) = E (e ™7 (z — ye*7)T). Vérifier que
(e(r=9+¢t), 1 est une martingale sous P pour la filtration G, = o((,,s < t).
Montrer que si T désigne Uensemble des G;-temps d’arrét a valeurs dans [0, 7]

supE (e (XF — y)") = supE (e (z — ye*) ).
TeT TeT

(c) A quelle condition sur la mesure de Lévy F le marché est-il symétrique au
sens oul la mesure de Lévy de ((;)i<7 est égale a F'? Comment cette condition
s’écrit-elle dans le cas ou I’ possede une densité f par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R ?

1.6.2 Cumulants et moments d’un processus de Lévy

Sur l'espace de probabilité (€2, F,P) soit (X;)i>o un processus de Lévy de triplet de
caractéristiques (b,c, F) avec b € R, ¢ € Ry et F mesure sur R t.q. F({0}) = 0 et
Jo(I A 2?)F(dz) < 400 associé & la fonction de troncature h(z) = Lyg<iy et Fp =
0(X5,0 < s <t). On note

N(dt,dz) = Z d(s,ax,) (dt, dx)
$>0:AX#0
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la mesure ponctuelle associée aux sauts de ce processus, N(dt, dzr) = N(dt,dz) — F(dz)dt
et (Wi)i>0 le mouvement brownien standard qui apparait dans sa décomposition de Lévy-
Ito.

1. Ecrire la décomposition de Lévy-Ito du processus (X¢)i>o a l'aide de Wi, N et N.

2. On suppose que [; [2|1fjz>13F (dz) < 400.
(a) Que peut-on dire du processus <f]0,t]><IR Tlyjps>13 N (ds, dx) — ¢ [ x1{|x|>1}F(dx))t>0 ?
(b) En déduire que pour tout t > 0, X; est intégrable et calculer E(X).
(¢) Pour u € R, déterminer la limite de tfR(emTz —1— ™7 4,<13)F(dz) lorsque
t — o0.
(d) En étudiant ]E(e“‘%), en déduire que % converge en probabilité vers une limite
a préciser lorsque t — oo.
3. On suppose que [, 2°F(dz) < +0o0.
(a) Exprimer X, —E(X;) & I'aide de W; et de N. En déduire Var (X;) puis E(X?).
Que peut-on dire du processus (X; — E(X}))i>0 7
(b) Calculer dX? par la formule d’intégration par parties. Calculer E([X, X];) puis
E(fot X,-dE(X,)) et retrouver la valeur de E(X?).
(c¢) Pour u € R, trouver la limite de tfR(e% -1- %)F(daj) lorsque t — 0.
e iu Xt —EXe) , . X —E(Xy) .
(d) En étudiant E(e Vi), vérifier que 7~ converge en loi vers une gaus-
sienne centrée de variance a préciser lorsque ¢ — oc.

On suppose lexistence de € > 0 tel que [ e€|x|1{‘x|>1}F(dx) < 400 et on admet qu’alors

Vit >0, E (€6|Xt|) < 4ooet VA € [—¢,¢], E (e’\X’f) = etOH%JFIR(@%_I_A’”l{‘m‘él})F(d‘”».

On appelle cumulant (resp. moment) d’ordre n € N* de X; le coefficient k,(t) du terme
A% dans le développement en série entiere de A — In(E(e*t)) (resp p,(t) = E(X])) :

ln(]E(e)\Xt)) _ ZnEN* )\nmn(t)‘

n!

4. Que valent les cumulants de X; ?
e"E( X ")

5. Montrer que pour tout ¢t > 0, > =7 < 400. En déduire que les moments
de X, sont bien définis et que YA € [—¢,¢], E(e*) =1+ 3 o, fn ()25
Kng, (t)

!
6. Montrer que p,(t) = n! 2121 Z(m )N Amg=n % IL—; R

-----
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7. A un lcuplet (nq,...,n) € (N*), on associe m = max{j > 1: 3k t.q. ny = j} et le
vecteur (rq,...,7ry,) ot r; = Card{k : ny = j}.
(a) Que valent 7y + 719+ ...+ 1y et ry +2rg+ ...+ mry,?
(b) Combien un vecteur (ry,...,7,) € N1 x N* a-t-il d’antécédents ?

m K/j] (t)

)
(¢) Conclure que p1,(t) =nld> " _, Z 77777 ENT— 1 N* i1y 4+ 21 b1 =10 Hj:1 G
(d) Retrouver py(t) et pa(t).

1.6.3 Générateur infinitésimal d’un processus de Lévy

Sur l'espace de probabilité (2, F,P) soit (X;)i>0 un processus de Lévy de triplet de
caractéristiques (b,c, F) avec b € R, ¢ € Ry et F mesure sur R t.q. F({0}) = 0 et
Je(IA2?)F(dx) < +o0 et F; = 0(X,,0 < s < t). On note

N(dt,dz) = Z d(s,ax,)(dt, dx)
$>0:AX#0

la mesure ponctuelle associée aux sauts de ce processus, N(dt, dx) = N(dt,dz) — F(dz)dt
et (W) le mouvement brownien qui apparait dans sa décomposition de Lévy-Ito.

1. Montrer que si [ [2[1{z>13F(dz) < +o0, X; est intégrable pour tout t > 0 et
calculer alors E(X;).

2. Lorsque [, 2°F(dx) < +oo0, vérifier que X; —E(X;) = /cW, + f]o xR zN(ds, dz) et
en déduire Var (X;) puis E(X?).

3. Justifier que pour 7' > 0 et h : R — R mesurable t.q. P fo |h(X;)|ds < +00) =1,
P (Vt € [0,T], fot h(X,-)ds = fot h(Xs)ds> = 1. Vérifier que la continuité de h suffit
a assurer que P( [ |h(X,)|ds < +o00) = 1.
Pour f : R — R fonction C2, on note M = f(X;) — fot Lf(Xs)ds ou

Li(@) = b/ (@) + 5@+ [ (Fla+0) = F@) = @) gen) Fldy)

4. Justifier que M/ = f(X,) — [o Lf(X,-)ds puis que
V[ g [ G ) = 0 Rl
0,6} xR

5. Montrer que si f et f’ sont bornées,

Yy € R, sup(f(z+y) — f(x))” < (IF'1% V 4IFIE) A Ay?)

z€eR

et en déduire que Mtf est alors une F;-martingale de carré intégrable.

6. Vérifier que

[L(fg) — fLg — gLf](x) = cf'g'(x) + /R(f(w +y) — f(@)(g(z +y) — g(x))F(dy).



28 CHAPITRE 1. CALCUL STOCHASTIQUE POUR LES PROCESSUS DE LEVY

7.5g: R —- R est egalement une fonction C2, calculer [M7, MY],. Vérifier que
[M7, M9, fo — fLg — gL f](Xs)ds est une martingale locale.
Lorsque f ,getqg sont bornées, vérifier que Vy € R,

sup [(f(z +y) — f(2))(9(x +y) — 9(2))] < 2 flloe(2llglloc V lg"lloc) (1 A [y])

zeR
et en déduire que [M7, M9, — fg [L(fg)— fLg—gLf](X;)ds est alors une martingale
de carré intégrable.

8. Exprimer MfMg fo —fLg—gL f](Xs)ds sous forme d’une somme d’intégrales
stochastiques. En dedmre que ce processus est une martingale locale. Vérifier que

o [ [0 pue + - 00 pFaas)

< AB((MP))t 1% v 4l F1I )/R(MyQ)F(dy)-

En déduire que lorsque f, f’, g et ¢’ sont bornées Mtf M fo — fLg —
gLf](X;)ds est une martingale de carré intégrable.

9. Lorsque fR 2?F(dr) < +oo, vérifier que la bornitude des dérivées premieres des
fonctions C? f et g sufﬁt a assurer que Mtf est une martingale de carré intégrable

et M M7 — fo — fLg — gL f](Xs)ds une martingale.
1.6.4 Changement de mesure de Lévy

Sur 'espace de probabilité (§2, F,P) soit (X¢)i>o un processus de Lévy de triplet de
caractéristiques (b,c, F') avec b € R, ¢ € R, et F mesure sur R t.q. F'({0}) = 0 et
Je 1A 2?F(dx) < 400 et F; = 0(X,,0 < s < t). On note

N(dt,dz) = > b ax,)(dt dz)

$>0:AX#0
la mesure ponctuelle associée aux sauts de ce processus et N(dt,dz) = N(dt,dz) —
F (dx)dt On se donne également A : R — R, une fonction mesurable telle que
Je(h( 1)2F(dz) < +oo et on pose Fy,(dz) = h(x)F(dx). Pour A € B(R), on note

Z: :/M (hla) = DN (ds, d) = /MXR La(z)(h(z) — 1)N(ds,dz) et YA = E(Z4),

son exponentielle de Doléans-Dade. On pose Z; = Z et Y; = Y.

1. Que peut-on dire du processus Z;* ? Calculer E ((Z*)?).

2. Exprimer AY,A & laide de AX; et en déduire que pour tout t > 0, P(AY,A # 0) = 0.
On pose 7, = inf{s > 0: [ (Y,*)?dr > n}. Montrer que P (lim, 0 7, = 400) = 1.
Vérifier que le processus 1z, YA est prévisible.

En admettant la formule intuitive Y}, =1+ f}o,t}xA Ls<r Y2 (h(z) — 1)N(ds, dz),

vérifier que t — E ((Y;ﬁT )2) est localement intégrable puis que
Vn € N*, ¥t >0, E (Y )?) < etJah@-D2F(de)

En déduire que (Y,);>0 est une martingale de carré intégrable.
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3. Soient A, B € B(R) t.q. AN B = (). Vérifier que [Y4,Y 5], = 0.
En calculant d(Y4 x Y'B),; conclure que Y;AY% = V4 x Y,P.
4. L'intégrale [, (1 A 2?)*F(dx) est-elle finie?
En déduire que [, (1 A2?)|h(z) — 1|F(dz) < +oo puis que [ (1 A 2?)F(dz) < 4-00.

Soit T > 0. L'objectif de la suite du probleme est de montrer que sous P de densité % =Yr
par rapport a P, la restriction de NV a [0,7] x R est une mesure ponctuelle de Poisson
d’intensité Fj,(dwz)dt i.e. (Xy)iepo,r est un processus de Lévy de triplet de caractéristiques
(b, ¢, F},). Pour cela on se contentera de vérifier que pour A, B € B(R) t.q. AN B = ),
0<s<t<Tet0<u<v<T,

YA > 0 E( —AN(]s,t]x A)— ,uN(]u,v}XB)) _ e(t—s)Fh(A)(e_A—l)e(v—u)Fh(B)(e_”—l). (18)

N[

5. Montrer que F ({z € A: h(z) <1}) < 4 [,(h(z) — 1)?F(dz). En déduire que si
F(A) = +o0, alors F ({x € A: h(z) > 1}) = +o0 et F},(A) = +oo. Conclure que si
F(A)+ F(B) = 400 alors (1.8) est satisfaite.

6. Vérifier que

~ YA Y.P
E (ef)\N(]s,t}XA)fuN(]u,v]XB)) —F <6AN(]s,t]><A)ﬁ) % (euN(]u,v}XB)Y_vB) .

S u

7. Soit A € B(R) t.q. F(A) < +o0.
(a) Montrer que [, 14(x)|h(z) — 1|F(dx) < 400 et en déduire que Fj(A) < +oo.
(b) Quelle est la loi de N(]s,t] x A) sous P?
(c) Vérifier que % = elt=s)(F(A)=Fi(4) [Lqenax,caoy MAX,) olt le produit
porte presque surement sur un nombre fini de termes.

(d) En déduire que si £(¢*); désigne 'exponentielle de Doléans-Dade du processus
¢ = f0t (e7*h(z) — 1)N(ds, dz), alors

(t=5) (1= ) F(A)=AN (s, x4) 5 YLA _ E(CA)t‘
YA E(Ch)s

s

(&

Montrer que [,(e"*h(z) — 1)?F(dz) < +oo. En raisonnant comme dans la
question 2, que peut-on dire du processus (£(¢4);)s>o sous P?

(e) Conclure que E (e‘ANGS’t]XA)é—i> — t=)FAN(E 1) ot que (1.8) est vérifide

lorsque F'(A) + F(B) < +o0.
1.6.5 Equation integro-différentielle satisfaite par la densité
marginale d’un processus de Lévy

Soit (Zs)s>0 un processsus de Lévy de triplet caractéristique (b,c, F') (pour la
fonction de troncature h(z) = zlgg<iy) tel que [, |y|F(dy) < +oo. On pose

b=0b— / ylyy <3 F(dy) | On admet que la condition d’intégrabilité satisfaite par F
R

entraine que pour tout s > 0, E[|Z;|]] < 4+o00. On fixe t > 0 et on suppose (propriété
vérifiée lorsque ¢ > 0) que la variable aléatoire Z; possede une densité p; : R — R C! et
telle que lim;|_,oo p¢(2) = 0.
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1. Donner la fonction v, (u) telle que Yu € R, E[e?%4t] = et¥ver(®),
2. Vérifier que -LE[e?] = {E[Z,e™#] et en déduire que

Vu € R, E[Ze"*] =1 <5+ / ye“““’F(dy)> elrer () 4 jetyR[e™ %],
R

3. Vérifier que iuE[e™#] = — [o e™p)(
4. Vérifier que fR ye™ F(dy)elteer®) = fR (I]R ype(z — y)F(dy)) e*dz.
5. En déduire que pour tout v € R,

(

6. Conclure que p; satisfait ’équation intégro-differentielle

- D) + )~ [ um - y)F(dw) ¢z = 0.

~ | W

VzeR, (- Bpe) + epl(z) - / ype(z — ) F(dy) = 0.

SRN

7. Retrouver la densité de Z; dans le cas particulier F' =0 et ¢ > 0.

1.6.6 Fonction caractéristique, martingales et exponentielles

Soit (X})i>0 un procesus de Lévy de triplet caractéristique (b, ¢, F') avec ¢ > 0 (pour la
fonction de troncature h(xz) = xly<1}) et de filtration naturelle 7, = o(X,,s < t). On
note (X{);>o sa partie martingale locale continue, N (dt, dx) = 3 . Ax.200(s.ax.) (dE, dz)

sa mesure de sauts et N(dt,dz) = N(dt, dx) — dtF(dz) sa mesure de sauts compensée.

1. Que peut-on dire de N et de (W, = X )i>0 7 Comment la décomposition

dX; = bdt + \/cdW, + /

zeR

$1{|x>1}N(dtadfC)+/ w14y N (dt, dz)
z€R

s’appelle-t-elle ?
2. Que vaut E[e®Xt] pour u € R?

Pour u € R, on note

cu?

Mtu _ 6iuXt—t\I/b,c,F(u) ol \I]b,c,F(u) = 1bu — 7 + /(ezuaz . ZUZE1{|I‘§1})F(dI‘>
R

Z = iun/cW; + / (e™* — 1)N(ds, dx)

10,t] xR

3. Remarquer que pour z € R, [ — 1| < (|u] V 2)(Jz| A 1). En déduire que Z;" est
une F;-martingale de carré intégrable. Exprimer AZ}* en fonction de AX;. Que vaut
VAN AINN

4. Vérifier que VT > 0, sup,cop | M| < P ToerV0) of R(z) désigne la partie
réelle de z € C.
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5. Vérifer que

2
de™ Xt = gfuXi- (z’udXt — %dt + / (€™ — 1 — juz)N(dt, dx)) :
Te

R

En prenant garde a ce que toutes les intégrales que 'on écrira contre N(dt,dx),

N(dt,dx) et dtF(dx) soient bien définies, en déduire que
de™t = "X (dZf + Wy p(u)dt) .

6. En déduire dM}*. Conclure que M* = E(Z"); et justifier que ce processus est une
Fi-martingale de carré intégrable.

7. Pour v,w € R, vérifier que

d[M*, M*), = M} M;" (/ (e™* —1)(e"™* — 1)N(dt,dx) — cvwdt) :

€R
Ecrire m™ = [M*, M), + (Uper(v) + Cpop(w) — Upop(v +w)) 3 MZMY ds
comme une intégrale contre N et conclure que ce processus est une JF;-martingale
de carré intégrable.

8. En déduire que M;’Mtwet(\I””C’F(“)N’b’c’F(w)_%’c’F(Hw)) est également une Fi-
martingale de carré intégrable. Pour quel choix de u dans la question 6, ce résultat
est-il une conséquence de cette question ?



32 CHAPITRE 1. CALCUL STOCHASTIQUE POUR LES PROCESSUS DE LEVY



Bibliographie

1]
2]

8]

Applebaum, D. : Lévy processes and stochastic calculus. Cambridge Studies in Ad-
vanced Mathematics, 93. Cambridge University Press, Cambridge, 2004.

Bertoin, J. : Lévy processes. Cambridge Tracts in Mathematics, 121. Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 1996.

Barndorff-Nielsen, O. : Processes of normal inverse Gaussian type. Finance Stoch.
2(1) :41-68, 1998.

Cont, R. and Tankov, P. : Financial modelling with jump processes. Chapman &
Hall/CRC Financial Mathematics Series, 2004.

Jacod, J. and Shiryaev, A. : Limit theorems for stochastic processes. Second edition.
Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, 288. Springer-Verlag, Berlin, 2003.

Protter, P. : Stochastic integration and differential equations. Second edition. Appli-
cations of Mathematics (New York), 21. Springer-Verlag, Berlin, 2004.

Protter, P. and Talay, D. : The Euler scheme for Lévy driven stochastic differential
equations. Ann. Probab. 25(1) :393-423, 1997.

Sato, K. : Lévy processes and infinitely divisible distributions. Cambridge Studies in
Advanced Mathematics, 68. Cambridge University Press, Cambridge, 1999.

33



