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Exercice 1 (DERNIER TEMPS DE PASSAGE).
Soit Y une chaine de Markov irréductible transiente & valeurs dans un espace d’état au plus
dénombrable. On note 7, = sup {n > 0;Y,, = y} le dernier temps de passage en y.

L. Montrer que >, o P(ry, = n|Yp = y) = 1. En déduire que

1
14+ PV =ylYo=y)

P(Y,#y Vn>1Yo=y) =

2. Montrer que N = Card {n > 0;Y,, = y} suit, conditionnellement & {Yy = y}, une loi
géométrique dont on précisera le parametre.

Soit (Xp,n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de
parametre p €]0,1[ : P(X,, = 1) =p=1—-P(X,, = —1). On suppose p # 1/2. On définit Sy = 0,
et S, =X1+---+ X, pourn > 1.

3. Vérifier que S = (Sp,n > 0) est une chaine de Markov & valeurs dans Z. Montrer que S
est irréductible transiente (on pourra étudier lim, o Sy /n).

4. Evaluer P(S,, = 0). Ecrire la fonction f(z) = (1 — z)~"/2 sous forme d’une série entiére
(pour z € (—1,1)). Déduire de la question 1. que P(S, #0 ¥n >1) = |1 —2p|.

A

Exercice 2 (“WASTE RECYCLING MONTE CARLO”).
L’algorithme “Waste recycling Monte Carlo” ! (WR) est une variante de I’algorithme de Me-
tropolis Hasting qui tient compte de toutes les propositions (et pas seulement des propositions
acceptées comme dans Metropolis-Hastings). Soit

— FE un espace au plus dénombrable,

— 7 une probabilité sur E telle que 7(x) > 0 pour tout z € E,

— @ une matrice de transition irréductible telle que si Q(z,y) = 0 alors Q(y,z) = 0,

— p une fonction définie sur E x E a valeurs dans (0, 1] telle que pour tout =,y € E,

p(z,y)m(z)Q(z,y) = p(y, z)m(y)Q(y, ).

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans F. On suppose construit Xo, ..., X,. La proposition
alétape n+1, Xn+1 est distribuée suivant (X, -). La proposition est acceptée avec probabilité
p(Xn,XnH) et alors on pose X,4+1 = Xn—i—l' Si elle est rejetée, alors on pose X, 11 = X,,.

Pour v une probabilité sur E et f une fonction définie sur E, on pose (v, f) = > cpv(x)f(x),
des que le second membre a un sens.

'D. Frenkel. Waste Recycling Monte Carlo, To appear (2006).



1. Vérifier que X = (X,,,n > 0) est une chaine de Markov. Donner sa matrice de transition,
P. Vérifier que P est réversible par rapport a w. Montrer que P est irréductible.

2. Soit f telle que (m,|f|) < oo. Montrer, en utilisant un théoréeme du cours, que I,, =
n

1
- Z f(Xk) est un estimateur de (m, f) fortement convergent (i.e. lim I, = (m, f) p.s.).
k=1
5 1l -
3. On pose f(z,%) = E[f(X1)|Xo = =, X1 = &] et IVE(f) = —ch(Xk,XkH). Montrer
n
k=0

que IWE(f) et I,(f) sont des estimateurs (m, f) ayant méme biais (i.e. E[I)VE(f)] =
E[L.(f))-

4. Montrer que X¢ = (X¢ = (X,,, Xn41),n > 0) est une chaine de Markov. Donner sa matrice
de transition, P¢. Est-elle irréductible ? Montrer que 7¢ définie par 7¢(z, z) = 7(x)Q(z, T)
est une probabilité invariante pour P¢. Est-ce la seule?

5. Calculer (7¢, f¢). Montrer que I)VE(f) converge p.s. vers (r, f).

6. Montrer que Vary(f(X};)) > Vary(f¢(Xy, Xit1)), ou lindice 7 indique que la loi de X
est 7. Peut-on en déduire que la variance de IV (f) est plus faible que celle de I, ?

7. On suppose qu'il existe F' solution de ’équation de Poisson F' — PF = f — (m, f) telle
que (7, F?) < oco. Montrer, en utilisant un théoréme du cours, que, quand n tend vers
Vinfini, n=/2(327_, F(Xy) — PF(Xg_1) — (, f)) converge en loi vers une loi gaussienne,
N(0,0?), de variance 02 = (7, F?) — (r, (PF)?). En déduire que I,, est un estimateur de
(m, f) asymptotiquement normal de variance asymptotique o? (i.e. on a la convergence
en loi de \/n(I,, — (m, f)) vers la loi gaussienne centrée de variance o? quand n tend vers
I'infini).

8. (FACULTATIF) Montrer que P°F¢ = (PF)°. Vérifier que F° est solution de '’équation de
Poisson F¢ — P°F¢ = f¢— (r¢, f¢). En déduire que I/V est un estimateur asymptotique-
ment normal de (m, f) de variance asymptotique o3, = (7, (F©)%) — (7, (PF))?).

9. (FACULTATIF) Montrer que

0% — ofyr = Ex |(1 = p(Xo, X1)) [ (F(X1) = F(X0))? = (PF(X1) = PF(X0))?]].

On peut, & partir de I'expression de o2 — U%V r fournie par la derniere question, montrer que I’al-
gorithme WR améliore dans certains cas particuliers la variance asymptotique pour ’estimation
de (7, f). A

Exercice 3 (FONCTION DE CONTRASTE POUR CHAINE DE MARKOV CACHEE).

On consideére un processus a temps discret Z = (Z,, = (X, Y),n > 0) a valeurs dans {1,2} x
{1,2}. Le processus X = (X,,n > 0) est une chaine de Markov stationnaire (la loi de X est
une loi invariante) de matrice de transition

l—a a
P =
@ ( a l1—a > ’
ot a € [§,1— 9], et & désigne un réel positif arbitrairement petit. On considere de plus, que pour
tout n > 0, et tout zx, yr € {1,2}, avec 0 < k< n:

]P)(Yn = yn|X0 =20, ..y Xn = Tpn, Y0 = Y0y ..., Yn—1 = yn—l) = P(Yn = yn|Xn = l'n)



On rappelle que lorsque la chaine de Markov X n’est pas observable, le processus Y “seul” est
appelé chaine de Markov cachée. On note P(Yy = j|Xo = i) = 7(j]i) pour tout (i,5) € {1,2}? et
B = ~(1]2). On suppose 3 € [§,1 — d] et v(1]1) = A o 0 < A < 1 est un facteur multiplicatif
supposé connu.

Le modele de Markov caché ainsi défini est entierement paramétré par § = (a,3) € O45 =
[6,1 — 6]2. Le but de cet exercice est de proposer un estimateur convergent de 6.

1. Ecrire, & l'aide de P et 7, la vraisemblance, pg(yo, y1, -, Yn), du modele de Markov caché
défini ci-dessus associée a une trajectoire observée (yo,yi, ..., yn). Donner la définition de
Iestimateur du maximum de vraisemblance dans ce cadre, en indiquant quelles difficultés
nous serions amenés a rencontrer (vs. une suite de variables aléatoires indépendantes de
méme loi ou une suite markovienne) lors de son étude.

2. Montrer que pg(1) = per(1) et py(1,1) = per(1,1) impliquent § = #'. En déduire que le
modele est identifiable.

On considere 'estimateur suivant du vrai parametre 6 inconnu :

n—1
HTL — arggé%XLn(e;Y()a"'7Y2n+1)7 Oil LTL(G;}/O)"WY2TL+1) = lOnge(Yék7Y2k+l)‘ (1)
° k=0

On note Hy,(0) = Eq, [log pe(Yo, Y1)
3. Montrer que le processus ((Xon, Yon, Xont1, Yont1),n > 0) est markovien et irréductible.
1
Montrer, a l’aide du théoreme ergodique, que Pg,-p.s. lim —L,(6; Y0, ..., Yont1) = He, (6).
n—oo N

4. Montrer a l'aide de I'inégalité de Jensen que pour tout 6 € Oy,

po(Yo, Y1) ] <.
po, (Yo, Y1)

En déduire a ’aide de la question précedente et de 'identifiabilité du modele que la fonction
Ho, (0) vérifie la propriété dite de contraste :

H90 (0) - HQO (90) = Ego [log

Ve Os5 : Hp,(0) < Hp,(00), et HQO(G) = Hg,(6o) = 6 = bo.

5. Conclure sur la pertinence de la méthode d’estimation décrite en (1). On pourra s’inspirer
de la preuve faite en cours sur la consistance de I’estimateur du maximum de vraisemblance
dans le cas d’une modele paramétrique avec des variables aléatoires indépendantes de méme
loi.
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