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L’objectif de ce cours est de passer en revue un certain nombre de modéles
importants issus des sciences de l'ingénieur, et de comprendre comment mo-
déliser ces phénomeénes grace & des EDP. Il s’agit donc de faire le lien entre
des phénomenes physiques fréquents dans les applications (diffusion, transport,

..) et la maniére dont ceux-ci sont pris en compte dans un modeéle mathéma-
tique. Nous présenterons donc les grandes classes de modéles (en s’en tenant
a des exemples simples et concrets), et nous renvoyons a d’autres cours pour
I'introduction du cadre mathématique nécessaire & leur analyse.

Le cours se compose de trois grandes parties.

La premiére partie (cf. le chapitre 1) est consacrée aux problémes de dif-
fusion, transport et réaction. Nous commencerons par ’origine microscopique
(via le mouvement brownien) des phénomeénes de diffusion (cf. la section 1.1).
Ceci permettra d’obtenir I’équation de la chaleur, que nous étudierons en Sec-
tion 1.2). Ecrire le noyau de Green de cette équation permettra en particulier
de comprendre ses effets dissipatifs et ’existence d’une "fléche du temps". Les
aspects régularisants de 'opérateur Laplacien seront aussi mis en lumiére. Nous
verrons ensuite des problémes de transport (ou d’advection, cf. la section 1.3),
puis des problémes mélant diffusion et transport (avec le cas particulier ou le
terme de transport domine) en Section 1.4. Cette premiére partie se terminera
avec des exemples d’équations des ondes (en Section 1.5), et la mise en exergue
des différences qualitatives entre ces modéles et les équations paraboliques telles
que I’équation de la chaleur.

La seconde partie du cours est consacrée a la physique du continuum (cf. le
chapitre 3), en commengant par la notion de bilan physique (lois de conservation,
dans le chapitre 2). On présentera les formalismes eulérien et lagrangien, et on
s’intéressera a la conservation de quantités physiques telles que la masse, la
quantité de mouvement ou ’énergie (Section 3.2).

En utilisant le formalisme eulérien, on s’intéressera a divers éléments de
mécanique des fluides : lois constitutives (avec en particulier 'exemple des fluides
Newtoniens en Section 3.4), adimensionalisation et régimes (nombre de Mach,
nombre de Reynolds, systéme de Stokes), conditions aux limites (lois de paroi,
En utilisant le formalisme lagrangien, on s’intéressera & divers éléments de
mécanique des solides (en Section 3.7) : élasticité, modéles avec coefficients
aléatoires (pourquoi, comment ?).

Dans la troisiéme partie (cf. le chapitre 4), on abordera les modéles a I’échelle
atomique, qui s’écrivent, dans un premier temps, sous la forme d’équations dif-
férentielles ordinaires, les équations de Newton. Nous verrons plusieurs forma-
lismes (lagrangien, hamiltonien, ...) pour décrire ces équations. Nous montre-
rons comment l'introduction du formalisme de Liouville permet de prendre en
compte les effets extérieurs, ce qui nous permettra d’aller vers les équations
différentielles stochastiques (équations de Langevin) et les modeéles cinétiques.

Plusieurs aspects de modélisation seront discutés tout au long du cours, en
fonction des exemples considérés :



— signification physique des conditions aux limites

— réduction de modéle, passage d’'un modéle & un autre dans certains ré-
gimes : en mécanique des fluides (équations de Saint-Venant, du systéme
de Stokes a ’équation de Darcy — en Section 3.4.2 —, lois de paroi effec-
tives, ...), en mécanique des solides (passage d’une modélisation atomis-
tique & une modélisation de continuum), . ..

— modélisation multi-physique, couplant différents modéles pouvant éven-
tuellement étre écrits dans des langages différents (interaction fluide-
structure, ...)

Tout au long du cours, on montrera des simulations numériques pour illustrer
le comportement des différents modéles.

Les séances de cours seront complétées par des interventions extérieures, au
cours desquelles des spécialistes de domaines particuliers (mécanique quantique,
modélisation du sous-sol, modéles cinétiques et application & la fusion nucléaire,
...) non abordés dans le coeur du cours viendront présenter les aspects de mo-
délisation pertinents de leur discipline.

Pour toute la suite, d désigne la dimension d’espace. Dans la plupart des
problémes issus des sciences de l'ingénieur, notamment en mécanique et en
thermique, le cas pertinent est d = 3 (ou d = 2 ou d = 1 si le modéle sup-
pose certaines simplifications géométriques), mais on rencontre également des
problémes formulés en grande dimension, par exemple en mécanique quantique,
en physique statistique ou en finance. Ces domaines ne seront pas abordés ici.

Ces notes de cours sont inspirées de diverses notes de cours écrites par plu-
sieurs collégues, Eric Cancés, Virginie Ehrlacher, Alexandre Ern et Mathieu
Lewin. Je leur dois beaucoup. Je remercie aussi Simon Ruget pour sa relecture
attentive de ces notes.
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Chapitre 1

Phénoménes de diffusion

Les phénomeénes de diffusion présentent une importance considérable dans de
nombreuses applications des sciences de I'ingénieur. L’objectif de ce chapitre est
d’une part d’éclairer 'origine microscopique de la diffusion & travers la notion
de mouvement brownien et d’autre part de présenter deux exemples prototypes
d’équations aux dérivées partielles oul interviennent les phénomeénes de diffusion :
I’équation de la chaleur et I’équation d’advection—diffusion.

1.1 Origine de la diffusion - Mouvement brow-
nien

1.1.1 Marche aléatoire en 1D

Considérons pour commencer un exemple simple. Fixons deux réels stricte-
ment positifs At et Az et considérons une particule évoluant sur la droite réelle
selon la régle suivante : & ¢ = 0, la particule est en x = 0, et & chaque instant
(n+1/2) At la particule fait un saut de Az & gauche ou a droite, avec probabi-
lité 1/2 d’aller a gauche et 1/2 d’aller a droite. Dans le langage des probabilités,
une telle dynamique est appelée une chaine de Markov.

On note X,, la position au temps n At de la particule (pour les paramétres
At et Az choisis). On a donc

Xn+1 =X, + gn A.Z’, Xy = 0, (11)

ou &, est une variable aléatoire prenant les valeurs +1 avec la méme probabilité
1/2 : les variables aléatoires &, sont indépendantes, identiquement distribuées
et P(&, =1) =P, =-1)=1/2.

11 est facile de calculer l'espérance de X, : en utilisant que E[¢,,] =0, on a
E[Xnt1] = E[Xy] + E[é] Az = E[X,].

9



10 CHAPITRE 1. PHENOMENES DE DIFFUSION

Par ailleurs, on a bien sir E[Xy] = 0. On obtient donc que E[X,,] = 0 : en
moyenne, & tous les instants, la particule est a ’origine.
On peut aussi facilement calculer la variance de X, :

V[Xn+1] = E[(Xn+l - E[Xn+1])2] = E[sz-ﬁ-l] = E[(Xn +&n Ax)Q]
= E[(X5)?] + 2 Az E[X, &) + (A2) EIE7),

ot on a utilisé a la deuxiéme égalité le résultat précédent, a savoir que E[X 1] =
0. On a systématiquement £2 = 1, donc

V[Xni1] = V[X,] +2AzE[X,, &,] + (Ax)?.

Par ailleurs, la variable aléatoire &, utilisée dans (1.1) pour passer de l'itération
n a litération n+ 1, est indépendante de X,,. Donc E[X,, &,] = E[X,,] E[¢,] =0,
et donc

VXp1] = VIX,] + (A$)2,

ce qui donne
V[X,] =n(Az)?. (1.2)

Au bout de n itérations (i.e. au temps n At), en moyenne, la particule s’est
donc écartée de sa position initiale de la distance \/n Az. C’est un comportement
complétement différent de celui d’une particule se déplagant a vitesse constante :
dans cette situation, au bout de n itérations, la particule s’est écartée de sa
position initiale d’une distance proportionnelle & n, et non pas & y/n.

1.1.2 Passage a la limite

Dans la suite, on va considérer la limite ou les paramétres At et Az tendent
vers 0. Considérons un temps ¢ fixé : a cet instant, au vu de (1.2), excursion
moyenne de la particule est

V] = By (13)

Pour obtenir une limite non triviale, il va donc étre nécessaire d’imposer que le
rapport (Az)?/At garde une valeur constante (on pourrait bien str se contenter
de faire tendre ce rapport vers une certaine limite non nulle, mais on se place
délibérement ici dans le cas le plus simple). On choisira donc dans la suite de
travailler sous I’hypothése que Az et At sont reliés par

(Az)*
At @

(1.4)

pour une certaine constante o > 0.

Remarque 1. Ce scaling est dit scaling diffusif. On pourra remarquer qu’il est
fondamentalement différent du scaling dit hyperbolique, qui consiste & prendre
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At et Az proportionnels (et qui est motivé par l'idée que, pendant le temps At,
la particule parcourt une distance proportionnelle a At).

Ici, Ax est proportionnel o /At > At. Pendant le temps At, et sous Uhy-
pothése que la particule aille o droite, la particule parcourt une grande distance.
Ceci s’explique par le fait que la particule peut aller a droite ou a gauche : dans
chaque direction, il faut que le déplacement soit relativement important pour
aboutir, en moyenne, a un déplacement non nul.

Pour la suite, notons P(n, k) la probabilité de présence de la particule a
Pinstant n At au point k Az (cette fonction P est bien str paramétrée par At et
Ax, paramétrisation que nous ne notons pas explicitement pour ne pas alourdir
les notations). Il est facile de voir que

Pln+1,k) = %(P(n,k:— 1)+ Pln,k+1)), (1.5)

puisque la particule ne peut étre en k Az a l'instant (n + 1)At que
— sielle était en (k—1) Ax a Uinstant n At (ce qui arrive avec la probabilité
P(n,k — 1)) et qu'elle a fait un saut a droite (ce qui arrive avec une
probabilité 1/2),
— ou bien qu’elle était en (k4 1) Az a I'instant n At (événement de proba-
bilité P(n,k 4+ 1)) et qu’elle a fait un saut a gauche (ce qui arrive aussi
avec une probabilité 1/2).

On a donc
Pn+1,k)—P(n,k) 1 Pnk—1)+P(nk+1)—2P(nk)
At 2 At
_a Pnk—1)+P(n,k+1) —2P(n,k) (1.6)
2 (Ax)? ’ ’

ot la derniére égalité est obtenue en utilisant le scaling diffusif (1.4).

On souhaite maintenant introduire la notion de densité de probabilité u(t, x)
de présence de la particule. On rappelle que, par définition, la probabilité de

trouver & 'instant ¢ la particule dans I'ouvert B est / u(t, z) dz (pour tout

B
instant ¢ et pour tout ouvert B de R). Pour le modéle discret en temps et en
espace qu’on vient de présenter, on choisit de définir, a 'instant ¢ = n At, la
fonction u(t,-) comme une fonction constante par morceaux sur les intervalles

((k—1/2) Az, (k+1/2) Az), avec

vz € ((k—1/2) Az, (k+1/2) Az), Azu(t,z)=P (Att k) = P(n,k). (1.7)

On peut donc écrire de maniére approchée

t x
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La fonction u, comme la fonction P, est paramétrée par At et Ax, paramétri-
sation que nous ne notons pas explicitement pour ne pas alourdir les notations.

On déduit de (1.6) et de (1.7) que

u(t—i—At,x)—u(t,m) _ P(ﬁ+17ﬁ) 7P(ﬁ’£)

At B At Az
_ o PR D+ Plamas +1) — 2P (350 8%)
2 (Az)? Ax
_« u(t,z — Az) + u(t,z + Az) — 2u(t, z) (1.8)
2 (Az)? ' '

On peut maintenant (formellement) passer a la limite At et Az vers 0 dans le
schéma aux différences finies (1.8), et on obtient que u (ou plus précisément la
limite de la fonction uas a5 lorsque At et Az tendent vers 0 en satisfaisant (1.4))
satisfait I’équation

Opu = %amu, (1.9)

qui est la version mono-dimensionnelle de I’équation de la chaleur.

1.1.3 Expressions exactes
1.1.3.1 Expression pour P

On peut en fait obtenir une expression exacte pour P(n, k). Par symeétrie,
on a P(n,k) = P(n,—k). On peut donc ne s’intéresser qu’aux valeurs k > 0.

On suppose que n est pair. Aprés n itérations, la position maximale qui
puisse étre atteinte est n Az (en ayant systématiquement fait un saut vers la
droite). De plus, seules les positions k paires peuvent étre atteintes. Soit donc
k € [0,n] avec k pair. Pour atteindre cette position k, il faut que la particule se
soit déplacée n/2+ k/2 fois vers la droite et n/2 — k/2 fois vers la gauche (ce qui
fait bien n déplacements en tout, et &k fois plus de tirages vers la droite que vers
la gauche, d’ott une arrivée en k Az). Sur les n tirages faits, il faut donc avoir
tiré n/2 4 k/2 fois la valeur £ = 1 (et donc n/2 — k/2 fois la valeur £ = —1). 1l

ya

n n!
( n/2+k/2 > T (/24 k/2)! (n/2 — k/2)!

tels tirages. Chaque tirage a la probabilité 1/2™ d’apparaitre, donc

1 n!
Pk) = o Gz k)2 ()2 = k)1 (1.10)

Cette expression vérifie bien la symétrie P(n, k) = P(n, —k), elle est donc valable
pour tout k pair dans [—n, n]. Par ailleurs, pour k impair, P(n, k) = 0.
Pour tout n, on peut vérifier que P(n, -) est bien une probabilité discréte, au

sens ou P(n,k) > 0 pour tout k € Z et ZP(n, k) =1 (ce qui correspond au
keZ
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fait que, au temps n, la particule est quelque part). Pour faire ce calcul, posons
n = 2n' et k = 2k’. En introduisant ¢ = k' + n’, on calcule

’
n

> P(nk)= > P(2n,2kK)

kEZ k'=—n'

n' 1 n' +k' 1 n' —k' 27’1/
2. (3 3 WK
k'=—n'
2 2 q

q=0

=1, (1.11)
ce qui est la normalisation attendue pour P(n,-).

Remarque 2. On pourrait faire un calcul similaire pour n impair. Seules les
positions k impaires peuvent étre atteintes, et on a, comme dans (1.10),

1 n!
P(n, k) = 27 ((n+k)/2)! (n — k)/2)!

si k est impair et P(n, k) =0 si k est pair.

1.1.3.2 Expression pour u

Avec expression exacte (1.10) pour P, on va pouvoir obtenir une expression
pour u, description continue (et non plus discréte) de la probabilité de présence
de la particule.

Pour faire cela, on se donne une série de maillages {k Az,, k € Z} de la
droite réelle. Chacun de ces maillages a pour taille de grille Az, et on suppose

que ces tailles sont de plus en plus petites : lim Az, = 0. A chacun de ces
§—00

maillages est associé un pas de temps At par (1.4).

On note P la fonction P associée & ces paramétres At, et Azs. On introduit
maintenant la fonction wus, définie pour tout (¢,x) € (0,00) X R de la maniére
suivante :

— ug(t, z) est une fonction constante par morceaux, sur les pavés

((n—1/2) Aty, (n+1/2) Aty) x ((k —1/2) Az, (k +1/2) Azy)
centrés en (n Atyg, k:A:ch)
— guidé par (1.7), on pose Az, us(n Aty k Axy) = Ps(n, k).

On se donne un instant ¢, et on suppose que t/Ats est un entier pair. On
notera dans la suite n = ¢/Ats. On se donne aussi un point € R tel que x/Ax;
est un entier pair. On notera dans la suite k = z/Ax;.
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On va considérer le régime ou At et Az sont trés petits (i.e. s trés grand),

donc n et k sont tous les deux trés grands. On voit donc que n + k est grand,
t T t

x
T At Az “(An? Az
formule de Stirling

est lui aussi grand. Grace a la

tandis que n — k

y p!
pvoo \/27p (pfe)r

)

on déduit de (1.10) (expression valable pour n et k pairs) que

Az ug(t,x) = Ps(n, k)

~ L V2 (nfe)”
T2 Jr(n A R (n+ k)/20) 072 Jr(n =) (0 k)/2e) (072
\/%TL”

T At k) (n+ k)2 Ja(n — k) (n — k)n—h)/2
\/7 nn+1
"V 70 (nt k)2 (- k) =k

2 1
- \/; (1 + k/n)(nHh+D/2 (1 — f /n)(n—k+1)/2" (1.12)

En utilisant ’expression de n et k en fonction de t et x, et en utilisant le scaling

k
diffusif (1.4), on voit que — = % Az est petit. On a donc
n o«

In {(1 + k/n)(n+k+1)/2} — %’Hl In <1 + k)

n

E1\ (kK 5
<1+n+n> <TL_277,2+O(A93)>

2
(k PLA O(Ax3)> :
n n

)3 o3

et de méme

In [(1 - k/n)m*k“)/ﬂ =2 <—fb + k—; + O(Ax3)> .

2 2n?
On a donc
2 2
(nh+1)/2 (1 _ (n—kt1)2] _ 1 (K 3y) _ &
In [(1+k/n) (1—k/n) } : (n2+0(m )) 5 —+0(Ax).

En insérant ceci dans (1.12), on obtient que

2 x?
us(t, ) ~ —a7 *P 5.7 = 2pa (), (1.13)

1 x?
Po2 (‘T> = \/W exp (20_2>

ol
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est la densité de probabilité d’une variable aléatoire gaussienne centrée et de

variance o2.

Pour ¢t = n At avec n pair, on vient donc d’obtenir que la fonction x —
us(t, ), qui est constante par morceaux (par définition), vaut 2p,¢(z) au voi-
sinage de x = k Az, avec k pair, et 0 au voisinage de x = k Az avec k impair.

On peut vérifier la normalisation de us, mais ce calcul doit étre fait avec
soin. On peut écrire

/ us(t, ) de = Axg Zus (t, kAx,) [us(t,-) constant par morceaux]
R k€eZ

t
= Z P, (At’ k) [définition de us & partir de Py
kEZ s
=1 [normalisation (1.11) de Ps]

Dans ce calcul, on a utilisé le lien entre us et P, et la normalisation de P;.

On peut aussi utiliser la formule (1.13). On commence par utiliser le fait que
us(t,-) est constant par morceaux pour écrire

/ us(t, ) de = Axy Zus(t, kAz,)
R

keZ
= Az, Z us(t, kAzs) + Ay Z us(t, KAzs).
k pair k impair

On a choisi une valeur de t tel que t/Ats est pair. Pour les valeurs paires de
k, on a la relation (1.13). Pour les valeurs impaires de k, on a us(t, kAz,) =

1 t .
Ar. P <Ats’ k:) = 0. On obtient donc

/us(t,x) dx = 2Ax, Z Pat(kAxs). (1.14)

k pair
Pour k pair, on écrit
Pat((k+ DAx,) ~ poit(kAxy) + Az pl,  (kAzy)

donc

Az Zpat(kAxs) = Az, Z Dat(kAzs) + Az Z Pat(kAxy)

kEZ k pair k impair

~ 2Ax, Z Pat(kAZ,) + (Axy)? Z Pl (kAxy),

k pair k pair
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et on peut majorer le dernier terme par

(AxS)z Z p;t(kAxs) < (AxS)Q Z |pi1t(k'A$s)|

k pair k pair

< (A2,)* Y [ (kAT
keZ

~ At / 1phe(@)] de.
R

A des termes négligeables prés, on a donc 2Ax Z Pat(kAxs) ~ Axg Z Pat(kAxy),
k pair kEZ
ce qui donne, en insérant ceci dans (1.14), que

/us(t,x) dx ~ AxSZpM(k:AxS) ~ /pat(:n) dr =1,
R kEZ R

en utilisant le fait que p, + est une densité de probabilité. On retrouve donc bien
le méme résultat que dans le premier calcul.

On note finalement que, si on avait utilisé la formule (1.13) pour toutes les

valeurs de x, on aurait obtenu le résultat [ wus(t,z)dx = 2, incohérent avec le
R
premier calcul.

De maniére plus générale, on peut en fait montrer le résultat suivant :

Lemme 3. La fonction us(t,-) identifiée ci-dessus converge (lorsque s — 0o, et
au sens des distributions) vers la fonction u définie par

u(t, x) = pat(v), (1.15)

2
ot on rappelle que py2(z) = exp (—;) est la densité de probabilité
o

2

1
V2rmo? ,

d’une variable aléatoire gaussienne centrée et de variance o=.

Démonstration. Soit ¢ € C2°(R). En utilisant le fait que us(t,-) est constant
par morceaux, on écrit

/Rus(t, x)p(x)de = Z us(t, kAxy) /k o(z) dx

kEZ Tk
= Z us(t, kAxs) or, + Z us(t, kAzs) o,
k pair k impair

ou I est l'intervalle de longueur Az, centré en k Az, et ot g = / () dz.
Iy,
A des termes négligeables prés, g ~ Azs ¢(k Azs). On a choisi une valeur de ¢
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tel que t/Ats est pair. Pour les valeurs paires de k, on a la relation (1.13). Pour

les valeurs impaires de k, on a us(t, kAz,) = 0. On obtient donc

/Rus(t, x) o(x) dr = 2Ax, Z Pat(kAzs) o(k Axy). (1.16)

k pair
Pour k pair et en introduisant la fonction g(z) = pat(x) ¢(x), on écrit
g((k +1)Ax,) = g(kAz,) + Az, g'(kAx,)
donc

Az, Zpat(kAxs) o(kAxy)

kEZ

= Axg Z Pat(kAxs) o(kAxs) + Axyg Z Pat(kAzs) p(kAxy)

k pair k impair

~ 2Ax, Z Pat(kAzy) o(kAzy) + (Axy)? Z g (kAxy),

k pair k pair

et on peut majorer le dernier terme par

(Az)? D g/ (kAz,)| < (Az)* Y g (kA,)|

k pair k pair

< (Ax5)2 Z g’ (kAws)]

kEZ

~ Axs/ 1§/ (2)] da.
R
A des termes négligeables prés, on a donc

2Ax, Z Pat(kAzs) p(kAz,) = Az, Zpat(k:Axs) p(kAzs),

k pair k€EZ

ce qui donne, en insérant ceci dans (1.16), que

/us(t,:c) o(x) dx ~ AxSZpat(k:Aacs)go(kAzs) ~ /pat ©,
R R

kEZ

ce qui montre bien la convergence de us vers p,; au sens des distributions.

1.1.3.3 Consistance avec les résultats précédents

On a le résultat suivant :

Lemme 4. La fonction u définie par (1.15) est bien solution de (1.9).

O



18 CHAPITRE 1. PHENOMENES DE DIFFUSION

Démonstration. On remarque déja que u définie par (1.15) est C* (]0, oo[de),
donc on peut dériver au sens des distributions en dérivant simplement de maniére
usuelle. On calcule donc

8,5u=—iwL exp (— v’ )—i-\/ 1 il exp <_:p2>
2t3/2 \ 27« 20t 2rat 2at? 2ot
1 x? 1 x?
~Varai (ap 31) *(~501):

Par ailleurs, on calcule

5 1 x x?
u=—4/ = exp | ———
* mat at P\ 7941

et donc
3 [ 1 x? 1 z?
U=\l | 53— — | &P|—5—= |
o 2rat \a?t?  at P\ 20t
ce qui montre bien que (1.9) est satisfaite. O

On peut aussi vérifier la consistance avec les premiers calculs. Par définition

de P, on a
n

E[X,] = Y (kAx)P(n,k) =0,

k=—n

ot la derniére relation vient de la parité de P(n,-). Ceci est consistant avec le
résultat obtenu plus haut. De méme,

VIX,]=E[X2] = Zn: (kAx)? P(n, k) = Az Z (kAz)? u(n At, k Ax)

k=—n k=—n

et par conséquent

V[Xi/ad] = /

22 u(t,z)de = / 22 po¢(z) do = at.
R

R
Grace au lemme 3, on a confondu, dans 'intégrale, la fonction us (obtenue avec
les paramétres Axg et Atg) avec la fonction u (en toute rigueur, on ne peut pas
appliquer le lemme 3 tel quel, car la fonction ¢(z) = 22 n’est pas C>(R); il
faudrait donc généraliser ce lemme, exercice qu’on laisse en dehors de ces notes
de cours). On retrouve bien le résultat (1.3) disant que V[X; a¢] = at.

1.1.4 Propagation a vitesse infinie

Dans notre modéle, & I'instant initial, la particule est en Xy = 0. On a ainsi
Pn=0,k)=1sik=0et P(n=0,k) =0 sinon. Pour ce qui est de la densité
de probabilité u définie par (1.15), on peut voir que u(t,-) converge (au sens des
distributions) vers la masse de Dirac dy lorsque ¢t — 0.
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Pour tout ¢ > 0, on constate que u(t,x) > 0 pour tout z € R : la densité u
charge tout R, ce qui donne a penser que, pour tout instant ¢ > 0, la particule
peut occuper n’importe quel point de la droite réelle.

Ceci est consistant avec la modélisation initiale. On a vu que, au temps n At,
la particule pouvait atteindre toutes les positions k Az avec k € [—n,n|. Par
définition de u, pour tout ¢ > 0 et z € R,

t x at T
ACEU(f,I) ~ P <At, Ax) =P <(A1’)2’A1‘> )

ol on a utilisé le scaling diffusif (1.4) dans la derniére égalité. Dans le régime
ot ||

(Ax)? Az
bien dans la région k € [—n,n], et méme en fait dans la région |k| < n. On a
donc bien P(n, k) > 0. Pour poursuivre le raisonnement, il faudrait vérifier que,
dans la limite Az — 0, cette quantité reste strictement positive (et ne converge
pas vers 0). Le calcul mené 4 la section 1.1.3 permet en fait de répondre a cette
question.

Dans le cadre de la modélisation par équations aux dérivées partielles, on
reviendra & cette propriété ci-dessous (cf. le théoréme 15).

Az petit (et avec x et ¢ fixés), on voit donc que n :=

1.1.5 Le cas multi-dimensionnel

On peut généraliser les calculs précédents au cas multi-dimensionnel, en
considérant une particule sur le réseau Az Z?. En se placant pour simplifier en
dimension d = 2 (I'important est de comprendre comment passer de d = 1 &
d = 2, le passage de d = 2 & d > 3 étant plus simple), on suppose donc que la
particule se déplace de Ax vers la droite, vers la gauche, vers le haut ou vers le
bas, les 4 mouvements étant équiprobables (et donc de probabilité 1/4).

Il est facile de voir (par la méme raisonnement que pour aboutir a (1.5)) que
P(n + ]., k‘h kg)

o P(mklf1,k2)+P(n,k1+1,k2)+P(n,k1,k271)+P(n,k1,k2+1)

On a donc

P(Tl—f—l,kl,kg)—P(Tl,kl,kQ)
- P(n,kl—1,k2)+P(n,k1+1,k2)—2P(n,k1,k2)
B 4
+ P(n,kl,kg—1)+P(’n,]€1,]€2+1)—2P(n,]€1,k2)
4

. (1.17)

On introduit la densité de probabilité de présence u(t,z1,x2) de la particule a
I'instant ¢ > 0 au point (z1,22) de R? : comme dans le cas mono-dimensionnel,
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c’est une fonction constante par morceaux en temps et en espace, et qui est
reliée & la fonction P par

(Ax) u(t, 21, 29) = P(n, ky, ko)
dans le pavé (t,z1,22) € ((n — 1/2) At, (n+ 1/2) At) x ((k1 — 1/2) Az, (k1 +
1/2) Az) x ((k2 — 1/2) Az, (k2 +1/2) Az). On a donc & nouveau

t T ®
@ ult o) ~ P (i 5 ).

On approche le schéma discret (1.17) par

Azx)? Az)? Azx)?
Atatu:( ) f$1$1u+( ) 48362962“:( 4%) Au,

ot Au est bien sir le laplacien de u, qu’on ne confondra pas avec la notation
Az du pas d’espace. Avec 4 nouveau un scaling diffusif qu’on choisit (comparer
avec (1.4)) sous la forme (Az)%/(2At) = «, on obtient

Bpu = % Au, (1.18)

équation qui est bien str la version multi-dimensionnelle de (1.9).

Remarque 5. La discussion menée ici posséde une origine historique.Le sa-
vant néerlandais Anthony van Leeuwenhoek (1632-1723) a été le premier & ob-
server, & l’aide d’un microscope, le mouvement irrégulier et désordonné de petits
grains en suspension dans Ueau. En 1785, Jan Ingenhousz (1730-1799), médecin,
botaniste et chimiste britannique d’origine néerlandaise, a décrit le mouvement
irrégulier de la poussiére de charbon a la surface de l’alcool. On peut postuler
qu’il fut l’un des premiers a découvrir ce qu’on appelle aujourd’hui le mouvement
brownien.

En 1827, le botaniste écossais Robert Brown (1773-1858), en immergeant
dans un liquide au repos des grains de pollen, remarqua le méme comporte-
ment désordonné. Il observa au microscope de minuscules particules de quelques
micromeétres décrivant a la surface du liquide des trajectoires apparemment erra-
tiques. Il utilisa les grains de pollen car ils contenaient des particules oblongues
ayant une forme allongée plus longue que large. Brown était particuliérement
passionné par les pollens et il croyait pouvoir suivre leur progression durant la
fertilisation. Il pensait que ce mouvement était causé par un fluide vital pro-
venant de lintérieur des grains de pollen. En apprenant qu’Ingenkousz avait
observé le méme comportement pour la poussiére de charbon, Brown renonga @
son hypothése du fluide vital et il réussit & montrer que ce mouvement chaotique
se produisait également avec des grains de matiére inerte. En 1828, Brown publia
ses résultats dans un article de la revue “The Edinburgh Journal of Science”.

1. cf. le site https ://accromath.uqam.ca/2023/01/le-mouvement-brownien-du-pollen-de-
brown-a-lorigine-de-la-finance-moderne/
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Le résultat suivant généralise le lemme 4 :
Lemme 6. La fonction u définie par

T -T

w(t, ) = pat(1) X -+ X pat(xg) = m exp (_ﬁ) (1.19)

est bien solution de (1.18).

Démonstration. On a en effet

P d 1 . ( xx) L 1 T-x o ( xx)
U= — xp | — xp | ———
’ 2¢1+d/2 (27 o)d/2 P\ 24t 2rat)¥?2 2at? P\ 2a¢t

1 T-x d ( a;gc)
= —— ] exp(———).
@rat)i? \2atz2 2t) “P\ 241

Par ailleurs, on calcule, pour tout 1 < j <d,

P 1 T ( acx)
N = —————————— — X [
*a (2m at)d/? o P\72a1)

et donc

P 1 CC? 1 ( wx)
U= — — | exp (2=
it 2rat)d/2 \ a?2t2  at P24t/

ce qui entraine, en sommant sur les j, que

A 1 T-T d ( xx)
u= —— ) exp(—>—]).
2rat)¥2 \a?t?2 «t P\ 2a1

Ceci montre bien que (1.18) est satisfaite. O

1.2 Equation de la chaleur

Motivé en particulier par le raisonnement ayant abouti a I’équation (1.18), on
considére ici le probléme suivant. Etant donné une fonction f : [0, +00[xR¢ —
R, on cherche une fonction du temps et de l'espace, u : [0, —|—oo[><]Rd — R, telle
que

Ou — Au = f. (1.20)

L’équation (1.20) intervient par exemple dans la modélisation des transferts
thermiques : I'inconnue u représente une température et la donnée f une puis-
sance volumique fournie au systéme (ou absorbée si f < 0). Cette interprétation
physique a conféré son nom a l’équation (1.20), qui est communément appelée
équation de la chaleur.

On complétera ci-dessous I’équation (1.20) par des conditions aux limites.
Imposer © = 0 sur le bord du domaine (condition de Dirichlet homogéne) ex-
prime le fait que la température est maintenue égale & zero sur ce bord. Imposer
n - Vu = 0 sur le bord du domaine (condition de Neumann homogéne) exprime
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le fait que le flux thermique est nul sur le bord du domaine (ce qui revient a
dire que la paroi du domaine est isolante).

Dans la section 1.1, on a obtenu (1.20) dans un autre contexte. A 1’échelle
continue, u(t, -) représente la densité de probabilité de la particule a linstant t.
On peut comprendre le probléme comme la modélisation d’une unique particule,
ou bien comme la modélisation d’un ensemble constitué d’un grand nombre de
particules indépendantes les unes des autres. On peut alors comprendre u(t, z)
comme la concentration (notion physique proche de celle de distribution sta-
tistique) des particules a U'instant ¢ et au point macroscopique z. Cet exemple
est & rapprocher du probléme consistant & modéliser comment un polluant peut
diffuser dans son environnement (ou comment une goutte d’encre peut diffuser
dans de I’eau ou sur du papier).

L’équation de la chaleur intervient dans la modélisation de nombreux phé-
nomeénes physiques (au deld de ceux évoqués ci-dessus) car elle résulte de la
combinaison

— d’une loi de conservation (cette notion sera largement revue au chapitre 2,

dont elle formera la notion principale!) sous la forme

8tu + div Q(VU) = f7

ot ¢ : R? — R? est le flux de la variable conservative u (on pourra par
exemple penser au flux de chaleur);
— et d’une loi phénoménologique de la forme

q(Vu) = —kVu,

ot £ > 0 est un réel donné; on pourra par exemple penser a la loi de
Fourier (reliant le flux thermique & la température) ol k représente la
conductivité thermique et u la température, a la loi de Fick (reliant le
flux de particules a la concentration), ...
En combinant ces deux équations et en supposant que k = 1 (quitte a changer
Péchelle de longueur ou l’échelle de temps), on récupére 'équation (1.20).

Nous allons poursuivre notre étude en commengant par le cas simple ou
I'équation est posée dans tout l’espace, avant de traiter le cas d’une équation
posée sur un domaine borné (nous n’aborderons pas le cas de ’équation de la
chaleur posé sur un domaine non borné différent de R?).

1.2.1 Equation de la chaleur dans tout I’espace

L’avantage de travailler dans tout I’espace est de ne pas avoir a satisfaire de
conditions aux limites (qui sont en fait encodées dans I’espace fonctionnel dans
lequel on travaille), et de pouvoir utiliser la transformée de Fourier (quelques
rappels & ce sujet sont rassemblés au chapitre 10).



1.2. EQUATION DE LA CHALEUR 23

1.2.1.1 Solution fondamentale

On a déja identifié une solution particuliére de I’équation de la chaleur (1.20)
en 'absence de second membre. En effet, le lemme 6 indique que la fonction

G(t,z) = T x) (1.21)

1
(rtyirz P (* At
est bien solution de ’équation homogene associée a (1.20), au sens ot 9;G —
AG =0.

On peut en fait retrouver ce résultat en utilisant la transformée de Fourier,
qui est définie, pour toute fonction f € L'(R%), par

FO) = o) = [ | ra)eda. (1.22)

On rappelle que la notion de transformée de Fourier s’étend aux fonctions
f € L?(R%) (attention, dans ce cas, f est définie de maniére “abstraite”, par
dualité, et la formule (1.22) ci-dessus n’est pas valable). On rappelle une pro-
priété fondamentale de la transformée de Fourier :

~

Vi<j<d, O, f(k) =ik f(k).

Soit maintenant G solution de 9;G — AG = 0. On note é(t, -) la transformée de
Fourier (en espace) de G(t,-). On trouve donc que G doit résoudre I’équation

Gt k) + k> G(t, k) =0, (1.23)
équation qui se résout analytiquement et dont la solution est
Gt k) = Ce IF*, (1.24)

Remarque 7. A ce stade, on pourrait considérer [’expression @(t, k)= Cg etk
pour une “constante” Cy dépendant de k. Seule la condition initiale permet en
fait de fizer cette constante d’intégration. On choisit C' constant (i.e. indépen-
dant de k) car cela conduit o une solution particulierement utile pour la suite.

On peut revenir dans les variables d’espace, en invoquant la transformée de
Fourier inverse et le fait que, pour les fonctions f telles que f € L'(R?) et
feL'R?, ona

_ L iy eik-z
f(x) = 2n) /]Rdf(k) dk.

Le calcul d’une transformée de Fourier est particuliérement simple dans le cas
de fonctions gaussiennes : pour tout 5 > 0,

i f(z) = exp(—Blal?), alors (k) = (m/)%?2 e~W/49), (1.25)
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Exercice 8. Prouver le résultat (1.25). Indication : une bonne maniére est de se
placer en dimension un d’espace, d’identifier l’équation différentielle ordinaire
dont k — f(k) est solution (en dérivant sous lintégrale) et de résoudre cette
équation.

On voit donc que les fonctions gaussiennes sont des fonctions dans L!(RY)
et telles que leur transformée de Fourier est aussi dans L'(R?) (I’ensemble men-
tionné ci-dessus n’est donc pas vide!). Puisque la fonction k — G(t k) est
gaussienne, on déduit facilement que

En prenant C' = 1, on obtient

1 |z
G(tvl‘) = (47Tt)d/2 exXp <_4t) )

et on retrouve bien la formule (1.21) précédente. La constante C' a été choisie
de telle maniére a ce que

G(t,z) =

vt > 0, / G(t,x)dr =1,
Rd

en utilisant la normalisation de la densité Gaussienne. On peut aussi argumenter

en disant que G(t,0) = / G(t, z) dz. Imposer la normalisation de G(¢, -) revient
Rd
donc & demander que G(t,0) = 1, ce qui impose C' = 1 au vu de (1.24).

Au temps initial, on voit que @(t =0,k) = 1 pour tout k € R%, donc G(t, )
est égal a la distribution dg (se rappeler que la transformée de Fourier de dq est
la fonction identiquement égale a 1). Ceci est consistant avec le fait que G(t,-)
converge lorsque ¢ — 0, au sens des distributions, vers la masse de Dirac dy (fait
signalé en section 1.1.4).

Par ailleurs, on remarque que G n’est bien définie que lorsque ¢ > 0. Lorsque
t < 0, la fonction k +— G(t, k) n’est pas dans L?(R?), et tout le calcul précédent
s’effondre. L’expression ci-dessus de G perd aussi son sens, puisqu’elle fait appel
a v/t. On voit donc apparaitre dés maintenant une propriété importante de
I'équation de la chaleur : la non-réversibilité. La solution n’est définie que pour
les temps futurs (c’est-a-dire ¢ > 0 si la condition initiale est donnée en ¢t = 0).

Remarque 9. La notion de non-réversibilité est une motion souhaitée pour
l’équation. FElle est directement liée a un principe physique, qui est le second
principe de la thermodynamique (lequel explique par exemple pourquoi, dans
une piéce isolée, la température s’uniformise, alors que le premier principe de la
thermodynamique, principe de conservation d’énergie, n’impose pas ceci, mais
simplement que la température moyenne demeure constante).
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La fonction G que nous venons de construire est appelée solution fondamen-
tale de ’équation de la chaleur, au sens ou elle vérifie (formellement)

{ 0,G—-AG=0, t>0, (1.26)

G(0) = .

Remarque 10. Une autre fagon de trouver la fonction G est de remarquer que,
si u(t, ) est une solution de l’équation de la chaleur (1.26), alors A% u(A\%t, Ax)
Uest également (le préfacteur A\ venant du respect de la condition initiale). II est

2
v(|z|®/t
donc naturel de chercher une fonction solution sous la forme u(t,xz) = %

(& une constante multiplicative prés, a déterminer plus tard). On calcule alors

_dolzP/t) _ |2l* (2 /t)

atu: 2 t1+d/2 2t2 td/2
et )
2z; v'(|=[*/t)
On = e
ce qui donne
D 4 (s O R (2 0,
wjo; = 1 T2 2 iz
et donc
Ay = 2202/t Al 0" (j2]?/1)

t td/2 2 td/2

La premiére ligne de (1.26) donne donc, dans la variable y = |z|?/t,

d y
—5 u(y) = 5V (y) = 24V (y) + 4y " (y)-
On cherche une solution sous la forme v(y) = exp(—wy), ce qui donne

+

N

% = —2dw + 4y w?,

ce qui conduit & choisir w = 1/4. On a donc identifié v(y) = exp(—y/4), d’ou

—|z|?/(4¢
u(t,x) = CW’ et on obtient la valeur de la constante C grice a

la condition initiale. On retrouve bien (1.21).

Remarque 11. La non-réversibilité mentionnée ci-dessus se voit aussi lors-
qu’on compare la condition initiale de l’équation (une masse de Dirac, i.e. une
“fonction” trés piquée en 0) avec la solution pour tout t > 0, qui est une fonction
trés réguliere vis a vis de la variable x. On observe aussi un autre phénomene
fondamental sur lequel on reviendra (cf. le théoreme 14) : I’équation est régulari-
sante, au sens ot elle permet de passer d’une condition initiale trés peu réguliére
a une solution (a tout temps t > 0) de classe C*(R?).



26 CHAPITRE 1. PHENOMENES DE DIFFUSION

1.2.1.2 Solution homogéne

On peut maintenant utiliser la fonction G pour construire une solution de
I’équation de la chaleur avec condition initiale g. La maniére la plus simple
de procéder est de travailler en Fourier. Puisqu’on doit encore résoudre 'EDP
sans second membre d;u — Au = 0, on a encore (1.23) pour la fonction @,
ce qui conduit a la solution @(t,k) = C(k) G(t, k) pour une fonction C(k) ne
dépendant que de k (cf. la remarque 7). En utilisant la condition initiale, on a
G(k) =(t = 0,k) = C(k)G(t = 0,k) = C(k), ce qui détermine complétement
u. La fonction @(t,-) est un produit, ce qui revient & affirmer que la fonction
u(t,-) est une convolution dans l’espace de départ. On introduit donc, pour

z € R% et ¢t > 0, la fonction

u(t, ) = (G(t,)*g)(x) = /Rd G(t,z—y) g(y) dy = W /Rd e g(y) dy.

(1.27)
Comme G(t,-) € L*(R?) pour tout t > 0, on déduit que si g € LP(RY), alors
u(t,-) € LP(R?) pour tout ¢ > 0. On rappelle en effet le résultat suivant :

Lemme 12. Soit o € L*(RY) et B € LP(R?) avec 1 < p < 0o. Alors a3 €
LP(RY) et de plus ||ax Bl Loy < [l @ay 18] e @a)-

Théoréme 13 (Solution de I'équation de la chaleur dans R%). Soit g € L%(R?).
Le probléeme

w(0) = g, (1.28)

a une solution unique u € C°([0;00), L2(R?)) N C*((0;00), H2(R?)), qui est
donnée par la formule (1.27).

{&tuAuO, t>0

Démonstration. Il est clair que la définition (1.27) fournit une solution de I'équa-
tion (1.28) dans le bon espace fonctionnel (le vérifier en exercice!).

Si maintenant v € C°([0; 00), L*(R%)) NC*((0; 00), H?(R?)) est une solution
de (1.28) avec g = 0, on peut prendre le produit scalaire avec la fonction = —
v(t,z) (qui est donc une fonction de L?(R%)) et on intégre en temps sur [0; ).
On obtient

1 fo 1 1
Slotto. ey + [ at |10 da = S10(0. ey = 3lalEmn =0,

ce qui montre que v(tp,-) = 0 pour tout ¢y. On obtient ainsi 'unicité de la
solution.

Pour faire le calcul ci-dessus, on a utilisé que, pour tout ¢ > 0, on a — / vAv =
Rd

/ |Vu|?. Cette égalité peut étre obtenue en utilisant le fait que v(t,-) € H?(R%)
Rd

(par définition de I’espace de travail), et qu'on peut donc trouver v,, € C°(R?)
tel que |lv, — v|[g2(re) tend vers 0 quand n — oo. Par intégration par partie,
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ona — / vpAv, = / |V,|?, et on peut passer a la limite n — oo de chaque
Rd Rd
coté. O

On a aussi le résultat de régularité suivant :

Théoréme 14. Si g € L%(RY), alors la solution (1.27) de (1.28) est dans
€% ((0; 00) x RY).

Démonstration. 1l s’agit juste de remarquer que G est de classe C* sur (0; 00) x
R? et que toutes ses dérivées sont dans CO((O; 00), L? (]Rd)), puis d’appliquer les
résultats classiques de régularité d’intégrales dépendant d’un paramétre. ]

Ainsi, bien que nous ayons seulement supposé que la condition initiale g est
dans L?(R?), on obtient que la solution u(t,z) est de classe C> par rapport a
z € R? pour tout temps ¢ > 0. On dit que ’équation de la chaleur a un effet
régularisant. On voit bien str la non-réversibilité de ce processus.

De méme, notons la propriété suivante :

Théoréme 15. Si g > 0 avec g non identiquement nulle, alors u(t,x) > 0 pour
tout x € R et tout t > 0.

Ce résultat est une conséquence directe du fait que G > 0. Méme si g s’annule
par endroit au temps initial, la solution est strictement positive sur tout I’espace
quand t > 0. On parle de propagation & vitesse infinie, notion déja évoquée dans
la section 1.1.4.

On a aussi le résultat (dit principe du maximum) suivant :

Théoréme 16 (Principe du maximum). On suppose que g € L?(R4)NL>®(RY).
La solution u donnée par (1.27) est dans L>((0;00), L®(RY)) et vérifie

sup [[u(t) || Lo ey < [l Lo (ra)-
t>0

Démonstration. En utilisant le fait que G > 0, la formule (1.27) donne

uta)| < [ Gt =)o)l dy < gl | Gltia =9y
= lallieqeey [ G(t.2)d = gl

Ceci est vrai pour tout x, donc |[u(t, )|/ L) < [|gllLoc(ray, €t on conclut en
prenant le supremum en ¢ > 0. O

On a enfin le comportement asymptotique suivant (qui montre & nouveau la
non-réversibilité du probléme, i.e. 'existence d’une “fléche du temps”) :
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Théoréme 17 (Comportement asymptotique). On suppose que g € L?(R?) N
L>(R%). La solution u donnée par (1.27) vérifie

vVt > 0, lim wu(t,z)=0
|z]— o0
et
Vz € RY, lim wu(t,z) = 0.
t—o0

Démonstration. Puisque G > 0, on peut écrire

uta) = [ VGla =) VGl =) a(o) d,

et 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

P < ([ 6ta-na) ([ Glo-naoa)

- / Gtz — ) ¢*(y) dy
Rd

en utilisant la normalisation de G(t, ).
On démontre la premiére assertion. Soit ¢ > 0 fixé. Pour tout y € R? on
voit que | l‘im G(t,z —y) g*(y) = 0, et on sait par ailleurs que
xTr|—00

Glt.2 =) 80| < (a0

oit le membre de droite est indépendant de z et intégrable (puisque g% € L' (R%)).
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée.

On démontre la seconde assertion. Soit z € R? fixé. Pour tout y € R%, on
voit que tlgrolo G(t,r —y) g*(y) = 0, et on sait par ailleurs que

1 1

(Art)a2 9*(y) < (an)i? 7*(y)

Gtz —y) 5 (y)] <
ou la derniére inégalité est vraie pour tout £ > 1 et oit son membre de droite
est indépendant de ¢ et intégrable (puisque g2 € L*(R9)). On peut donc encore
appliquer le théoréme de convergence dominée. O

Remarque 18. Ces propriétés de ’équation de la chaleur sont trés spécifiques
aux équations de type parabolique et ne seront plus vraies pour l’équation des
ondes, par exemple. Pour l’équation de la chaleur, démontrer ces propriétés
dans le cas d’un ouvert borné nous prendra un peu plus de temps mais tout
restera vrai (cf. la section 1.2.2).
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1.2.1.3 Solution avec second membre

On s’intéresse maintenant a 1’équation de la chaleur avec second membre.
Pour cela, il est utile d’introduire 'opérateur U(t), agissant sur L%(R%) et défini
par

Ult)g=G(t,-) *g.
Il s’agit simplement de I'opérateur de multiplication par @(t7 k) en Fourier.

On a le résultat suivant :

Théoréme 19 (Equation de la chaleur dans tout I’espace avec second membre).
Soient g € L*(R?) et f € C'([0;00), L*(R%)). Le probleme

{ Ou—Au=f, t>0
u(0) =g,

admet une unique solution dans l’espace C°([0; 00), L*(R%))NC* ((0; 00), L2(R?)),
et celle-ci est donnée par la formule de Duhamel

(1.29)

u(t) =Ul(t)g +/0 Ut —s) f(s)ds. (1.30)

Démonstration. L’unicité se montre encore par soustraction de deux solutions
et estimées d’énergie (comme pour la preuve dans le théoréme 13). On montre
maintenant que la fonction proposée est bien solution. On a

u(t) :G(t,-)*g—f—/o Gt —s,-)~ f(s,-)ds, (1.31)
donc

du =0, (G(t,") x g) +/O OG(t —s,-) x f(s,-)ds + G(0,-) * f(¢,")

= (0,G(t,") xg +/0 0G(t — s,-) % f(s,-)ds + f(t,-),

en utilisant le fait que G(0,-) = Jp et que la convolée par Jp est Iidentité. Par
ailleurs,

Au(t) = (AG(t, ) * g +/0 (AG(t —s,-)) * f(s,) ds.

En utilisant que 0;G = AG, on obtient que 0;u — Au = f, c’est la premiére
ligne de (1.29).

On fait maintenant tendre ¢t vers 0 dans la formule proposée. Le second
terme (intégrale entre 0 et ¢) s’annule, et il reste u(0) = G(0,-) x g = g, c’est la
deuxiéme ligne de (1.29).

Une autre preuve consiste a passer en Fourier dans (1.29). On a ainsi

da(t, k) + |k Ut k) = (L, k).
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En utilisant la méthode de la variation de la constante, on voit que
At k) = C(t, k) e tIH’

avec

C(t, k) = ™ F(t, k).

On peut résoudre cette équation et on trouve
t ) -
Clt.k) = CO.R) + [ e Fs. by ds,
0
ce qui entraine

t
a(t, k) = C(0,k) e tH’ +/ e=DIF F(s k) ds.
0

La condition initiale donne g(k) = u(t = 0,k) = C(0,k), et on obtient donc
finalement

alt, k) =g(k) G(t, k) + /Ot G(t — s,k) f(s, k) ds. (1.32)

La transformée de Fourier inverse (qui transforme un produit en une convolu-
tion) permet d’aboutir a (1.31). O

On observe a nouveau les propriétés régularisantes de 'opérateur.

1.2.2 Equation de la chaleur en domaine borné
1.2.2.1 Modélisation pour la condition aux limites

On revient a la modélisation par une particule se déplacant sur la grille
{k Az}rez, et on suppose maintenant que la particule ne se déplace pas dans
tout R, mais seulement dans un domaine borné, qu’on choisit, sans perte de
généralité, sous la forme Q = (0,1). On suppose qu'il existe K € N tel que
K Az =1, et que la particule est initialement dans €2 (et pas sur son bord!). Il
faut donc maintenant faire des choix concernant les particules qui atteignent le
bord de €, i.e. les positions k = 1 et k = K — 1. Différents choix sont possibles :
— une premiére option consiste & dire que toute particule qui atteint le bord
disparait : lorsque la particule est en k£ = 1 au temps n, elle peut sauter a
droite avec probabilité 1/2 (et les itérations en temps se poursuivent), ou
bien sauter & gauche avec probabilité 1/2, et dans ce cas elle disparait.
Par conséquent, la probabilité de présence au bord est nulle : P(n,k =
0) = P(n,k = K) = 0 pour tout n > 0. La loi d’évolution est alors (1.5)

pour tout 2 < k < K — 2. Au niveau du bord gauche, on a

1
Pn+1,k=1)= EP(n,k—i—l),
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car la seule fagon d’arriver en k = 1 est d’avoir été en k = 2 et d’avoir
fait un saut vers la gauche (ce qui se produit avec probabilité 1/2); de
méme, pour le bord droit, on écrit

1
P(n+1,k:K—1):§P(n,k—1).

En prenant la convention P(n,k =0) = P(n,k = K) = 0, les deux régles
ci-dessus se réécrivent comme (1.5) pour tout 1 < k < K — 1. En passant
a la limite At et Az vers 0, on va retrouver la relation (1.9) pour tout
t>0etxe(0,1), avec les conditions u(t,z = 0) = u(t,x = 1) = 0 pour
tout ¢ > 0, conséquence de P(n,k = 0) = P(n,k = K) = 0. On trouve
donc I’équation de la chaleur avec conditions aux limites de Dirichlet
homogeénes :

Oru = %&mu dans Q, u(t,-) =0 sur 9.

— une seconde option consiste & dire que toute particule qui atteint le bord
est renvoyée vers l'intérieur du domaine avec probabilité 1/2. Lorsque
la particule est en £ = 0 au temps n, alors, au temps n + 1, elle peut
rester en k = 0 (avec probabilité 1/2), ou bien elle peut aller en k = 1
(avec probabilité 1/2 aussi). La loi d’évolution est alors (1.5) pour tout
1 <k < K — 1. Au niveau du bord gauche, on a

1 1
Pn+1,k=0)= §P(n,k =0)+ §P(n,k =1),

car la seule fagon d’arriver en k = 0 est d’avoir été en k = 1 et d’avoir
fait un saut vers la gauche (ce qui se produit avec probabilité 1/2), ou
d’avoir été au bord a I'instant d’avant et d’y étre resté ; on a bien stir une
relation analogue pour le bord droit.

En passant a la limite At et Az vers 0 dans (1.5), on va retrouver la
relation (1.9) pour tout ¢t > 0 et « € (0,1). La condition aux limites est
obtenue en voyant que la relation ci-dessus implique

P(n+1,k:0)—P(n,k:O):%(P(mk:l)—P(n,k:O)).

Le lien (1.7) entre P et u donne
A
At dyu(t,0) = 733 dpu(t, 0).

En utilisant le scaling diffusif (1.4), ceci s’écrit

Ax)? A
% dyu(t,0) = ; d,u(t, 0),

ce qui donne 9, u(t,0) = 0 en passant a la limite Az — 0 et en gardant le
terme dominant. On obtient ainsi ’équation de la chaleur avec conditions
aux limites de Neumann homogénes :

Oyu = g&mu dans €, Ozu(t,-) =0 sur Q.
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On vient donc de comprendre la signification des conditions aux limites de Di-
richlet et de Neumann homogénes, dans le cas ot u représente la concentration
d’une espéce (polluant, goutte d’encre, . . .) diffusant dans son milieu. Nous avons
raisonné en dimension d = 1, mais 'interprétation des conditions aux limites
reste bien str valable en dimension d quelconque.

Lorsque le probléme modélise 1’évolution de la température, la condition
u =0 (ou de maniére plus générale u = ug) sur 0f2 s’interpréte bien sir comme
le fait qu’on impose la température au bord du domaine. La condition n-Vu = 0
sur 9 (qui est la généralisation multidimensionelle de d,u = 0) consiste & écrire
que le flux de chaleur ¢ = —Vu (cf. la discussion au début de la section 1.2) a
une composante normale nulle sur 992 (ou imposée a une certaine valeur 7 si on
travaille avec n - Vu = 7), ce qui correspond a un domaine isolé thermiquement
de lextérieur.

On reviendra sur ces questions de conditions aux limites quand on abordera
la mécanique des solides (cf. le chapitre 3). On verra alors aussi des conditions
aux limites mixtes, au sens de type Dirichlet sur une partie de 952 et de Neumann
sur le reste de 0f2, ce qui aura beaucoup de sens dans ce cadre.

1.2.2.2 Propriétés qualitatives

Dans toute la suite de cette section 1.2.2; on s’intéresse a 1’équation de la
chaleur dans le domaine borné €2, qu’on munit de conditions aux limites de
type Dirichlet homogénes (mais le méme type de raisonnement s’applique pour
d’autres conditions aux limites, comme par exemple des conditions aux limites
de type Neumann homogénes) :

Ou—Au=f pour tout ¢ > 0, dans €2,
u(0) =g dans Q, (1.33)
u(t,) =0 pour tout ¢ > 0, sur 0€2.

On va ici retrouver les propriétés qualitatives obtenues dans le cas ou ’équa-
tion est posée dans tout 'espace R¢, avec des arguments plus ou moins tech-
niques (on renvoie & [2] pour certaines preuves). Commengons par les effets
régularisants :

Théoréme 20 (Effet régularisant avec f = 0). On suppose que Q est un ouvert
borné de R?, de classe C>. Soit g € L?(S) une condition initiale et u 'unique
solution de (1.33) avec f = 0. Alors, pour tout 0 <e <T, on a

ue C™([g;T] x Q).

Remarque 21. La continuité étant une propriété locale, le résultat ci-dessus
indique donc que u € C™ (]O;T] x Q). La maniére avec laquelle est énoncé le
théoreme 20 est en fait un artefact de la preuve, qui consiste a4 montrer que,
pour tout € > 0, la fonction u est dans l’espace H" (]S;T[XQ) pour tout r > 0,

puis a invoquer les injections de Sobolev pour en déduire que u € C'* ([5; T]x Q).
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Le théoréeme 20 est a rapprocher du théoréme 14, mais sa preuve est plus
difficile. On peut aussi obtenir la régularité jusqu’a t = 0 (i.e. sur [0;7] x Q) ou
avec un terme source f # 0, ce qui est évidemment encore plus délicat & obtenir
que le théoréme 20.

On a aussi des résultats de type “principe du maximum”, & rapprocher du
théoréme 16 :

Théoréme 22 (Principe du maximum faible). Soient Q un ouvert borné de R?,
T >0, g€ L2Q), f e L*(]0;T[,L*(2)), et u l'unique solution de (1.33). Si
f > 0 presque partout dans [0;T] x Q et g > 0 presque partout dans 2, alors
u > 0 presque partout dans [0;T] x .

Remarque 23. Le fait que u reste positive ou nulle lorsque les donmées sont
positives ou nulles est important physiquement, par exemple si u représente une
température, g la température initiale et f les sources de chaleur. En présence
de sources de chaleur et si la température initiale est positive, on s’attend a ce
qu’elle le reste (attention, localement, la température o l'instant t peut devenir
plus petite qu’initialement, en particulier aux points x pour lesquels la tempéra-
ture initiale était mazimale : il ne faut donc pas s’attendre a ce que u(t,x) > g(x)
pour tout t > 0).

Voici maintenant un résultat plus précis quand f = 0 et qui traduit 'exis-
tence d’une propagation a vitesse infinie : méme si la condition initiale s’annule
a certains endroits & I'intérieur de €, la solution u vérifie u(t, z) > 0 pour tout
t>0etze

Théoréme 24 (Propagation a vitesse infinie). Soit 0 un ouvert borné réqulier
de R, un temps final T > 0 et une fonction g € L*(Q) telle que g # 0 et g > 0
presque partout. Alors la solution u de (1.33) avec f =0 vérifie

Vr € Q, u(t,z) >0
pour tout temps t > 0.

Ce résultat est a rapprocher du théoréme 15, dont la démonstration était
trés simple. Dans le cas présent, la démonstration du théoréme 24 est complexe
et repose sur une inégalité de type Harnack parabolique, ou une formule de la
moyenne parabolique. On renvoie & [3] pour plus de détails.

Discutons maintenant le comportement asymptotique de la solution, dans le
cas ol le second membre f ne dépend pas du temps.

Théoréme 25 (Comportement asymptotique, f indépendant de t). Soit Q un
ouvert borné régulier de R?, g € L*() etu € C°([0; T, L*(Q)) l’unique solution
de (1.33). On suppose que f est indépendant du temps. Alors on a

Jin fJu(t) = vf| 2 () = 0,

ot v est l'unique solution dans H}(Q) du probléeme —Av = f. On note que cette
limite est indépendante de la condition initiale g.
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Dans le cas ou f est identiquement nul, on obtient un résultat comparable
au théoréeme 17.

Démonstration. On introduit w(t) = u(t) — v, qui vérifie le probléme

Oow — Aw =0 pour tout ¢t > 0, dans ),
w(0) =g —v dans ,
w(t,) =0 pour tout ¢ > 0, sur 9€2.

On considére la premiére ligne du probléme, on multiplie par w, on intégre sur
Q (et on utilise une intégration par partie sur le second terme en utilisant la
condition de nullité au bord) :

1
7at/ w? 4+ [ |[Vw|*> =0 pour tout t > 0.
2 Ja Q

On utilise ensuite I'inégalité de Poincaré sur 2 : il existe A > 0 tel que
Vg € Hy(9), lallzz) < AMIVallLz)-

Puisque w(t,-) € H}(Q2), on en déduit que, pour tout ¢ > 0,

2
o [ w?=—2 P<og [t
e s

On peut alors appliquer le lemme de Gronwall, ce qui donne que, pour tout
t>0,

w3(t, - exp(— 2 w3 (t=0,-
/Q (t,) < exp( 2t/A>/ (t=0,"),

Q
et donc

[w(t) L2 () < exp(—t/X?) [w(t = 0)||L2(0) = exp(=t/A?) [lg — v]|L2(0),
ce qui implique directement le résultat souhaité. O

Remarque 26. On notera que la vitesse de décroissance de u(t) vers sa limite
en temps infini est gouvernée par la constante de Poincaré dans ) (quantité qui
est reliée a la premiére valeur propre du laplacien dans Q2 auw vu de l’exercice 29).

Remarque 27. Le comportement décrit par le théoréeme 25 est a nouveau ca-
ractéristique des équations paraboliques. Le méme raisonnement formel aboutit
a une conclusion fausse dans le cas de [’équation des ondes. Considérons en
effet le probléeme Oyu — Au = f dans €2, avec des conditions initiales adéquates,
et la condition auzx limites u(t,-) = 0 sur OQ pour tout t > 0. En supposant
f indépendant du temps, il est tentant d’introduire a nouveau l'unique solution
v € H}(Q) du probléme —Av = f. Dans le cas de l’équation des ondes, la so-
lution u(t) ne s’approche pas de v lorsque t — 0. Le comportement de u(t) est
plutdt un comportement oscillant autour de v (cf. la section 1.5.2.1), et non pas
un comportement dissipatif vers v comme formalisé par le théoréme 25.
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1.2.2.3 Approche spectrale

On propose dans cette section (sous la forme d’une série d’exercices) une
méthode permettant d’écrire de maniére “explicite” la solution de (1.33). On va
utiliser pour cela un outil, 'approche spectrale (quelques rappels sont rassemblés
au chapitre 10), qui remplace dans le cadre présent d’un probléme posé sur un
ouvert borné € loutil de la transformée de Fourier qu’on a utilisé lorsqu’on
travaillait dans tout ’espace R<.

On se donne un temps final 7' > 0 et on cherche une solution de (1.33) dans
espace L*(]0; T[, H} (92))NC([0; T, L2(£2)). On considére la famille (wy,)g>1 C
H}(Q) des fonctions propres du Laplacien avec conditions de Dirichlet au bord
de Q (cf. le théoréme 64 du chapitre de rappel 10) :

- Awk = )\k Wi, (1.34)

ou les Ay sont les valeurs propres du Laplacien de Dirichlet (on rappelle que
lopérateur (—A)~! est un opérateur compact et auto-adjoint de L*(2) dans

L?(Q)). On normalise les vecteurs propres par la condition [ wywy = dpe et il
Q

est facile de voir que / Vwy - Vwg = Ay 0. Par ailleurs, on sait que les (wg)g>1
Q
forment une base de L%().

Exercice 28. Dans le cas Q =]0,1[ (et ceci se généralise en dimension d > 1
pour des pavés), montrer qu'on a wy(z) = V2 sin(kwx) et \p = (k)% pour
tout k > 1. On voit donc que la premiére valeur propre est simple, et que la
fonction propre associée a un signe. Il en est de méme pour le laplacien avec
conditions aux limites de Neumann, pour lesquel on a wy(z) = /2 cos(k 7 ) et
M = (Em)? pour tout k > 0.

Exercice 29. Etablir une relation entre la plus petite constante Cq possible
dans l'inégalité de Poincaré, i.e. la plus petite constante Cq telle que

Vg € Hj(), lallzz) < Ca lIVdllL2 (),

et la premiére valeur propre A1 de (1.34).

On revient maintenant au probléme de la chaleur (1.33). Comme on cherche
sa solution u dans CO([O; T, LZ(Q)), on peut écrire, pour tout ¢,

u(t) = Z o (t) wg

E>1

avec ay(t) = /Qu(t) W«

Exercice 30. En testant l’équation de la chaleur contre wy,, montrer que chaque
ay est solution du probléme

{ a,(t) + e ar(t) = pu(t) dans]0;T7,
ar(0) =a?,
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ol
5= [ s af= [ gu
Q Q
1l s’agit pour chaque k d’une équation différentielle ordinaire (et il y a un décou-

plage complet entre les différentes valeurs de k). Montrer que l'unique solution
du probléme ci-dessus est

¢
ap(t) = af e +/ Bi(s) e M =5) g,
0

Ainsi, on trouve que u s’écrit (au moins de maniére formelle)

u(t) = ZG_AM (9, wk) wy +/0 Z e M=) (f (), wy) wy ds, (1.35)

k>1 k>1
ot {-,-) est le produit scalaire dans L?(£2).

Il est maintenant utile d’introduire opérateur U(t), agissant sur L2(Q) et
défini par

U(t)g =Y e " (g, w) wy
k>1

pour tout g € L?(Q). On sait que Ay > 0 pour tout k, et donc, pour tout ¢ > 0,
on a
U972 = Y e (g, wi)|* lwkl 720y [orthogonalité des wy]
E>1
< Z (g, wx)|? [les wy, sont normalisés et \j, > 0]
E>1

:||g||%2(g), [Parsevall

ce qui donne bien le fait que U(t)g € L?(£2). La formule (1.35) s’écrit alors

u(t) =U(t)g+ /0 U(t—s)f(s)ds, (1.36)

expression & rapprocher de (1.30). On peut montrer que cette formule four-
nit bien une fonction u € L2(]0; T[, Hj(2)) N C°([0; T], L?(R2)), ce qui permet
d’obtenir P’existence et I'unicité de la solution a (1.33).

Exercice 31. En utilisant 'expression (1.35), donner une nouvelle prevve du
théoreme 25.

Solution. On utilise Pexpression (1.35) de la solution de (1.33). Dans le cas
présent ol f est indépendant du temps, on a

t
u(t) = e (g wp) w + > (f, wi) wp / e 079 s
E>1 E>1 0
1— e Mt

= e g+ S () oy —— .

Ak
k>1 k>1
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En testant la formulation variationnelle associée a ’équation définissant v avec
la fonction test wy, on trouve

<f,wk>z/Vv-VwkZ/\k/vwkz)\k<v,wk>,
Q Q

ou on a utilisé & la deuxiéme égalité la définition de wy. En insérant ceci dans
Pexpression de u(t), on obtient donc

u(t) = Zei/\kt (9, wr) Wi, + Z (v, wi) wg (1 — e*)‘kt) ,

k>1 k>1

et donc, en utilisant la décomposition v = E (v, wi) Wi, on a

k>1
u(t) —v =" e M (g—v,wp) wy,
E>1
d’ot
lut) = vlF2) = D e 2* [{g — v, wi)

k>1

<e PN (g —vwp) P = e g — vl Fa ),
k>1

d’otu le résultat. On remarque aussi que, dans le cas particulier ot g = v, 'in-
égalité ci-dessus indique que u(t) = v pour tout ¢, ce qui est bien sir la solution
de (1.33) dans ce cas trés particulier. O

1.2.2.4 Schémas numeériques

On a mis en exergue ci-dessus plusieurs propriétés qualitatives de ’équation
de la chaleur (1.33). Il est donc normal, lorsqu’on construit des schémas numé-
riques, de se demander si ceux-ci vérifient les mémes propriétés qualitatives (qui
sont souvent au fond des propriétés physiques fondamentales). Afin de rester
dans un cadre simple, on revient a une situation mono-dimensionelle, et on dis-
crétise le probléme sur 2 =|0, 1] par la méthode la plus simple, ¢’est-a-dire la
méthode des différences finies. On considére donc le probléme

Ou = a Oy, (1.37)

avec a > 0, on utilise le pas de temps At et le pas d’espace Az avec 1 =
(N 4+ 1) Az pour un certain N € N. Dans la suite, uj est Papproximation de
u(n At, j Azx). On va considérer trois schémas en temps. Avant cela, on rappelle
la notion de stabilité d’un schéma.

Soit 1 < p < oo. Pour tout U := (u;)1<j<n € RV, on définit la norme
1/p

N
Ul = [ Y Awuy? ;
j=1
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qui a pour objectif de ressembler & [jul|z»(q). Dans le cas p = oo, on définit
naturellement

1Ulloe = max fu],

ce qui la aussi ressemble & ||u ().

Définition 32. Soit 1 < p < oco. Un schéma aux différences finies est dit
inconditionnellement stable pour la norme LP s’il existe une constante C, indé-
pendante de At et de Az, telle que

vneN, (UM, <C v, (1.38)

quelle que soit la donnée initiale U°.
Si (1.38) n’a lieu que pour des pas At et Ax astreints o certaines inégalités,
on dit que le schéma est conditionnellement stable.

Remarque 33. La stabilité par rapport a une norme n’implique pas la stabilité
par rapport & d’autres normes, méme si toutes les normes sont équivalentes en
dimension finie. Il existe des schémas qui sont stables par rapport a une norme
mais qui ne le sont pas par rapport & une autre. En effet, le point crucial est
que la majoration (1.38) est uniforme par rapport & Az et At.

Remarque 34. Bien sdr, la notion de stabilité n’est utile que pour des EDP
telles que la solution exacte vérifie ||u(t, )| Lr(q) < C||u(0, )| Lr(0)-

Commencgons par le schéma d’Euler explicite, qui consiste a discrétiser (1.37)
par
n+1 7 7 n
N = Rl ekl SR (1.39)
At (Az)?

Théoréme 35. On considére 'équation de la chaleur (1.37), munie de condi-
tions aux limites de Dirichlet homogénes. On discrétise celte équation par le
schéma d’Euler explicite (1.39). Ce schéma est stable en norme L™ si et seule-
ment si la condition

20 At < (Ax)? (1.40)

est satisfaite. On appelle la condition (1.40) la condition de Courant-Friedrich-
Lewy ou condition CFL.

Pour la petite histoire, la condition de stabilité (1.40) fut découverte en 1928
(avant l’apparition des premiers ordinateurs!).

Remarque 36. Le schéma d’Euler explicite (1.39) est stable en norme L?
si et seulement si la méme condition (1.40) est satisfaite. On peut montrer
ceci en utilisant la transformée de Fourier discréte (analyse de stabilité de von
Neumann,).
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Remarque 37. Il n’est pas étonnant qu’il y ait une borne inférieure sur la
valeur de Ax pour que le schéma soit stable. Sinon, on pourrait faire tendre Ax
vers 0 (a At fixé), et le schéma (1.39) deviendrait
un+1 _ un
At

Dans cette équation, on remarque qu’on perd de la régularité a chaque pas de
temps : si u™ € H?(Q), alors u™t! € L2(), ete, d’ot linstabilité du schéma.

— aOpzu™ = 0.

Démonstration du théoréeme 35. Le schéma d’Euler explicite (1.39) peut se ré-
écrire sous la forme

. At N At

Si la condition CFL est vérifiée, alors (1.41) montre que u} est une combinaison
linéaire convexe des valeurs u}‘jll, u;’_l et u;’;f au temps précédent. En effet,
tous les coefficients dans le membre de droite de (1.41) sont positifs et leur
somme vaut 1.

Si la donnée initiale U est bornée par deux constantes m et M telles que
VO<j<N+1, m<u)<M,

alors une récurrence facile montre que les mémes inégalités restent vraies pour
tous les temps ultérieurs :

VO<j<N+1, min(0,m)<uj <max(0, M)

en prenant en compte les conditions aux limites de Dirichlet (on n’a pas for-
cément u° nul au bord; par contre, u! est nul au bord et se calcule & par-
tir de u® et de valeurs nulles pour j < 0 et j > N + 1). On a donc bien

max |uf| < U, et la stabilité L.
0<j<N+1

Réciproquement, supposons que la condition CFL ne soit pas vérifiée, c’est-
a-dire que

2a At > (Ax)?.

On écrit le schéma d’Euler explicite de maniére compacte sous la forme U™ =
M U™ !, ot la matrice M vaut

1—2¢ c 0 0
c 1—2¢c ¢ 0
M: O '.. '.. '.. 0

: 0 c 1—2¢ c
0 0 c 1-—2c

avec ¢ = a At/(Ax)? > 1/2, et o U™ € RN est le vecteur des degrés de liberté
internes (on n’y met pas les deux degrés de liberté sur le bord du domaine, qui
sont de toute fagon fixés par les conditions aux limites). Pour certaines données
initiales, le schéma n’est pas stable :
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— Considérons le vecteur
VI<j<N, &=(-1)

qui vérifie £T¢ = N.
— On a
ME=(3c—1,1—4c,4c—1,...)T
et donc €T M € =2(1 —3c) + (N —2)(1 — 4c).
— On calcule que

TMe N—-2+42(3c—1)/(4c—1)

€T = (4dc—1) N .

— Puisque 2¢ > 1, on a4c—1 > 1. Donc il existe Ny(c) tel que, si N > Ny(c)
(c’est a dire si Az < Azg(c)), alors
"M ¢
£r¢
ce qui signifie que la plus petite valeur propre de M vérifie

TN T
)\min = inf v v < £ 5
very UTU €T¢

> 1,

< -1

— Pour U = Upin (vecteur propre associé a la valeur propre Apmin), on

a U™ = A2y, U et donc on a [uff| = |[Amin|" |u§)|n_>—+>OO +oo pour tout
1<j<N.
Le schéma n’est donc pas stable en norme L°. O

On considére maintenant le schéma d’Euler implicite, qui consiste & discré-
tiser (1.37) par
n n—1
uf —u _au?_l —2u} +ul —0 (1.42)
At (Ax)?

On peut montrer le résultat suivant :

Théoréme 38. On considére l’équation de la chaleur (1.37), munie de condi-
tions aux limites de Dirichlet homogénes. On discrétise celte équation par le
schéma d’Euler implicite (1.42). Ce schéma est stable en norme L™ quels que
soient les pas de temps At et d’espace Az (le schéma d’Euler implicite est donc
inconditionnellement stable en norme L ).

La preuve repose sur I’argument suivant. Sans perte de généralité, on peut
supposer que la condition initiale U vérifie

VI<Sj<N, m<ulj<M

pour deux constantes m < 0 < M. On peut alors montrer (par récurrence) que,
pour tout n € N*,
VI<j<N, m<ui <M,

et ceci sans aucune condition sur At et Ax.
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Remarque 39. Dans l’esprit de la remarque 37, on voit que, dans la limite
Az — 0 a At fizé, le schéma (1.42) devient

unJrl _ un

+1 _
0
At

n
_aazmu — Y

ce qui est un probléme bien posé. Cette observation est consistante avec le fait
qu’il n’y a pas de condition CFL pour le schéma d’Euler implicite.

Remarque 40. Pour intégrer l’équation de la chaleur, on peut donc choisir
entre :

— le schéma d’Euler explicite, qui va nécessiter de petits pas de temps (pour
respecter la condition CFL), mais dont chaque pas de temps peut étre
résolu en un codt calcul trés faible,

— et le schéma d’Euler implicite, pour lequel on peut prendre de plus grands
pas de temps, mais dont chaque pas de temps nécessite l’inversion d’une
matrice (et donc un cott calcul plus élevé).

Le choiz entre l'un ou l’autre des schémas dépend de la situation, il n’y a pas
de choix uniformément meilleur.

On termine par un schéma centré (dit schéma de Richardson), qui consiste
a discrétiser (1.37) par

n+l _ , n—1 n _ n n
U uj N uj_y —2uf +ujy, _o
2AL (B2
7.L+1 — uﬂil
On a donc approché la dérivée en temps selon dyu(t,,z;) ~ ———L— ce

qui aboutit & un schéma complétement symétrique dans les variables n et j. En
considérant des conditions aux limites périodiques, i.e. u(t,z = 0) = u(t,z = 1)
pour tout ¢, et en utilisant ’analyse de stabilité de von Neumann (par transfor-
mée de Fourier discréte), on peut montrer que le schéma est inconditionnelle-
ment instable en norme L? (il est instable pour tous les choix de pas de temps
et d’espace!).

1.3 Equation de transport

On se restreint ici au cas d’une équation posée dans tout l’espace R?, avec
une condition initiale réguliére, et lorsque le second membre est nul (probléme
homogene). On renvoie au chapitre 9 (et en particulier a la section 9.1) pour
le cas (toujours dans R?) d’une condition initiale moins réguliére, ou bien d'un
second membre non nul. L’étude est techniquement plus compliquée, mais les
mémes conclusions qualitatives demeurent. Le cas de ’équation de transport
posé dans un domaine borné est briévement évoqué ci-dessous.
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1.3.1 Probléme continu

On s’intéresse donc ici & 1’équation de transport dans tout I’espace R? :
Ou+b-Vyu=0, (1.43)

oil b est un vecteur fixe de R? (pris pour simplifier indépendant de z et t). Ce
type d’équations modélise le transport (par un flot de vitesse b) d’espéces chi-
miques. La fonction u représente la concentration de ces espéces, fonction du
temps et de ’espace. On retrouvera aussi plus tard cette équation, quand on
s’intéressera (en physique statistique) a 1’évolution de la distribution de parti-
cules évoluant suivant une dynamique hamiltonienne (cf. par exemple ’équation
de Liouville (4.10)).

Supposons que u est une fonction réguliére. On remarque alors que (1.43)
signifie qu'une certaine dérivée de u s’annule. Soit (t,z) € R x R? fixé. Intro-
duisons la fonction auxilliaire z(s) = u(t + s,z + sb). Alors (1.43) signifie que
Z'(s) =0, donc que s — u(t + s,z + sb) est une fonction constante sur tout R.
Ainsi, pour chaque point (t,z) € R x R% u est constante sur la droite de di-
rection (1,b) € R4! passant par (¢, ). La fonction réguliére u est donc connue
partout pourvu que ’on connaisse u sur au moins un point de chacune de ces
droites (c’est la méthode des caractéristiques).

Considérons alors le probléme avec condition initiale réguli¢re g € C1(RY) :

dwu(t,x) +b-Veu(t,r) =0, (t,z) € (0,00) x RY,
{ u(0,z) = g(z), r € RY. (1.44)

Les arguments précédents montrent que la fonction u définie sur [0, 00) x R? par
u(t,x) := g(x — bt) (1.45)

est 'unique solution de (1.44) dans C'*([0, c0) x RY). Notons que la formule (1.45)
décrit une onde progressive, avancant dans la direction b a la vitesse |b|ga. La
propagation a lieu & vitesse finie, a la différence de 'équation de la chaleur (cf.
la section 1.1.4 et les théorémes 15 et 24).

On remarque aussi que, pour tout ¢ > 0, la fonction = — u(t,z) a exac-
tement la méme régularité que la condition initiale : ’équation de transport
n’a pas d’effet régularisant, a la différence de I’équation de la chaleur (cf. les
théorémes 14 et 20).

Lorsqu’on travaille dans un ouvert €2 borné, il faut imposer des conditions
aux limites. Il faut alors distinguer les points x de 9f2 pour lesquels b pointe vers
lintérieur du domaine (i.e. les points x € 9 tels que b(z) - n(z) < 0, ou n(z)
est le vecteur normal sortant ; ce sont les points de flot entrant) et les points z
de 99 pour lesquels b pointe vers 'extérieur du domaine (i.e. les points x € 99
tels que b(z) - n(x) > 0; ce sont les points de flot sortant). En particulier, on
ne peut pas imposer de conditions aux limites sur ensemble de 9Q (penser a
deux points reliés par une caractéristique : la connaissance de u en un point
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impose la valeur de u en lautre point). On renvoie a l'exercice 41 pour une
illustration en dimension d = 1. Imposer les conditions aux limites est donc une
opération délicate, puisqu’on ne peut imposer les valeurs de u (ou de certaines
de ses dérivées spatiales) qu’en les points entrants.

Exercice 41. On considére le probléme d’advection en dimension d =1 donné
par Opu + bOyu = 0 pour une vitesse b > 0 constante. On note ug € C' la
condition initiale.

1. On suppose que 2 = R. Trouver une solution de classe C' au probléme.

2. On suppose maintenant que Q@ = (0,1) et que ug = 0. La forme de la
solution trouvée dans la question précédente suggére que, si on souhaite
fixer la valeur de la solution au bord, il faut faire cela au bord gauche en
imposant u(t,0) = f(t) pour une certaine fonction f € C*(Ry) vérifiant
f(0) = 0 et telle que f'(0) = 0. Dans ce cadre, trouver une solution de
classe C' au probléme.

1.3.2 Schémas numeériques

On se place en dimension un d’espace, dans 'ouvert 2 = (0, 1). Nous consi-
dérons I’équation de transport (ou d’advection) suivante :

Ou+V O,u=0, dans R} xQ,
u(t,0) = u(t, 1), pour tout ¢ € R% (conditions aux limites périodiques),
uw(0,z) = u’(z), pour tout z € Q (condition initiale),

(1.46)
avec une vitesse V € R\ {0} constante et uniforme et une condition initiale u°.
Pour simplifier, nous supposerons que V' > 0 (des résultats analogues peuvent
étre obtenus sans difficulté pour V' < 0). Le but de cette section d’étudier
plusieurs schémas aux différences finies explicites pour cette équation.

Le terme de dérivée en temps sera toujours approché a ’aide de la formule

nt+l _ u”

J J

At

3tu(tn, Ij) ~

Nous allons considérer trois types de schémas, qui correspondent a trois maniéres
d’approcher le terme V 9, u :
— Le schéma explicite centré :
—un

'U,,n_;’_l
Vawu(t',—“ fL'j) ~V %,

ce qui aboutit au schéma

; u . —ul
J Iyy Attty (1.47)
X



44 CHAPITRE 1. PHENOMENES DE DIFFUSION

— Le schéma explicite décentré aval :

u = u
V Opultn, z;) ~ V2T
( J) AI‘
ce qui aboutit au schéma
wnrtl u . —u”
— L4y Hlm I =0, (1.48)
— Le schéma explicite décentré amont :
u — 'U,T.L71
Vaxu(tm $7) ~V #,
ce qui aboutit au schéma
uttl —yn ut —u
LtV =0 (1.49)

On peut montrer les résultats suivants (on renvoie a la définition 32 pour la

notion de schéma stable en norme LP?) :

— Le schéma explicite centré (1.47) est consistant avec I’équation d’advec-
tion (1.46), précis a lordre 1 en temps et 2 en espace, mais incondition-
nellement instable en norme L?2.

— Le schéma explicite décentré aval (1.48) est consistant avec ’équation
d’advection (1.46), précis & ordre 1 en temps et 1 en espace, mais in-
conditionnellement instable en norme L2.

— Le schéma explicite décentré amont (1.49) est consistant avec 1’équation
d’advection (1.46), précis a l'ordre 1 en temps et 1 en espace, et stable
en norme L? sous la condition

V At < Az, (1.50)

dite condition CFL du nom de ses découvreurs, les mathématiciens Cou-
rant, Friedrichs et Lewy.
— Le schéma explicite décentré amont (1.49) est aussi conditionnellement
stable en norme L sous la méme condition CFL (1.50).
Bien sir, lorsque V' < 0, le décentrement amont (qui consiste a aller chercher
Ui — U
AV 2
Remarque 42. L’idée de décentrement amont est une idée majeure de l’ana-
lyse numérique. Elle est particulierement cruciale dans tous les problémes de
mécanique des fluides ow elle fut d’abord découverte (en anglais, on parle de
upwinding, qui traduit l’idée que l’on remonte le vent ou le courant), mais elle
apparait dans bien d’autres modéles.

I'information en amont du flot) s’écrit V dyu(t,,z;) =V

Les résultats ci-dessus peuvent étre rigoureusement établis en utilisant I’ana-
lyse de stabilité de von Neumann (par transformée de Fourier discréte). On
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présente ici une autre approche, basée sur la notion d’équation équivalente (ou
équation modifiée). L’idée est de chercher une EDP (avec des coefficients qui
vont dépendre a priori des paramétres de discrétisation numérique, At et Az),
telle que la solution v de cette EDP vérifie v(n At, j Az) = uf, ot {u}; , est la
solution obtenue par le schéma numérique. En pratique, cette EDP équivalente
est construite de maniére itérative, en identifiant les termes correctifs a I’équa-
tion de départ les uns aprés les autres. Cette idée est trés générale en analyse
numérique (pour les EDP, les EDO, etc).

Mettons en oeuvre ce programme dans le cas du schéma explicite cen-

tré (1.47). On écrit

uf T —ul w(n At + At j Az) — v(n At, j Az)
A At

At
= at’U + 7 attv + O(AtZ),

ol les dérivées de la fonction v a la derniére ligne sont évaluées en (n At, j Ax).
On a de méme
Az? AN

Dpa¥V + —— Opaav + O(Az?),

ul g =v(nAt, jAr+ Az) = uj + Ar v + 5 .

donc " N
u” —u”
Jt+1 i1 _ 5 2
—————— = 0,v+ O(Az*).
2Ax * ( )
En reportant ces expressions dans le schéma numérique (1.47), on obtient que
v est solution de

D+ 5L duw +V 0.0 = O(AR) 1 0(80?). (151)

On pourrait identifier les termes de reste O(At?) et O(Az?) en allant plus
loin dans les développements de Taylor, mais cela n’est pas indispensable ici.
A Tordre dominant, on retrouve bien I’équation de départ (le schéma est bien
consistant !), i.e. dv + V 9,v = 0. Ceci implique, toujours a l'ordre dominant,
que

c')ttv = —6t (V 8m1)) =-V 8x8t1) = V2 8mv.

En reportant ceci dans (1.51), et en ignorant les termes de reste, on obtient que
v est solution de

At
O+ 5 V20 +V 90 = 0. (1.52)

11 s’agit donc d’une équation avec un terme de diffusion portant le mauvais signe :
il apparait la contribution +0,,v et non pas —0,,v comme dans ’équation de
la chaleur. Cette équation (1.52) est mal posée (ignorer le terme de transport,
passer sur les modes propres du laplacien, et constater que les coeflicients ()
sont donnés par ax(t) = ax(0) exp(Ar At V?2¢/2); comme les \j, tendent vers
400, la somme Zak(t) wi(x) n’est pas convergente dés que ¢ > 0), ce qui

k
explique pourquoi le schéma explicite centré est instable.
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On peut aussi faire le méme exercice sur le schéma décentré amont (on
rappelle 'hypothése V' > 0). En utilisant le fait que

ut —u

v Ax
v e _ =24 Ag2
. Oyv 5 Ozav + O(Az?),

on déduit du schéma numérique (1.49) que
At A
O+ 5 B+ V 0 = 7”“" V 9yav = O(AL2) + O(Az?).

En utilisant & nouveau la relation duv = V2 8,,v et en ignorant les termes de
reste, on obtient que v est solution de

g
2

A
V2 - 737 v} Dyt = 0. (1.53)

8tv + V 8361) =+ [

Cette équation conduit & une solution stable si et seulement si le coefficient
devant le terme 0, v est négatif ou nul (plus précisément, si le coefficient est nul,
il faudrait identifier les termes suivants du développement pour se prononcer).
On doit donc choisir At et Ax tels que

g V2 _ ﬁ

2 2
ce qui, compte tenu du fait que V' > 0, est équivalent & V At < Az, et on
retrouve la condition CFL!

L’équation équivalente (1.53) permet de comprendre deux observations nu-

mériques :

— quand on considére la condition initiale ug(z) = sin z, le signal est correc-
tement transporté par le schéma numeérique (1.49), mais son amplitude
diminue au cours des itérations en temps. Ceci est du a la présence du
terme diffusif dans (1.53), et du caractére dissipatif de I’équation ;

— quand on considére une condition initiale irréguliére (sous la forme d'un
créneau, par exemple), la solution devient de plus en plus réguliére au
cours des itérations en temps du schéma (1.49). Ceci est relié au caratére
régularisant de I’équation de la chaleur.

V<0,

1.4 Transport advectif—diffusif d’une espéce chi-
mique

On considére une espéce chimique diluée dans un gaz ou un liquide (par la

suite, on parlera de fluide porteur). On note u(z,t) la concentration de cette

espéce au point = et a I'instant ¢. La fonction u : R? x [0, +00[— R est régie par
I’équation de bilan suivante :

Oyu+ div(ja + jp) = f. (1.54)

Cette équation, qui exprime la conservation de la masse de ’espéce chimique,
fait intervenir les quantités suivantes :
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— ja (& valeurs dans R?) représente le flux advectif de I'espéce chimique.
Celui-ci provient du fait que le fluide porteur est en mouvement. On note
B : R% x [0, +00[— R? le champ de vitesse du fluide porteur. Le flux
advectif s’écrit sous la forme

Jja = Bu.

On suppose que le fluide porteur est incompressible, ce qui implique par
conservation de la masse (voir la section 3.4.1) que la divergence du
champ de vitesse [ est nulle.

— jp (& valeurs dans R?) représente le fluz diffusif de 'espéce chimique.
Lorsque la concentration de l’espéce chimique n’est pas homogéne en
espace, celle-ci est également transportée par des phénoménes diffusifs.
On fait 'hypothése que le flux diffusif est proportionnel au gradient de
concentration de I’espéce chimique :

jD = —DVU,

ou D > 0 est un paramétre réel qu’on appelle coefficient de diffusion.
L’équation ci-dessus porte le nom de loi de Fick.

— f (& valeurs scalaires) représente des sources ou puits de l'espéce chi-
mique.

En regroupant les expresssions des flux advectif et diffusif ci-dessus, on abou-
tit & I’équation suivante, dite équation d’advection—diffusion :

Ou+ - Vu—DAu = f. (1.55)

On observera que 'on a utilisé le fait que div 8 = 0 et que le coefficient D est
constant. Enfin, lorsque la donnée f ne dépend pas du temps, on peut s’intéresser
a la solution de (1.55) a ’équilibre ; celle-ci est solution de I’équation suivante :

B-Vu— DAu = f. (1.56)

1.5 Equation des ondes

Soit © un ouvert de R? (qui peut étre R? tout entier). Etant donné une
fonction f :]0, +00[xQ — R et deux fonctions ug : @ — Ret uy : @ — R,
on considére le probléme suivant : chercher une fonction u : [0, +00[x — R
vérifiant

Opu—Au=f sur ]0, +o0[x €2,
u(t,-) =0 sur ]0, +o0[x 99,

(1.57)
u(0,-) = ug sur €,

Opu(0,-) = uy sur .

L’EDP dans (1.57) est appelée équation des ondes. Elle fait intervenir 'opéra-
teur Oy — A appelé le d’Alembertien. En dimension d = 1 avec Q =]0, L], le
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probléme (1.57) modélise les vibrations d’une corde élastique de longueur L au-
tour de sa position d’équilibre lorsqu’elle est sollicitée par une force extérieure f.
La fonction u(t, ) : @ € Q — u(t, x) représente la position de la corde a I'instant
t. La condition limite u(t,-) = O signifie que la corde est maintenue attachée
a ses deux extrémités. Les équations u(0,-) = ug et dyu(0,-) = u; constituent
les conditions initiales (ou données de Cauchy) pour le probléeme (1.57). Elles
signifient que I'on se donne a l'instant ¢t = 0 la position et la vitesse de la corde.
En dimension d = 2, le probléme (1.57) modélise les vibrations d’une mem-
brane élastique autour de sa position d’équilibre, dans le régime de 1’élasticité
linéaire. Plus généralement, le probléme (1.57) modélise la propagation d’une
onde acoustique, électromagnétique, etc.

On notera une différence importante dans la formulation des problémes (1.20)
et (1.57) : le premier fait intervenir une dérivée d’ordre un en temps alors que
le deuxiéme fait intervenir une dérivée d’ordre deux en temps.

L’origine physique de I’équation des ondes sera étudiée plus tard. On s’in-
téresse ici aux propriétés qualitatives des solutions, afin de les comparer a celles
des autres équations vues dans ce chapitre.

1.5.1 Equation des ondes dans tout I’espace
1.5.1.1 Le cas mono-dimensionnel

Nous commengons par le cas simple de ’équation des ondes posée sur tout
R (on étudiera le cas multi-dimensionnel ci-dessous, cf. la section 1.5.1.2) :

0? 0?

@u(t,x) —c? @u(t,m) =0, (t,z)€]0;00[xR,

u(0,z) = up(x), z €R, (1.58)
&u(o,x) = uq(x), xz €R.

La constante ¢ a la dimension d’une vitesse, on 'appelle souvent célérité. On
impose des conditions initiales & la fois sur la solution et sur sa dérivée en temps.

Nous supposons pour commencer que ug et u; sont des fonctions réguliéres.
On va alors chercher la solution sous la forme

u(t,z) = f(x —ct) + gz + ct)

pour deux fonctions réguliéres f et g qu’on determine en fonction de ug et wug.
On constate en effet que 1'expression ci-dessus est solution de la premiére ligne
de (1.58), quelque soit f et g. La fonction (¢,z) — f(x —ct) représente une onde
progressive avancant a la vitesse ¢ vers la droite, alors que (¢, z) — g(x + ct) est
une onde progressive avangant a la vitesse ¢ vers la gauche.

On calcule

ug(x) = u(0,z) = f(z) + g(x)
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et 5
ur(z) = Zoul(0,7) = —c f'(2) + cg'(2).

On trouve donc la formule de d’Alembert :

u(t, ) = = (uo(z — ct) + uo(x + ct)) + e /I+C ui(s)ds. (1.59)

20 —ct

| =

On voit déja, sur ce cas trés simple, de grandes différences de comportement
par rapport & I’équation de la chaleur. Supposons que les conditions initiales
soient & support compact : il existe a < b tels que

Supp(uo) U Supp(u1) € [a;b].
Alors, pour ¢t > 0, on a
Supp(u(t,-)) € [a — ct; b+ ct].

Ainsi, la propagation a lieu a la vitesse ¢ (cf. les figures 1.1 et 1.2), il n’y a
pas de propagation & vitesse infinie comme pour I’équation de la chaleur (cf. la
section 1.1.4 et les théorémes 15 et 24). On retrouve la méme situation que pour
I’équation de transport.

uo(z + ct) Lt uo(z — ct)
2 2

uo(z)

F1GURE 1.1 — Equation des ondes en 1D : propagation quand u; = 0 et ug # 0.

Par ailleurs, on voit qu’il n’y a aucun gain ou aucune perte de régularité de
la solution comme c’est le cas pour ’équation de la chaleur (effet régularisant,
cf. les théorémes 14 et 20) ou I’équation de Burgers (apparition de singularités).
Ainsi, si u; =0, alors, pour tout ¢ > 0, la fonction u(t, ) a exactement la méme
régularité que la fonction ug. C’est une situation analogue a celle de I’équation
de transport.
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t
1 fz+5t uy(s)ds

2¢ Jo—ct

ZLOEO

(@)

FIGURE 1.2 — Equation des ondes en 1D : propagation quand ug = 0 et u; # 0.

On peut aussi trouver la solution fondamentale en procédant par régulari-
sation. On choisit ug = 0 et u§ = £ 1¢(-/e) pour une fonction ¢ € C>(R)
d’intégrale égale a 1. La solution, donnée par (1.59), est

1 x+ct 1
wita) =5 [ i@ ds= 5 [ Tum e ui)ds
r—ct

Quand ¢ — 0, u§ converge (au sens des distributions) vers la masse de Dirac
do. Siw+ct <0, alors les supports des fonctions 1, _¢; »4.c €t uf sont disjoints
quand ¢ est assez petit, et u®(¢,x) tend donc vers 0. Il en est de méme lorsque
x—ct > 0. On s’intéresse donc au cas x —ct < 0 < z+ct. Dans ce cas, la fonction
5 = Lz—ct,otct] () est réguliére sur le support de uf, on peut donc appliquer le
résultat de convergence précédent et u®(t, z) tend donc vers 1, _ ¢ »4.¢(0)/2¢c =
1/2¢. On voit donc que
ut(t,z) =0 G(t, )

ot la fonction G (représentée sur la figure 1.3) est donnée par

1
G(t,ZL‘) = % 1[—ct;ct] (.CL‘) (160)

La fonction u® est solution de (1.58). En passant & la limite ¢ — 0 dans cette
équation, on obtient donc que la fonction G définie par (1.60) est la solution
(formelle) du probléme

a—za - G—QG =0, (t,z)€]0;00[xR

8t2 c 8.%'2 - Y 7‘T 700 9

G(0,-) =0, dans R, (1.61)
QG(O, -) = o, dans R.

ot
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t G(t,£) = %ﬂ[—ct;ct] ($)

t=0

o1

FIGURE 1.3 — Equation des ondes en 1D : solution fondamentale G donnée

par (1.60).

On peut alors remarquer que la solution générale (1.59), pour des conditions

initiales ug et uy réguliéres quelconques, s’écrit

xr+ct
(uo(z — ct) + uo(x + ct)) + 210 / wr (s) ds

r—ct

d ( 1 /z+ct > 1 xr+ct
=— (= uo(s)ds | + — / u1(s)ds
dt 2¢c x—ct 2¢c x—ct

_d (/Rc@,x_y)uo(ymy) + [ Glta=pua,

N =

u(t,x) =

ce qu’on peut écrire sous la forme
d
u(t) = 7 G()uo + G(t)us,

Popérateur G(t) est défini, pour toute fonction ¢, par

(G(t))(x) = /R Gtz — ) () dy = /R G(t, 9) ¥z — ) dy

1

=% /R Lr(0,et)(y) Y (x — y) dy,

ou I(0, ct) = [—ct, ct] est le segment centré en 0 et de rayon ct.

(1.62)

(1.63)
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1.5.1.2 Le cas multi-dimensionnel

On considére 'équation des ondes posée dans R?, pour d > 1 :

2
ﬁu(t, z) = Au(t,z) =0, (t,z) €]0; 00[xRY,
(0, ) = up(x), z € RY, (1.64)
au(07x) = ’U,l(x), HS Rda

ot les conditions initiales up et u; sont encore supposées étre réguliéres (on a
pris ¢ = 1 pour simplifier).

En analogie avec le cas mono-dimensionnel, on peut montrer que la for-
mule (1.62) donne encore une solution de I’équation des ondes, ou 'opérateur
G(t) est cette fois-ci défini, pour toute fonction 1, par

OOV =5 [ s G @=2, a6
GOV = 5 [ v —pdety)  @=9) (1.66)

ot B(0;t) C R? est la boule ouverte de centre 0 et de rayon t et S(0;¢) C R?
est la sphére de centre 0 et de rayon ¢ (do(y) est la mesure surfacique de cette
sphére).

Grace a ces formules, on peut vérifier que la solution se propage a vitesse
finie (comme dans le cas mono-dimensionel) : si Supp(ug)USupp(uq) C B(0,7),
alors Supp(u(t,-)) C B(0,r +t).

Remarque 43. En dimension d paire quelconque, l'opérateur G(t) s’obtient par
une formule similaire & (1.65). Lorsque la dimension d est impaire quelconque,
G(t) s’obtient par une formule similaire a (1.66). On renvoie & [3] pour ces
résultats.

1.5.2 L’équation des ondes dans un ouvert borné

Tout comme pour I’équation de la chaleur, nous étudions maintenant I’équa-
tion des ondes (avec ¢ = 1 pour simplifier) dans un ouvert borné Q C R%, avec
des conditions de Dirichlet homogeénes au bord et terme source f (qu’on suppose
pour simplifier étre indépendant de t) :

2

0
@u(t,x) — Au(t,z) = f(x), (t,z)€]0;T[xQ,

u(t,x) =0siz € I,

u(0,2) = g(x), x€Q, (1.67)

0
au((),x) =h(z), ze.
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1.5.2.1 Approche spectrale

Comme pour I’équation de la chaleur, on va utiliser une méthode spectrale.
On cherche donc la solution de (1.67) sous la forme

u(t) = ag(t) w

k>1

ou les {wy }x>1 sont les modes propres du laplacien, solutions de (1.34). On pose
Br = {f, wr). En testant I’équation des ondes contre wy, on voit que chaque ay

est solution du probléme

82

proke ag(t) + Apag(t) =B, dans |0; T,
ap(0) =al,

_ A1
aak(o) = Qp,
a2=/gwk, ai=/hwk-
Q Q
On voit donc que

o (t) = G + (042 - fi) cos(v/Ait) + o Sin(\/\é\—fkt),

ou

ce qui donne

ult, ) = ];7% §wk x)[<ak_)cos (/) + o \/gt)

(1.68)
On est donc amené a introduire Popérateur U(t) qui a toute fonction ¢ € L2(£2)
associe la fonction

Z Sll’l(mt)

2 (Y, wi) wi(x).

U@))(x) =

Puisque les {wy }x>1 sont orthonormés dans L%(Q), on voit que

in”(v/A 1
0@ = 3 VD 2 < Ly,

k>1
si bien que U(t) est un opérateur linéaire et continu de L?(Q) dans L?().

On obtient finalement
t
u(t) :/ Ut —s) fds + U'(t)g + U(t)h, (1.69)
0

formule & rapprocher de (1.36).
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1.5.2.2 Propriétés qualitatives

Comme l’étude de ’équation dans tout I’espace I’a montré, on ne peut pas
s’attendre a des propriétés de régularisation ou de propagation a vitesse infinie
avec I’équation des ondes.

Les propriétés de propagation a vitesse finie se manifestent de la maniére
suivante. Dans le probléme (1.67), supposons que f = 0 et que les conditions
initiales g et h ont un support compact K C €. On peut alors montrer que la
solution u de (1.67) coincide avec la solution de I’équation des ondes (1.64) posée
sur tout I'espace R? tant que cette solution ne touche pas le bord, donc sur un
intervalle de temps [0; to] avec to > 0. La propagation a alors lieu a vitesse finie
(cf. la section 1.5.1.2). Dés que la solution touche le bord 02, les deux solutions
différent a cause des conditions de Dirichlet sur 9f).

L’équation des ondes est par contre réversible en temps, a la différence de
Péquation de la chaleur. Si u est solution de (1.67) sur |0, T[x €2, alors, la fonction
v(t) = u(T —t) est aussi solution de I’équation des ondes sur |0, T'[x(, avec des
conditions finales (en ¢ = T') plutot que des conditions initiales (en ¢t = 0).
L’équation aux dérivées partielles (la premiére ligne de (1.67)) ne change pas
dans le changement de variable ¢t — T — t, grace a la dérivée d’ordre deux en
temps.

En l'absence de terme source, 1’énergie se conserve, comme montré par le
théoréme suivant.

Théoréme 44 (Conservation de I’énergie). On considére la solution u de (1.67),
et on suppose que f =0. On a alors la conservation de l’énergie :

I, (e

pour tout t €]0; .

2

+ Vu(t,x)2> dx = /Q (h(z)?* + |Vg(2)?) dx (1.70)

Pour le cas de I’équation de la chaleur, on a montré (cf. le théoréme 25) que
la solution de ’équation stationnaire, i.e. la fonction v € H}(€2) solution de

—Av=f dans (,

joue un role, au sens ou la solution de I’équation de la chaleur converge, en
temps long, vers la solution stationnaire. Ce n’est pas le cas ici, pour I’équation
des ondes. En effet, en testant I’équation ci-dessus contre wy, on constate pour
commencer (c’est un calcul qu'on a déja fait dans le cas de 1’équation de la
chaleur) que
B = (frwk) = [ Vv Vwg = Ay (v, w)
Q
et donc le premier terme de (1.68) s’écrit

Z % w(z) = Z (v, wi) wi(z) = v(x).

k>1 k>1
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On écrit donc (1.68) sous la forme

ult, +;wk<z){(ak—> cos(/3t) + o B0

et le second terme ne converge pas dans L?(Q). En effet, si on avait conver-
gence vers un certain Sy € L?(Q), en prenant le produit scalaire contre wy
(pour n’importe quel k& > 1), on obtiendrait la convergence en temps long de

VARt
( - ) cos(\/Art) + aj bm\/ﬁ ) vers (Sp,ws). La seule facon d’obtenir
o _ Bk 1 '

v 0, ce qui signifie que u(t,z) = v(z) pour tout
k

0
t, et donc en particulier u(0,z) = v(x) et —u(0,z) = 0. En dehors de ce choix

ceci est d’avoir o

trés particulier de conditions initiales, la fonction u(t) ne converge pas vers v
(en fait, elle reste a égale distance de v, et “tourne” autour).

1.5.2.3 Illustration numérique

Concluons cette présentation générale avec un exemple numérique qui per-
met de bien illustrer la différence entre ’équation de la chaleur et I’équation des
ondes en ce qui concerne la régularité que I'on peut attendre des solutions.

Nous considérons pour ces deux équations le domaine © =]—2, 2[, un membre
de droite f = 0 et une donnée initiale en créneau

1 si |z] < 0.25,
ug(x) =

0 sinon.

La figure 1.4 présente les solutions pour I’équation de la chaleur (1.20) et 'équa-
tion des ondes (1.57) a linstant ¢ = 0.75 (pour 1’équation de la chaleur, on a
multiplié le laplacien par un coefficient de diffusion égal & 0.1 afin d’éviter que la
solution ne décroisse trop vite vers zéro). On observe que pour ’équation de la
chaleur, la solution est réguliére (on peut montrer qu’elle est C° en temps et en
espace) alors que pour ’équation des ondes, la solution propage les singularités
de la donnée initiale.

FIGURE 1.4 — Solution de l’équation de la chaleur (1.20) et de I’équation des
ondes (1.57) pour une donnée initiale en créneau et un second membre f = 0.



