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Chapitre 1

Rappels

Ce chapitre a 'objectif de rappeler plusieurs notions élémentaires. Nous en pro-
fitons pour faire un certain nombre de remarques, illustrées par plusieurs exercices,
et montrant la spécificité de la dimension infinie par rapport a la dimension finie.

La derniere section de ce chapitre est consacrée a 1’étude du probleme de 1’élastici-
té linéaire. De méme que I’équation de Poisson, ce modele servira de motivation et
d’illustration dans les chapitres suivants.

On rappelle tout d’abord la notation suivante pour un espace vectoriel normé F.

Définition 1.1. La boule unité fermée de E est

1.1 Espaces de Hilbert

Dans cette section, on se place dans un espace de Hilbert V. On rappelle que
V' est donc un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, qu’on note (z,y), que la
norme induite par ce produit scalaire est ||z|| = /(x, z), et que V est complet pour
cette norme.

1.1.1 Théorémes fondamentaux

On rappelle maintenant quelques théoremes fondamentaux pour les espaces de
Hilbert.

Théoréme 1.2 (Théoreme de projection orthogonale). Soit V' un espace de Hilbert
et K un sous-espace vectoriel fermé de V. Pour tout uw € V', il existe un unique
v = Pgu € K, appelé projection orthogonale de u sur K, tel que

|Pxu — u|| = inf ||w — u]|.
weK

De plus, Pxu est caractérisé par

Prue K et  Ywe K, (u— Pgu,w) =0. (1.1)
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Démonstration. Cf. le cours de premiere année [14]. O

On peut faire un peu mieux, et simplement supposer que K est un sous-ensemble
convexe et fermé de V.

Définition 1.3. Soit E un espace vectoriel et C' un sous-ensemble de E. L’ensemble
C' est convexe si, pour tout x ety dans C' et tout A € [0,1], on a Ax+ (1 =Ny € C.

Théoréme 1.4 (Théoreme de projection sur un convexe). Soit V un espace de
Hilbert et K un sous-ensemble fermé et convexe de V. Pour tout u € V, il existe un
unique v = Pgu € K, appelé projection de u sur K, tel que

| Pru — ul| = inf ||w — ul].
wekK

De plus, Pxu est caractérisé par
Prue K et  Ywe K, (u— Pgu,w— Pgu) <0. (1.2)

Démonstration. La preuve est tres similaire a celle du théoréeme de projection or-
thogonale donnée dans [14]. O

Le théoreme suivant permet d’identifier un espace de Hilbert V' avec son dual
V' =L(V,R) :

Théoréeme 1.5 (Théoreme de Riesz). Soit V' un espace de Hilbert. Etant donné
© € V' il existe un unique u € V tel que

Vw eV, ¢w) = (u,w).

De plus, on a ||u|ly = ||¢|lv:. En d’autres termes, Uapplication de V' dans V' qui a
@ associe u permet d’identifier [’espace de Hilbert V' avec son dual.

Démonstration. Cf. le cours de premiere année [14]. O

La notion d’application bilinéaire coercive joue un role fondamental pour I’étude
des équations aux dérivées partielles.

Définition 1.6. Soit V' un espace de Hilbert et soit a une forme bilinéaire sur V.
On dit que a est coercive sur V' s’il existe un réel o > 0 tel que

VueV, a(u,u) > alull®

Théoréme 1.7 (Théoreme de Lax-Milgram). Soit V' un espace de Hilbert et a une
forme bilinéaire sur V, symétrique, continue et coercive. Soit b une forme linéaire
continue sur V. Alors le probleme

{ Chercher u € V' tel que

Vw eV, a(u,w) = b(w) (1.3)
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admet une unique solution. De plus, le probleme (1.3) est équivalent au probléme de
minimisation

J(u) = inf J(w) (1.4)

weV

{ Chercher u € V tel que

1
ot la fonctionnelle d’énergie J(w) est définie par J(w) = §a(w,w) — b(w).
Démonstration. Cf. les cours de premiere année [11, 14]. O

Remarque 1.8. On peut supprimer ’hypothese de symétrie sur la forme bilinéaire
a. Alors le probléeme (1.3) admet encore une unique solution, mais il n’y a plus
d’équivalence de (1.3) avec un probléme de minimisation du type (1.4).

1.1.2 Bases hilbertiennes

La notion de base hilbertienne généralise en dimension infinie la notion de base
orthonormée.

Définition 1.9. Soit V un espace de Hilbert. On appelle base hilbertienne de V' une
suite (en)n>1 d’éléments de V' tels que

— pour tout n, ||e,|| =1 et pour tous m # n, (e,, €,,) = 0.

— Despace vectoriel engendré par la famille (e,)n,>1 est dense dans V.

Proposition 1.10. Soit V' un espace de Hilbert admettant une base hilbertienne
(en)n>1. Soit u € V et posons u, = (u,e,) pour tout n > 1. Alors, les séries
D ns1 Unn €t Y o |un|* sont convergentes dans V et R respectivement, et on a

u:Zunen et [|ul? :Z]unP.

n>1 n>1

Démonstration. Cf. le cours de premiere année [14]. O

1.1.3 Orthogonal d’un sous-espace

Définition 1.11. Soit V un espace de Hilbert, et W C V un sous-espace vectoriel.
On note
Wr={weV;, YweW, (v,w)=0}.

Lemme 1.12. Soit V' un espace de Hilbert, et W C V un sous-espace vectoriel.
Alors W+ est un sous-espace vectoriel fermé de V.

Démonstration. Soit (vy),>1 une suite d’éléments de W+ qui converge vers v € V.
Pour tout w € W, et tout n > 1, on a (v,, w) = 0. En passant a la limite, on obtient
donc (v, w) = 0 et par conséquent v € W+. ]
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Lemme 1.13. Soit V' un espace de Hilbert, et W C V un sous-espace vectoriel.
Alors
(Wh)*: =w.

Démonstration. Par définition,
(VVL)L ={veV; YweW" (vw)=0}.

On a immédiatement que W C (WL)l. D’apres le lemme 1.12, (VVL)L est fermé,

donc W C (WL)L. Soit maintenant x € (WL)L. Comme W est fermé, on peut
appliquer le théoréme de projection orthogonale de V sur W et décomposer x selon

r = Pyx+vy, (1.5)

avec y € (W), et donc (y, Ppx) = 0. On a aussi y € W, et comme x € (WL)L,
ceci implique (z,y) = 0. Donc

0= (x,y) — (Pyx,y) = (x — Pyzx,y) = (y,y),

ce qui conduit & y = 0. La relation (1.5) implique alors que € W. On a donc
montré que (T/VL)L C W, ce qui termine la preuve. O

Théoréme 1.14. Si W est fermé dans V, et que W+ = {0}, alors W =V tout
entier.

Démonstration. Soit x € V. Comme W est fermé, on peut appliquer le théoreme de
projection orthogonale et décomposer = selon

u= Pyzr+y. (1.6)

La caractérisation (1.1) donne (y,w) = 0 pour tout w € W. Donc y € W+, et par
conséquent y = 0. On déduit de (1.6) que x = Py, soit © € W. Par conséquent,
W =V. O

1.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un role central dans 1’étude des équations aux
dérivées partielles.

1.2.1 Définitions principales

Soit 2 un ouvert de R%. On rappelle que, pour tout p > 1, 'ensemble LP(Q) est
I’ensemble des fonctions dont la puissance p-ieme est intégrable sur 2.



1.2. ESPACES DE SOBOLEV 5

On rappelle qu'un multi-indice o = (ay, ..., aq) est un élément de N%. Sa lon-
gueur est |a| = Zle o; et on adopte la notation suivante : pour toute distribution
u e D(Q),

olel QUttad g,

aau = =
0 xy...0%% %y  O0ay...0%%y

Définition 1.15. Pour k > 1, l’espace de Sobolev H*(Q) est I’ensemble des fonc-
tions f € L*(Q) telles que les dérivées de f au sens des distributions, jusqu’a l'ordre
k, s’identifient a des fonctions de L*(Q). Autrement dit,

H* () = {f € L*(Q) telles que Va € N, |a| <k, 0.f € L*(Q)}.
Comme 'espace L?(€2), les espaces H*(Q) sont des espaces de Hilbert.

Théoreme 1.16. Muni du produit scalaire

(o = [ f@ gt Y [ oufa) dagla) e

1<]|a|<k
lespace H"(Q) est un espace de Hilbert. Sa norme est notée || - || g -
On rappelle maintenant un théoreme de densité de I’ensemble des fonctions test.

Théoréme 1.17. Pour tout ouvert Q0 de R, I’ensemble D(2) est dense dans L*(Q)
pour la norme L*(Q).

De plus, pour tout k > 1, l’ensemble D(R?) est dense dans H*(R?) pour la norme
H*(RY).

Pour tout k > 1, si Q@ C R? avec Q # R?, alors D(Q) n'est pas dense dans
H(Q).

Définition 1.18. Pour k > 1, on définit HX(Q)) comme la fermeture de D(Q) dans
H%(Q) (pour la norme de H®(Q)).

On donne maintenant un résultat propre a la dimension 1.

Théoréme 1.19. Soit I un intervalle de R et uw € H'(I). Alors u s’identifie a une
fonction continue et, pour tout x ety dans I,

On souligne que ce théoreme est faux en dimension plus grande.
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Démonstration. On esquisse ici la preuve, dont les détails sont laissés au lecteur.
Soit xy € I fixé. Pour u € H'(I), on définit

Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, cette définition a bien un sens, et on montre
que w est une fonction continue sur I. On calcule ensuite la dérivée de w au sens
des distributions, en utilisant le théoréeme de Fubini. On montre ainsi que w’ = u’
dans D'(I). Par conséquent, w — u est une constante, et u s’identifie donc bien & une
fonction continue. O

1.2.2 Trace

Pour une fonction définie dans un ouvert €2, on souhaite définir sa valeur au bord
de Q. Pour les fonctions u € L*(Q), cette notion n’a pas de sens. Par contre, si u est
plus réguliere, alors on peut définir rigoureusement cette notion.

Proposition 1.20. Soit Q un ouvert borné et régulier. On peut définir une appli-
cation linéaire et continue

v HY Q) — L*09Q)
u = y(u),

et qui prolonge Uapplication trace pour les fonctions continues sur Q : pour tout
ue HY(Q)NCYQ), y(u) = ulan.

L’application trace est continue de H'(2) dans L2(95), ce qui signifie qu’il existe
une constante Cq, telle que

Vu € H(Q), |(w)l|zan) < Ca lullo. (L7)

Remarque 1.21. L’application trace n’est pas surjective sur L*(09)), mais sur un
espace plus petit, qui est H'/2(0N2). Elle est en fait continue de H'(Q) vers HY/2(09),
st bien qu’il existe Cq tel que

V€ HY(Q), 170 < Co llulm o,

Enfin, pour tout u € H'*(0%), on a |Jul|1290) < ]l 17200 -

L’espace H}(Q), défini comme la fermeture dans H'(Q) de D(Q), s’identifie a
I’espace des fonctions a trace nulle :

Proposition 1.22. Soit  un ouvert de R%. On a

Hy(Q) = {u c H'Y(Q), ~(u)= O} .
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1.2.3 Inégalité de Poincaré

On rappelle la notation suivante :

Définition 1.23. Soit Q un ouvert de R%. Pour une fonction u a valeur vectorielle
u=(uy,...,ug) € L*(Q)4, on note

||U||L2(Q) =

d
> Muillfag -
i=1

Proposition 1.24 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de Re. Alors il
existe une constante Cq telle que

Vu € Hy(Q), lull 20y < Ca [[Vull 2 - (1.8)

Démonstration. Cette inégalité est démontrée dans les cours [11, 14]. L'exercice 2.70
en propose une autre démonstration. L’exercice 3.7 donne une caractérisation de la
meilleure constante Cq en terme de valeur propre du laplacien. O

1.2.4 Injections de Sobolev

On considere une fonction v € H(). Bien stir, u € L?(Q2). On peut se demander
si u n’est pas plus réguliere que ceci, du fait que Vu soit dans L*(€2). Le théoréme
suivant répond a cette question.

Théoréeme 1.25. Soit Q un ouvert réqulier de RY, et soit k un entier. On a les
mjections continues suivantes :

— sid > 2k, alors H*(Q) C LP (Q) avec 1/p* =1/2 — k/d.

— sid =2k, alors H*(Q) C L1(Q) pour tout q € [2,+00].

— sid < 2k, alors H*(Q2) C C°(Q).

On rappelle maintenant 'inégalité de Holder.

Lemme 1.26 (Inégalité de Holder). Soient p et q deux réels compris (au sens large)
entre 1 et 400, avec 1/p+1/q = 1. Soient f € LP(Q2) et g € LU(Q). Alors le produit
f g est dans L*(2) et

1f gl < 1 fller l9llza)-

On déduit de cette inégalité (le faire en exercice!) le résultat suivant :

Lemme 1.27. Soient p et q deux réels compris (au sens large) entre 1 et +00, avec
p < q. Soit f € LP(Q)NLIYQ). Alors, pour tout r € [p,q], on a f € L"(Q), avec

1z < 1A 1Z) 11 atey:
ot « est tel que 1/r =a/p+ (1 —a)/q.

Ainsi, soit Q un ouvert régulier de R?, et soit & un entier, avec par exemple d > 2k.
On a vu que H*(Q) C LP"(Q) avec 1/p* = 1/2 — k/d. De plus, H*(Q) C L*(Q).
Donc H*(Q2) € L"(2) pour tout r € [2,p*].
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1.3 Convergence faible

On rappelle qu'une suite d’éléments (u,),>o d'un espace de Hilbert V' converge
vers u € V si lim, ||u, — u|| = 0. On introduit ici une notion de convergence plus
faible, la convergence faible. Pour éviter les confusions, on parlera alors de conver-
gence forte pour la convergence usuelle.

Avant d’introduire cette nouvelle notion, on rappelle ici quelques notions liées a
la compacité de sous-ensembles d'un espace vectoriel.

1.3.1 Compacité

On se place dans un espace vectoriel normé E. On rappelle la définition suivante :

Définition 1.28. Un sous-ensemble K C E est compact si, de toute suite (uy)n>0
d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite convergente dans K.

Nous aurons besoin dans la suite de ce cours d'une notion plus fine que celle
d’ensemble compact, et que nous introduisons maintenant :

Définition 1.29. Un sous-ensemble K C E est relativement compact si, de toute
suite (Up)n>0 d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite convergente dans E.

La différence avec la notion d’ensemble compact est donc que la limite de la suite
n’appartient pas nécessairement a K.

La preuve de la proposition suivante est laissée en exercice :

Proposition 1.30. Un sous-ensemble K C E est relativement compact si et seule-
ment st K est compact.

On rappelle que les sous-ensembles compacts de F sont nécessairement des en-
sembles fermés et bornés. La réciproque n’est vraie que dans le cas ou E est un
espace de dimension finie. On a en effet le résultat suivant, caractéristique de la
dimension infinie :

Théoréme 1.31. Soit V' un espace de Hilbert de dimension infinie. Alors la boule
unité fermée de V n’est pas compacte.

Démonstration. Comme 'espace est de dimension infinie, on peut construire une
suite orthonormée infinie (e, ),>1 (en utilisant le procédé de Gram-Schmidt). Cette
suite appartient bien a la boule unité fermée. Par ailleurs, pour n # p, on a

llen — epll* = lleall® + llepl|* — 2{en, ) = 2. (1.9)

Supposons que la boule unité fermée est compacte. Alors on peut extraire de la suite
(én)n>1 une sous-suite convergente, donc de Cauchy. Or ceci est contradictoire avec
(1.9). O]
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1.3.2 Définition de la convergence faible

Avant de donner la définition de la notion de convergence faible, nous avons
besoin de rappeler la définition de la limite inférieure d’une suite de réels.

Définition 1.32. Soit u, une suite de réels. On définit sa limite inférieure par

liminf u, = lim (inf uk) .
n—oo \ k>n
La suite [,, = infy>,, ux est une suite croissante de réels, qui admet donc bien une
limite (éventuellement infinie).
Le lemme suivant montre que la notion de limite inférieure généralise la notion
de limite.

Lemme 1.33. Soit u,, une suite de réels qui converge vers A. Alors A = liminf u,,.
Dans le cas d’une suite quelconque, on a le résultat suivant :

Lemme 1.34. Soit u, une suite de réels, et soit A = liminf u,,. On peut extraire de
U, une sous-suite qui converge vers \.

Démonstration. On suppose A € R (le cas A = +o0o se traite de la méme fagon).
On pose [,, = infy>, uy : par définition, A = lim,, 1,,. Soit € > 0 et N > 0. Il existe
ng > N tel que A > I,,, > X\ — e. De plus, il existe kg > ng tel que € + infy>,, up >
Up, > infg>n, ug. Donc on a e + A > u, > A — €, ce qui conclut la preuve. O

On introduit maintenant la notion de convergence faible.

Définition 1.35. Soit V' un espace de Hilbert. On dit qu’une suite u,, de V' converge
faiblement vers u dans V siu €V et

Vw eV, lm (u,,w) = (u,w).

n—-+4oo
On note u,, — u.

Si V' est de dimension finie, alors la convergence au sens faible est équivalente a
la convergence au sens fort. En dimension infinie, les deux notions sont différentes.

On a également la caractérisation équivalente suivante de la convergence faible.

Proposition 1.36. Soit V' un espace de Hilbert, w € V et (up)nen une suite
d’élements de V. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(1) (un)nen converge faiblement vers u dans V' ;
(i1) pour toute forme linéaire continue ¢ € V',
plun) — p(u).

n—-+o0o

Démonstration. On montre que (ii) implique (i). Ceci découle du fait que, pour tout
w € V, lapplication ¢ : v € V — (v,w) € R est une forme linéaire continue.
Montrons maintenant que (i) implique (ii). Ceci est une conséquence du théoreme
de Riesz. En effet, pour tout ¢ € V', il existe w € V tel que pour tout v € V,
e(v) = (w,v). D’ou le résultat. O
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1.3.3 Propriétés de la convergence faible

Nous commencons par énoncer les liens entre convergence faible et convergence
forte (au sens usuel).

Théoreme 1.37. Soit u, une suite de V.
— 81 u, converge fortement vers u dans V', alors u,, converge faiblement vers u
dans V ;
— st u, converge faiblement vers u dans V', alors la suite u,, est bornée dans V'
et [Ju|| <liminf, . ||unl-
— Si u, converge vers u faiblement et w, converge vers w fortement, alors on
a limy, o0 (U, wy,) = (u, w).

Démonstration. La preuve de la premiere et de la troisieme affirmation sont laissées
au lecteur (utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz). Le fait quune suite qui converge
faiblement soit bornée est une propriété plus difficile a démontrer, et qui sera ici ad-
mise. Elle repose sur le théoreme de Banach-Steinhaus (cf. par exemple [3, Théoreme
I1.1 et Proposition II1.5]). On prouve maintenant I'inégalité dans la deuxieme affir-
mation. Supposons que u,, converge faiblement vers u. L’inégalité de Cauchy-Schwarz

donne que
u
Tl < luall-

On passe a la limite inférieure et on utilise que le membre de gauche converge :

lim L,un = lim inf L,un < liminf ||u,||,
n—oo \ ||u| n—oo \ ||ul| n—s00
d’ou le fait que ||u|| < liminf, . ||u,]|- O

L’intérét de la convergence faible réside dans la proposition suivante, que nous
admettrons.

Proposition 1.38. Soit V un espace de Hilbert. La boule unité de V' est faiblement
compacte : de toute suite bornée de V', on peut extraire une sous-suite qui converge
faiblement dans V.

Dans un espace de Hilbert, pour montrer qu'une suite converge faiblement (a
extraction pres), il suffit donc de montrer qu’elle est bornée.

La définition d’ensemble fermé pour la topologie faible est naturelle :

Définition 1.39. Soit V un espace de Hilbert, et C' un sous-ensemble de V. On dit
que C' est faiblement fermé si, pour toute suite d’éléments (u,)n>o de C' qui converge
fatblement vers u dans V', on auw e C.
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Comme la convergence forte implique la convergence faible, un ensemble faible-
ment fermé (i.e. fermé pour la topologie faible) est fortement fermé (i.e. fermé pour
la topologie forte). La réciproque est fausse, sauf si 'ensemble est convexe, comme
le montre le résultat suivant :

Proposition 1.40. Soit V' un espace de Hilbert, et C' un sous-ensemble de V' qui
soit conveze et fortement fermé. Alors C' est faiblement fermé.

Démonstration. Soit u,, est une suite de points de C' qui converge faiblement vers
u € V. Comme C' est convexe et fortement fermé dans V', on peut considérer la
projection de V' sur C', qu’on note Pp. D’apres le théoreme 1.4, on a

Vw € C, (u— Peu,w — Peu) <0.

On écrit cette inégalité avec w = u,, et on passe a la limite n — 400 en utilisant la
convergence faible de w, vers u. Donc (u — Pou,u — Pou) < 0, ce qui implique que
u = Pou et donc u € C. O

Proposition 1.41. Soit V' un espace de Hilbert et J : V — R une fonction continue
(pour la topologie forte de V') et convexe sur V. Pour toute suite u, qui converge
faiblement dans V' wvers u, on a

J(u) < liminf J(u,).

Démonstration. Pour tout A € R, 'ensemble C'(\) = {u € V; J(u) < A} est convexe,
car J est convexe. Comme J est continue, cet ensemble est fortement fermé. On uti-
lise la proposition 1.40 : C'(A) est faiblement fermé.

Soit A\g = liminf J(u,). Le lemme 1.34 donne 'existence d'une sous-suite extraite
Up(n) telle que lim, J(upm)) = Ao. Par conséquent, pour tout € > 0, et pour tout
n > no(e), on a J(upm)) < €+ Ao, et donc uymy € C(e+ Ag). Par ailleurs, la suite
Uy (ny converge faiblement vers u. Donc u € C(e + Xo), soit J(u) < e+ Ao, et ce pour
tout . Donc J(u) < Ao, ce qui conclut la preuve. O

On a donc vu que les notions de topologie faible et de convexité sont reliées.

En guise d’application de ces notions aux espaces de Sobolev, nous donnons la
proposition suivante :

Proposition 1.42. De toute suite bornée de HL(Q), on peut extraire une-suite qui
converge faiblement vers u dans H'(Q). De plus, u € H} ().

Démonstration. La proposition 1.38 donne 'existence d'une sous-suite qui converge
faiblement vers u dans H'(f2). L’espace HJ () est fermé dans H'(2) et convexe,
donc il est faiblement fermé en vertu de la proposition 1.40, et donc u € H}(Q). O



12 CHAPITRE 1. RAPPELS

1.4 Probleme de I’élasticité linéarisée

Dans les cours de premiere année (cf. par exemple [11, 14]), on a étudié I’équation
de Poisson —Au = f (avec u € H}(Q) par exemple). Cette équation modélise par
exemple le déplacement vertical d’'une membrane soumise a des forces verticales
f(z) et dont les bords sont maintenus fixes (d’ou la condition aux limites u = 0
sur 02). L’équation de Poisson intervient aussi dans d’autres domaines, comme
’électrostatique (u représente alors un potentiel électrostatique), la thermique (u
est alors la température locale dans un solide), ...

Nous nous intéressons dans cette section au probleme de 1’élasticité linéaire, qui
est le modele le plus simple apparaissant en mécanique des solides déformables. Une
différence essentielle avec ’équation de Poisson est que l'inconnue est une fonction
a valeur dans R?, et non pas & valeur scalaire comme dans I’équation de Poisson.
Commencons par décrire plus précisément le modele de 1’élasticité linéarisée.

1.4.1 Le modele

En mécanique, I'inconnue est le déplacement u(z) € R? d’un point matériel situé
en z dans la configuration de référence. Soit donc  un ouvert de R% et u une
fonction définie sur Q) et & valeur dans R%. Une quantité importante est le tenseur
des déformations, noté e(u) et défini par

e(u) = % (Vu+ (Vu)'). (1.10)

Donc e(u) est une matrice symétrique de taille d x d dont les coefficients sont

1 U; U
eij(u) = 3 (gx; + ng> : (1.11)

On s’intéresse a un solide déformable, et on fait I’hypothese que les déplacements
u et les déformations e(u) sont petits. Cette hypothese permet de linéariser les
équations générales décrivant un solide élastique. On s’intéresse de plus ici aux
équations stationnaires, ¢’est-a-dire indépendantes du temps, et qui décrivent 1’équilibre
d’un solide (leurs versions instationnaires, qui décrivent au contraire la dynamique
du solide, seront étudiées plus loin, au chapitre 6).

En plus du tenseur des déformations, la modélisation fait intervenir le tenseur des
contraintes o. Comme e(u), le tenseur o est une fonction de € & valeur dans R4, Le
tenseur des contraintes est relié au tenseur des déformations par la loi constitutive du
matériau, qui est ici linéaire. On s’intéresse a des matériaux homogenes et isotropes,
si bien que cette relation s’écrit

o(u) = 2pe(u) + A(tr e(u)) 1d, (1.12)

ol A et p sont les coefficients de Lamé du matériau, qui varient d’un matériau a un
autre, et ou Id est la matrice identité de R¥*“. La relation (1.12) s’appelle loi de
Hooke.
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Pour des raisons thermodynamiques que nous ne détaillons pas ici, les coefficients
de Lamé vérifient
w>0 et 2u+d\>0, (1.13)

ou d est la dimension de I'espace dans lequel on travaille (en général, d = 3). Le
tenseur e(u) étant symétrique, le tenseur o(u) l'est aussi. On définit la divergence
d’un tenseur symétrique o comme le vecteur de composante

Vi<i<d, (divo); "”

IIM&

On montre en mécanique que la relation d’équilibre pour un solide déformable soumis
a des forces de volume f (fonction de © dans R?) s’écrit

—div o(u) = f. (1.14)

Nous préciserons le sens mathématique de (1.14) a la section 1.4.3 ci-dessous. Compte
tenu de la loi de Hooke (1.12), on s’intéresse donc a I’équation aux dérivées partielles
(d’inconnue w)

—div [2ue(u) + A(tr e(u)) Id] = f.

On décrit enfin les conditions aux limites. Tres souvent, la frontiere 02 du solide

peut étre divisée en deux parties, 9Q = 0Qp U Ny avec 90p NIy = 0, telles que

— sur 0€2p, on impose le déplacement. Par exemple, le solide est encastré, et on
impose donc u = 0 sur 0€)p.

— sur le reste de la frontiere 0y, on impose des forces de surface. Ces forces
peuvent étre nulles, ce qui correspond a un bord libre. Mathématiquement,
cette condition aux limites s’écrit o - n = g, ou n est le vecteur normal
(sortant) au domaine, et g est la force surfacique imposée. En détaillant par
composante, on a donc

Vo € 00y, V1 <i<d, Z"w r) = gi(x).

Le cas ot 00y = () est plus simple mathématiquement, mais moins réaliste du point
de vue physique. Il est en effet rare d’'imposer le déplacement sur ’ensemble de la
frontiere du solide.

On introduit ici quelques notations utiles pour la suite. On rappelle déja la
définition (1.23) : pour une fonction a valeur vectorielle u = (uy, ..., uq) € L*(Q)%,
ot € un ouvert de R%, on note

lullz2) =

d
> luallze o) -
=1
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Définition 1.43. Pour une fonction w a valeur matricielle v = (u;;)1<ij<a €
LX), on note

d d
||U||L2(Q) = ZZ ||uij||%2(9)

i=1 j=1
On rappelle aussi le produit scalaire pour les matrices d x d :

Définition 1.44. Soit A € R™? ¢t B € R*™% On note

d d
=2_ 2 AuBy
i=1 j=1

le produit scalaire des deux matrices A et B.

1.4.2 Inégalité de Korn

L’inégalité de Poincaré joue un role fondamental dans I’étude mathématique de
I’équation de Poisson, —Awu = f, dans un ouvert {2 borné. Dans cette équation, u
est une fonction scalaire, représentant une température, un potentiel électrostatique,

.. En mécanique, I'inconnue est une fonction a valeur vectorielle, et ce qui joue le
role de I'inégalité de Poincaré est I'inégalité de Korn. Avant d’énoncer cette inégalité,
nous donnons plusieurs lemmes qui permettent de mieux en saisir la portée.

Le lemme suivant permet de caractériser les déplacements u associés a un tenseur
de déformation nul.

Lemme 1.45. Soit Q un ouvert conneze et borné de R%, avec d =2 ou d = 3. Soit
R l’ensemble des mouvements rigides de §2 définis par

R = {u(z) =b+ Mz, b € R? et M = —M" matrice antisymétrique}.
Soit u € HY(Q)4. Alors u € R si et seulement si e(u) = 0.

Démonstration. Si u € R, il est clair que e(u) = 0. Réciproquement, si e(u) = 0,

! = (. Comme € est connexe, on en déduit que
T

alors, pour tout 1 <7 <d, on a

UZ(.Z') = fi(l'l, vy L1, i1y - - - ,.Z'd),

ou la fonction f; ne dépend pas de ;. On traite maintenant séparément le cas de la
dimension 2 et celui de la dimension 3.

Sid = 2, on adonc uy = fi(za) et ug = fo(xy). Comme ep(u) = 0, on a
fi(z2) + f2($1) =0, et donc il existe C' tel que f{(z2) = —f5(z1) = C. Donc

up = fi(za) = Cxo+ b1 et uy = fo(xy) = —Cay + be,
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ce qui démontre le lemme.
Si d = 3, alors

uy = f1($2,9€3)7 Uz = f2($1,$3)7 ug = f3(9€1,$2)-

2
En dérivant par rapport a z; la relation ejo(u) = 0, on obtient fi =0, ce qui
Lo 0T
. 9 fr . .
donne fi(xq,x3) = x2g(x3) + h(z3). En utilisant que S Jm 0, on obtient qu’il
T3 0X3

existe aq, by, ¢1 et dy tels que
fi(xe, x3) = ay1xexs + bixs + c1x3 + dj.

Un raisonnement identique sur les autres composantes conduit a
fo(1, x3) = agwix3 + boxy + coxg + da,
f3(@1,T2) = agz129 4 b3y + c372 + d3.

Les relations eja(u) = 0, e13(u) = 0 et egz(u) = 0 conduisent respectivement aux
relations

{a1+a2:0 {a1+a3:O {a2+a3:0

b1+62:0 Cl—|—b3:0 CQ+03:0
On obtient alors a; = a9 = az = 0 et donc u = b+ Mz avec
dl 0 bl C1
b= d2 et M = —bl 0 Cy
d3 —C1 —Cy 0
Ceci conclut la preuve du lemme. O]

Avant d’énoncer I'inégalité de Korn, commencons par deux inégalités simples :

Lemme 1.46. Soit Q un ouvert de R, Pour tout u € H*(Q)4, on a

le(u)llz2@) < IVull 2@ (1.15)
| div w20 <dHVuHLz (1.16)

Démonstration. Par définition,

le@ g = 3 / 2 (u)di

1<4,5<d

. (9uz an 2

B Z /(89@ 8331-) da
1<1]<d

ou u;\ >

< ! J

<3 2 LG () ]dw
1<1]<d

IN

Yy /<8“1> dr = | V|22

1<4,5<d
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olt on a utilisé & la troisieme ligne la relation (a + b)? < 2(a® + b?). La preuve de la
seconde inégalité se fait de la méme maniere. O]

L’inégalité inverse de (1.15) est fausse, il suffit de prendre un mouvement rigidi-
fiant pour la mettre en défaut. Dans le cas de fonctions dans H{ ()%, on a cependant
le résultat ci-dessous.

Lemme 1.47. Soit Q un ouvert régulier de R%. Pour toute fonction u € HL(Q)?,
on a

[Vullzzy < V2 ez (1.17)

Démonstration. Soit u € C§°(Q)?. Suivant la définition 1.44 du produit scalaire de
deux matrices, on a

le(u) 720y = ;Zl/% dx—/ e(u) - e(u)dz.

Par définition de e(u), on a 2e(u) - e(u) = Vu - Vu + Vu - (Vu)'. On se concentre
sur le deuxieme terme :

ou; Ou;
;; . ;; t = E E v J
/Q u- (Vuyde — /é?:zrJ axld

_ /Q (div u)2da.

Par conséquent, pour tout u € C$°(Q)4, on a
2e(wla = [Vl + | (v wid.

On conclut en utilisant la densité de C5°(Q)? dans H}(Q)<. O

Dans le lemme précédent, la fonction u est nulle au bord. On énonce maintenant
I'inégalité de Korn, qui généralise le lemme précédent a des fonctions non nulles au
bord. Le prix a payer est que 'ouvert €2 doit étre borné. La démonstration de la
proposition ci-dessous est délicate, aussi nous 'admettrons.

Proposition 1.48 (Inégalité de Korn). Soit Q un ouvert borné régulier de R?. II

eziste une constante Cq telle que, pour toute fonction u € H(Q)4, on a

by < Ca (uliZaqey + lle@)l3aqey ) - (1.18)
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Cette inégalité est loin d’étre triviale. En effet, au méme titre que (1.17), le
membre de gauche fait apparaitre toutes les dérivées partielles de u, alors que e(u)
ne fait intervenir que des combinaisons linéaires de ces dérivées partielles.

Une conséquence importante de I'inégalité de Korn, et dont nous aurons besoin
dans I'étude de I'élasticité linéaire, est la proposition suivante.

Proposition 1.49. Soit Q un ouvert connexe, borné et régulier de R?, avec d = 2
oud = 3. Soit I'y C 9 un sous-ensemble de la frontiere de €2 de mesure superficielle
non nulle, et soit

V={ue HY (), uw=0 sur To}.

1l existe une constante Cq telle que, pour toute fonction uw € V', on a

lullmr@) < Co lle(w)]| 2@ (1.19)

Supposons d = 2 : alors 0f) est un ensemble de “dimension” 1. L’hypothese que
I'y est de mesure superficielle non nulle implique que I'g n’est pas réduit a un point.
De méme, si d = 3, alors 'y, comme objet bidimensionnel, n’est pas de mesure nulle.
En particulier, I'y n’est pas réduit a une droite.

Démonstration. On montre d’abord que, siu € V et e(u) =0, alorsu=0.Siu eV
et e(u) = 0, alors le lemme 1.45 indique que u(x) = b+ Mx, ou M est une matrice
antisymétrique. On a de plus u = 0 sur I'.

Sid=2etsi M +#0, alors I'’équation u(z) = b+ Mx = 0 a une unique solution,
ce qui est contradictoire avec le fait que I'y ne soit pas réduit a un point. Donc
M =0, ce qui implique u = 0.

Sid= 3, et si M # 0, alors I'ensemble des solutions de ’équation u(x) =
b+ Mz = 0 est au plus une droite, ce qui a nouveau est contradictoire avec les
hypotheses. Donc u = 0.

On prouve maintenant (1.19) par contradiction. Si (1.19) est faux, alors, pour
tout n, il existe u,, € V telle que ||u || g10) > nlle(u,)| L2(0)- On peut choisir u, tel
que ||un| g1y = 1, et on a donc

1
e le(un) || z2 (- (1.20)

Comme u, est borné dans H'(Q)?, au vu du corollaire 2.69, on peut extraire une
sous-suite w, () qui converge fortement vers u dans L?(2)? et faiblement vers u dans
H'(2)? On écrit 'inégalité de Korn (1.18) pour ty(m) — ty(p) :

[tgp(n) — uw(p)H%rl(Q) < Cq <Hucp(n) - ueo(p)”%?((z) + lle(upm) — uw@))”%%ﬂ)) .

Le premier terme du membre de droite peut étre rendu petit pour n et p grands
car Uy(n) converge fortement dans L*(2)% 11 en est de méme pour le second terme
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grace a (1.20). Donc la suite u,(, est de Cauchy dans H*(2)%, et elle converge donc
fortement vers u dans H'(Q)¢. Comme V est fermé dans H*(Q)¢, on au € V.
Avec (1.15), on voit donc que e(uy(,)) converge fortement dans L?(Q)¥¢ vers
e(u), ce qui, avec la majoration (1.20), implique que e(u) = 0.
Donc la fonction u est telle que u € V et e(u) = 0. La premiere partie de la preuve
montre donc que u = 0. Ceci est contradictoire avec le fait que [|u,m)||m1) = 1 et
que Uy () converge fortement dans H'(Q)? vers u. O

1.4.3 Probléme aux limites

Nous reprenons maintenant le modele présenté dans la section 1.4.1. On suppose
que

Q est un ouvert connexe, borné et régulier de R?, avec d =2 oud =3, (1.21)

0Qp est un sous-ensemble de 02 de mesure surfacique non nulle, (1.22)
f € L*(Q) et g est la trace sur dQy d'une fonction de H'(Q)%. (1.23)

Soit
V={ueH () u=0surd}. (1.24)

On cherche u € V tel que

—div [2pe(u) + A(tr e(u))Id] = f dans D'(Q)<,
(1.25)

o(u)-n = gsur Iy,

ou o(u) est relié a u par la loi de Hooke (1.12). On ne précise pour Iinstant pas le
sens mathématique exact de la condition aux limites sur 0Q2y. Notons simplement

que, puisque g est la trace d’'une fonction de H'(2)?, on a par la remarque 1.21 que
g€ HY2(00)% c L*(002)°.

1.4.4 Formulation variationnelle

On réalise maintenant la formulation variationnelle de (1.25). Soit v € V. For-
mellement !, on multiple chaque composante de I’équation aux dérivées partielles
(1.14) (qui est la premiere ligne de (1.25)) par v;, on somme sur les composantes et
on integre : pour tout v € V,

/f v=— Z/a"” / 8% Z/{m% woin;.  (1.26)

En utilisant les conditions aux limites, on a

E/U” w)vn, = E/ oij(u vznj:/ g-v.
09 09 N

1. Remarquer que, si w € V C H'(Q)4, la quantité div o(u) n’est pas une fonction, mais
simplement une distribution.
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La symétrie de o(u) permet d’écrire
(%i . 1 6vi 1 (%j
S [tz = 33 [mtigs + 53 [ ez
= Z/Uz'j(u)eij(v)
ij 7
= )\Z/tr €(U) 5ijeij(v)—|—2,u2/eij(u)eij(v)
i S ij S
= )\/ tr e(u) tr e(v) + 2,u/ e(u) - e(v).
Q Q

De plus, tr e(u) = div u. La relation (1.26) se récrit donc

Yv eV, )\/divudivv—{—?,u/e(u)-e(v):/f-v+/ g-v. (1.27)
0 Q Q 00N

Il est donc naturel d’introduire les formes a et b définies par
VueV, YoeV, a(u,v)= )\/ div u div v + Qu/ e(u) - e(v), (1.28)
Q Q

Yo eV, b(v):/f~v—|—/ g-v. (1.29)
Q I

La formulation variationnelle associée au probleme aux limites (1.25) est donc
Chercher u € V' tel que Vv €V, a(u,v) = b(v). (1.30)

On montre maintenant que ce probleme variationnel est bien posé.

Grace a 'inégalité de trace (1.7), la forme b est continue sur V. Avec (1.15) et
(1.16), la forme a est continue sur V. Pour pouvoir appliquer le théoréme de Lax-
Milgram, il reste a montrer que a est coercive sur V', et c¢’est ici qu’on a besoin de
I'inégalité de Korn. On a

a(u,u) = )\/(div u)? + Q;L/ e(u) - e(u).
Q Q
Pour minorer a(u,u), on décompose la matrice e(u) en sa partie diagonale et hors

diagonale, suivant

1 (u) = é(tr () Td,  es(u) = e(u) — ex(u).
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Par construction, tr e;(u) = tr e(u), donc tr es(u) = 0, et par conséquent ey (u)-Id =
tr eo(u) = 0. Donc
e(u) -e(u) = ey(u)-ep(u)+ ex(u) - ex(u) + 2e1(u) - ea(u)
= e1(u) - er(u) + ex(u) - ea(u)

1 2
= E(tr e(u))” + ea(u) - ea(u)

1
= a(div u)? 4 ey(u) - ea(u).
Soit v = min(2u, 2 + dX). Les hypotheses (1.13) donnent v > 0. On a

2ue(u) - e(u) + A(div u)? = (QFM + /\) (div u)? + 2pes(u) - ea(u)

v (%l(div )2 + es(u) - eg(u))

> ve(u)-e(u).

On en déduit donc que

afu,u) > v / e(u) - e(r) = vlle()

Avec les hypotheses (1.21) et (1.22), on peut appliquer la proposition 1.49 (conséquence
de I'inégalité de Korn) pour minorer |le(u)| r2(q), et on obtient donc :

AC >0, Vu e V, a(u,u) > C’||u||?{1(9), (1.31)
ce qui donne la coercivité de a sur V. On a donc le résultat suivant :

Théoréme 1.50. On fait les hypothéses (1.21), (1.22) et (1.23). Soit V' défini par
(1.24), soit a la forme bilinéaire définie sur V' par (1.28) et soit b la forme linéaire
définie sur V par (1.29). Le probléme de chercher u € V' tel que

Vo eV, a(u,v) = b(v)
admet une unique solution. De plus, cette solution est dans H*(Q)2.

Démonstration. La seule affirmation non démontrée est la régularité de la solution
(le théoreme de Lax-Milgram donne simplement u € H'(2)?). Remarquons que g €
L2(0Qx)? suffit pour donner un sens & la forme linéaire b et permet déja d’appliquer
le théoreme de Lax-Milgram. La régularité supplémentaire de ¢ induit la régularité
supplémentaire de u. Nous ’admettrons ici. O

1.4.5 Interprétation des résultats

On fait ici le lien entre la formulation variationnelle (1.27) et le probleme aux
limites (1.25). Soit u I'unique solution de (1.27). Comme u € H%(Q)%, on a Vu €
H(Q)%4 et donc on peut définir la trace de Vu sur 9Qy. On vérifie donc que u est
solution de (1.25), la condition aux limites sur 92y prenant le sens d’une équation
sur la trace de Vu.



Chapitre 2

Introduction a la théorie spectrale

Nous présentons dans ce chapitre les fondements de la théorie spectrale des
opérateurs (définis en Section 2.1). Cette théorie est particulierement utile et im-
portante pour 1’étude des équations aux dérivées partielles. En effet, un des buts
premiers de I’étude d’un opérateur est la détermination de son spectre (Section 2.2),
qui est la généralisation en dimension infinie de I’ensemble des valeurs propres d’une
matrice. Dans les cas les plus simples, notamment pour les opérateurs dits compacts
(Section 2.3), on peut déterminer compleétement de maniére qualitative le spectre
d’un opérateur, et ensuite I’approcher numériquement. Ceci permet de résoudre des
problémes aux valeurs propres définis par une équation aux dérivées partielles (voir
le Chapitre 3), ainsi que des problemes d’évolution en mécanique, physique, etc,
comme ’équation de la chaleur, I’équation des ondes, ou I’équation de Schrédinger
(voir le Chapitre 6).

Nous verrons des applications concretes de cette théorie dans le Chapitre 3.

2.1 Opérateurs linéaires

2.1.1 Domaine d’un opérateur

Définition 2.1. Soient E et F' deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire est
une application linéaire A d’un sous-espace vectoriel de E (noté D(A), et appelé
domaine de A) d valeurs dans F.

Autrement dit, un opérateur linéaire est une application A : D(A) C E — F
vérifiant

V(z,y) € D(A) x D(A), Alx +y) = Az + Ay, VYA eC, A(\x) = \Au.

On a bien sur A(0) = 0. Le domaine de 'opérateur est inclus dans 'ensemble des
éléments de I/ pour lesquels Ax a un sens en tant qu’élément de F :

D(A)C{er‘AxeF}.

21
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Se donner un opérateur linéaire, c’est se donner a la fois son domaine et son action
sur les éléments de ce domaine.

Sauf mention du contraire, on supposera toujours dans ce cours que le domaine
D(A) est dense dans E, i.e. que tout élément x € E peut étre approché par une
suite (z,,)n>1 d’éléments de D(A) tels que ||z — z,||g — 0 lorsque n — +o0.

Exemple 2.2 (Laplacien). Si E = F = L%(R?), on peut définir l'opérateur A = —A
de domaine D(A) = H2(R?). On pourrait toutefois considérer un opérateur B = —A
de domaine plus petit, par exemple restreint aux fonctions C* et a support compact :

D(B) = C=(RY).

On verra par la suite (cf. la Remarque 2.25) qu’il est important de définir a la
fois l'action de l'opérateur (ici, appliquer —A) et son domaine (sur quel ensemble
de fonctions il agit). Deux opérateurs ayant la méme action sont a priori différents
si leurs domaines sont différents.

On ne peut pas toujours comparer les domaines de deux opérateurs en terme
d’inclusion, mais lorsque cela est possible, on parle d’extension.

Définition 2.3 (Extension d'un opérateur). On dit qu’un opérateur A, est une
extension de lopérateur Ay, et on note Ay C As, si D(A;) C D(Ay) et Ajx = Asx
pour tout x € D(Ay).

2.1.2 Opérateurs bornés

Définition 2.4. On dit qu’un opérateur A est borné si

Ax
|Al| = sup |4zl = sup ||Az|r < 4o0. (2.1)
cen(AN0} 1ZIlE Jalm<t

Dans le cas ou D(A) = E (le domaine de l'opérateur est égal a l'espace tout
entier), la définition ci-dessus est équivalente a la définition d’application linéaire
continue vue en cours de premiere année. On rappelle la caractérisation suivante
des applications linéaires continues de F dans F', lorsque E et F' sont deux espaces
vectoriels normés.

Proposition 2.5. Soit A une application linéaire de E dans F', ou E et F sont
deux espaces vectoriels normés. Les 3 propositions suivantes sont équivalentes :

— A est continue.

— A est continue en 0.

— 4l existe une constante ¢ > 0 telle que

vuc B, |[Aulp < cfulz.

Démonstration. Cf. le cours de premiere année [14]. O
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Remarque 2.6 (Extension d'un opérateur borné). Si D(A) est dense dans E et

|Az|[r
sup ————

< 400,
zeD(A\{0} ]|

alors on peut étendre de maniére unique l'opérateur A de domaine D(A) a un
opérateur borné sur tout l'espace E. Il suffit pour cela que F soit un espace de
Banach, E étant un espace vectoriel normé. Un opérateur borné défini sur l’espace
E tout entier est exactement une application linéaire continue de E dans F'.

Comme précisé ci-dessus, on supposera toujours dans ce cours (sauf mention du
contraire) que D(A) est dense dans E. Par conséquent, et sauf mention du contraire,
on supposera toujours qu’un opérateur borné est défini sur l’espace E tout entier. Il
s’agira donc d’une application linéaire continue.

L’intéret de la notion d’opérateur borné est qu’il existe des opérateurs non bornés,
comme le montre I’Exemple 2.7 et I’Exercice 2.8.

Exemple 2.7 (Laplacien). Les opérateurs A et B définis dans I’Exemple 2.2 ne
sont pas des opérateurs bornés de E dans E. Il suffit de considérer la suite f,(z) =
n¥?y(nz) avec x € D(RY). On a alors

1Afalliz _ 2l Ax]lee

= — 400
I fallv2 x|z

lorsque n — 400.

Exercice 2.8. On considére les espaces de fonctions C°([0,1]) et C1([0,1]), qu’on
munit de la norme

If1l = sup [f(#)].

tel0,1]
L’application
A:CY[0,1]) — C°J0,1])
fo—f

est linéaire. Montrer qu’elle n’est pas continue.

Remarque 2.9. On a cependant le résultat positif suivant. Soient E et F deux
espaces de Banach, et A une application linéaire de E dans F' qui est fermée, c¢’est-
a-dire telle que 'ensemble Uycplu, Au| est fermé dans E x F. Alors A est continue
(cf. par exemple [3, Théoreme I1.21 p. 31]).

Définition 2.10. On note L(E, F) [’espace vectoriel des opérateurs bornés de E
dans F. L’application || - || définie par

Ax
|Azllr _ sup || Az]|p, (2.2)
zei\o} 1ZIlE  wcE, o=

VA€ L(E,F), ||A]| =

est une norme sur cet espace.
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Le seul point éventuellement délicat est de montrer I'inégalité triangulaire || A 4
B|| < ||A]| + || B]|- Pour ce faire, on fixe f € E'\ {0} et on écrit

I(A+ B)fle < ALk + 1BIe < (IAIL+ IBI IS 6.

Ceci montre que

[(A+ B)fllr
/1l

d’ou le résultat en prenant le supremum sur f € E \ {0}.

< [|A[l + 1BI],

Exercice 2.11. Soient E, F et G trois espaces de Banach, et A € L(E,F) et
B e L(F,G). Montrer que BA € L(E,G) et |BA| < ||A] || B]l-

Un cas particulier important est lorsque 'espace d’arrivée est R.

Définition 2.12. L’ensemble L(E,R) des applications linéaires continues de E dans
R est appelé espace dual de E et est noté E'. Un élément de E' est appelé forme
linéaire continue et son action sur un élément u € E est notée a ['aide du crochet
de dualité :

<A,U>E/7E = Au € R.

L’espace E' est équipé de la norme

A
1Al = sup |Aul
weEuz0 ||l B

Donnons quelques exemples d’opérateurs bornés.

Exemple 2.13 (Opérateurs de shift). On considére E = F = (?(N,C) (pour 1 <
p < 400 fizé), ou

“+oo
e

n=1

P(N,C) = {(xl,xz,...,xn,...) e CN

et
(>*(N,C) = {(xl,xg,...,xn,...) e N

sup |z;| < —l—oo} :
ieN

On définit les opérateurs de shift a droite et de shift a gauche, de domaine (P(N,C),
par

Ta(z1, 29, o Ty o) = (0,20, Zoy ooy Ty oo ) (2.3)
et

To(T1, T2, oo Ty e n ) = (T2, T3y oy Ty oo - ). (2.4)
Ces deux opérateurs sont des opérateurs bornés. Il est immédiat que ||Tqz| = ||zl
pour tout x € (P(N,C) et donc ||74|| = 1. Pour 74, on note tout d’abord que ||1yx| <

|z||, avec égalité par exemple pour x = (0,1,0,...), ce qui donne |74 = 1.
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Exercice 2.14 (Opérateur de convolution). Soit E = F = L2(RY) et k € LY(RY).
Montrer que Uopérateur T : E — E d’action Tf = k* f est bien défini et est borné
avec | T|| < ||kl|L:-

Exercice 2.15 (Opérateur intégral). On considére E = L'([0,1],R), F = C°([0,1],R),
et k € C°([0,1]2,R). On rappelle que la norme sur l'espace de Banach F est ||g||r =
SUD,c(o,1) [9(2)]. On considére Uopérateur K défini par

Kf(z) = / ke, y) () dy.

Vérifier que K f € F lorsque f € E puis que K € L(E,F).

Exemple 2.16 (Opérateur de multiplication). Soit E = F = L*(R%). Pour une
fonction V € L°(RY,C) donnée, on définit l'opérateur A sur E par
Ap =V

On constate que, pour tout p € E, on a Ap € F. Le domaine de A est donc
F =12(RY). On vérifie de plus que ||A¢||r < ||V ||L< ||z, donc A est borné.

Pour une fonction mesurable V' qui n’est pas bornée, il faudrait restreindre le
domaine de l'opérateur auzx fonctions o € L2(R?) telles que

/ [V o* < +oo.
Rd

1l n’est toutefois pas clair que l'on obtiendrait ainsi un sous-ensemble dense de
L2(RY). C’est toutefois le cas si V € L2 (RY) car alors D(R?) C D(A), et D(RY) est
dense dans L*(RY).

Exercice 2.17. Montrer que si, dans I’Exemple 2.16, la fonction V' est continue et

bornée, alors ||A|| = sup |V (z)|.
z€RY

Concluons cette section par un résultat important.

Proposition 2.18. Si F est un espace de Banach et E un espace normé, alors
L(E,F) est un espace de Banach.

Démonstration. Considérons une suite de Cauchy (A,,),>o de L(E, F') pour la norme
donnée par (2.1). Alors, pour tout € > 0, il existe N. € N tel que

A, — Ap|| <€ (2.5)

si n,m > N.. En particulier, la suite (|| A,||)n>0 est bornée, et il existe C' > 0 tel que
0 <||A,|| € C < +o0 pour tout n € N. Pour € E donné, on a

[Anz — Apmzl|lp < ellz]|e (2.6)
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si n,m > N.. La suite (A,2),>0 est ainsi une suite de Cauchy dans l'espace de
Banach F, et admet donc une limite a, € F. On peut construire un opérateur limite
A en posant Ar = a,. On vérifie facilement que A est linéaire (par unicité de la
limite). Par ailleurs, en passant a la limite m — +oo dans (2.6), on obtient

[Anz — Az||p < ez,
et donc, pour n > N,
[Az|[r < [[Az — Apzllr + [[Anz|lF < (e + O)|lz]|&.

Ainsi, A est dans L(F, F') et on peut passer a la limite dans (2.5) (ou prendre le
supremum sur les z € E avec ||z||p < 1) et obtenir que, pour tout € > 0, il existe
N, € N tel que

[An — Al <&

pour tout n > N.. Ceci montre bien que A,, - A dans L(E, F)). O
Finissons cette section en prouvant le résultat suivant :

Proposition 2.19. Soient V et W deux espaces de Hilbert et A € L(V,W) un
opérateur borné de V- dans W. Soit (up)nen une suite d’éléments de V' qui converge

faiblement vers un élément u € V. Alors la suite (Auy)nen converge faiblement vers
Au dans W.

Démonstration. Soit w € W. Soit ¢ : v € V +— (Av, w)y. Comme A € L(V, W), on
vérifie facilement que ¢ € V'. D’apres la caractérisation équivalente de la conver-
gence faible donnée par la Proposition 1.36, on a alors ¢(uy,) - (u), ce qui se
n—-—+0oo
réécrit
(Aup, w)yw — (Au, w)w.

n—-+o0o

Cette convergence a lieu pour tout w € W, ce qui implique bien que la suite (Auy, )nen
converge faiblement vers Au dans W. O]

2.1.3 Inverse d’un opérateur

Définition 2.20. Pour un opérateur A de domaine D(A), on définit son image
Ran(A) = A<D(A)> — {y cF ) Jr € D(A), y= A:):},

et son noyau
Ker(A) = {:c € D(A) ( Az = o}.

On dit que A est injectif si Ker(A) = {0}, et que A est surjectif si Ran(A) = F.
L opérateur est bijectif s’il est a la fois injectif et surjectif.
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En dimension finie, on a le résultat classique suivant :

Proposition 2.21. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et A une appli-
cation linéaire de E dans E. Alors A est continue, et de plus les 8 propositions
suivantes sont équivalentes :

— A est injective sur E.

— A est surjective sur E.

— A est bijective de E dans E.

Comme le montre 'exercice suivant, la situation en dimension infinie est plus
complexe : une application linéaire continue peut étre injective sans étre surjective.

Exemple 2.22. L’opérateur de shift a droite (2.3) est injectif, mais pas surjectif
car (1,0,...) & Ran(rq). L’opérateur de shift a gauche (2.4) est surjectif, mais pas
imjectif.

Si A est injectif, on peut définir 'opérateur inverse, de domaine D(A™1) =
Ran(A) C F, a valeurs dans D(A) C E, par

r=A1y &= y= Az

Il n’y a aucune raison a priori que l'inverse soit borné. Ceci motive la définition
suivante.

Définition 2.23 (Opérateur inversible). On dit qu’un opérateur A de domaine D(A)
est inversible st A : D(A) C E — F est bijectif et a un inverse A1 : F — D(A) C
E borné (comme opérateur de F dans E ).

Notons qu’on ne demande pas que A soit lui-méme borné.

Enoncons une propriété qui nous sera utile par la suite, et qui permet de conclure
a Uinversibilité d’un opérateur linéaire borné des qu'il est bijectif (la preuve, omise,
repose sur le lemme de Baire, voir par exemple [15]).

Proposition 2.24. Si A € L(E,F) et A est une bijection de E wvers F, alors
At e L(FE).

Soit A un opérateur inversible (qu’on suppose non borné) : il est donc bijectif de
D(A) sur F et son inverse B est borné. Donc B € L(F, E). Cependant, B n’est pas
nécessairement une bijection de F' vers E (c’est seulement une bijection de F' vers
D(A)). Si B est une bijection de F' vers E, alors on peut appliquer la proposition
ci-dessus a B, ce qui donne le fait que A € L(E, F).

A titre d’exemple, on peut prendre E = H}(Q) pour un ouvert  C R? borné,
F = L%*Q), et Vopérateur A défini sur D(A) = H*(RY) N E par Au = —Au. On a
déja vu qu'un tel opérateur n’est pas borné (cf. exemple 2.7). L'opérateur A est
bijectif de D(A) sur F, et son inverse est borné : pour tout g € L*(2), la solution
u € D(A) de —Au = g satisfait ||ul]|g < C||g||r. L'opérateur B est bijectif de F' sur
D(A) qui est un sous-espace strict de E. En particulier, B n’est pas surjectif sur FE.
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Remarque 2.25 (De I'importance du domaine). Considérons l’espace de Banach
des fonctions continues E = F = C°([0,1],R), muni de la norme

If]l = sup [f(#)].

te[0,1]
On peut définir un opérateur Ay de domaine “mazimal” D(Ay) = CY([0,1],R) par

df
dt’

On peut également en définir plusieurs restrictions, qui ont la méme action de
dériwation, mais ont des domaines plus petits, en fonction des conditions de bord
que l'on souhaite imposer (ou qui sont imposées par la physique du probléme) :

— lopérateur Ay (pour k € R), de domaine

D(4) = {f € CH(0,1,R) | £(0) = kF (1)},

avec les cas particuliers

D(4o) = {1 € C'(0,11.R) | f(0) = 0}

Auf=—

D) ={rec'(o.1.R) | f(1) =0};

— Dopérateur Ay de domaine D(Agy) = {f € C'([0,1],R) ’ f(0)=f(1) = 0} ;

— Dopérateur A, de domaine “minimal” D(A,,) = D(]0, 1], R).
On a bien sur A, C A C A C Apy pour tout k € RU {+00}. Ces différents
opérateurs, bien qu’ayant la méme action, ont des comportements trées différents en
ce qui concerne leur injectivité ou leur surjectivité. Ainst,

— Ay nlest pas injectif car toutes les fonctions f + ¢ pour f € D(Ay) fizé et

c € R quelconque ont la méme image ;
— Ay est inversible si et seulement si k # 1, et

Al n+———(/f+k/ﬂ0:iff+T§E[ff

On vérifie en particulier que A" f(0) = kA f(1)
— Agg est inversible sur D(Ay) = {f e C°([o, 1], ‘ / f= 0} et Ang

t
t — / f (et en particulier Ayg f € D(Ag)). Notons en effet que si g €
0
1
D(A), on a/ g = g(1)—g(0) = 0, ce qui motive la définition de D(Ayy) =

0
Ran(Aoo) ;
— finalement, A, n’est inversible que sur D(]0,1[,R) N D(Ayg ).
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2.1.4 Adjoint d’un opérateur borné

Définition 2.26 (Adjoint d’un opérateur borné). Soit H un espace de Hilbert,
muni d’'un produit scalaire (complexe) noté (-,-), et T € L(H). L’adjoint de T est
lopérateur T™ défini par

Yue H, Yv € H, (T*u,v) = (u, Tv).
On dit que T est auto-adjoint si T =T

Exemple 2.27. On vérifie facilement que l'adjoint sur (*(N,C) de l'opérateur 14
de shift a droite (2.3) est l'opérateur 1, de shift a gauche (2.4) (et réciproquement).

Exercice 2.28. Soit V € 1L>([a,b],R). Vérifier que Uopérateur T : 12([a,b]) —
L?([a,b]) défini par Tf(x) =V (z) f(z) est autoadjoint.

Exercice 2.29 (Opérateurs de Hilbert-Schmidt). Soit H = L*(R% C) et K €
L2(R?? C). On considére l'opérateur intégral K : H — H défini par

Kf(x)= [ K(zy)f(y)dy.

R4

On dit que K est le noyau de K. Montrer que K e L(H) et que

& <t = ([, [ i)

Montrer également que K* est un opérateur intégral de noyau K(y,x).
On pourra vérifier en exercice la propriété suivante (voir [8, Section 4.2]).

Proposition 2.30. Si T € L(H) alors T* € L(H), ||T*|| = ||T|| et T* =T. Si T}
et Ty sont dans L(H), alors (T'Ty)* = T5TY.

Le résultat suivant sera utile dans la suite :

Proposition 2.31. Soit T € L(H) et A € C. Alors

L _
(Ran()\ - T)) — Ker (A —T"). (2.7)

Démonstration. Par définition, on a, pour tout x et y dans H, que
Soit 7 € Ran(A — T) et y € Ker(\A — T*). Il existe x tel que ¥ = (A — T)z et
_ _ L
ainsi (Z,y) = (x, (A — T*)y) = 0. Ceci montre que Ker(A —T™) C <Ran()\ - T)) :
L

On montre l'inclusion inverse. Soit y € (Ran()\ — T)> . Pour tout x € H, on a

(y, (A = T)x) = 0 = (A — T*)y,z). Ceci étant vrai pour tout x € H, on obtient
— L —
(A —=T*)y = 0 et donc 'inclusion contraire (Ran()\ - T)) C Ker(A —=1T7). O



30 CHAPITRE 2. INTRODUCTION A LA THEORIE SPECTRALE

2.2 Théorie spectrale des opérateurs bornés

On va a présent étudier de plus pres l'inversibilité d’opérateurs bornés dun
espace de Banach E dans lui-méme. De telles considérations sont particulierement
intéressantes lorsqu’il s’agit de résoudre une équation du type

(Ad— A)u = f

avec u, f € F et A € C. En effet, si 'inverse de I'opérateur \Id — A est bien défini,
alors u = (AId — A)~! f est I'unique solution de cette équation.

2.2.1 Théorie générale

On peut définir aisément l'inverse d’un opérateur Id — A lorsque A est de norme
suffisamment petite par le biais d’une série infinie. Plus précisément, la notion per-
tinente est le rayon spectral.

Lemme 2.32 (Rayon spectral). Soit A € L(E). Alors la limite suivante existe :

P(A) = Tim A"V = inf A7V,

n——+00
et est appelée rayon spectral. On a en particulier r(A) < ||A]|.

On peut avoir 7(A) < ||A||. Le cas le plus frappant est celui des opérateurs
nilpotents, c’est-a-dire tels qu’il existe N € N tel que AN = 0. Dans ce cas, r(A4) = 0.
Par exemple, I'opérateur borné sur £ = R? dont la représentation matricielle dans

la base canonique est
0 1
00

est tel que || A]| = 1 mais A% =0 et donc r(A) = 0.

Démonstration. On suit la preuve de [9, Section 1.4.2]. Pour n,m € N, on a claire-
ment

LA™ < A HIA™L AT < 1A (2.8)

avec la convention A° = Id. Ces inégalités proviennent de I'inégalité générale || AB|| <
| Al || B]| pour A, B € L(FE) (voir Exercice 2.11). Notons

ay = In || A"]].

Alors a,/n < In||AJ|. Il s’agit de montrer que la suite (a,/n),>1 converge.

Les inégalités (2.8) montrent que a, 1y, < ay+a,,. Pour m € N* donné, considérons
la division euclidienne de n par m : n = qgm +r avec ¢,r € N et r < m. On montre
alors que a,, < qa,, + a, et ainsi

q

an, 1
— < =amy+ —a,.
n n n
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Lorsque n — 400, ¢/n — 1/m alors que les valeurs de r sont limitées & 0,...,m—1.
Alinsi,
1
sup —a, —0
r=0,....m—1 T
lorsque n — 400, et donc
. Qp, A
limsup — < —.
n—+oo N m

Comme m est arbitraire, on en déduit que

. anp . Am
limsup — < inf —.
n—+oco N m21 M

Par ailleurs, on a trivialement
. .. pa . a
liminf — > inf —,
n—+oo N m>1 m
et on en déduit donc

. ap . A, . . 0 Qn
limsup — < inf — < liminf —.
n—too N m>1m n—+4oco M

Les inégalités ci-dessus sont finalement des égalités, ce qui montre que la suite
(an/n)n>1 est bien convergente, et qu’elle converge vers ir;fl(am /m). O
m>

Exercice 2.33. Soient 14 et 7, les opérateurs de shift définis par (2.3) et (2.4).
Montrer que r(tq) = r(7y) = 1.

Le lemme suivant, simple, va nous étre utile dans la suite :

Lemme 2.34. Soit A € L(E) et soit z € C. La série Z 2" A" est convergente dans

n

L(E) si et seulement si |z| < 1/r(A).

Démonstration. Comme E est un Banach, I'espace L£(FE) est un espace de Banach
(cf. la Proposition 2.18). D’apres le cours de premiere année [14], on sait que, si la
série est normalement convergente, i.e. si Z |z|" ||A"||g < oo, alors la série Z 2" A"

est convergente dans L(E).

Supposons |z| < 1/r(A). Soit € > 0. Par définition du rayon spectral, il existe
N. tel que, pour tout n > N., on a ||A"|'" < r(A) + ¢, donc |z]" ||A"||p <
|z|™(r(A)+¢e)™. Grace a ’hypothese sur z, on peut trouver € tel que |z| (r(A4)+¢) < 1.
La série Z |z|™ ||A™|| g est donc convergente, donc la série Z 2" A" est convergente

n

dans L(E).

Supposons maintenant que la série ZZ”A” est convergente dans L(FE). Ceci
implique que 2"A" converge vers 0 dans L£(F) : lim|z|"||A"||r = 0. Or r(A) =
ianA"H}E/". On a donc (|z|r(A)" < |z|"|A™||g, et donc lim (|z|r(A))" = 0. Ceci
implique que |z|r(A) < 1, d’ou |z| < 1/r(A). O
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On peut a présent définir I'inverse de 'opérateur Id — A lorsque A a un rayon
spectral strictement plus petit que 1.

Lemme 2.35 (Série de Neumann). Soit A € L(E) tel que r(A) < 1. Alors l'opérateur
Id — A a un inverse borné (Id — A)~' € L(E) et

(Id — A)~ Z A", (2.9)

Démonstration. Le lemme 2.34 montre que, pour tout z tel que |z| < 1/r(A4), la

+oo
série Z 2" A" converge dans L(F). C’est donc en particulier le cas pour z = 1, ce
n=0
qui indique que la série du membre de droite de (2.9) est une série convergente dans
L(E).

On écrit ensuite que, pour tout N, on a
N
(Id—A)Y A" =1d— AN, (2.10)

On passe & la limite N — co. Le membre de gauche converge vers (Id — 4) "7 A™.
Pour étudier le membre de droite, on utilise le fait que |[AV['/N — r(4) < 1. 1l
existe donc € > 0 et N, tel que, pour tout n > N, on a |[AV||Y/N < 1 — ¢, si bien

que [[AY]] < (1 — )V, et donc limy_,o ||AY|| = 0. On peut maintenant passer a la
limite N — oo dans (2.10), ce qui donne (Id — A) >~ A" = 1d, et donc le résultat
escompteé. O

Théoréme-Définition 2.36. Soit E un espace de Banach et T € L(E). D’aprés
la proposition 2.24, A\ — T est inversible si et seulement si A\ — T est bijectif.

1. On appelle ensemble résolvant de T' [’ensemble
p(T) = {)x eC, N-T inversible}.

L’ensemble résolvant p(T) est un ouvert de C.

2. Pour X\ € p(T), on note R(\) = (A —T)~1. La famille d’opérateurs linéaires
bornés (R(X))aepry est appelée la résolvante de T. La fonction A — R(\)
est analytique de p(T) dans L(E) et on a, pour tout (A, u) € p(T) x p(T),
lidentité de la résolvante

R(A) = R(p) = (1= N RN R(p).
3. On appelle spectre de T' I’ensemble
o(T)=C\p(T) = {)\ eC, XN-T noninversible}.

L’ensemble o(T') est un compact de C.
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4. On

o(T) C D(0,r(T)),

ou D(0,7(T)) est le disque fermé centré en 0 et de rayon r(T). On a aussi

que

o

a(T)NnCO,r(T)) #0
C(0,7(T)) est le cercle de centre 0 et de rayon r(T). En particulier le

spectre d’un opérateur borné n’est jamais vide.

5. L’ensemble o(T) se décompose en l'union disjointe

o(T) = o0,(T) U (T) Uo(T),

avec

et

op(T)

{)\ eC, N-T noninjectif},

(T = {/\ €C, X—T injectifet (A —T)E # E}

oo(T) = {)\ €C, AT injectifet (\—T)E # (A —T)E = E}

L’ensemble o,(T) est appelé le spectre ponctuel de T, o.(T) le spectre continu
de T, o.(T) le spectre résiduel de T

Notons que les trois types de spectre définis ci-dessus ont été classés par ordre
croissant de défaut d’inversibilité :
— pour le spectre ponctuel, on a un défaut d’injectivité;
— pour le spectre résiduel, on a un défaut majeur de surjectivité : méme en
prenant ’adhérence de I'image de E, on ne retrouve pas E';
— pour le spectre continu, I'inverse est bien défini sur un domaine dense, mais
n’est pas borné. Montrons ceci par ’absurde.
L’opérateur linéaire A — T" est bijectif de E sur (A — T)E. On introduit son
inverse B : (A —T)E — FE, qui est défini sur un sous-ensemble dense de

E.

Supposons B borné. On peut alors I’étendre par continuité comme un

opérateur de E sur E. Soit y € E et u = By (qui existe car B est maintenant
défini sur tout £). Montrons que y = (A — T)u :

Siy € (A=T)E, c’est évident.

Sinon, on sait qu'il existe une suite y, € (A — T)FE telle que y, — y.
Puisque y, € (A = T)E, il existe u, € E tel que y, = (A — T)uy,, et
donc u,, = By,. La suite y, est convergente, donc de Cauchy. Puisque
B est borné, on voit que u, est aussi de Cauchy, donc convergente. Par
définition, on a v = By = lim,u,. On peut donc passer a la limite
dans 1'égalité y, = (A — T)u, (puisque A — T est continu), ce qui donne
y=(A\—T)u.



34 CHAPITRE 2. INTRODUCTION A LA THEORIE SPECTRALE

On vient donc de démontrer que, pour tout y € E, il existe u € FE tel que
y = (A=T)u, ce qui donne (A—T)E = E. On obtient donc une contradiction.

Démonstration. Soit A € C tel que |A| > r(T'). On écrit

T
A-T=X(ld-*
(4-3)

et 7(T/X) =r(T)/|\ < 1. En utilisant le lemme 2.35, on voit que A—T" est inversible,
donc A € p(T'). Il en découle que

o(T) C D(0,r(T)).
Soit maintenant p € p(7). On écrit

A=T=p—T+(\—p)ld= (u—T)<Id+()\—,u)(u—T)‘1>. (2.11)

Donc, si |A—p|7((p—T)"") < 1, alors A—T est inversible (en vertu du lemme 2.35).
On en déduit que p(7') est un ouvert de C.

Comme o(T) = C\ p(T'), on obtient que ¢(7") est un fermé de C. Comme o(7T)
est borné, c¢’est un compact de C.

La relation (2.11) montre que R(\) est analytique dans p(7).

En multipliant les deux membres de ’égalité
A=T)=(u-T)+(A—-pld
a gauche par R(\) et a droite par R(u), on obtient I'identité de la résolvante.

Supposons que o(T) N C(0,7(T)) = 0. Comme o(T) est compact, il existe ¢ €
10,7(T)][ tel que

C\ D(0,7(T) —e) C p(T).

Comme R(A) est analytique sur p(T), il en résulte que f(2) = R(1/z) est analytique
sur D(0, (r(T) —e)™!). Or, un calcul explicite montre que le développement en série
entiere de f(z) en 0 est donné par

f(z)==z2 Z 2T,

neN

Sur 'ensemble C = {z € C; 1/r(T) < |z| < 1/(r(T) —¢)}, on obtient donc que f(z)
est analytique, alors que la série est divergente, d’apres le lemme 2.34. On obtient
donc une contradiction. O

Remarque 2.37. Notons que o,(T) est l’ensemble des valeurs propres de T, i.e.
Uensemble des A € C tels qu’il existe uw € E \ {0} tel que

Tu = \u.
En dimension finie, un opérateur linéaire injectif est bijectif. Ainsi,
o(T) = op(T)

est simplement [’ensemble des valeurs propres de T dans ce cas.
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Prouvons ici le lemme suivant qui sera utile par la suite.

Lemme 2.38. Soit T' € L(E). Soit (A\)g>1 une suite de o,(1T") de valeurs propres
toutes distinctes, et soit (uy)p>1 une suite de vecteurs propres associés. Alors les
vecteurs (ug)g>1 sont linéairement indépendants.

Démonstration. On procede par récurrence. On suppose que les vecteurs uy, ..., u,
sont indépendants. Si, au rang n+ 1, hypothese de récurrence n’est pas vraie, alors
. . n

il existe (ag)i1<k<n tels que w,11 =Y ,_; oguy. Alors

n n
TUpq1 = E QpA UL = App1Ung1 = Ap1 E QU
— k=1

Par hypothese de récurrence, la famille (uy, ..., u,) est libre, donc A\, 10 = A
pour tout 1 < k < n. Les valeurs propres étant distinctes deux a deux, on a ainsi
ar = 0, ce qui donne u,.; = 0, ce qui est contradictoire. On a donc démontré
I’hypothese de récurrence au rang n + 1. O]

Remarque 2.39 (Autre décomposition du spectre). Dans certains cas, il est plus
commode de décomposer o(T) sous la forme o(T) = oq(T) U 0ess(T'), 0t 04(T) C
op(T) est le spectre discret, qui est composé des valeurs propres isolées de multipli-
cité finie :

oa(T) = {/\ eC ‘ 0 < dim(Ker(A—T)) < 400, Iz > 0, |A—¢, Are[No(T) = {/\}}.

Donnons a présent quelques exemples de spectre résiduel et continu, afin de
donner un début d’intuition sur ces notions.

Exercice 2.40 (Spectre résiduel). On considére l'opérateur de shift a droite 74 dans
(*(N,C) défini par (2.3).
1. Vérifier que op(1q) = 0 et que X\ — 74 est injectif pour tout X € C.
2. Montrer que 0 € o,(7q).
3. Montrer que {N € C, |\ < 1} C oy(ma). Indication : considérer x\ =
(1,X, 3. > et vérifier que x5 € (Ran(\ — 7))+,

Exercice 2.41 (Spectre continu). Soit a < b deux réels, E = L*([a,b],C) et T €
L(E) défini par
Tf(x) = f(x).

Montrer que o(T) = 0.(T) = [a, b], en suivant les étapes ci-dessous :
1. Montrer que o(T) C [a,b].

2. Montrer que o(T) = [a,b] (en supposant qu’il existe \ € [a,b] tel que A\ =T
soit inversible, et en considérant ¢ € C*([a,b],C) valant 1 au voisinage de

A).
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3. Montrer que o(T) = o.(T). Pour cela, établir d’abord que o,(T) = 0, puis
prouver que Ran(A — T') = E pour tout A € [a,b]. Pour ce dernier point, pour
f € E donnée, considérer la suite (¢,)n>1 de E définie par
1
) silr— A >—etxe€lab],
on(z) =< A—x n

0 sinon.

Exercice 2.42. Le schéma de preuve ci-dessus montre qu’on peut en fait étendre
Uargument a des opérateurs plus générauz, définis sur E = L2(R?, C), de domaine

pr)={reE ‘Ad(1+|V(w)|2)|f(x)|2dx<+oo},

pour V € L2 (R, R), et d’action

loc

Ainsi, pour une fonction V' continue, on montrera que o(T) = [minV, max V], et
que o(T) = 0.(T) si V"H({\}) est un ensemble au plus dénombrable sans point d’ac-
cumulation pour tout A € R. Notons en revanche que st on considére une fonction
V e C*(R), valant ¢ € R dans un voisinage | — n,n| de l'origine, alors c € o,(T).

2.2.2 Cas des opérateurs bornés autoadjoints

Les opérateurs bornés auto-adjoints ont des propriétés intéressantes, qui se tra-
duisent sur leur spectre.

Proposition 2.43. Soit H un espace de Hilbert et T € L(H). SiT est auto-adjoint,
on a
o(T) CR.

De plus, r(T) = ||T||, o(T) C [=||T|, [|T||] et l'une au moins des deuz extrémités
du segment est dans o(T). Enfin, 0,(T) = 0 et les vecteurs propres associés a des
éléments différents de o,(T") sont orthogonau.

Démonstration. Pour prouver ce résultat, nous allons établir plusieurs résultats in-
termédiaires.
— Commencons par montrer que si A € C est tel que a = |Im(\)| # 0, alors
A — T est inversible.

Montrons tout d’abord que 'opérateur A — T est injectif. En effet, pour tout
r€ H,ona

(A=T)x,x) = —(Tx,x) + Re(N) (z, ) —iIm(A) (z, z).
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On voit que (T'z,z) = (x,Tx) = (T*z,x) = (T'x,z). Donc (T'x,x) est réel. Il
en résulte que

(A =Tz, 2)| > o] (2.12)
On en déduit par l'inégalité de Cauchy-Schwarz que
(A =T)z| = oz (2.13)

Cette inégalité implique que l'opérateur A — T" est injectif.

Montrons ensuite que 'opérateur A — T est surjectif. Soit V = Ran(A — 7).
Nous allons montrer que V' = H. Pour cela, montrons tout d’abord que V'
est fermé dans H. Soit w,, = (A — T')v,, une suite dans V' qui converge vers
w € H. En utilisant (2.13), on obtient

pr - qu > O‘H“p - Uq”-

La suite (wy,)n>0 est de Cauchy, donc la suite (vy,),>0 aussi. Elle converge
donc vers un certain v € H. Par continuité de I'application 7',

wy,=AN=T)v, — A=T)v

dans H. Donc w = (A—=T)v, ce qui prouve que w € V. Donc V est fermé dans
H. Montrons enfin que V est dense. Une technique standard pour montrer
cela est de prouver que V+ = {0} (ce qui donne, grace au lemme 1.13, que
V = (V1) = H). Soit donc w € V*. Pour tout v € H, on a alors

(A —=T)v,w) = 0.
En particulier, pour v = w,
(AN =T w,w) =0.

En utilisant (2.12), on obtient w = 0, ce qui montre que V+ = {0} d’ou la
densité de V dans H. Comme V est dense dans H et fermé dans H, on en
déduit que V = H, et donc la surjectivité de A — T

Comme l'opérateur A — T € L(H) est bijectif, il est inversible (cf. la propo-
sition 2.24). Noter également que l'inégalité (2.13) donne la borne suivante

sur la résolvante : )

[Tm(A)]

A =1)") <

On a donc démontré que o(7T") C R.

— Le théoreme 2.36 implique alors que
o(T) C D(0,r(T)) "R = [-r(T), r(T)]
et que

o(T) N C(0,r(T)) = o(T) N C(0,7(T)) R = o(T) N {—r(T),r(T)} # 0.
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— Nous allons maintenant prouver que (7') = ||T'||. Tout d’abord, notons que
17T < [T 17| = [ T||*. Par ailleurs, comme |(z, T*Tx)| < |T°T| [z,
on a

2
I7*T)| > sup [{z,T"Tx)| = sup | Tz|* = (Supl\lTﬂfH> =7,

[[=]|=1 [lz]|=1 llz]|=
ce qui montre que ||[T?|| = ||T*T|| = ||T||>. Par récurrence, on a ensuite
|T2"|| = ||T]|*". Pour n € N quelconque, on considere p tel que n < 2P et on
écrit

T = I < |7 7 < (2]

Ceci montre que ||T'[|™ < ||T™]|. L'inégalité contraire étant par ailleurs tou-
jours satisfaite, on en déduit que ||T||" = ||77|, et donc ||T7||"/™ = ||T|| pour
tout n > 1. On a donc finalement 7(7T) = lim,, ., ||[T"||"/" = ||T|.

Montrons maintenant que o.(7') = (). Pour ce faire, on considere A € o(T) C
R tel que Ker(A —T) = {0}. On a vu (cf. la proposition 2.31) que

(Ran()\ - T)>L = Ker(A — T%).

L
Dans le cas présent, ceci implique que <Ran()\ — T)) = Ker(A = T) = {0},
ce qui implique (cf. le lemme 1.13) que signifie que Ran(\ —T') = H et donc

A& o (T).
Enfin, soient v et v deux vecteurs propres associés respectivement a deux
éléments \ # p de o,(T). Alors,

Mu,v) = (Tu,v) = (u, Tv) = plu,v).

Ceci montre que (u,v) = 0.
[l

Remarque 2.44. On fait ici le lien entre le spectre résiduel d’un opérateur et le
spectre ponctuel de son adjoint.

La relation (2.7) montre de maniére générale que, pour un opérateur borné
T € L(E), si A\ € oo(T), alors X € o,(T*). Bien sir, dans le cas des opérateurs
autoadjoints, on a T* = T et donc X € op(T) Nop(T) = 0 par définition des
différentes parties du spectre. Ceci montre bien que o.(T) = () pour des opérateurs
autoadjoints.

Par ailleurs, on peut montrer que, si A € o,(T), alors X € o,(T*) U o, (T*).

Exercice 2.45. Donner un exemple d’opérateur borné tel que € op(T™) lorsque
A€ op(T), et un exemple d’opérateur borné tel que A € o,(T™) lorsque A € o,(T).

Exercice 2.46. Soit V un espace de Hilbert et soit T € L(V) un opérateur borné
auto-adjoint. On suppose que (Tu,u) = 0 pour tout u € V.. Montrer qu’alors T = 0.
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2.2.3 Invariance par transformation unitaire

Dans certains cas, il est plus facile d’étudier le spectre d'un opérateur UTU ~*
que le spectre de l'opérateur T directement. Les deux opérateurs ci-dessus ont le
méme spectre sous certaines conditions sur la transformation U.

Définition 2.47. Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur U € L(H) est une
isométrie si |Uzx|lg = ||z|lg pour tout x € H, ou, de maniére équivalente, si
(Uz,Uy) = (x,y) pour tout x ety dans H.

L’équivalence est obtenue en développant la quantité ||[Uz + AUy||%.

Notons qu’une isométrie est telle que U*U = Id, et est également une appli-
cation injective. Par exemple, 'opérateur de shift a droite (2.3) est une isométrie.
Cependant, une isométrie n’est pas nécessairement une bijection, ce qui motive la
définition suivante.

Définition 2.48. Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur U € L(H) est unitaire
si U est une isométrie et Ran(U) = H.

Un opérateur unitaire est donc borné, et injectif et surjectif donc bijectif. Ceci
implique que U~! existe et est borné (cf. la proposition 2.24), et donc un opérateur
unitaire est inversible. On a par ailleurs U~ = U*.

Exemple 2.49. La transformée de Fourier est une transformation unitaire de L*(R?)
si on la normalise correctement. En effet, définissons U : L*(R?) — L>=(R?) par

1

2

~

Uf(/f)=f(/f)=< )d/Q Rdf(w)e’i“dx-

Il est possible (mais pas évident!) d’étendre la notion de transformée de Fourier
a des fonctions plus générales, et en particulier a des fonctions dans L2(R?). La
construction de U f pour f € L2(R%) montre que ||Ufl|r2 = ||f|lr2 (c’est la formule
de Parseval). Ceci donne que U est borné, et que U est une isométrie. On peut de
plus montrer que U est surjectif sur L>(R?). Donc U est unitaire.

Exercice 2.50. Montrer que, pour tout nn > 0, Uopérateur U, : L*(R?) — L2(R?)
défini par U, f(z) = n¥2 f(nz) est une isométrie. Est-il unitaire ?

Exercice 2.51. Montrer que, pour tout a € R™, l'opérateur de translation T,
L2(RY) — L2(RY) défini par 7,f(x) = f(x — a) est un opérateur unitaire.

Proposition 2.52. Soit H un espace de Hilbert, T' un opérateur borné et U un
opérateur unitaire. On consideére l'opérateur (borné)

Ty =UTU ' =UTU".
Alors o(Ty) = o(T). Si T est autoadjoint, alors Ty [’est aussi.

La preuve de cette proposition est tres simple, et repose sur le fait que si A € p(T),
alors (A —Ty) ' = U\ —=T)7'U™, ce qui montre que A € p(Tyy). On montre de
méme l'implication contraire.
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2.3 Opérateurs compacts

2.3.1 Définition et premieres propriétés
Définition 2.53. Soient E et F' deux espaces de Banach et T" un opérateur linéaire
de E dans F. On dit que l'opérateur T est compact si, pour tout B C FE,

B borné dans E = T(B) relativement compact dans F.

On note K(E, F) U'ensemble des opérateurs compacts de E dans F.

Ainsi, un opérateur compact transforme une suite bornée en une suite conver-
gente (& extraction pres).

Proposition 2.54. Tout opérateur linéaire compact est continu, i.e. K(E,F) C
L(E,F).

Démonstration. Soit E et F' deux espaces de Banach et T un opérateur linéaire
compact de E dans F. Soit B; = {z € E, ||z|| <1} la boule unité fermée de E.
L’ensemble B; étant borné, son image par T est relativement compacte donc bornée :
il existe une constante C' telle que

Vo € El, HTQ?HF S C.
On en déduit que
x
vee B\ ITale = lelle |7 ()| < el
e/ [
L’opérateur linéaire 1" est donc continu. O

Nous avons la caractérisation équivalente suivante des opérateurs compacts dans
le cas ou les espaces E et F sont des opérateurs de Hilbert.

Proposition 2.55. Soit E et F deuz espaces de Hilbert. Soit T € L(E, F). Alors
les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(i) T € K(E,F);

(ii) Pour toute suite (u,)nen qui converge faiblement vers u dans E, on peut

extraire une sous-suite de la suite (T'uy,)nen qui converge fortement vers Tu
dans F.

Démonstration. On démontre 'implication (i) = (ii). Soit T € IC(E, F'). Soit () nen
une suite d’éléments de E qui converge faiblement vers un élément v € E. On utilise
la Proposition 2.19 : comme 7" est un opérateur continu, la suite (7Tu,),en converge
faiblement vers T'u dans F'. Par ailleurs, la suite (u,)nen est bornée, et T est com-
pact, donc on peut extraire une sous-suite de (T'uy,)nen qui converge fortement vers
un élément w € F. Comme la convergence forte implique la convergence faible, par
unicité de la limite, on a nécessairement w = Tu.
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On prouve maintenant l'implication (ii) = (i). Soit 7" € L(E, F') qui vérifie la
propriété (ii). Montrons que 7' est compact. Soit B un sous-ensemble borné de F.
Montrons que T'(B) est un ensemble relativement compact dans F. Soit (uy)nen
une suite d’éléments de B. Comme B est borné, la suite (u,)n,en lest aussi, et
on peut donc en extraire une sous-suite qui converge faiblement dans F vers un
élément u € E. D’apres la caractérisation (ii), il existe une extraction ¢ telle que la
suite (T"uy(n))nen converge fortement dans F' vers T'u. Ceci montre qu’il existe une
sous-suite de (T'u,)nen qui converge fortement dans F'. L’ensemble T'(B) est donc
relativement compact. O

Exercice 2.56. Montrer que les opérateurs suivants sont compacts :
1. lidentité de E est compacte si et seulement si E est de dimension finie ;

2. sil’un des espaces E ou F' est de dimension finie, alors tout opérateur linéaire
continu T de E dans F est compact (en particulier, si T € L(E,F) avec
Ran(7T) de dimension finie, alors T € K(E,F));

3. siTy et Ty sont deux opérateurs linéaires compacts de E dans F', alors T1 +T5
est un opérateur compact ;

4. la restriction d’un opérateur compact T € KC(E, F) a un sous-espace vectoriel
E de E est compacte.

Exercice 2.57. On considere 'opérateur de [’Ezercice 2.15. Montrer que K €
K(E, F) en admettant le résultat de compacité suivant, connu sous le nom de lemme
d’Ascoli :

Soit F un sous-ensemble borné de F = C°([0, 1], R) tel que la propriété d’équicon-
tinuité swivante soit satisfaite : pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

lz —2'| <6 = YueF, |u(z) —u(z)] <e.
Alors F est relativement compact dans F'.

Théoréme 2.58. Soit E et F' deuz espaces de Banach. L’ensemble IC(E, F') est un
sous-espace vectoriel fermé de l’espace vectoriel L(E, F).

Démonstration. 1l est facile de montrer que K(E, F') est un espace vectoriel. Grace
a la Proposition 2.54, on sait qu’il est inclus dans L(F, F'). 1l reste a prouver que
c’est un sous-espace fermé de L(E, F'). Considérons pour cela une suite d’opérateurs
compacts (T )ken+ qui converge dans L(E, F') vers un opérateur 7' € L(E, F) et
montrons que 1" est compact. Soit B un borné de E, soit R > 0 un réel tel que
B Cc {z € E, ||z|| < R} et soit (up)nen une suite de 7'(B). Il faut montrer que on
peut extraire de (u,),eny une sous-suite convergente (ceci prouvera que T(B) est
relativement compact et donc que 1" est compact).

Soit (wy, )nen une suite d’éléments de B tels que pour tout n € N, T'(w,,) = u,. On
va extraire de (u,),en une sous-suite convergente en utilisant un procédé diagonal.
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On pose {w®},, = {w, }, et on construit, par récurrence sur k, la suite {w"},,, qui est
une sous-suite de (w*=1),cy telle que (Ty(wF)),en soit convergente. On utilise pour
cela le fait que T}, est un opérateur compact, et que {wf=1},,, suite extraite de (w,, ),
est bornée. On définit maintenant la suite (v,)nen par v, = w. Pour tout k € N*|
(VU )n>k est une sous-suite de (wF),ey : la suite (Ty(v,))nen est donc convergente.

On pose u, = T(v,). La suite (u,),en est une sous-suite de (u,)pen. On va
montrer qu’elle est de Cauchy. Soit € > 0 et k € N* tel que

€
T -1, < —.
| il = 55
Soit ensuite N > 0 tel que Vg > p > N,

1Tk (vp) — T(vg) | r <

w| ™

Il vient que, pour tout ¢ > p > N,

[up —qll = |1T(vp) — T(vg)|lF
< T (vp) = Telop)llr + 1Tk (vp) = Ti(vg)llr + [Tk (vg) — T'(vg) |7
< NT = Trllee.r) (lvplle + llvgllm) + 1T (vp) = Th(vg) | #
< e
La suite (uy)nen est donc de Cauchy. Ceci conclut la preuve. O

Une des conséquences importantes de ce résultat est que, si T" est la limite d’une
suite d’opérateurs (7},),>0 de rang fini (i.e. tels que la dimension de Ran(7},) est
finie), au sens ol

T, —T| —0

ou la norme est définie en (2.1), alors 'opérateur limite T" est compact. En général,
la réciproque est fausse : on ne peut pas approcher n’importe quel opérateur com-
pact par une suite d’opérateurs de rang fini. Cette réciproque est cependant vraie
si on considere KC(E, F') avec F' un espace de Hilbert (cf. [3, Section VI.1] ou la
Remarque 2.73 pour le cas o F = F est un espace de Hilbert).

Proposition 2.59. Soient E, F et G trois espaces de Banach, et soient Ty €
L(EF)etTy, e L(F,G).

Si Ty est compact, ou bien si Ty est compact, alors l'application Ty o Ty est com-
pacte : Ty o Ty € K(E,G).

Démonstration. On suppose que T} € L(E,F) et Ty € K(F,G). Comme T; est
continue, I'image par 77 de la boule unité de E, qu'on note Tj(Bg), est bornée.
Comme T5 est linéaire compacte, I'image par T, d’un ensemble borné est relativement
compacte dans G. Donc Ty o T1(Bg) est relativement compacte dans G, et Ty o T}
est une application compacte.
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Supposons maintenant que Ty € KC(E, F) et Ty € L(F, G). Soit w,, = Ty 0T} (uy)
une suite d’éléments de T, o T1(Bg), avec u, € Bg. On pose v, = Ti(u,) € F.
Comme T3 est compacte, on peut extraire de v,, une sous-suite convergente dans F’,
qu’on note vVy(n), avec lim, o Vy(m) = v. Par conséquent, comme 75 est continue, on
a

lim wyn) = nlim To(vp(my) = To(v).

n—oo — 00

On peut donc extraire de toute suite de Ty o T} (Bg) une sous-suite convergente :
donc T, o T} est une application compacte. O

Concluons enfin avec quelques exercices d’application.

Exercice 2.60 (Opérateurs de Hilbert-Schmidt). Montrer que [’opérateur K de
I’Exercice 2.29 est compact.

Exercice 2.61. Soit V un espace de Hilbert de dimension infinie. Montrer que, si
A e K(V,V), alors A n’est pas bijectif.

Exercice 2.62. Soit u = (u;)ien € RY une suite a valeur réelle. On considére
Uensemble lo = {u € RY; >, u? < +oo} des suites de carré sommable, qu’on
munit du produit scalaire (u,v) =Y. o u;v;.

Soit (a;)i>0 une suite de réels bornés : |a;| < C < +o0 pour tout i > 0. On
définit lapplication linéaire A sur o par Au = (a;u;)i>0. Montrer que Au € {5 et
que A est continue. Montrer que A est compacte si et seulement si lim;_, ., a; =0
(Indication : pour montrer que lim;_, o, a; = 0 implique A est compacte, on pourra
utiliser un principe d’extraction diagonale).

Proposition 2.63. Soit V' un espace de Hilbert et A € IC(V, V). Alors Ker(Id — A)
est de dimension finie.

Démonstration. Soit Ey = Ker(Id — A). Montrons que la boule unité fermée de
E; est compacte. Soit v € Ker(Id — A) avec ||[v]] < 1 : on a donc v = Av, donc
v € A(By), et ainsi Bg, C A(By). Comme A est compacte, A(By ) est relativement
compacte, et donc B, est relativement compact. Comme Bp, est fermée, on a donc
que Bpg, est compacte. En application de la proposition 1.31, on a donc que Ej est
de dimension finie. O

2.3.2 Le théoreme de Rellich

Définition 2.64. Soient V et H deux espaces de Hilbert avec V- C H. On note
respectivement (-, )y et (-,-)g leur produit scalaire. On dit que l'injection V- C H

est compacte si 'application
V. — H

u — u

est continue et compacte, autrement dit :
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— il existe C' tel que, pour tout u € V, on a ||ullg < C ||ully ;
— de toute suite bornée de V' (pour la norme || - ||y ), on peut extraire une sous-
suite convergente dans H (pour la norme || - || g ).

On va a présent énoncer un résultat de compacité important (et tres utile dans
I'étude des équations aux dérivées partielles).

Théoréme 2.65. Soit Q un ouvert borné de RY. L’injection canonique de H}(S2)
dans L*(Q) est compacte.

Un des intéréts de ce résultat est que, si on arrive a obtenir une borne (en
norme H'(Q)) sur une suite de fonctions approchant la solution d’une équation
(par exemple, en montrant qu’une énergie est uniformément bornée), alors on peut
extraire de cette suite une sous-suite convergente (en norme L?(£2)). Cette limite est
alors un candidat naturel pour étre une solution de I’équation.

Dans ce chapitre, ce résultat va nous permettre de montrer que les inverses de
certains opérateurs sont compacts, ce qui permettra de décrire completement le
spectre de l'opérateur en question.

Démonstration. La preuve comprend trois étapes.
— On commence par traiter le cas ou  =]0, w[. On note ex(z) = /2/7 sin(kx)
le k-itme mode de Fourier valant 0 au bord de . On note que e, € H}(0, 7),
Jelle = Lot flenlBs = 1+ &2,
En utilisant la transformée de Fourier, on peut montrer (et ce sera admis ici)
qu’on peut caractériser les espaces L2(0,7) et H} (0, 7) par

L2(0,7) = {u(:z:) = ch ex(z), Z |len? < —I—oo}

k=1 k=1
et
+o0 +oo
Hy(0,7) = {u(a:) = ch er(x), Z(l + B e < —I—oo} :
k=1 k=1
De plus,

+oo 1/2 +oo 1/2
[ull2 = (Zw) N S (Z(1+k2)!ck|2> :

k=1 k=1

On note que, pour montrer la complétude de la base des {e}, }1>; dans L2(0, 7),
il suffit de prendre une fonction de L?(0, 7), de antisymétriser pour en faire
une fonction sur | — 7, 7[, d’étendre la fonction a tout R en la périodisant, et
enfin de développer cette fonction sur la base des sinus et cosinus (en utilisant
la théorie des séries de Fourier).
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Soit
I : Hy0,m) — L*0,7)
Uu — Uu

I'injection canonique de H}(0,7) dans L?(0, 7). Pour tout N € N*, soit Iy
I'opérateur linéaire défini par

In : H)(0,7) — L*0,n)

+o00 N
u = E cker, —  Iy(u) = E CrC.
k=1 k=1

Montrons que la suite (Iny)yen+ converge vers I dans £(H}, L?). On calcule

(I = In)(w)I}
11— INH%(Hl,L?) = Sup 2 =
0 weH}(Q), u£0 ||u||H%)

= sup

(ck)wen* #0, >(1+k2)|ck |2 <400 Z 5 N
(1 +&%)|ex]

k=1

IA

sup
(ck)en=#0, S (1+k2)|cg[2<+o0 >

k=N-+1
1

< — — 0.
T 14+ (N +1)2 Notoo

Par ailleurs, pour tout N € N*, 'opérateur Iy est de rang fini (égal a N).
C’est donc un opérateur compact. Il en résulte que I est limite dans £(Hg, L?)
d’opérateurs compacts. C’est donc lui-méme un opérateur compact d’apres
le Théoreme 2.58.

— Pour 2 =]0, 7[?, on montre de la méme maniére que I'injection canonique de
H{(Q) dans L?(Q) est compacte. Il suffit de développer les fonctions u € H}(£2)
dans la base tensorielle de Fourier :

+o00
w(xy, o, -+, xq) = Z Chyko-ky SIN(k121) sin(koxs) - - - sin(kqxq).
ki ko, kg=1

— Enfin, si Q est un ouvert borné quelconque de R?, on peut se ramener par
homothétie et translation au cas ot  C w =]0, w[¢. I suffit alors de remarquer
que l'injection I de H}(Q) dans L?(2) peut se décomposer en

Io s HY(Q) 2 Hiw) & L2w) - LXQ)
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ol p désigne l'opérateur linéaire qui transforme une fonction de H{(£2) en une
fonction de Hj(w) en la prolongeant par 0 dans w\ 2, I, est I'injection cano-
nique de H}(w) dans L?(w) et r est 'opérateur de restriction qui & u € L?(w)
associe la fonction ulq (qui est dans L?(Q)). Comme p et r sont des opérateurs
continus et [, est un opérateur compact, il en résulte (cf. la proposition 2.59)
que I est lui-méme un opérateur compact.

Ceci conclut la preuve. O

Remarque 2.66 (Injection compacte de H'(Q) dans L*(Q2)). Une modification de la
preuve ci-dessus permet de montrer facilement que l'injection de HY(Q) dans L?(Q)
est compacte lorsque le domaine Q est un parallélépipéde Q = Hle]ai,bi[. Pour
des domaines générauz, la question est plus difficile. Ce qui pose probleme dans
la preuve ci-dessus, c’est de montrer que l'opérateur d’extension (celui qui a une
fonction f € HY(Q) associe une fonction f € H'(w) oi w est un cube contenant 2
et ﬂﬂ = f) est bien défini et est borné. De tels résultats ezistent pour des domaines
bornés réguliers, voir par exemple [6, Théoreme 7.1.7] et [3, Théoréme 1X.7] et les
résultats ci-dessous.

On a le résultat suivant :

Théoréme 2.67 (de Rellich-Kondrachov). Soit Q ouvert régulier borné de R:. On
a les injections compactes :
— sid > 2, alors H'(2) C LY(Q) pour tout q € [1,p*], avec 1/p* =1/2 —1/d.
— sid =2, alors H'(Q) C LY(Q) pour tout q € [1,+o0].
— sid=1, alors H' () C C°(Q).

On en déduit en particulier le résultat suivant.

Corollaire 2.68. Soit Q un ouvert régulier borné de R%. Alors linjection H'(2) C
L2(2) est compacte.

Donc, si Q est un ouvert régulier borné, alors, de toute suite bornée de H'(Q),
on peut extraire une sous-suite convergente dans L*(€2).

Démontration du Corollaire 2.68. Si d > 2, le résultat découle directement du
théoréme de Rellich-Kondrachov. Si d = 1, on remarque que l'injection I : H'(Q) <
L2(2) est la composition de deux injections

I H(Q) = C°(Q) et I: C°(Q) — L*(NQ).
L’injection I; est compacte d’apres le théoreme de Rellich-Kondrachov, et I'injection
15 est continue. L’injection I = I; o I est donc compacte. ]
Le corollaire suivant est alors une conséquence immédiate de la Proposition 2.55.

Corollaire 2.69. Soit Q un ouvert régulier borné de RY. Soit u, une suite bornée
de H'(Q). On peut extraire de la suite u, une sous-suite qui converge faiblement
vers u dans HY(Q) et qui converge fortement vers u dans L*(2).

Exercice 2.70. En utilisant le corollaire ci-dessus, démontrer ['inégalité de Poin-
caré (1.8) par un raisonnement par l'absurde.
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2.3.3 Théorie spectrale des opérateurs autoadjoints com-
pacts

Les opérateurs autoadjoints compacts ont une structure spectrale tres parti-
culiere, qui ressemble beaucoup a celle des opérateurs linéaires en dimension finie.

Théoréme 2.71 (Diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts). Soit H
un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et T € L(H) un opérateur auto-
adjoint compact. Alors il existe une suite (u,) de réels non nuls, finie ou tendant
vers 0, et une base hilbertienne (e,) U (f,) de H, telles que

1. o(T) = (pn) U {0},
2. Te, = pinen (et donc p, € op(T)),
3. (fn) est une base de Ker(T).

En outre, pour tout A € o(T)\{0}, l’espace propre Ex = Ker(A—T) est de dimension
finie.

On note qu’on a toujours 0 € o(7T). En effet :
— soit T' n’est pas injectif, et alors 0 € 0,(T);
— soit T n’est pas surjectif, et alors 0 € 0,(T) Uo.(T') (en effet, si T' est injectif
et surjectif, alors il est bijectif, ce qui n’est pas possible en vertu de ’exer-
cice 2.61) ; d’apres la Proposition 2.43, on a que 0,(T) = ), donc 0 € o.(T).

Remarque 2.72. La preuve ci-dessous montre que plusieurs cas (et uniquement
ceuz-la) peuvent se présenter :

1. on peut avoir o(T) = o,(T), avec les cas suivants :

(a) ou bien o(T) = 0,(T) = {0}, auquel cas T'= 0. Dans ce cas, la base (fy)
engendre tout ’espace, et la base (e,) est vide;

(b) ou bien o(T) = op(T) = {pn}t,en.. ny U {0}, cest-a-dire que T est de
rang fini (et bien sur T n’est pas injectif ). Dans ce cas, la base (e,) est
de cardinal fini N, et la base (f,) est de cardinal infini;

(¢) ou bien o(T) = 0p(T) = {pn},>o U {0}, auquel cas T est non injectif. La
base (ey,) est de cardinal infini, alors que la base (f,,) peut étre de cardinal
fini ou infini en fonction de la dégénerescence de la valeur propre 0;

2. siop(T) C o(T), alors o(T') est l'union disjointe de o,(T) et de {0}. Dans ce
cas, T est injectif (car 0 ¢ o,(T)) et on a op,(T) = {pn},~o €t oc(T) = {0}
(en effet, {0} = o(T) \ 0,(T) = 0o(T) U 0.(T) et o.(T) = O d’aprés la
Proposition 2.43).

Démonstration. Nous décomposons cette (longue) preuve en plusieurs étapes.
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1. Montrons pour commencer que
o(T) C op,(T)U{0}. (2.14)

On rappelle que o(T) C R par la Proposition 2.43. Pour montrer (2.14),
considérons A € R\ {0} tel que A ¢ o,(T). Il s’agit de montrer que A ¢ o (7).
Comme A ¢ 0,(T'), (A\—T) est injectif. Etudions alors la surjectivité en nous
intéressant a V' = Ran(A—T), et plus particulierement, montrons que V = H,
ce qui donnera le résultat escompté.
(a) On montre que V est fermé.
En effet, soit une suite (w,),eny d’éléments de V' qui converge vers w dans
H. Soit (vp)nen I'unique suite d’éléments de H définie par w,, = (A—T)v,
pour tout n € N. On a alors

1
Uy = X[wn + Tvy).

Montrons d’abord que la suite (v,,) admet une sous-suite bornée. Par I’ab-
surde, supposons que ||v,|| — +o00. En utilisant le fait que w, converge,
on aurait dans ce cas

Un, Un Wn,

lonll -~ Hlvall— Tonl

En utilisant la compacité de 'opérateur T', on extrait de (v,) une sous-
suite (vy, ) telle que

v
T s ye H.

[[on,
D’ou
Un,, 1
—_— —— = —u
[[on, A

et z vérifie (A—T)z = 0. Il en résulte que z = 0 puisque A — T est injectif.
C’est impossible car z est la limite forte d’une suite de points de la sphere
unité de H.

La suite (v,)neny admet donc une sous-suite bornée. L’opérateur T' étant
compact, (v,) admet une sous-suite (v,, ) bornée telle qu’on ait

Tv,, — w' € H.
En utilisant a nouveau que w,, converge, il en résulte que
]‘ !/
Up,, —> U= X[w+w] €H,
ce qui indique que la suite (v,),eny admet une sous-suite convergente.
Comme T est continu, on a finalement

w= lim w, = lim A=T)v,, =A-T)v eV,

k—+o00 k—+o0

ce qui montre bien que V' est fermé.
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(b) On montre que V' est dense.
En effet, soit w € V*. Alors ((A — T)v,w) = 0 pour tout v € H. Comme
T est auto-adjoint et A est réel, on en déduit que (v, (A —T)w) = 0 pour
tout v € H. Ceci implique que (A — T)w = 0, et donc w = 0 puisque
(A = T) est injectif. Donc V+ = {0}, et en utilisant le lemme 1.13, on en
déduit que V = (V4)t = H.

Ceci conclut la preuve de (2.14).

2. Montrons que 0,(7") est ou bien une suite finie, ou bien une suite infinie qui
converge vers 0.
Dans le cas contraire, on pourrait extraire de o,(1") une suite (A,,)nen de réels
non nuls tous distincts qui converge vers un réel u # 0. Soit e,, € Ker(\, —T)
tel que ||e,|| = 1. On a, pour tout n € N,
1
e, = )\—nTen.
La suite (e, )nen étant bornée et T' étant compact, on peut extraire une sous-
suite (Te,, ) qui converge dans H vers un certain u, d’ou
1
€, — —U.
i
Or la suite (e,,) est orthonormale par la Proposition 2.43, ce qui montre que
la suite (e,, ) n'est pas de Cauchy, donc ne peut pas converger. On a obtenu
une contradiction, ce qui donne le résultat annoncé. En particulier, o, (7") est
dénombrable.

3. A tout élément A\, € o,(T) tel que A, # 0, on associe E, = Ker(\, —T).
Montrons que les espaces E,, sont de dimension finie.
Soit en effet T,, = T'|g, . Il est clair que T,, = A\, Idg, (avec A\, # 0) et que T,,
est compact de E,, dans E, (car c’est la restriction d’un opérateur compact
a I'ensemble E,, = Ker(\, —T')). L'opérateur T,, est donc compact et bijectif
de FE, dans F,,. L’exercice 2.61 indique alors que FE,, est de dimension finie.

4. Les espaces E, sont deux a deux orthogonaux (par la Proposition 2.43) et
sont orthogonaux a F' = Ker(T)).

Pour le second point, on procede comme dans la preuve de la Proposition 2.43.
En effet, soit A, € 0,(T) avec A\, # 0, u € E,, et v € F. Alors

An(u,v) = (T'u,v) = (u, Tv) =0,
d’ott (u,v) = 0 puisque A, # 0. Donc F' C E*.
5. Soit enfin F = @En. Montrons que H = E @ F, ou les sommes directes

n
sont des sommes orthogonales dans les deux cas (selon le point précédent).
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(a) Remarquons tout d’abord que E' est stable par T'. En effet, soit x € FE.
On peut écrire

x = an, T, € B, Z |z |* < +o00.
n n

Comme par ailleurs () est finie ou tend vers 0, la série ) = \,x, converge
dans H. On a donc

Tx = Z)\nxn, AIn € B, Z | Anzn||? < +o0,

ce qui montre que Tz € F.

(b) Par ailleurs, E+ est aussi stable par T. En effet, si w € E*, alors (Tw, v) =
(w,Tv) = 0 pour tout v € F (on a utilisé que Tv € F). Ceci montre que
Tw e E+.

(¢) Définissons maintenant T, la restriction de T & I'ensemble fermé B~ :

T:Et —» Bt
v — Tov.
L'opérateur T est auto-adjoint et compact. En vertu de (2.14), on a

o(T) C op(T)U{0}. Supposons que 0,,(T) ¢ {0}. Il existe alors A € o (T)
avec A # 0, et il existe donc v € E+\ {0} tel que

Tv = AU,

d’ou aussi Tv = Av. Donc A € 0,(T"). Ceci signifie cependant que A = A,
et que v € E,, pour un certain n. D’ou

ve E,NEt=/{0},

ce qui contredit Phypothése v # 0. Donc o, (T') € {0}.

Il en résulte que o(T) C {0}, et comme le spectre n’est jamais vide, on

obtient B

o(T) ={0}.
D’apres la proposition 2.43, la relation ci-dessus implique que IT]| =0 et
donc que T = 0. Ainsi, B+ C Ker(T) = F.

(d) Ona H = E® E* et on a vu ci-dessus que F' C E+. On vient de montrer
que E+ C Ker(T) = F. Donc F = E+, ce qui donne bien que H = EQF.

6. La base (e,) et la suite (u,) sont construites de la maniére suivante. Notons

ng la dimension de Ej. On prend py = pg = -+ = fn, = Ay et (€1, ,€n,)
une base orthonormale de £;. Puis on pose fiy,+1 = *** = ln,4n, = A2 €t
(€ny+1s°** »€nytny) Une base orthonormale de Fy. On procede de méme pour

tous les espaces FE,,.
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Ceci conclut la preuve. O

Remarque 2.73. Soit H est un espace de Hilbert. La preuve précédente montre
qu’on peut écrire tout opérateur autoadjoint de K(H) (donc compact) comme une
limite d’opérateurs de rang fini (voir [3]). En effet, comme (e,) U (f,) forme une
base hilbertienne de H, on peut écrire tout uw € H sous la forme

+oo
=%,
n=1
et Uapplication T est diagonale dans cette base :

+oo
Tu=> A, (2.15)
n=1

avec A, — 0 lorsque n — +oo (éventuellement, il est possible que A\, = 0 a partir
d’un certain rang). Définissant les opérateurs de rang fini T par

N
TNU = E )\nun;
n=1

on voit facilement que ||T — Tx|| < sup |\,| — 0 lorsque N — +o0.
m>N

Remarque 2.74 (Calcul fonctionnel). Notons également que la décomposition (2.15)
permet de définir des opérateurs f(T) par la formule

Ceci généralise les opérations faites sur les matrices symétriques réelles.

2.3.4 Opérateurs autoadjoints compacts définis positifs

Dans la suite du cours, nous aurons besoin en particulier d’appliquer le théoreme
de décomposition spectrale a des opérateurs autoajoints compacts définis positifs.
Donnons-en tout d’abord la définition.

Définition 2.75. Soit V un espace de Hilbert, et soit A un opérateur borné de V
dans V. On dit que A est défini positif si

Vu e V\ {0}, (Au,u) > 0.

Remarque 2.76. Soit V un espace de Hilbert, et soit A un opérateur borné de V
dans V. On lui associe la forme bilinéaire a définie par

a(u,w) = (Au,w).

En dimension finie, A est défini positif si et seulement si a est coercive. En dimension
nfinie, ce n'est plus le cas, comme le montre l’exercice 2.77 ci-dessous.
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Exercice 2.77. Soit Q un ouvert borné de R%. On se place dans 'espace de Hilbert
L3(2). Pour tout f € L*(), le probléme

1
{ Chercher u € Hj(Q) tel que (2.16)

—Au=f dans D'(Q)
admet une unique solution. On considéere [’opérateur

A LX(Q) — L*Q)
f = w solution du probléme (2.16).

Montrer que A est un opérateur borné et que A est défini positif. Pour montrer que la
forme bilinéaire associée a n’est pas coercive, on pourra supposer que §2 est la boule
ouverte de centre 0 et de rayon 1, et considérer les fonctions f,(z) = n¥?x(nx), ou
X est une fonction fizée de D(L).

Le théoreme ci-dessous est alors un corollaire du Theoreme 2.71 (on est dans le
dernier cas évoqué dans la Remarque 2.72).

Théoreme 2.78. Soit V un espace de Hilbert de dimension infinie, et A un opérateur
borné, défini positif, auto-adjoint et compact de V' dans V. Alors les valeurs propres
de A forment une suite (A\p)r>1 de réels strictement positifs qui tend vers 0, et il
existe une base hilbertienne (ug)r>1 de V' formée de vecteurs propres de A, avec

De plus, le sous-espace propre associé a chaque valeur propre est de dimension finie.

On remarque que le théoreme ci-dessus ne caractérise que le spectre ponctuel de
I'opérateur, alors que le Theoreme 2.71 caractérise tout le spectre.

Remarque 2.79. Comme (ug)r>1 forme une base hilbertienne de V', on peut appli-
quer la proposition 1.10 et on a donc les relations suivantes pour tout w € V' :

w= Y (w et [l =3 [, uf

k>1 k>1

Exercice 2.80. On reprend les notations et hypothéses du théoreme 2.78. Montrer
que, pour w € V', l’équation Au = w admet une unique solution v € V si et
seulement si w vérifie

2
ol

k>1

Exercice 2.81. Soit V = L?*(0,1) et A 'application linéaire de V dans V définie par
(Af)(z) = (x® +1)f(x). Vérifier que A est continue, définie positive, auto-adjointe,
mais pas compacte. Montrer que A n’a pas de valeurs propres. Montrer que A — \d
est inversible si et seulement si A ¢ [1,2].
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Nous présentons ici une démonstration directe du théoreme 2.78. Dans ce but,
nous aurons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 2.82. Soit V' un espace de Hilbert (non réduit au seul vecteur nul) et A
une application linéaire continue auto-adjointe compacte de V' dans V. On définit
(Au, u) (Au, u)

m= inf ——— e M= sup :
w0y (u,u) wev\foy (U )

Alors || Al|z(vy = max(|m|, [M|) et soit m, soit M, est valeur propre de A.

Lemme 2.83. Soit V un espace de Hilbert et A une application linéaire continue
compacte de V' dans V. Pour tout réel 6 > 0, il n’existe au plus qu’un nombre fini
de valeurs propres de A en dehors de l'intervalle | — §, d].

Démontration du lemme 2.82. On voit que |[(Au, u)| < ||A]|zov)|lul|?, par conséquent
max(|m|, |M]) < [|A]|zw). Comme A est auto-adjoint, on a, pour tout u et w dans
V', que

4(Au, w)

(A(u+ w),u +w) — (A(u —w),u —w)
M|+ w|* = mlu —w|*

max(|m|, |M|) (lu +w|* +[lu — w|]*)
2max(|ml, |M]) ([lull* + [Jw]]?) .

IA A CIA

Si Au # 0, on peut choisir w = Au/||Aul| dans 'inégalité précédente, et on obtient
2| Aul| < max(|ml, [M]) ([lu]* +1).

Cette derniere inégalité reste vraie si Au = 0. On prend maintenant le supremum sur
les u € V, ||ul| =1, ce qui donne 2||A||zy < 2max(|m|,|M|). En combinant cette
inégalité avec l'inégalité inverse obtenue ci-dessus, on obtient que max(|m|,|M|) =
AlLcov-

On montre maintenant la deuxieme partie du lemme. Si m = M = 0, alors, pour
tout u € V, on a (Au,u) = 0. En utilisant I’exercice 2.46, on obtient que A = 0,
ce qui termine la preuve du lemme. On suppose maintenant que soit m, soit M, est
non nul, et donc max(|m/|, |M|) > 0. Par définition, on a M > m. Si M < |m/, alors
on est dans un des deux cas suivants :

— soit 0 > M > m : on change alors A en —A ce qui permet de revenir au cas

M >m > 0.
— soit M >0 > m et M < |m]| : on change alors A en —A ce qui permet de
revenir au cas M > |m| > 0.
Sans perte de généralité, on peut donc supposer que M > |m| et M > 0. Montrons
que M est valeur propre de A. En utilisant la premiere partie du lemme et la
définition de M, on a

A
|Alow) = M = sup (A%
ueV\{0} <U, U)
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Soit u, € V une suite maximisante, avec ||u,| = 1. On a donc lim,,_ 4 oo (Atup, up) =
M. Comme u, est bornée et A est compacte, on peut extraire de Au,, une sous-suite
convergente : lim,, 4o A,y = v. On a aussi

(A, ) < [ Aun|| fJun]l < [[Alleey unll* = | Allcey = M.

Or lim,, 4 oo (Atp, u,) = M, ce qui donne que lim,, ;|| Auy|| |Jun|| = M. Comme
|lun|| = 1, on en déduit que lim, ;o ||Au,|| = M. Sachant que Au, converge a
extraction pres vers v, on obtient que ||v|| = M.

On voit aussi que

| Aty — Muy||? = [|Au,||* + M? — 2M (At tn) —ni00 0,

ce qui implique lim,, ¢ Aup,—Mu, =0.0r lim Augy,) =v,donc lim Muyp) = v.

n—-+00 n—-+o0o
Comme A est continue, on a lim M Au,,) = Av, et par unicité de la limite, on
n——+00
déduit que Mv = Awv, avec v # 0. Donc M est bien valeur propre de A. O

Démontration du lemme 2.83. On procede par contradiction, et on suppose donc
qu'il existe une suite infinie de valeurs propres (Ax)r>1 distinctes telles que |A\g| > 4.
Soient (ug)r>1 les vecteurs propres associés, et Fj le sous-espace vectoriel engendré
par uq, ..., U.

Grace au lemme 2.38, les vecteurs propres (uy)g>1 sont linéairement indépendants,
et donc Ej_q est strictement inclus dans Fj. Donc il existe w; de norme 1, avec
wy € Ey et wy orthogonal a Ejy ;. Comme )\, est isolé de 0, on voit que la suite
de vecteurs wy /i est bornée. L’application A étant compacte, on en déduit que, a
extraction pres, la suite Awy /A converge. Par ailleurs, pour j < k, on voit que

1 1 1 1
)\—kAwk — )\—jij = )\—k (Awk — )\kwk) + wg — )\—jij
W 1

Or, pour tout w € Ej, on a (A— M\Id)w € Ej_;. Par conséquent, les vecteurs

(A — N\gld) il et — Aw, sont dans Ej_,, tandis que wy, est orthogonal a Ej,_;. Donc

e A
1 1 2 | 2 )
—Awy, — —Aw;|| = (A= M\Id) —= — — Aw;

> Jlwil? = 1.

Ceci est contradictoire avec le fait que la suite Awy/\; converge a extraction pres.

[]

Démontration du théoreme 2.78. Le lemme 2.82 montre que I’ensemble des valeurs
propres n’est pas vide, tandis que le lemme 2.83 montre que cet ensemble est soit fini,
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soit infini dénombrable avec 0 comme seul point d’accumulation. On note (Ag)k>1
les valeurs propres de A et Vj, = Ker(A — A\;Id) les sous-espaces vectoriels propres
associés. Comme A est défini positif, on voit que les valeurs propres sont toutes
strictement positives.

1
Comme A\, # 0, 'application /\—A est compacte, et la proposition 2.63 montre
k

1
que V, = Ker(A—A —1d) est de dimension finie.
k

Les sous-espaces propres sont orthogonaux deux a deux. En effet, si vy € V) et
v; € V; avec k # j, alors, comme A est auto-adjoint,

(Avj,vp) = Aj(vj, vr) = (5, Avg) = Me(vy, V).

On déduit de A\, # A; que (v;, vg) = 0.
Soit

K
W = {UEV; EIKthelquev:ka, vaVk}

k=1
I'espace vectoriel engendré par les (vg)r>1. Montrons que W est dense dans V. Il
est clair que W est stable par A, c’est-a-dire A(W) C W. L’application A étant
auto-adjointe, ceci implique que W+ est lui-aussi stable par A. On considere alors
la restriction Ay de A & W+, qui est encore une application linéaire continue auto-
adjointe compacte. Si W+ # {0}, on peut appliquer le lemme 2.82, et donc Ay a
une valeur propre \. Soit u le vecteur propre associé : u € W+ et Au = Au. Donc
A est une valeur propre de A, et par conséquent w € W. Donc u € W N W+, ce
qui est contradictoire avec le fait que u # 0. Donc W+ = {0}. Par conséquent,
V = {0}t = W)+ = W (on a utilisé le lemme 1.13 pour obtenir la derniére
égalité), ce qui montre que W est dense dans V.

On construit maintenant une base hilbertienne de V. Pour cela, on considere dans
chacun des V} (qui sont de dimension finie) une base orthonormée. Les réunions de
ces bases forme une base hilbertienne de V| car les V}, sont orthogonaux deux a deux
et W est dense dans V.

Comme V est de dimension infinie et que les V; sont de dimension finie, on
obtient aussi que A possede un nombre infini dénombrable de valeurs propres. [J
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Chapitre 3

Equations aux dérivées partielles
et problemes aux valeurs propres

3.1 Motivation

Ce chapitre est une introduction a I’étude mathématique et numérique des phéno-
menes vibratoires. Ces phénomenes ont une grande importance pour de nombreuses
sciences de l'ingénieur : génie civil, acoustique (des instruments de musique mais
aussi des véhicules), détection de fissure dans des matériaux (par contréle non des-
tructif), ...

D’un point de vue mathématique, il s’agit d’étudier les valeurs propres et vecteurs
propres d’équations aux dérivées partielles. Illustrons notre propos sur un exemple
concret. On considere une membrane élastique homogene et isotrope, dont le bord
est maintenu fixe, initialement au repos, et on cherche a étudier sa réponse a une
excitation dépendant du temps.

Lorsqu’on néglige les forces de gravitation devant les forces de tension superfi-
cielle, et qu’on se place dans le cadre de I’élasticité linéaire, le systeme vérifié par le
déplacement vertical u(t,z) d’un point de la membrane situé au repos a la position
x € () s’écrit :

(L o) Au(to) = f(t.e)  dans R* x O

2gp b7 u(t,z) = f(t,x ans :
u(t,z) =0 sur R x 99, (3.1)
u(0,2) =0 sur €2, '
ou

\ E(O,x) =0 sur €2,

ou c = +/S5/p, S désignant la tension superficielle et p la masse surfacique de la mem-
brane. On reconnait dans 'EDP du systeme (3.1) une équation d’onde de célérité ¢
comportant un terme source f.

L’analogue discret (en espace) de ce probleme est le systeme dynamique d’incon-

27



58CHAPITRE 3. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ET PROBLEMES AUX VALEURS PRC

nue U(t) € RY suivant :

U
Y W(?UJF AU(t) = B(t), (3.2)
U(0) = E(O) =0,

olt M et A sont deux matrices de taille N x N et B(t) est un vecteur de RY dépendant
du temps.

Nous verrons plus loin dans le cours qu’on peut effectivement passer du sys-
teme (3.1) au systeme (3.2) par une formulation variationnelle de (3.1), qui est en-
suite approximée par une méthode de Galerkin (par exemple une méthode d’éléments
finis; cf. la section 8.2.1).

Supposons ici pour simplifier que M est la matrice identité, et que A est une
matrice symétrique. Une méthode classique pour résoudre (3.2) est de diagonaliser
la matrice A, ce qui consiste a chercher les couples (A, Ux)1<k<n de valeurs propres
et de vecteurs propres de A, qui vérifient donc

Yk, AU, = MUy (3.3)

Puisque A est symétrique, ses vecteurs propres forment une base orthonormée de
RY. On cherche alors une solution de (3.2) comme une combinaison linéaire sur ces

vecteurs propres :
N

U(t) = Zak(t)Uk avec ag(t) € R.

k=1
En insérant cette décomposition dans (3.2), on trouve que les «y vérifient
dQOék
dt?

e (t) = () (3.4)

avec by (t) = (B(t), Ug). On est donc ramené a la résolution d’une équation différentielle
ordinaire scalaire.

L’argument clé qui a permis de ramener le systeme (3.2), posé en dimension
N éventuellement grande, a la résolution des N équations scalaires indépendantes
(3.4), est la diagonalisation de la matrice A et la recherche d'une solution comme
combinaison linéaire de vecteurs propres. Essayons maintenant d’utiliser la méme
stratégie pour résoudre le probleme (3.1). L’analogue de la matrice A, qui associe
au vecteur U le vecteur AU, est I'opérateur —A, qui a la distribution u associe la
distribution —Auw. Il est donc naturel d’essayer de chercher des fonctions uy, définies
sur €2, et des réels A\, tels que

—Auk:)\kuk dans €. (35)

Ce probleme aux valeurs propres est I’équivalent en dimension infinie du probleme
(3.3). En fait, cette équation aux valeurs propres apparait aussi naturellement si on
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s’intéresse a 1’équation sans second membre associée a (3.1), et qu'on en cherche

une solution sous la forme u(t,z) = ¢(t)v(z). Oublions les conditions initiales : les

fonctions ¢ et v doivent alors vérifier

1

—¢"(t)v(z) — (t)Av(z) =0 pour tout ¢ > 0, z € Q, (3.6)

c :
v(x) =0 sur 0f).

Formellement, on a donc
V>0, Ve e Q, T—==— ==\
¥

ou A € R est une constante, et donc la fonction v(z) est un vecteur propre du
laplacien avec conditions de Dirichlet nulles au bord (on retrouve la relation (3.5)),
tandis que ¢ suit I’équation suivante, similaire a (3.4) :

(1) + Ap(t) = 0.

Supposons A > 0 (nous montrerons au théoreme 3.3 ci-dessous que c’est effective-
ment le cas). Alors ¢(t) = acos(v/At) + bsin(v/At), et la fonction

u(t, z) = av(z) cos(VA) + bu(x) sin(Vt) (3.7)

est solution de 'EDP apparaissant dans (3.1) avec f = 0. La fonction u s’interprete
comme un mode propre de vibration de la membrane. La signification mécanique
de A se comprend sur la relation (3.7) : il s’agit du carré des pulsations propres de
vibration.

La discussion ci-dessus permet donc de comprendre l'importance des valeurs
propres et des vecteurs propres du laplacien, et de la signification du point de vue
vibratoire de ces quantités.

La suite de ce chapitre est organisée ainsi. Les théoremes abstraits qui ont été
présentés au Chapitre 2 sont utilisés dans la section 3.2 pour étudier les modes
propres du laplacien et de I'élasticité linéarisée. En pratique, on ne peut calculer
qu’une approximation numérique des valeurs et vecteurs propres, et ’analyse d’er-
reur est discutée dans la section 3.3. Enfin, la mise en oeuvre numérique d’une
méthode de discrétisation aboutit au bout du compte a un probleme d’algebre
linéaire, qui consiste a diagonaliser une matrice. Quelques algorithmes pour la résolu-
tion d’un tel probleme seront discutés dans la section 3.4.

3.2 Valeurs propres d’un probleme elliptique

Pour commencer cette section, on se place dans un cadre assez général, qu’on
pourra ensuite appliquer a différents modeles. Nous suivons en fait la méme démarche
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que dans les cours d’Analyse de premiere année [11, 14], dans lequel on a tout d’abord
démontré, dans un cadre assez général, le théoreme de Lax-Milgram, qu’on a ensuite
appliqué a différentes équations. Nous appliquerons le résultat abstrait démontré a
la section 3.2.1 dans les sections 3.2.2 (pour I’étude des valeurs propres du laplacien)
et 3.2.3 (pour 'étude des modes propres de ’élasticité linéaire).

3.2.1 Probleme variationnel abstrait

On se donne un espace de Hilbert V' et une forme bilinéaire a(-,-) sur V', qui est
symétrique, continue et coercive. On se donne aussi un autre espace de Hilbert H,
tel que

V' C H avec injection compacte au sens de la définition 2.64,
V dense dans H.

Pour ne pas confondre les produits scalaires sur H et sur V, nous les noterons
respectivement (-, -}y et (-, -)y. Les normes associées sont notées || - ||z et || - ||v. Les
hypotheses sur la forme a donnent donc 'existence de M > 0 et o > 0 tels que

VueV, YweV, la(u,w)|] < Mullv]wlv,
Vu eV, a(u,u) > aluly.

Le probleme qui nous intéresse ici est : trouver A € R et uw € V' \ {0} tels que
Yw eV, a(u,w) = MNu,w)y. (3.8)
On dira alors que A est valeur propre de la forme bilinéaire a (ou du probéme

variationnel (3.8)), et que u est le vecteur propre associé.

On donne des a présent un cas typique d’application du cadre abstrait développé
ici. Soit © un ouvert borné de R%. On pose V = H}(Q), H = L?(Q), et

a(u,v) = / Vu - V.
Q

Nous montrerons a la section 3.2.2 que les hypotheses faites ci-dessus sont vérifiées,
et que résoudre (3.8) est alors équivalent & chercher A € R et u € H}(Q), u # 0, tels
que

—Au = Mu dans €.

Ainsi, A et u seront valeur propre et vecteur propre du laplacien dans €2 avec condi-
tions aux limites de Dirichlet.

Théoreme 3.1. Soient V' et H deux espaces de Hilbert de dimension infinie. On
suppose V. C H avec injection compacte et V dense dans H. Soit a(-,-) une forme
bilinéaire symétrique, continue et coercive sur V. Alors les valeurs propres de (3.8)
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forment une suite croissante (A\g)g>1 de réels strictement positifs qui tend vers l'in-
fini, et il existe une base hilbertienne de H de vecteurs propres associés, c’est-a-dire :

up €V et Yw eV, alug,w) = Mg{ug, w)g. (3.9)
De plus, ug// A est une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire af-,-).

Démonstration. L’injection V' C H étant continue, on sait qu’il existe C' > 0 tel que
vweV, [wla < Cluly. (3.10)

Pour f € H, on considere le probleme variationnel

{ Chercher u € V tel que (3.11)

Vw eV, alu,w) = (f,w)y.

Grace au théoreme de Lax-Milgram, ce probleme admet une unique solution v € V.
On définit les applications linéaires

A:H — V
f —— w unique solution de (3.11),

et
A:H — H

f — Af.
Comme a est coercive sur V', on a, pour u solution de (3.11),
allully < a(u,u) = (fuye < [|fllm el

En utilisant (3.10), on obtient

C
Al = lelly < =17l

Donc A est linéaire continue de H dans V. En utilisant & nouveau (3.10), on obtient
que A est linéaire continue de H dans H.

Montrons que A est définie positive, auto-adjointe et compacte sur H.
Comme A est la composition de A € L(H, V) et de I'injection de V' dans H, qui
est compacte, on a que A est compacte. Soient maintenant f et g dans H. On a

et donc A est auto-adjointe sur H. On montre enfin que A est définie positive sur
H. En prenant g = f dans 1’égalité précédente, on voit que, pour tout f € H,
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Supposons que (f, Afyy = 0. Alors I'inégalité ci-dessus donne que Af = 0. Par
définition, on a
Vw eV, a(Af,w) = (f,w)y.

On déduit de Af = 0 que (f,w)y = 0 pour tout w € V. Or V est dense dans H,
donc ceci implique que (f,w)y = 0 pour tout w € H, et par conséquent f = 0.
Finalement, pour tout f € H, f # 0, on a (f,Af)y > 0 et donc A est définie
positive sur H.

On peut donc appliquer le théoreme 2.78. Il existe donc une base hilbertienne
de H formée des vecteurs propres uy de A, associés aux valeurs propres (fi)g>1, qui
forme une suite décroissante vers 0 :

Comme py > 0 et Aug € V, on voit que u, € V. On montre maintenant que les uy
sont vecteurs propres de la forme bilinéaire a. Par définition de A, on a

Vw € ‘/7 a(Aukaw) = <U]€,UJ>H - /Lk(l(Uk,w),

et donc, en posant

1
iy’
on obtient (3.9). Montrons que les vy définis par

A =

Mk
VA

forment une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire a(-,-). On a v, € V et
I’espace vectoriel engendré par les v, est dense dans H, donc dense dans V. Enfin,
les vecteurs vy sont orthogonaux deux a deux, car

Vi —

a(vg,v,) = a (\/—)\_k, \/—i_p>
1
= a(uk7 up)

Ap

e

= (up, up) g = Onp.

5

Ceci conclut la preuve du théoreme. n

On donne maintenant une caractérisation tres utile des valeurs propres du pro-
bleme (3.8), appelé principe du min-max ou de Courant-Fisher. Nous introduisons
le quotient de Rayleigh défini, pour chaque v € V'\ {0}, par

a(v,v)

el

R(v

~—

(3.12)
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Proposition 3.2. Soient V et H deux espaces de Hilbert de dimension infinie. On
suppose V. C H avec injection compacte et V dense dans H. Soit a(-,-) une forme
bilinéaire symétrique, continue et coercive sur V. Pour k > 0, on note E}, ’ensemble
des sous-espaces vectoriels de dimension k de V.. On note (A)r>1 la suite croissante
des valeurs propres du probléme variationnel (3.8). Alors, pour tout k > 1, la k-iéme
valeur propre est donnée par

Ak = min ( max R(v)) — max ( min R@)). (3.13)

WeE, \veWw\{0} WeE,_1 \veWL\{0}
En particulier, la premiere valeur propre vérifie

A= vemvi?o} R(v), (3.14)

et tout point de minimum dans (3.14) est un vecteur propre associé a A.

Démonstration. Soit u; une base hilbertienne de H formée des vecteurs propres de
(3.8). On commence par caractériser H et V. On a

H = {v:Zakuk tel que Zai < +oo}.

k>1 k>1
En effet, soit v € H : comme u; est une base hilbertienne de H, en utilisant la
proposition 1.10, on a bien v = >, aguy avec oy = (v, ug)y. La série >, o, af
est bien convergente car égale A ||v]|%. Réciproquement, soit une suite oy telle que
Y s @ < 400. La suite Zle aguy, est bien dans H, et elle est de Cauchy, donc
elle converge vers un élément de H.
On montre maintenant que

V= {v = Zakuk tel que Z)\kai < +oo} .

k>1 k>1

Soit v € V' : les vy = ug/+/Ar forment une base hilbertienne de V' pour af(-, ), donc
on peut décomposer v suivant ces v, selon

v = Zakvk avec a(v,v) = Z .

k>1 k>1
Posant i = a/v/ A, on obtient v = 7, Brug avec a(v,v) = 3,5 Ay < +00.
Réciproquement, supposons v = Y, apug avec Yo, Apaq < +oo. Alors la suite

Zszl aruy est une suite d’éléments de V' qui est de Cauchy pour la norme induite
par a(-,-). Donc cette suite converge vers un élément de V.

Soit maintenant v € V' \ {0}. Alors on écrit v = ), -, aguy et le quotient de
Rayleigh s’écrit
B Zk21 Ay

Rlv) = Dk G
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L’égalité (3.14) est donc claire. Soit u un point de minimum : R(u) = A\;. Soit v € V'
quelconque. La fonction f(t) = R(u+ tv) est minimale en ¢t = 0, donc f’(0) = 0. Or

a(u, v)l|ullf — (u, v)nalu, u)

lull

f1(0) =2

Comme f'(0) = 0 et a(u,u) = A\i||ul|F;, on obtient a(u,v) = A1(u,v)y pour tout
v € V', et donc u est vecteur propre associé a la valeur propre A;.

On démontre maintenant (3.13). Soit Wy, I'espace vectoriel engendré par (ug, ..., ug),
k
: : : : . D1 Ajo;
qui est de dimension k. Soit v € Wy, : on a R(v) = ————= donc
i=1%
A= max R(v) > min ( max R(U)) . (3.15)
vEW,v#£0 WeE, \veW\{0}
a2
De méme, pour v € Wik, on a R(v) = 22 et donc

ijk %2'

M= min R()< max ( min R@)).

vEWRE | v#0 T WeEEL_1 \weWwL\{0}

Soit maintenant W un sous-espace vectoriel de V' de dimension k. Ona V.= W;_1®
Wi, donc W = (WnWy_1)d(WnWit,). SiWnWt |, = {0}, alors W = WNW,,_y,
ce qui n’est pas possible car W est de dimension k et W N Wj_; est de dimension
inférieure ou égale & k — 1. Donc (W NW.L )\ {0} # 0. On a

max R(v) > max R(v)
veW\{0} ve(WNWi)\{0}
> min R(v)
UG(WHW]jll)\{O}
> min  R(v) = Ag.

veWE \{0}

Par conséquent,

WeE;, \veWw\{0}

min ( max R(v)) > A

En rassemblant cette inégalité avec (3.15), on obtient la premiere égalité de (3.13).
La seconde égalité de (3.13) s’obtient de maniere analogue, en considérant W € Ej_,
et en s’appuyant sur le fait que W=+ N W, n’est pas réduit a {0}. O

3.2.2 Premiere application : valeurs propres du laplacien

Dans cette section, nous mettons en oeuvre le théoreme 3.1, démontré dans un
cadre abstrait, pour étudier les valeurs propres du laplacien.
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Théoréme 3.3. Soit ) un ouvert borné régulier de classe C* de Re. Il existe une
suite croissante (A)k>1 de réels strictement positifs qui tend vers l'infini, et il existe
une base hilbertienne de L*(Q), notée (uy,)x>1, telle que chaque uy, appartient a Hj ()
et vérifie

{ —Aup = Mg dans D'(), (3.16)

u, = 0 sur 0€).

Les (Ag)g>1 et les (uy)r>1 sont appelés les valeurs propres et vecteurs propres du
laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet sur 'ouvert (2.

Démonstration. On va appliquer le théoreme 3.1, avec les choix V = H}(Q) (muni
du produit scalaire (-,+)g1), H = L*(Q) (muni du produit scalaire (-,-);2), et

a(u,v) = / Vu - V.
Q

Comme C§°(Q) est dense dans L*(Q) et inclus dans HJ(f2), on a bien que V est
dense dans H. Comme 2 est borné, on peut appliquer le théoreme de Rellich 2.67,
et 'injection V' C H est bien compacte. La forme a est bien bilinéaire, symétrique,
continue et coercive sur V' (ce dernier point résulte directement de 'inégalité de
Poincaré (1.8)). Par conséquent, il existe une suite croissante (Ag)x>1 de réels positifs
et une base hilbertienne (uy),>; de L?(2) tels que uy, € HY(Q) et

Yo € Hy (), /Vuk-Vv:)\k/ukv.
Q Q

On obtient alors (3.16) par une simple intégration par partie. O

Remarque 3.4. Supposons que 2 soit de classe C°. Alors les uy solutions de
(3.16) sont bien plus réguliers que HJ(2). On voit en effet que —Auy, = \yuy, avec
ety de régularité H'. Donc Auy, € HY (). Comme Q) est trés régulier, ceci impose
que up, € H3(Q), et donc Auy, € H3(), ce qui donne uy, € H°(Y), ... On obtient
finalement que uy, € C®(Q).

Remarque 3.5. L’hypothése que ) est borné est fondamentale. Sans cette hy-
pothese, le théoréme de Rellich est fauz, et le théoréme 3.3 est lui aussi faux.

Exercice 3.6. On se place en dimension 1 et on considere 2 =|0,1[. Calculer
explicitement toutes les valeurs propres et les fonctions propres du laplacien avec
conditions auz limites de Dirichlet (3.16). En déduire que la série y -, aisin(knz)
converge dans L*(0,1) si et seulement si Y. ,., ai < +oo, et que la méme série
converge dans H'(0,1) si et seulement si -, k*ai < +oo.

En utilisant le principe de Courant-Fisher, on pourra résoudre I'exercice suivant.

Exercice 3.7. On reprend les notations et hypothéses du théoréeme 3.5. Trouver une
relation entre la plus petite constante Cq possible dans l'inégalité de Poincaré (1.8)
et la premiére valeur propre Ay de (3.16).
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On donne enfin un résultat qualitatif tres important a propos de la premiere
valeur propre.

Théoréeme 3.8 (de Krein-Rutman). On reprend les notations et hypothéses du
théoréeme 3.3. On suppose que l'ouvert €} est connexe. Alors la premiére valeur propre
A1 est simple (le sous-espace vectoriel associé est de dimension 1), et le premier vec-
teur propre peut étre choisi positif presque partout dans €.

Remarque 3.9. Ce théoreme est spécifique aux équations scalaires, c’est-a-dire
pour lesquelles l'inconnue u est a valeurs dans R. Dans le cas vectoriel, comme par
exemple dans le cas de l’élasticité traitée dans la section 3.2.3, le résultat est faux.

3.2.3 Seconde application : I’élasticité linéarisée

On s’intéresse maintenant au probleme de 1’élasticité linéarisée, et on va a nou-
veau utiliser le théoreme 3.1 pour montrer I’existence de modes propres. On reprend
les notations de la section 1.4. Pour éviter de confondre le coefficient de Lamé A
avec les valeurs propres, ces dernieres sont notées ¢y..

Théoréme 3.10. Soit ) un ouvert connexe borné régulier de classe C* de R?, avec
d =2 oud = 3. Il existe une suite croissante ({y)r>1 de réels strictement positifs qui
tend vers Uinfini, et il existe une base hilbertienne de L*(Q)4, notée (uy,)p>1, telle
que chaque vy, appartient a HL(Q)? et vérifie

(3.17)

—div (2ue(ug) + Mtre(u))Id) = Llyup  dans D'(Q)%,
u, = 0 sur 0f).

Démonstration. On applique le théoréme 3.1, avec les choix V = H}(Q)¢, H =
L3(Q)?, et

o(u, v) = /\/Qdiv w div v+ 2,u/ﬂe(u) - e(v).

La preuve suit les mémes étapes que la preuve du théoreme 3.3. Le seul point délicat
est la coercivité de la forme bilinéaire a, qui a été démontrée a la section 1.4.4 (cf.
l'inégalité (1.31)). O

La quantité ¢ s’interprete comme le carré des pulsations propres de vibration,
tandis que les fonctions wu sont les modes propres de vibration du solide.

3.3 Méthodes numériques

Dans la section 3.2.1, nous nous sommes intéressés a la résolution du probleme
aux valeurs propres (3.8). Nous expliquons maintenant comment discrétiser ce pro-
bleme pour aboutir a une méthode numérique permettant de calculer une approxi-
mation des valeurs propres (et éventuellement des vecteurs propres) de (3.8).
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3.3.1 Discrétisation du probleme

On réalise une approximation interne du probléeme (3.8). Soit donc V;, C V un
sous-espace de dimension finie de V. Typiquement, V) est un espace d’éléments
finis, tandis que H est I'espace L*(€2). Le probleme discrétisé est : trouver A, € R
et up € Vi, \ {0} tels que

Ywy, € Vh, a(uh,wh) = Ah<uh,wh)H. (318)

Théoreme 3.11. On reprend les hypothéses du théoréme 3.1 : soient V et H deux
espaces de Hilbert de dimension infinie. On suppose V- C H avec injection compacte
et V dense dans H. Soit a(-,-) une forme bilinéaire symétrique, continue et coercive
sur'V, et soit Vi, CV un sous-espace de dimension finie J.

Alors les valeurs propres de (3.18) forment une suite croissante finie

0<An<...< Aup,

et il existe une base de V},, orthonormale dans H, de vecteurs propres associés, c¢’est-
a-dire : pour tout m, 1 <m < J,

Um,h € Vi, et Yuwy, € Vh, a(um,h, wh) = )\m7h<um7h, ’LUh>H. (319)

Pour démontrer ce théoreme, nous aurons besoin du résultat d’algebre linéaire
suivant :

Proposition 3.12 (Factorisation de Cholesky). Soit A une matrice réelle symétrique
définie positive. Il existe une unique matrice réelle B, triangulaire inférieure, telle
que tous ses €léments diagonaux soient positifs, et qui vérifie

A= BB".

Démonstration. Plutot que de démontrer ce théoreme en suivant le schéma de preuve
du théoreme 3.1, on suit ici une preuve plus algébrique. Soit (¢;)1<j<s une base de
Vi, (ce sont par exemple les fonctions de base d'une méthode d’éléments finis). On
cherche uy, solution de (3.18) sous la forme

up(z) = Z Ujpj ().

On introduit les matrices de masse M, et de rigidité I, définies par, pour tout i et
J,1<i,5<J,

(Mhn)ij = (i, 050m,  (Kn)ig = alps, 9;)-
Alors le probleme (3.18) se récrit : trouver A\, € Ret U € R, U # 0, tels que

KU = MM, U. (3.20)
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La terminologie matrice de masse et de rigidité est liée a la mécanique des solides.
La matrice de rigidité KCj, est la méme que celle apparaissant dans la résolution par
approximation interne du probléeme variationnel a(u, w) = (f, w) . Les matrices My,
et Kp, sont symétriques définies positives.

Pour résoudre le probleme (3.20), on commence par calculer la factorisation de
Cholesky de M,,, c’est-a-dire calculer la matrice @, telle que M, = Q,Q}.

Une fois ceci fait, le probleme (3.20) revient au probleme classique

KU = MU, (3.21)

avec U = QLU et K, = Q,:llCh(QZ)’l. On note que la matrice K, est symétrique et
positive. Si € est tel que £'K,€ = 0, alors, puisque K, est symétrique définie positive,
on a (Q})~'¢ =0, donc £ = 0. La matrice Ky, est donc symétrique définie positive.

Pour le probleme (3.21), on dispose d’algorithmes de calculs de valeurs propres
et de vecteurs propres, dont certains seront décrits a la section 3.4.

On note (A, Um) les éléments propres de Ky, : KpUp = AnUp,. On définit U, =
(QL)"'U,, et on a donc KpU, = AyMUp,.

Soit U, et U, associés a des valeurs propres distinctes : \,, # A,. Alors, en
utilisant la symétrie de Kp, on a

AU MUs, = UL U = (UL Um)! = UL KU, = AU MU,

Puisque A, # A, ceci implique que U, MU, = 0. Les vecteurs propres solution de
(3.20) sont donc orthogonaux pour My, (et donc pour Kp). O

Pour éviter d’avoir a calculer la factorisation de Cholesky de M,,, on peut utiliser
une formule de quadrature pour évaluer (p;,¢;)n qui rende la matrice de masse
diagonale. Un tel procédé est appelé condensation de masse (ou mass lumping) et
est souvent utilisé en pratique, par exemple dans 'esprit de I'exercice suivant.

Exercice 3.13. On suppose que Q est un ouvert borné de RY,
V=Hy), H=L*Q), a(u,v) /Vu Vo.

On étudie donc —Au = Au dans H}(Q)). On suppose qu’on utilise une méthode
d’éléments finis Py sur un maillage formé de triangles (en 2D) ou de tetraedres (en
3D) de sommets (a;)1<i<a+1- On utilise la formule de quadrature

d+1

[ e = TS vta (3.22)

ot K est un triangle (ou un tétraédre) du maillage. Ceci revient donc a choisir pour
noeud d’intégration les sommets de K, qu’on affecte tous du méme poids.

Vérifier que la formule de quadrature (3.22) conduit effectivement a une matrice
de masse My, diagonale.
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3.3.2 Convergence et estimation d’erreur

Nous estimons ici la différence entre les valeurs propres du probleme continu
(3.8) et les valeurs propres du probleme (3.19) (identique a (3.18)), qui est son ap-
proximation discrete. Cette estimation est fondée sur la caractérisation suivante des
valeurs propres (A, 5)1<m<s du probleme discrétisé (3.19), analogue en dimension
finie du principe de Courant-Fisher (cf. la proposition 3.2) :

Amp = min <maX R(v)), (3.23)

WEE,, n \veW\{0}

ou E,,; est 'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension m de Vj, et R(v)
est le quotient de Rayleigh défini par (cf. (3.12))

a(v,v)

R(v) =

ol
La comparaison de (3.13) et de (3.23) donne déja que, pour 1 < m < J,

)\m S )\m,h~

Pour obtenir une majoration de A, , on introduit I'opérateur de projection II;, €
L(V,V},) défini, pour tout u € V', par

Vw, € Vi, a(llpu, wy) = alu, wy,). (3.24)

Soient (U, )m>1 les vecteurs propres de (3.8), et soit W), le sous-espace vectoriel de
V engendré par (ug,...,u,), qui est de dimension m.

Lemme 3.14. Pour tout 1 < m < J, on pose

Om,h = inf ||Hhv||H
VEWp,||v||p=1

Si O >0, on a

)\mhg 5 -
' o
h

m,

Démonstration. On utilise le principe de Courant-Fisher (caractérisation (3.23))
avec le choix W, , = Vect {Ilpus,...,uy}. On a bien Wy, , C V, et dim W, , <
m. Montrons que W, ), est de dimension m. Si ce n’est pas le cas, alors il existe
(evi)1<i<m non tous nuls tels que

0= i &iHhUi = Hh (i Oéiui) s
i=1 =1
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ce qui contredit I'hypothese 7,5 > 0. Donc dim W, , = m et (3.23) implique que

I, 11
Amp < max R(v) = max w
vEWm n\{0} veWmllolz=1  |[pvl|%

Pour tout v € V, on a
a(v,v) = a (v, Ipw) + a (v — v, v — ) + 2a (v — e, ).

Par définition de II,v, le dernier terme est nul. Par coercivité de a, le second terme
est positif. Donc a(v,v) > a (IT,v, I[1,v) et donc

a(v,v
A < oW ol =1 m
Pour v € W, tel que |[v]lg = 1, on a v = Y./" asu; avec >.i" a? = 1, donc
a(v,v) < A, d'ont
1 Am
A S A o Tl 02,
Ceci conclut la preuve. O
On a donc 'estimation
A < A < A/ (02,1). (3.25)

On voit donc que la différence entre A, j, et A, est reliée aux propriétés d’approxi-
mation de V par V},. Plus V}, est “proche” de V', plus on s’attend a ce que la solution
IT,u € V}, du probleme (3.24) soit proche de u, donc en particulier que ||II,ul| g soit
proche de ||ul|g. Ceci implique alors que oy, est proche de 1 (puisqu’on minimise
|III,v|| g sur des vecteurs v de norme 1). On remarque donc que, pour aller plus loin
dans l'estimation de A, il n’est plus nécessaire de faire appel a la spécificité du
probleme (c’est un probleme aux valeurs propres). Disposer de propriétés d’approxi-
mation de V' par V}, suffit.

Mentionnons enfin que ces propriétés d’approximation sont souvent reliées a
I'existence d'une application r, de V dans V}, telle que, pour tout v € V, on a
limy, o ||[v — ru(v)||ly = 0. Dans le cas d’une approximation par éléments finis P,
I’application r, est par exemple I'interpolation de v sur les noeuds du maillage.

Précisons tout ceci dans un cas particulier. On revient a la définition (3.24) de
I'opérateur II;. En utilisant le fait que la forme bilinéaire a est coercive et continue,
on a, pour tout u € V,

allu — Tul3 a(u — Mpu, v — Iyu)
a(u — pu, v — pu + wp,)

M||u — Tpully ||u — pu + wyl|v

IA A CIA
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pour tout wy, € Vj. Donc
M
—1II < — inf — ) 3.26
lu = Myully < — Jof |u — wallv (3.26)

On suppose maintenant que V' = H}(Q) pour un ouvert 2 borné de R", et que
V), est le sous-espace de V' correspondant a la méthode des éléments finis P, avec
k41> n/2. On considere alors U'interpolée r,v d'une fonction v. C’est un résultat
classique [1] que cette application 7, est bien définie sur H**1(Q) et qu’il existe une
constante C' vérifiant

Yo € H*NQ), v —rpvlm@) < CR*|Jo|| greq).- (3.27)

Supposons maintenant que W,,, 'espace vectoriel engendré par les m premiers vec-
teurs propres de la forme bilinéaire a, soit inclus dans H*+1(2). Alors, il existe C,,
tel que, pour tout v € W,,, de norme 1, on a

[v = rho]| o) < Crh. (3.28)

Détaillons ceci. On peut toujours supposer que les m premiers vecteurs propres de
a, notés u;, 1 < j < m, sont orthogonaux deux a deux pour le produit scalaire
de H', et sont de norme 1 : |lu;]|z1 = 1. On a supposé que W,,, € H*™(Q), donc
u; € H*(Q) vérifie la majoration (3.27). En posant Cp, = Csup; <<, |[uj |l ars1q),
on a donc

Vi, 1<j<m, |u;—raujllme < Cnht. (3.29)
Soit maintenant v € W,,, avec ||v|| g1 = 1. On décompose v sur la base des u; :

m

v = Zajuj avec  ||v||3 = Za? =1
J

J=1

La derniere relation implique que || < 1 pour tout j. On calcule maintenant

v = rpvl| ) =

> a(uy = ryuy)
j

< lagl luy - at |l g ) -
H(Q) J

En utilisant |o;| < 1 et la majoration (3.29), on arrive a
HU — ThUHHl(Q) S Zémhk = thk,
j=1

ce qui est exactement (3.28).

En rassemblant (3.26) et (3.28), on a donc, pour tout v € W,,, de norme 1, que

M
||’U — HhUHHl(Q) S Ethk,



T2CHAPITRE 3. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ET PROBLEMES AUX VALEURS PRC

soit ||Hpv|[gi) = 1 — C,.h*. Ceci implique Omp > 1 — C,.h*. L’estimation (3.25)
donne donc, pour une constante Cy,, 'encadrement A, < A, p < A (1 —i—C’mhk), soit

0 < A — Am < CruhF. (3.30)

Nous finissons cette section en énoncant un résultat précis de convergence pour les
valeurs propres et les vecteurs propres du laplacien, définis par (3.16), approximés
par une méthode d’éléments finis triangulaires Pj.. Un tel résultat se généralise a
d’autres problemes et d’autres types d’éléments finis.

Théoréme 3.15. Soit Q un ouvert borné et régulier de Re. Soit (Ty)n>0 une suite
de maillages triangulaires réguliers de Q. Soit Vo, le sous-espace de Hj () défini
par la méthode des éléments finis Py, de dimension J.

Soient (A, U )m>1 les valeurs propres et vecteurs propres du probléme (3.16),
et s0it (Am.n)1<m<J les valeurs propres de l'approzimation variationnelle (3.18) cor-
respondante sur l’espace de dimension finie Vo,. Pour tout m > 1 fizé€, on a

lim [\, = Al = 0.

Il existe une famille de vecteurs propres (Um.n)1<m<Js de (3.18) dans Vyy, telle que, si
Am est valeur propre simple, alors

li m — U, =0.

i [, =t 10

Si le sous-espace engendré par (uy, . .., uy) est inclus dans H*"1(Q) avec k+1 > d/2,
alors il existe C,, indépendant de h tel que

A = Amn| < Cpih®s. (3.31)
St A, est valeur propre simple, alors
[tn — U || 10y < Crh®. (3.32)

Il est important a ce stade de faire plusieurs remarques :

— la constante C,, dans (3.31) et (3.32) tend vers 4+oo lorsque m tend vers
+00. Dong, a h fixé, les plus grandes valeurs propres discretes (par exemple,
Asn) ne sont pas nécessairement une bonne approximation des valeurs propres
exactes. Pour avoir une bonne approximation de Ay, il peut donc étre néces-
saire de travailler avec un espace d’approximation Vp;, de dimension bien plus
grande que J.

— la convergence des vecteurs propres ne peut s’obtenir que si la valeur propre
est simple. Si A, est multiple, alors il se peut que la suite u,,, ne converge
pas, mais admette plusieurs points d’accumulation, qui sont des combinaisons
linéaires de vecteurs propres associés a \,,.
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— l'ordre de convergence des valeurs propres est le double de celui pour les
vecteurs propres '. On retrouvera ce phénomene (lié au caractere auto-adjoint
de lopérateur) dans les algorithmes de calcul des valeurs propres et vecteurs
propres d’une matrice (cf. par exemple la proposition 3.17).

3.4 Algorithmes pour le calcul de valeurs et de
vecteurs propres

Les valeurs propres d'une matrice sont les racines de son polynome caractéristique
P(\) = det(A — AId). Cependant, il n’existe pas de méthodes directes (c’est-a-dire
qui donnent le résultat en un nombre fini d’opérations) pour calculer les racines
d'un polynome quelconque, des que son ordre est supérieur ou égal a 5. De plus,
tout polynome est le polynome caractéristique d’une matrice, donc le calcul des
valeurs propres d’une matrice est un probleme aussi difficile que celui du calcul des
racines d’un polynome quelconque.

Calculer les valeurs propres d’une matrice est en fait un probleme beaucoup
plus difficile que la résolution d’un systeme linéaire. Il n’existe que des méthodes
itératives. Nous nous concentrons dans cette section sur le cas des matrices réelles
symétriques, pour lesquelles le probleme est plus simple.

Nous mentionnons ici trois méthodes typiques pour une matrice symétrique :

— la méthode de la puissance, analysée dans la section 3.4.1. C’est la méthode
la plus simple, mais elle ne permet (au mieux) que de calculer les valeurs
propres de plus grande et de plus petite valeur absolue.

— la méthode de Given-Householder, qui permet de calculer une ou plusieurs
valeurs propres de rang quelconque sans avoir a calculer toutes les valeurs
propres. Cette méthode est en fait la concaténation de deux algorithmes, ’al-
gorithme de Householder qui permet de transformer une matrice symétrique
en une matrice tridiagonale de mémes valeurs propres, et I’algorithme de Gi-
vens qui permet le calcul des valeurs propres d’une matrice tridiagonale. Nous
n’en dirons pas plus et renvoyons a la bibliographie pour plus de détails.

— la méthode de Lanczos, analysée dans la section 3.4.2. Comme I’algorithme
de gradient conjugué, cette méthode fait appel aux espaces de Krylov. Nous
en décrirons ci-dessous l'esprit. Cette méthode est a la base de nombreux
développements récents qui conduisent aux méthodes les plus efficaces pour
de grandes matrices creuses.

1. On voit aussi que U'estimation (3.30) sur les valeurs propres n’est pas optimale, si la forme
bilinéaire a correspond au laplacien.
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3.4.1 Méthode de la puissance

Il s’agit de la méthode la plus simple pour calculer la valeur propre de plus grande
(ou de plus petite) valeur absolue. Une limitation de la méthode est que cette valeur
propre doit étre simple.

Algorithme 3.16 (Méthode de la puissance). Soit A une matrice symétrique réelle
d’ordre n, et € une précision souhaitée.

1. Initialisation : soit xo € R™ avec ||xo| = 1.
2. Itération : pour k > 1,
(a) on calcule y, = Axg_;.
(b) on pose xr = yi/||lykl|-
(c) test de convergence : si ||xp — xp_1]| < €, on s’arréte.

La proposition suivante indique sous quelles conditions et a quelle vitesse cet
algorithme converge.

Proposition 3.17. On suppose que A est une matrice réelle symétrique de taille
n, de valeurs propres (\1,...,\,) rangées par ordre de valeur absolue croissante, et
que A, est positive et simple : |\| < ... < |\_1] < Ay. Soit (e, ..., €e,) une base de
vecteurs propres orthonormés. On suppose que xo n’est pas orthogonal a e,. Alors
la méthode de la puissance converge, au sens ou

Im |ykl| = A,  lim 2 = 25 avec o = *e,.
k——+o00 k——+o0

La convergence est géométrique, avec une vitesse proportionnelle a |[A,—1|/|\n| :

2k k

)\n—l

An_
el = ral < €| :

n

n

Remarque 3.18. Comme on l’a remarqué dans le théoreme 3.15, la convergence
de la valeur propre se fait a un ordre deux fois plus grand que la convergence du
vecteur propre.

Démonstration. On décompose le vecteur initial sur les vecteurs propres de A :
Ty = Y., Bi€i, avec [, # 0 par hypotheése. Le vecteur x; est proportionnel &
AFzy =371 BidkFe; et de norme 1, donc

n—1
Bren + Z ﬁz’()\z’/)\n)kei
i=1

(3.33)

T —

n—1 1/2°
(@i +> ﬁfw/m%)
=1
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Comme |\;| < A, on voit que xj converge vers ., = signe (f,)e,. On déduit de
(3.33) que

n—1

i=1

Ye+1 = 1 127
(2 S st
i=1
ce qui donne la convergence de [|yp41| vers A, au rythme [A,_1/An|*. O

On est souvent intéressé par le calcul des valeurs propres petites. L’algorithme
suivant, tres inspiré de la méthode de la puissance, permet de calculer la valeur
propre de valeur absolue la plus petite.

Algorithme 3.19 (Méthode de la puissance inverse). Soit A une matrice symétrique
réelle inversible d’ordre n, et € une précision souhaitée.

1. Initialisation : soit xo € R™ avec ||xo|| = 1.
2. Itération : pour k > 1,
(a) résoudre Ayy, = Tp_1.
(b) on pose xx = yr/llyk|-
(c) test de convergence : si ||xy — xp_1]| < €, on s’arréte.

La proposition suivante indique sous quelles conditions et a quelle vitesse cet
algorithme converge.

Proposition 3.20. On suppose que A est une matrice réelle symétrique inversible
de taille n, de valeurs propres (A1, ..., \,) rangées par ordre de valeur absolue crois-
sante, et que Ay est positive et simple : 0 < Ay < [Ao| < ... < |A,|. Soit (eq, ..., e,)
une base de vecteurs propres orthonormés. On suppose que xy n’est pas orthogonal
a ey. Alors la méthode de la puissance inverse converge, au sens ot

1
lim —— = Ay, lim 2 = 2 avec Too = *ey.
k——4o0 ||yk|| k——+o0

La convergence est géoméltrique, avec une vitesse proportionnelle a |A|/|Aa| :

2k A k
A2

A
ol = x| < €|

2

Démonstration. La preuve de cette proposition est similaire a celle de la proposition
3.17. ]
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3.4.2 Meéthode de Lanczos

Cette méthode utilise la notion d’espace de Krylov, qui apparait aussi dans 1’al-
gorithme de gradient conjugué, et qu’on rappelle ci-dessous. Comme nous 'avons
précisé ci-dessus, cette méthode (et ses généralisations) est tres efficace pour les ma-
trices de grande taille. On donne ici I'esprit de la méthode plutot qu’une description
précise d'une implémentation numérique efficace.

Dans toute la suite, A est une matrice symétrique réelle d’ordre n, ro # 0 est un
vecteur de R™ donné, et K, est I'espace de Krylov associé :

Théoreme-Définition 3.21. Soit rq # 0 un vecteur de R™ donné. Pour tout k > 1,
I’espace de Krylov K} associé est

K;, = Vect {TO,ATO,...,AkTO}.

1l existe un entier kg < n — 1, appelé dimension critique de Krylov, tel que :
— si k < ko, alors la famille (rg, ..., A¥ry) est libre et dim K =k +1;
— stk > ko, alors K, = Kj,.

L’algorithme de Lanczos consiste a construire une suite de vecteurs v; par la
formule de récurrence

\V/] Z 2, @j = AUj_l — <AUj_1,Uj_1>Uj_1 — ||2AJj_1||Uj_2 et vy = ] (334)

avec les initialisations vy = 0 et v; = r¢/||7o]|. On montrera ci-dessous que, tant que
J < ko+1,onad;#0 et donc v; est bien défini, tandis que 0y 42 = 0. La relation
entre les v; et les espaces de Krylov sera explicitée dans le lemme ci-dessous.

Pour tout entier k£ < ky + 1, on définit la matrice V) de taille n x k dont les
colonnes sont les vecteurs vy, ..., vg, ainsi que la matrice symétrique tridiagonale de
taille £ x k définie par

(Tk)ii = (Avi,vi),  (Th)iirr = (Tk)iv1i = |0sall,  (Th)s; = 0 sinon.

Lemme 3.22. Pour tout j < kg + 1, on a 0; # 0 et donc v; est bien défini, tandis
que Vgyq2 = 0.

Pour 1 <k <1+ kg, la famille (vy,...,v;) coincide avec la base orthonormée
de ’espace de Krylov Kj_1 construite par le procédé de Gram-Schmidt appliqué a la
famille (rq,. .., A¥ 1ry).

Soit ey, le k-iéme vecteur de la base canonique de R*, et 1d;, la matrice identité
de taille k x k. Alors, pour 1 < k <14 ko, on a

AV, = V. T, + f}kﬂez (335)

et
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Démonstration. On introduit la suite de vecteurs w; définie par wy = 0, w; =
ro/||70] et, pour j > 2

Jj—=1 A

N wy

w; = ij,l — E (ij,l, wl>wz et w; = HUA}jH . (337)
=1

On montrera ci-dessous que w; = v;. On montre par récurrence que les vecteurs w;
(tant qu'ils existent) sont orthonormés. Supposons que ce soit vrai jusqu'au rang
j—1: pour tout p,q < j—1, on suppose que (wy, wy,) = dg. On prouve maintenant
I’hypothese de récurrence au rang j. Soit p < 7 — 1 : alors

j—1

(W, wp) = (Awj_y,wp) — Y (Awj_y, wi){w;, wy)
=1

= (Aw;_1,wp) — (Aw;_1,w,) =0,

donc (w;, w,) = d,; pour tout p < j, ce qui donne I’hypothese de récurrence au rang
7.

Par récurrence, on montre aussi que w; € K;_1, tant que les vecteurs w; existent.

Supposons maintenant que I’algorithme stoppe a U'indice j (c’est-a-dire que j est
le premier indice tel que w; = 0), avec j < ko + 1. Alors

Jj—1

ij—l = Z(ij_l,wi>wi. (338)

=1

Or w; € K;_1 pour tout ¢ < j — 1, donc on a w; = Z;;B BY APrg. On insere cette
décomposition dans (3.38), ce qui donne

j—2 j—1 i—1
Zﬁf_lApHTo = Z<ij717 w;) Z B APro,
p=0 i=1 p=0

soit, en isolant le terme de plus haut degré a gauche,

7j—1 i—1 7j—3
o
B;_IAJ 17'0 = Z<A'U}j,1, U}l> Z 5514107’0 — Z ﬁf_lAp+lT'0.
i=1 p=0 p=0

Le vecteur du membre de droite est dans K; 5. Comme j — 1 < ko, la famille
(ro,..., A7 ry) est libre, donc A7~ 'rq ¢ K, . Donc B;:f = 0. Par conséquent, la
décomposition de w;_; s’écrit

j—3

Wij—1 = ZﬁprTo S Kj_g.

p=0
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Donc la famille (wy,...,w;_1) est une famille de j — 1 vecteurs orthogonaux deux
a deux et qui appartiennent tous a Kj_3, qui est de dimension j — 2. Ceci est
contradictoire : donc 'algorithme stoppe a un indice j > kg + 1.

Supposons maintenant que wy, 12 # 0. Alors la famille (wy, ..., wy,12) est une
famille de ko + 2 vecteurs orthogonaux deux a deux et qui appartiennent tous a
Kyy+1 = Ky,, qui est de dimension ky + 1. Ceci est a nouveau contradictoire. Donc
I’algorithme stoppe exactement a l'indice kg + 2.

Pour tout j < ko + 1, la famille (wy, ..., w;) est une famille de j vecteurs ortho-
normés et qui appartiennent tous a K;_1, qui est de dimension j : donc cette famille
constitue une base orthonormée de K;_;, qui coincide avec la base orthonormée
construite par le procédé de Gram-Schmidt appliqué a la famille (ro, ..., A771ry).

On montre maintenant que w; = v; pour tout j < ko + 1. Comme A est
symétrique, on a

(Awp, wj—1) = (wp, Awj1)
7j—1
= (wp, W;) +Z Awj_q, w;) (wp, w;).
i=1

Supposons j < p—1:alors, pourlesitelsque 1 <i<j—1,onat<p—2<pet
(wp, w;) = 0. Donc, pour j <p—1, on a (Aw,, w;_1) = 0. On voit aussi que
(Awy, wp—1) = (W, W) = [[Wy-

Donc la récurrence (3.37) définissant w; se récrit

A~

Wy = Awjy = (Awj, wia)wi = (Awjy, wy9)w)

= Awjy = (Awjy, wj)wjy — [ [lw; -2,
ce qui est exactement la récurrence (3.34). Par conséquent, on a bien w; = v; pour
tout j < ko + 1.

On montre maintenant (3.35). La colonne p de la matrice AV}, est exactement,
pour 1 < p < k, égale a

Colp(AVi) = Avy = Bpi1 + (Avy, ) + [|Tp[[vp-1.
Un simple calcul montre que les colonnes de V. T}, sont

Vp, 2<p<k-—1, Col,(ViTy) = 0pi1+ (Avy, v,)v, + ||0p|vp-1,
Coly(ViTy) = 09+ (Avy,v1)vy,
COlk(Vka) = <Avk, Uk>Uk + ||17k|]vk_1.

Enfin, la colonne p de 0p4€el est nulle si p < k, tandis que la colonne k vaut
exactement U, 1. On a donc bien la relation (3.35).

Les vecteurs vy étant orthogonaux deux & deux et de norme 1, on a ViV, = Id,.
On multiplie enfin & gauche la relation (3.35) par V) : du fait que 041 est orthogonal
aux v; pour j < k, on a V0,41 = 0 et on obtient finalement la relation (3.36). O
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Nous comparons maintenant les valeurs propres de A et celle de la matrice T, ;.
Notons que ces deux matrices ne sont pas en général de meéme taille. On note A\; <
Ay < ... < A, les valeurs propres distinctes de la matrice A qui est de taille n x n
(donc 1 < m < n), et soient P; les matrices de projection orthogonale sur les sous-
espaces propres correspondants de A. Par construction,

A:Z/\,Pi, Idn:ZR, P,P; =0sii#j, P? = P, pour tout i.

i=1 =1

Lemme 3.23. Les valeurs propres de Ty, +1 sont aussi valeurs propres de A.

Réciproquement, si on suppose que Pyrg # 0 pour tout i, alors toutes les valeurs
propres de A sont aussi valeurs propres de Ty,11 et kg + 1 = m. Les valeurs propres
de Ty,+1 sont simples.

Dans le cas ou P;rg # 0 pour tout i, la récurrence de Lanczos permet donc de
construire une matrice 7Ty,4+1 qui est tridiagonale et dont les valeurs propres sont
exactement les valeurs de A. On pourrait alors penser calculer les valeurs propres
de A de la facon suivante :

— on applique la récurrence de Lanczos jusqu’a 'ordre kg 4+ 1, ce qui permet de

construire la matrice T, 1.

— on calcule les valeurs propres de la matrice T},41. Le probleme sur 7y, 41
est plus simple que le probleme initial sur A, car T, est tridiagonale et il
existe des algorithmes pour le calcul des valeurs propres qui sont spécifiques
aux matrices tridiagonales, comme ’algorithme de Givens.

— comme (dans les bons cas) Ty, 11 a exactement les mémes valeurs propres que
A, on a ainsi calculé les valeurs propres de A.

Une telle approche n’est cependant pas la meilleure fagon d’exploiter la récurrence de
Lanczos, a cause d’instabilités numériques liées a des erreurs d’arrondi. Une bonne
facon d’exploiter la récurrence de Lanczos sera donnée par le lemme 3.24 ci-dessous.
On démontre maintenant le lemme 3.23.

Démontration du lemme 3.253. Soit A valeur propre de T}, 41, et soit y # 0 un
vecteur propre associé : Ty, 1y = A\y. Comme 0,12 = 0, on déduit de (3.35) que
AVio+1 = Vi1 Tk 41, €t donc que

AVig41y = AVig1y.

Si Vig1y = 0, alors les colonnes de Vi, sont liées (puisque y # 0), ce qui est
contradictoire avec le fait que la famille (v, ..., vg+1) forme une base orthonormée
de Ky,. Donc Vi,11y # 0, et X\ est valeur propre de A.

Réciproquement, on suppose que P;rg # 0 pour tout 1 < ¢ < m. Supposons la
famille (Pirg, ..., Puro) liée : alors, par exemple, il existe aq, ..., a1 tels que

m—1
Prro = E a; Piry.
i=1
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Comme P,,P; = 0 pour tout ¢ < m, on obtient 0 = Pgﬂ"o = P,ro, ce qui est
contradictoire avec les hypotheses. Donc la famille (Pyryo, . .., Pyro) est libre et E,, =
Vect {Pyro, ..., Pyro} est de dimension m.

Montrons que m = ko + 1. On voit que A*rg = > AN Pirg donc A*ry € E,,, et
par conséquent Kj, C E,, pour tout k. Donc ko + 1 = dim K}, < dim F,,, = m.

On montre I'inégalité inverse. La famille (Pirg, ..., Py,ro) est libre. On se place
dans cette base. La famille (rg, ..., A™ 'ry) est représentée dans cette base par la
matrice

I oA A2 ot
M = Do : : )
T A, A3 0

qui est une matrice de Van Der Monde inversible car les A; sont distincts deux a
deux. Donc la famille (rq, ..., A rq) est libre, ce qui implique m — 1 < k. On a
donc bien m = kg + 1 et L), = Ky, .

Soit \; une valeur propre de A : le vecteur P;ry est vecteur propre associé. Or
Pirry € E,, = Ky,, et les colonnes de V1 forment une base orthonormée de Kj,.
Donc il existe y # 0 tel que Vi,11y = Pirg. La relation (3.36) donne

Thgr1y = thg-&-lAVko-&-ly
= tho+1APir0
== )\intO.H]DiTO
AiVie 11 Vio+1y = Ay,

donc \; est aussi valeur propre de Ty, 1. La matrice A possede m = ko + 1 valeurs
propres distinctes, et toutes ces valeurs propres sont aussi valeurs propres de Ty, 1,
qui est de dimension kg 4+ 1. Donc les valeurs propres de Ty, 41 sont simples. O]

Comme nous 'avons précisé plus haut, la bonne facon d’exploiter la récurrence
de Lanczos n’est pas de calculer la matrice T}, .1 pour ensuite la diagonaliser. Il est
o+
plus intéressant d’exploiter le lemme que nous donnons maintenant :

Lemme 3.24. Soit un entier k, 1 < k < kg + 1. Soit \ valeur propre de Ty et soit
y € R¥ un vecteur propre associé. Alors il existe une valeur propre \; de la matrice
A telle que

~ €k, Y
A Al < Vit [l '<”’“y“>‘,

ot ey, est le k-iéme vecteur de la base canonique de RF.

Ce lemme vient compléter la discussion qui fait suite au lemme 3.23. Une facon
efficace d’utiliser la récurrence de Lanczos est en effet la suivante : si la derniere
composante d'un vecteur propre de T} est petite, i.e. [{ex,y)| < ||y||, alors la va-
leur propre correspondante est une bonne approximation d’une valeur propre de
A. Ainsi, le calcul (d'une approximation) des valeurs propres de A passe toujours
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par la diagonalisation de la matrice T;. Cependant, le lemme ci-dessus donne une
estimation d’erreur qu’il est possible d’évaluer en pratique.

Démonstration. Soit A valeur propre de T} et y vecteur propre associé : Tyy = Ay.
La relation (3.35) donne

AViy = A\Viy + (Y, €x) Okt

En utilisant les projections P;, on a donc

m

S (i = NPViy = (g, e1) .

i=1

Soit ; = signe (A; — A), on prend le produit scalaire de 1'égalité ci-dessus avec
8ijka :
(N = MIPVayll® = (y, en)ej(On 11, Py Viy).

On somme sur les j, avec £;(A; — A) = |A; — A| > min; |\; — A :

mln])\ —)\\Z|\PkaH (y, ex Z (Og41, PiViey).

J=1

Or Z;nzl |2 Viyll® = [Viyll* = [lyl|*, donc

(e, )|
IIyII2

min [\, — A] <
1

> " ei(tnsr, PViy)
=1

IN

6 m

k

” ’HQ Z ’Uk—i-l” ”P]‘/ky”
=1

-
'<||k||2 TN ZHPVM\P

En utilisant & nouveau Y7 ||P;Viyl|* = ||ly||*, on obtient le résultat annoncé. [
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Chapitre 4

Introduction aux problemes
d’évolution

Cette deuxieme partie du cours constitue en une breve introduction a I’étude
mathématique et numérique d’équations aux dérivées partielles dépendant du temps.
En fait, nous étudierons surtout I’équation de la chaleur dans le cadre de ce cours
mais nous évoquerons brievement d’autres types d’équations d’évolution. Nous ren-
voyons a [7, 1, 5, 13] pour une présentation plus détaillée.

4.1 Exemples d’équations d’évolution

Avant toute chose, commen_cons par donner une liste de plusieurs équations
d’évolution courantes (arbitrairement sélectionnées!).

Bien stir, pour que ce que nous écrivons ait un sens mathématique précis, il faudra
ajouter une (des) condition(s) initiales et préciser quel sens on donne aux dérivées.
Pour simplifier, le lecteur pourra supposer que les fonctions apparaissant dans les
équations suivantes sont suffisamment dérivables par rapport a toutes leurs variables.
Nous verrons plus loin que définir des solutions en un sens plus faible pourra étre tres
utile. C’est méme indispensable lorsque 1’on cherche a décrire certains phénomenes
physiques possédant des singularités.

Equation de transport linéaire

Il s’agit de I’équation
ou
1), -
N +b-Vu=f

qui décrit des phénomeénes comme le transfert de chaleur, de masse, etc (u est la
densité). La fonction f est le terme source et b est la direction d’écoulement.
L’équation de Boltzmann (ou de Liouville/Vlasov si f = 0)
ou

E—i—p-vmu—i-F'Vpu:f

83
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décrit elle I’évolution de la distribution statistique u(t, z, p) des particules d'un fluide
dans I'espace des phases R*xR3 3 (z, p). La fonction F modélise les forces appliquées
a chaque particule et la fonction f décrit les collisions entre les particules.

Equation de la chaleur

L’équation de la chaleur est le prototype de toute une famille d’équations appelées

paraboliques :

ou

Typiquement, u(t, ) représente la température au temps ¢ et au point = € {2 d’un
matériau homogene situé dans un domaine Q2 C R3. La fonction f s’interpréte alors
comme une source de chaleur. Si ) est borné, il faut ajouter des conditions aux
bords (de type Dirichlet ou Neumann par exemple).

En fait la méme équation intervient dans de tres nombreuses situations : par
exemple u peut aussi modéliser la diffusion d’une concentration dans le domaine
), ou I’évolution du champ de pression d’un fluide s’écoulant en milieu poreux, ou
encore la loi d'un mouvement brownien dans 2. Des généralisations de 1’équation
(4.1) peuvent permettre de décrire des matériaux non homogenes ou en présence
d’'un effet convectif. Elles peuvent devenir non linéaires (de type réaction-diffusion
par exemple) :

ou
5 Au = F(u). (4.2)

L’équation de la chaleur (4.1) est également la base de plusieurs problemes de
frontieres libres, comme le probleme de ’obstacle parabolique

ou

u >0

qui décrit un systéme composé de deux phases (par exemple un gla_con plongé dans
de 'eau). Il y a ici deux inconnues : la solution, et le domaine dans lequel 1’équation
est vérifiée. On appelle frontiere libre le bord de I'ensemble {u = 0}, qui évolue
au cours du temps. Des modeles similaires interviennent en finance mathématique
(modeles de type Black-Scholes).

Equation des ondes

Il s’agit d'une équation du deuxieme ordre en temps :

0%u

A f (13)
qui est le prototype d’une famille d’équations appelées hyperboliques. Lorsqu’elle est
posée dans un domaine borné Q C R?, u peut représenter le déplacement vertical
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d’une membrane élastique (des conditions de Dirichlet au bord de € signifient alors
que la membrane est attachée). De maniere générale, c’est ’équation adaptée a
la description de phénomenes vibratoires comme la propagation d’ondes sonores,
lumineuses ou a la surface de I'eau. Elle intervient en acoustique, électromagnétisme,
dynamique des fluides...

Tout comme ’équation de la chaleur, I’équation des ondes (4.3) est bien sur la
base de nombreux modeles plus complexes, comme par exemple I’équation des ondes
non linéaire

0%u
Equation de Schrodinger
L’équation de Schrodinger
—ig—? —Au+Vu=0 (4.5)

ressemble beaucoup a ’équation de la chaleur (si V' = 0) puisque c’est comme si
on avait remplacé t par ¢t. Elle intervient abondamment en mécanique quantique
pour la description de la matiére A 'échelle microscopique. Si on suppose fQ lu(t =
0,7)*dz = 1, |u(t,z)|*dz peut représenter la probabilité de présence au temps ¢
d’une particule quantique dans le vide (V' = 0) ou en présence d’un champ électrique
extérieur V. Grace A la présence du complexe 4, on aura Jo lu(t, z)|*dz = 1 pour
tout ¢t € R.

Alors que les équations précédentes étaient posées dans I'espace physique (R
ou R3...), 'équation de Schrodinger a la particularité d’étre fréquemment étudiée
dans des espaces R™ avec n tres grand. Par exemple si on désire décrire 1’évolution
d’un systeme comportant N particules quantiques dans l'espace R3, on aura u =
u(xy,...,xy) ou chaque x; € R3 : |u(zy,...,zx)|* représente alors la probabilité de
présence de trouver la particule numéro k en x5, € R3. Ceci rend la description de
la matiere a I’échelle microscopique tres complexe et justifie la nécessité de trouver
des modeles valides a des échelles supérieures. La dérivation de tels modeles a partir
de I’échelle microscopique est alors d'un grand intérét.

Autres équations

L’équation de Burgers

ou  Ou 0%u

ot or ~ Vo
apparait en mécanique des fluides ou en acoustique (elle peut modéliser la dynamique
d’un gaz par exemple). Lorsque v = 0,

%4_ @—0
ot u@x_
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on obtient le prototype d'une équation pour laquelle il peut apparaitre des discon-
tinuités (ondes de choc).
L’équation d’Airy
ou  Ou
ot * ox3

est elle-méme la base de ’équation (non linéaire) de Korteweg-de Vries (KdV)

=0

ou ou Ou

o or T =

qui est un modele prototype pour la description d’ondes de type “solitons” comme
on peut parfois en observer a la surface de I'eau.
L’équation d’Euler-Bernoulli

ou 0*u

ot Top Y

peut quant a elle modéliser la torsion d’une poutre unidimensionnelle.

4.2 Préliminaires

On se pose généralement différentes questions lors de 'étude d’une équation
d’évolution.

La premiere est bien sur [’existence et ['unicité de solutions dans un espace fonc-
tionnel bien choisi. Pour cela, il pourra étre tres utile de commencer par choisir des
espaces fonctionnels assez “gros”, c’est-a-dire contenant beaucoup plus de fonctions
que celles qui sont régulieres par rapport a toutes leurs variables. On parle alors
de solutions faibles. Intuitivement, plus I'espace fonctionnel est grand et plus il sera
facile de démontrer 'existence de la solution. Mais, on peut aussi se demander quelle
est la régularité de la solution lorsque la condition initiale est elle-méme réguliere
ainsi que les autres parametres de 1’équation. On peut ainsi obtenir I'existence et
I'unicité de solutions régulieres a posteriori, qu’on appelle des solutions fortes. L'uti-
lisation de solutions faibles peut donc étre soit un intermédiaire utile pour démontrer
I’existence de solutions plus régulieres, soit une nécessité lors de I'étude d’équations
pour lesquelles on se s’attend pas a ce que la solution soit ou reste réguliere au cours
du temps.

Le fait qu’il existe une unique solution a un modele mathématique n’implique pas
automatiquement que le modele considéré soit un “bon” modele. Une autre question
importante est celle de la dépendance de la solution en fonction des conditions ini-
tiales et des divers parametres apparaissant dans I’équation. D’une part on peut se
demander comment la solution varie (dans ’espace fonctionnel choisi) si on change
un peu ces parametres et reste robuste par rapport a de légers changements de ces
parametres. C’est une question d’apparence anodine mais qui est fondamentale
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lorsque 'on envisage d’utiliser des méthodes de simulation pour pouvoir approcher
numériquement les solutions de telles équations. Le mathématicien Jacques Hada-
mard a donné une définition de ce qu’est un “bon” modele, en parlant de probleme
bien posé. En notant f les données du modeles (le second membre, les données
initiales, le domaine, etc.), u la solution recherchée, et A I'opérateur qui agit sur u,
supposons que le probleme considéré soit de trouver u solution d’un probléeme du
type

Au) = f. (4.6)

Définition 4.1. On dit que le probleme (4.6) est bien posé si pour toute donnée f il
admet une solution u unique, et si cette solution u dépend continument de la donnée

f.

La troisieme condition, la moins évidente, est pourtant cruciale dans une pers-
pective d’approximation numérique. En effet, faire un calcul numérique d’une solu-
tion approchée de (4.6) revient a perturber les données (qui de continues deviennent
discretes) et a résoudre (4.6) pour ces données perturbées. Si de petites perturbations
des données conduisent a de grandes perturbations de la solution, il n’y a aucune
chance pour que la simulation numérique soit proche de la réalité (ou du moins de
la solution exacte). Par conséquent, cette dépendance continue de la solution par
rapport aux données est une condition absolument nécessaire pour envisager des
simulations numériques précises.

Une question reliée a la question ci-dessus est alors le choix d’'un schéma numérique
pour approcher les solutions de 1’équation dont on peut prouver qu’elle converge en
un certain sens vers la solution lorsque les parametres de discrétisation tendent dans
une certaine limite (par exemple un pas de temps ou un pas de maillage aura voca-
tion a tendre vers 0), et de quantifier 'erreur faite par rapport a la solution exacte
de I’équation par rapport aux parametres de la discrétisation.

Enfin, on peut chercher ensuite a décrire un peu plus précisément le compor-
tement de la solution au cours du temps, en particulier en relation avec des mo-
tivations physiques (signe de la solution, vitesse de propagation, comportement en
temps grand, etc). Le comportement qualitatif peut alors étre tres différent suivant
le type d’équation considérée.

Dans le cadre de ce cours, nous aborderons brievement quelques-unes de ces
questions sur quelques exemples types d’équations d’évolution. Nous étudierons tout
particulierement 1’équation de la chaleur.

Nous avons pris le partie dans ce polycopié de commencer par vous présenter tout
d’abord une méthode numérique, qui est une des plus anciennes et des plus simples
méthodes pour approcher numériquement les solutions de problemes d’évolution, a
savoir la méthode des différences finies. La présentation de cette méthode fera I’objet
du Chapitre 5.
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Dans le Chapitre 6, nous montrerons les propriétés mathématiques théoriques
des solutions de I’équation de la chaleur. Le chapitre 7 sera consacré a 1’étude
mathématique d’autres types de problemes, a savoir 1’équation de transport et
I’équation des ondes. Les notions de théorie spectrale que vous avez vues lors de
la premiere partie du cours seront tout particulierement utiles pour ces deux cha-
pitres.

Enfin, le Chapitre 8 sera consacré a 1’étude d’une autre méthode numérique
utilisée pour discrétiser les problemes d’évolution, a savoir la méthode des éléments
finis.



Chapitre 5

Méthode des différences finies

A part dans quelques cas tres particuliers, il est impossible de calculer explicite-
ment les solutions des différents modeles présentés ci-dessus. Il est donc nécessaire
d’avoir recours au calcul numérique pour estimer qualitativement et quantitative-
ment ces solutions. Le principe de toutes les méthodes de résolution numérique
des équations aux dérivées partielles est d’obtenir des valeurs numériques discretes
(c’est-a~dire en nombre fini) qui approchent (en un sens convenable a préciser) la
solution exacte.

Il existe de nombreuses méthodes d’approximation numérique des solutions d’équations
aux dérivées partielles. Nous présentons dans ce chapitre une des plus anciennes et
des plus simples, appelée méthode des différences finies (nous verrons plus loin une
autre méthode, dite méthode des éléments finis).

Nous nous contenterons ici d’illustrer la méthode des différences finies sur le
cas de I’équation de la chaleur, mais il faut savoir que celle-ci est utilisé pour de
nombreux autres problemes.

5.1 Principe de la méthode des différences finies

Nous nous contentons ici de présenter la méthode en dimension 1 pour simplifier
I’exposé. Nous considérons 1’équation de la chaleur dans le domaine borné 2 =
(0,1)CR:

{ Owu(t,x) — DOyyu(t,z) =0, pour (z,t) € (0,1) x R%,

u(0,2) = up(x), pour z € (0,1), (5.1)

avec une condition initiale ug : (0,1) — R réguliere (C*([0, 1]) par exemple) et un
coefficient de diffusion D > 0.

Nous considererons deux types de conditions aux bords pour ce probleme : soit
des conditions aux bords de Dirichlet homogenes, i.e.

u(t,0) =u(t,1) =0, pourte RY; (5.2)

89
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soit des conditions aux bords périodiques, i.e.

u(t,0) = u(t,1), pourte RY. (5.3)

Nous supposerons dans toute la suite du chapitre qu’il existe bien une et une seule
solution u(t, x) & ce probleme, et que celle-ci est une fonction réguliere en temps et en
espace. Nous verrons dans le chapitre suivant les résultats qui permettent d’affirmer
que tel est bien le cas.

Pour définir un schéma numérique basé sur une méthode de différences finies,
il est nécessaire d’introduire les différentes discrétisations du probleme, a savoir la
discrétisation en espace et la discrétisation en temps.

Commencons par la discrétisation en espace. Soit N € N* et soit Az := N#H un
pas d’espace. On définit un maillage régulier de I'intervalle [0, 1] comme suit :

VO<j<N+1, z;:=jAxz,
de telle sorte que
To=0<21 <22 < - <Ny <Tng =1

Considérons maintenant la discrétisation en espace. On introduit un pas de temps
At > 0 et on définit
Vn eN, t,:=nAt.

Le but d’une méthode de différences finies est d’approcher les valeurs de la fonc-
tion w prises au temps ¢, et au point x; par des quantités uj qui seront calculées
par un schéma numérique. Autrement dit,

u(ty, z;) =~u;, VO<j<N+1, VneN,

VR
n

J )ogjgNH,neN'
Différents schémas numériques de différences finies correspondent a différentes

.\ Iy , n .
manieres de calculer les quantités approchées (uj)o <G<N4+LneN’ Nous en présentons

ou il reste & déterminer les valeurs (u

ici quelques-uns.

Les valeurs de (u)o<j<n41 sont fixées par la condition initiale. Celle-ci est
discrétisée comme suit :
VO<j<N-+1, u? = up(x;).
Comme mentionné ci-dessus, les conditions aux limites de (5.1) peuvent étre
de plusieurs types, mais leur choix n’intervient pas dans la définition des schémas.
Les conditions limites de Dirichlet homogenes (5.2) se discrétisent de la maniere

suivante :
* n__,n _
Vn e N*,  wy =upy,, =0.
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Dans le cas de conditions limites périodiques (5.3), on impose les relations suivantes :

* n__ ,n
Vn e N, ug = ujy,.

II nous reste a discrétiser I’équation aux dérivées partielles (5.1) en tant que
telle. Le principe d’une méthode de différences finies est de remplacer les dérivées
intervenant dans 1’équation considérée par des différences finies en utilisant des
formules de Taylor dans lesquelles on néglige les restes. Par exemple, on approche
la dérivée seconde en espace (le laplacien en dimension 1) par la formule suivante :

— 20—
(Ba)

(5.4)

- xzu(tn: xj) ~

En effet, la formule (5.4) vient de la formule de Taylor suivante :

—u(ty, zj — Ax) + 2u(ty, v;) — u(ty, v; — Ax) = —(A2)?0ppu(ty, ;)

(Az)* d'u 6
5 @(tn, zj)+ O ((Aw) ) )

Si Az est petit, la formule (5.4) est une “bonne” approximation (elle est naturelle,
mais pas unique). La formule (5.4) est dit centrée car elle est symmétrique en j.

Remarque 5.1. La formule (5.4) nécessite de définir les valeurs de uf pour j <0
ouj > N—+1. Dans le cas de conditions aux bords de Dirichlet homogenes, on impose

ui =0 pourtout j <0 ouj>N+1

Dans le cas de conditions limites périodiques, on impose

n o __

U;

Unyiq; pourj <0 et uf =ul n,q pour j > N+ 1.

Il ne nous reste plus qu’a appprocher la dérivée en temps J,u intervenant dans
I’équation. Plusieurs choix sont possibles, et en fonction de ce choix, on obtient
différents schémas numériques ayant des propriétés mathématiques différentes. Exa-
minons ici trois choix naturels possibles.

— Une premiere possibilité est de considérer une approximation aux différences

finies par la formule centrée

Owu(ty, x;) ~

ce qui aboutit a un schéma completement symmétrique par rapport a n et j
(appelé schéma centré ou schéma de Richardson) :
n+1 n—1

2At (Ax)?

U
= 0.
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Aussi “naturel” et évident soit-il, ce schéma est incapable de calculer
des solutions approchées de 'équation de la chaleur (5.1) (voir TP!).
Pour 'instant, indiquons simplement que la difficulté provient du caractere
centré de la différence finie qui approche la dérivée en temps. Dans le reste
du chapitre, nous nous concentrerons essentiellement sur ’analyse des deux
autres méthodes décentrées mentionnées ci-dessous.

— Un deuxieme choix consiste a utiliser un schéma de différences finies décentré
amont(on remonte le temps; on parle aussi de schéma d’Euler rétrograde)

1

u;l — u?_
8tu(tn,xj) ~ A7

qui conduit au schéma

1

n_

Y

n= —um oy
U uj 1+ 2“3 Y+

N (A2)?

= 0. (5.5)

— Un troisieme choix consiste a utiliser un schéma de différences finies décentré
aval(on avance dans le temps; on parle aussi de schéma d’Euler progressif)
n+1 N 1)
U uj

At

ou(ty,, ;) ~
qui conduit au schéma
uttt —

j i D—u?,l + Qu? — Uy
At (Az)?

~0. (5.6)

Notez que, quitte a décaler de 1 l'indice en temps n, le schéma (5.6) est
équivalent au schéma

1

n_

Y

n— n—1 n—1 n—1
u; u;—y + 2u; (i

N (Ba)?

~0. (5.7)

Les schémas numériques de différences finies peuvent se réécrire de maniere
équivalente en termes de systemes matriciels. Détaillons ces systemes linéaires dans
le cas de conditions aux bords de Dirichlet homogenes et de conditions aux bords
périodiques.

Dans le cas de conditions aux bords de Dirichlet homogenes, comme ug = ufy,; =
0 pour tout n € N, il suffit de connaitre la formule qui relie les valeurs du vecteur

U™ = (u?)1<j<n € RY aux valeurs du vecteur U"! := (u?_l)gjgzv € RY. Dans ce

j
cas, le schéma (5.7) se réécrit de maniere équivalente

Un __(]nfl

A AU =0, (5.8)
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et le schéma (5.5) se réécrit de maniere équivalente

Un _ Un—l )
ADlrUn =0 59
avec AP € RVXN 1a matrice définie par

2 1
2 i 0 .. ... 0 0
=1 2 =1 - . 0
s

0 X2 @ ez O 0

ADir — D .
-1 2 1

0 ) 0 Az? (Arl)2 A;Q 01

0 cee - A A

0 0 0 =z @Gy

Dans le cas de conditions limites périodiques, comme uy = 'y, pour tout n € N,
il suffit de connaitre la formule qui relie les valeurs du vecteur U" := (U?)lgjg N+1 €

RN*L aux valeurs du vecteur U ™! := (v 1) <j<n 11 € R¥*TL Dans ce cas, le schéma

j
(5.7) se rééerit de maniere équivalente

Ur — Un—l

APyt =0 5.10
NI : (5.10)
et le schéma (5.5) se réécrit de maniere équivalente
Un _ Un—l
————— + AU =0 5.11
avec APer ¢ RWHDX(N+1) 15 matrice définie par
2 -1 -1
@e? B2 0 =
S O 0
T
0 X2 @ ez O 0
APer =D . ..
—1 2 -1
. R A
0 ’ ' 0 Az? (Ax)2 Azx?
=L 0 cee 0 =L _2_
Axz? Axz? (Ax)?

Le schéma (5.5) est appelé schéma d’Euler implicite et le schéma (5.7) est ap-
pelé schéma d’Euler explicite. Cette dénomination vient de la remarque suivante :
la formule (5.7) (ou de maniere équivalente les formules 5.8 et (5.10)) donne une
expression explicite des valeurs de (u})o<j<ny+1 en fonction des valeurs précédentes
de (u?_l)ogjg ~+1 (ou de maniere équivalente du vecteur U™ en fonction du vecteur
U"1). En effet, pour le schéma d’Euler explicite, on a alors

Ut =U""1 - AtAU™ ! = (I — AtA) U™,
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avec A = AP™ ou A = AP en fonction du type de conditions aux limites considérées
et I la matrice identité.

A contrario, la formule (5.5) (ou de maniére équivalente les formules 5.9 et (5.11))
indique qu’il est nécessaire de résoudre un systeme d’équations linéaires pour calculer
les valeurs (u?)o<j<n—1 en fonction des valeurs précédentes (u} " )o<jcn1. En effet,
pour le schéma d’Euler implicite, on a alors

U" = I+ AtA)~ Ut

Il existe également beaucoup d’autres schémas! Un des buts de ’analyse numérique
va étre de comparer et de sélectionner les meilleurs schémas suivant des criteres de
précision, de cout ou de robustesse.

Remarque 5.2. Sl y a un second membre f(t,x) dans l’équation de la chaleur
(5.1), c’est-a-dire si I’équation auz dérivées partielles a résoudre s’écrit

Owu(t, ) — Ozu(t, z) = f(t, x),

alors les schémas se modifient en remplacant O au second membre par une ap-
prozimation de f(t,x) au point (t,,x;). Par exemple, si on choisit 'approximation
f(tn,z;), le schéma explicite (5.6) devient

n+1 n n n n

T — —u"_ 4+ 2u” — u”

J J j—1 J J+1 )
At +D (A$)2 _f(t’rhxj)?

ou de maniére équivalente
n—1 n—1 n—1 n—1
ut — U —us T 42U —
J J Jj—1 J j+1
At —|—D (A(L’)Q — f(tnflaxj)v

Dans le cas de conditions auz limites de Dirichlet, en notant F™"~' := (f(t,_1, Tj)1<j<n
on obtient alors 'expression du vecteur U™ en fonction du vecteur UM! comme suit

Ur — Unfl

ADirUn—l — Fn—l.
N

Exercice 5.3. Ecrire 'expression de U™ en fonction du vecteur U1 et du vecteur
F" = (f(tn, 1)) <j<n dans le cas d’un probléme de la chaleur avec second membre
et d’un schéma d’Euler implicite avec conditions limites de Dirichlet homogénes.

5.2 Consistance et précision

Bien sur les formules des schémas présentées ci-dessus ne sont pas choisies au
hasard : elles résultent d’une approximation de I’équation par développement de
Taylor comme nous 'avons expliqué plus haut. Pour formaliser cette approxima-
tion de I’équation aux dérivées partielles par des différences finies, on introduit la
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notion de consistance et de précision. Bien que pour l'instant nous ne considérons
que I’équation de la chaleur (5.1), nous allons donner une définition de consistance
valable pour n’importe quelle équations aux dérivées partielles que nous notons

F(u) =0.

Remarquons que F(u) est une notation pour une fonction de u et de ses dérivées
partielles en tout point (¢,x). De maniére générale, un schéma aux différences finies
est défini, pour tous les indices possibles n, j par la formule

Fatne ({U?j-_gl}m_ﬁmgmﬂk—gkgkﬁ') =0 (5.12)

ou les entiers m~,m™, k~, kT définissent ce qu’on appelle la largeur du stencil du

schéma. On appelle schéma a deux niveaux un schéma tel que m~ = —1 et m™ =0
(ou tel que m~ =0et m™ =1).
Exemple 5.4. Pour le schéma d’Euler explicite (5.7), m~ = —1,m™ =0, k= = —1,
kT =+1 et
n—1 n—1 n—1 n—1
ul! —u —ur 4 2ul —
n+m _ 3 J Jj—1 J J+1
FAt,Am <{uj+k }m*SmSmﬂk*ngk*) - At + (AJZ‘)Q

Le schéma d’Euler explicite est donc un schéma a deux niveaux.

Exercice 5.5. Ecrire la valeur dem™,m", k™=, k™ et de Faax ({U?i?}mfnger’kakSkJr)
pour le schéma d’Euler implicite (5.5). Est-ce un schéma a deuz niveaux ?

Définition 5.6. Un schéma aux différences finies (5.12) est dit consistant avec
Iéquation aux dérivées partielles F(u) = 0, si, pour toute solution u(t,x) suffisam-
ment réguliere de cette équation, l'erreur de troncature du schéma, définie par

FAt7A$ ({u (t + mAta x + kAm)}m*§m§m+,k*§k§k+) s (513)

tend vers 0, uniformément par rapport a (t,z) € Ry x Q, lorsque At et Ax tendent
vers 0 indépendamment. De plus, on dit que le schéma est précis a l'ordre p en
espace et a lordre q en temps si l'erreur de troncature (5.13) tend vers 0 comme
O ((Ax)P + (At)?) lorsque At et Ax tendent vers 0.

Remarque 5.7. Il faut prendre garde dans la formule (5.12) a une petite ambiguité
quant a la définition du schéma. En effet, on peut toujours multiplier n’importe
quelle formule par une puissance suffisamment élevée de At et Ax de maniere a
ce que ’erreur de troncature tende vers 0. Cela rendrait consistant n’importe quel
schéma ! Pour éviter cet inconvénient, on supposera toujours que la formule

FatAx ({U?_t]:n}m_gmgm+,k—§k§k+) =0

a été écrite de telle maniere que, pour une fonction réguliére u(t, z) qui n’est pas une
solution de l’équation F(u) =0, la limite de l’erreur de troncature n’est pas nulle.
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Concretement, on calcule l'erreur de troncature d’un schéma en remplagant
n+m

ujly" dans la formule (5.12) par u(t + mAt,x + kAz). Comme application de la
Définition 5.6, nous allons montrer le lemme suivant.

Lemme 5.8. Le schéma explicite (5.7) est consistant, précis a l'ordre 1 en temps
et 2 en espace pour l’équation de la chaleur (5.1). De plus, si on choisit de garder
constant le rapport D% = %, alors ce schéma est précis a l'ordre 2 en temps et 4
en espace.

Démonstration. Soit v(t,z) une fonction de classe C®. Par développement de Taylor
autour du point (¢,z), on calcule erreur de troncature du schéma (5.7)

v(t+ At,z) —v(t, z)

At
—v(t,x — Az) + 20(t,x) — v(t, z + Ax)
+D (Az)?
= (8ﬂ)(t, CU) - Daa::nv(t7 ZL‘))
At (Az)®
+ TattrU(t? x) —D B ax:rzm:v(t? LL’)
+O (A1) + (Ax)").

Si v est une solution de I’équation de la chaleur (5.1), on obtient ainsi aisément
la consistance ainsi que la précision a l'ordre 1 en temps et 2 en espace. Si on

suppose de plus que D(AA—;)Q = %, alors les termes en At et en (Az)? se simplifient
car Ot = DOyyt = D%y O

Exercice 5.9. Montrer que le schéma implicite (5.5) est consistant, précis a l’ordre
1 en temps et 2 en espace.

5.3 Stabilité et analyse de Fourier

Pour simplifier les idées, nous supposons dans cette section (sauf mention du
contraire) que des conditions aux bords de Dirichlet homogenes sont imposées. Mais
les notions présentées ci-dessous s’étendent bien évidemment sans difficulté a tous
types ed conditions aux limites.

Pour tout U := (uj)1<j<y € RY, nous définissons pour tout 1 < p < 400 la

norme :
N 1/p
U, = (Z Aﬂ?\uﬂp) : (5.14)
j=1

et

[Ullo := max |u;].
1<j<N

Nous introduisons ici la notion de schéma stable pour une certaine norme.
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Définition 5.10. Soit 1 < p < 400. Un schéma aux différences est dit incondition-
nellement stable pour la norme LP s’il existe une constante K > 0 indépendante de
At et de Ax (lorsque ces valeurs tendent vers 0) telle que

1U™|l, < K||U°|| pour tout n € N, (5.15)

quelle que soit la donnée initiale U°. Si (5.15) n’a lieu que pour des pas At et Ax
astreints a certaines inégalités, on dit que le schéma est conditionnellement stable.

Remarque 5.11. Puisque toutes les normes sont équivalentes dans RY, le lecteur
trop rapide pourrait croire que la stabilité par rapport a une norme implique la sta-
bilité par rapport a toutes les normes. Malheureusement, il n’en est rien et il existe
des schémas qui sont stables par rapport a une norme mais qui ne le sont pas par
rapport a une autre. En effet, le point crucial de la Définition 5.10 est que la majo-
ration est uniforme par raport a Ax alors méme que les normes définies par (5.14)
dépendent de Ax.

Définition 5.12. Un schéma aux différences finies est dit linéaire si la formule
n+m

n+m . . e - - o \
FAtAx({ujJrk ) =0 qui le définit est linéaire par rapport a ses arguments wi g
La stabilité d’un schéma linéaire a deux niveaux est tres facile a interpréter. En
effet, par linéarité tout schéma linéaire a deux niveaux peut s’écrire sous la forme
condensée

Ut =MUu™! (5.16)

olt M est un opérateur linéaire (une matrice, dite d’itération) de R dans RY. Par
exemple, pour le schéma explicite (5.7), la matrice M vaut

1—2¢ c 0 0 0

c 1—2¢ c 0 . 0

0 c 1—2¢c ¢ 0 0

M = (I — AtAP") = : . . . :
0 0 c 1—2c c 0

0 0 c 1-2¢c ¢
0 0 0 c —2c

_ At
avec ¢ = D—(M)z.

Exercice 5.13. Ecrire la matrice M d’itération du schéma (5.5) en fonction de
AP et At.

A T’aide de cette matrice d’itération, on a
U =m"u°
et par conséquent la stabilité du schéma est équivalente a

|1A"U°, < K||U°||,, VneN, YU® € RY.
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On introduit la norme matricielle subordonnée :

I1PUl,

UeRN, U#£0 ”U“p ‘

VP e RVN, Pl =

La stabilité du schéma en norme L? est alors équivalente a
|M™||z» < K, ¥n €N,

Deux notions de stabilité sont particulierement importantes pour l'analyse de
schémas numériques aux différences finies pour I’équation de la chaleur : la stabilité
en norme L™ et la stabilité en norme L?. Nous détaillons les techniques de preuve
usuelles pour ces deux types de stabilité dans les sections suivantes.

5.3.1 Stabilité en norme L

La stabilité en norme L est tres liée au principe du maximum discret dont nous
donnons la définition ci-dessous.

Définition 5.14. Un schéma aux différences finies vérifie le principe du maximum
discret si pour tout n € N et pour tout 1 < j < N on a

min (0, min ug) < u’; < max (0, max uQ)

0<j<N+1 0<j<N+1 7
quelle que soit la donnée initiale U°.

Remarque 5.15. Dans le Définition 5.14, les inégalités tiennent compte non seule-
ment du minimum et du mazimum de U° mais aussi de 0 qui est la valeur imposée
au bord par les conditions de Dirichlet. Cela est nécessaire si la donnée initiale U°
ne vérifie pas les conditions auz limites de Dirichlet (nous verrons dans un prochain
chapitre que cela peut effectivement étre le cas), et inutile dans le cas contraire.

Le principe du maximum discret permet de démontrer le résultat suivant.

Lemme 5.16. Le schéma explicite (5.7) est stable en norme L™ si et seulement si
la condition

2DAt < (Az)? (5.17)

est satisfaite. On appelle la condition (5.17) la condition de Courant-Friedrich-Lewy
ou condition CFL.

Pour la petite histoire, la condition de stabilité (5.17) fut découverte en 1928
(avant l’apparition des premiers ordinateurs!). C’est une des remarques les plus
profondes de 'analyse numérique.
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Démonstration. Le schéma d’Euler explicite peut se réécrire sous la forme

§ At At N L At

Si la condition CFL est vérifiée, alors (5.18) montre que u} est une combinaison

n—1 n—1 n—1

convexe des valeurs au temps précédent u;—;, uj™ ", uj ;. En effet, tous les coeffi-

cients dans le membre de droite de (5.18) sont positifs et leur somme vaut 1. En
particulier si la donnée initiale U est bornée par deux constants m et M telles que

m<u) <M, VO<j<N+1,

alors une récurrence facile montre que les mémes inégalités restent vraies pour tous
les temps ultérieurs

min(0,m) < u; < max(0, M), Y0<j<N+1,
en prenant en compte les conditions aux limites de Dirichlet. Le schéma (5.7) vérifie

donc le principe du maximum discret et est donc stable en norme L.

Supposons maintenant au contraire que la condition CFL ne soit pas vérifiée,
c’est-a-dire que
2DAt > (Az)?.

Alors pour certaines données initiales, le schéma n’est pas stable (il peut étre stable
pour certaines conditions initiales exceptionnelles, par exemple pour U° = 0!). Pre-
nons la donnée initiale définie par

u) = (1), VO<j < N +1,

qui est bien uniformément bornée.
Une récurrence facile montre alors que pour tout 0 < j < N + 1,

uy < 0sin+jestimpair et uj > 0sin+jest pair.
En conséquence, en utilisant (5.18), pour tout n € N*, on obtient que

At
(Az)?

(RG] i)

312 |

et une récurrence facile montre alors que

n

At

"> 12D —
1> 20

On obtient donc que |u}| —, 4 +00 et le shéma n’est donc pas stable en norme
L. [
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Exercice 5.17. Montrer que le schéma implicite (5.5) est stable en norme L™ quels
que sotent les pas de temps At et d’espace Ax. On dit que le schéma d’Euler implicite
est inconditionnellement stable en norme L*°.

Indication : On supposera que la condition initiale U° est telle qu’il existe deux
constantes m < 0 < M telles que

m<u) <M, V1I<j<N,
et on cherchera a prouver (par récurrence) que pour tout n € N*,
mgu?SM, vV1<j <N,

et ceci sans condition sur At et Az.

5.3.2 Stabilité en norme L2

De nombreux schémas vérifient le principe du maximum discret mais sont néanmoins
de “bons” schémas. Pour ceux-la, il faut vérifier la stabilité dans une autre norme
)
que la norme L*®. La norme L? se préte tres bien & I'étude de la stabilité grace a
I'outil tres puissant de ’analyse de Fourier que nous présentons maintenant. Pour
ce faire, nous supposons désormais que les conditions aux limites pour ’équation de
la chaleur sont des conditions aux limites de périodicité. Rappelons que dans ce cas
)
a chaque itération n € N* du schéma numérique, nous devons déterminer le vecteur
._ N+1
U™ == (uj)igjen1 € RYTL

A chaque vecteur U™ := (u})i<j<ni1, on associe une fonction définie sur R,

constante par morceaux, périodique de période 1 et définie sur [0, 1] par

u(z) = ul

Goosixjyp <@ < Tjiay,

avec Tjp12 = (j + 1/2)Az pour 0 < j < N, 2_1/ = 0 et oy41412 = 1. Ainsi
définie, la fonction u™(x) est périodique de période 1 et appartient a L*(0,1). Or,
d’aprés 'analyse de Fourier, on peut écrire une telle fonction u"(x) en utilisant sa
décomposition en séries de Fourier :

u'(z) =Y @ (k)™

kEZ

avec )
u" (k) :/ u"(x)e 2 dg
0

On a de plus la formule de Plancherel

/0 ()P = 3 [ (k)

kEZ
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Rappelons qu'une propriété (importante pour la suite) de la transformée de Fourier

des fonctions périodiques est la suivante : si on note v"(z) := u"(z + Ax), alors
(k) = a"(k)e*mhar,

Expliquons maintenant la méthode sur ’'exemple du schéma explicite (5.7). Avec
les notations introduites ci-dessus, on peut réécrire ce schéma, pour 0 < x <1,

u™(z) —u"(z) —u" Nz — Ax) + 2u™ ) — u" "z + Ax)

D =0.
Al i (A7)
Par application de la transformée de Fourier, il vient
an(k) —(1=D At (_62i7rkAa: 19— €2i7rkAx) an—l(k)
(Az)?
Autrement dit,
a" (k) = M(k)a"~' (k) = M(k)"a’(k),
avec
At At
M(k):=1-— 2D<A—$)2 (1 —cos(2mkAz)) =1 — 4DW (sin(rkAx))® .

Pour k € Z, le coefficient de Fourier u™(k) est borné lorsque n tend vers I'infini si et
seulement si le facteur d’amplification vérifie |M (k)| < 1, ¢’est-a-dire

At
(Ax)?

4D (sin(rkAxz))® < 2,
soit

29DAL (sin(rkAzx))® < (Az)2. (5.19)

Si la condition CFL (5.17) , i.e. 2DAt < (Axz)? est satisfaite, alors I'inégalité (5.19)
est vraie quel que soit le mode de Fourier k € Z, et par la formule de Plancherel, on
en déduit

JUm 2 = / ()P e = Y P < 3 @0k = / ()2 dir = [[TU°2,

k€Z keZ

ce qui n'est rien d’autre que la stabilité L? du schéma explicite. Si la condition
CFL n’est pas satisfaite, le schéma est instable. En effet, il suffit de choisir Az
(éventuellement suffisammenet petit) et ko (suffisamment grand) et une donnée ini-
tiale ayant une seule composante de Fourier non nulle u°(k) # 0 avec mkoAz =~ /2
(modulo 7) de telle maniere que | M (ko)| > 1. On a donc démontré le lemme suivant :

Lemme 5.18. Le schéma explicite (5.7) est stable en norme L* si et seulement si
la condition CFL 2DAt < (Ax)? est satisfaite.
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Exercice 5.19. Montrer que, pour des conditions aux limites périodiques, le schéma
implicite (5.5) est stable en norme L?.

Remarque 5.20. Traduisons sous forme de “recette” la méthode de l’analyse de
Fourier pour prouver la stabilité L? d’un schéma. En utilisant les notations ci-dessus,
on obtient une relation

an (k) = M(k)a (k)

et on en déduit la valeur du coefficient d’amplification M (k). On appelle condition
de stabilité de von Neumann l'inéqgalité

IM(k)| <1, VkeZ.

Si la condition de stabilité de von Neumann est satisfaite (avec éventuellement des
relations sur At et Az ), alors le schéma est stable pour la norme L?*, sinon il est
instable.

Remarque 5.21. On peut également montrer que le schéma explicite (5.7) avec
conditions limites de Dirichlet est stable en norme L? si et seulement la condition
CFL 2DAt < (Ax)?. La preuve est juste un peu plus pénible que dans le cas de
conditions de bords périodiques. De méme, le schéma implicite (5.5) avec conditions
limites de Dirichlet est inconditionnellement stable en norme L2.

5.4 Convergence

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer la convergence des schémas
de différences finies. Le principal résultat en ce sens est le Théoreme de Lax qui
affirme que, pour un schéma linéaire a deux niveaux, consistance et stabilité implique
convergence.

Théoréme 5.22 (Théoreme de Lax). Soit u(t,z) la solution suffisamment réguliére
de équation de la chaleur (5.1) (avec des conditions aux limites appropriées). Soit
uy la solution unmérique discrete obtenue par un schéma de différences finies avec la
donnée initiale ug = uo(z;). On suppose que le schéma est linéaire, a deur niveauz,
consistant et stable pour une norme || - ||, pour 1 < p < +oo. Alors, le schéma est
convergent au sens ou

vT >0, lim (sup ||e”||p) =0, (5.20)
a T

t,Az—0 tn<

avec e le vecteur “erreur” défini par ses composantes €] = u — u(ty, z;).
De plus, si le schéma est précis a ['ordre q en espace et a l'ordre r en temps,
alors pour tout T" > 0 il existe une constante Cr > 0 telle que

sup |le"]l, < Cr ((Az)? + (At)"). (5.21)

0<t, <T
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Démonstration. Pour simplifier, on suppose que le schéma est discrétisé avec des
conditions aux limites de Dirichlet. La méme démonstration est aussi valable pour
des conditions aux limites de périodicité. Un schéma linéaire a deux niveaux peut
s’écrire sous la forme condensée (5.16), i.e.

Urtt = MU™, (5.22)
ou M est la matrice d’itération (carrée de taille N). Soit u la solution (supposée
suffisamment réguliere) de I’équation de la chaleur (5.1). On note U™ := (ﬁ?)KKN €
RY avec u = u(ty, z;). Comme le schéma est consistant, il existe un vecteur €" tel

que . ~
U™ = MU™ + Ate”, avec lim ||€"]|, =0, (5.23)
At,Az—0

)

et la convergence de €™ est uniforme pour tous les temps 0 < ¢, < T'. Si le schéma
est précis a 'ordre ¢ en espace et a I'ordre r en temps, alors

["]l, < C((Az)T + (A1)").

En posant e} = u} — u(t,,x;), on obtient par soustraction de (5.23) a (5.22)

"t = Me" — Ate™,
d’ou par récurrence

" = M"e® — At Z MR (5.24)
k=1
Or la stabilité du schéma veut dire que ||U"||, = ||M"U°||, < K||U°||, pour toute

donnée initiale, c’est-a-dire que || M"||z» < K ou la constante K ne dépend pas de
n. D’autre part, € = 0, donc (5.24) donne

le™ll, < At M| olle ], < AtEC ((Az)" + (At)"),
k=1

ce qui donne l'inégalité (5.21) avec la constante Cp = TKC. La démonstration de
(5.20) est similaire. O

Remarque 5.23. Le Théoréeme de Lax est en fait valable pour toute équation aux
dérivées partielles linéaire. Il admet une réciproque au sens ou un schéma linéaire
consistant a deuxr niveaux qui converge est nécessairement stable. Remarquer que la
vitesse de convergence dans (5.21) est exactement la précision du schéma. Enfin, il
est bon de noter que cette estimation (5.21) n’est valable que sur un intervalle borné
de temps [0, T] mais qu’elle est indépendant du nombre de points de discrétisation

N.
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Chapitre 6

Problemes d’évolution
paraboliques

Ce chapitre est une breve introduction a I’étude mathématique et numérique
d’équations aux dérivées partielles dépendant du temps. Ici, nous étudierons surtout
I’équation de la chaleur. Nous renvoyons a [7, 1, 5, 13] pour une présentation plus
détaillée.

6.1 Préliminaires

6.1.1 Lemme de Gronwall

Avant de rappeler le lemme de Gronwall, nous donnons ici la définition d’une
fonction absolument continue a valeurs dans un espace de Banach.

Définition 6.1. Soit I C R un intervalle de R et soit X un espace de Banach.
On dit qu’une fonction continue u : I — X est une fonction absolument continue
si et seulement si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute suite finie

(0n)n<n, (Bn)n<n C I tels que
(anaﬁn> N (Oém, ﬁm) == @ Vn 7é m

Z’ﬂn_an| §57

neN

et

alors

> () — ulan)llx < .

neN

Proposition 6.2. Une fonction f est absolument continue sur un intervalle compact
I =a,b] CR siet seulement si il existe une fonction g € L*([a,b]) telle que

Veelabl, f@) - f(a) = / Cg(t)

105
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Remarque : Les fonctions absolument continues sont uniformément continues et
différentiables presque partout. Les fonctions Lipschitz sont absolument continues.
Le lemme suivant est tres classique et tres utile :

Lemme 6.3 (Gronwall). Soit T' > 0. Soit n une fonction positive absolument conti-
nue sur [0,T] et vérifiant :

' (t) < @(t)n(t) + (1)

pour tout t € [0;T], ot @ et ¢ sont des fonctions positives de L*(0,T). Alors
t
el ) <0 (4o)+ [ usas).
0

6.1.2 Rappels sur I’espace H ()

Définition 6.4. Soit Q un ouvert de R%. On note H1(Q) l’espace vectoriel des
distributions T' € D'(2) telles qu’il existe une constante C' telle que

Vo e D), [T, ¢)ppl < Cllella

Remarque : Il est clair que L*(Q2) C H'(Q). En effet, si f € L*()

Ve e D),  [(fiv)pol= ‘/thp’ < [[flle=llellez < N Fllz2ll el

Théoréme 6.5. On peut identifier H ' (Q) au dual topologique de H}(S).

Démonstration. Soit T € H~'(). L’application linéaire
D)3 o= (T, ¢)pp

est continue sur D(Q) muni de la norme H'. Comme D(Q) est dense dans Hj ()
pour cette norme, cette application se prolonge (de maniére unique) en une appli-
cation linéaire continue sur H{(£2), notée

Hy(92) 3 9= (T, )1,
qui vérifie en particulier
Vo e D(Q),  (T.p)y-1m = (T ¢)p .

On peut donc associer a tout 7' € H~!(Q) un élément du dual topologique de H} ()
(i.e. de lespace vectoriel des formes linéaires continues sur Hj(€2)). On définit ainsi

{0 T ey
' T — <T7'>H*1,H3'
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Réciproquement, soit L € (H}(€2))'. Tl existe une constante C' telle que
Vo € Hy(Q),  |IL(9) < Cllelm.
Si on restreint L & D(2) C H{(£2), on obtient une forme linéaire sur D(§2) qui vérifie
Vo e D(Q),  [Llg)| < Cllella

Il reste a vérifier que L est une distribution (c’est-a-dire qu’elle est continue sur D(2)
pour la topologie de D(£2)). Soit donc K compact inclus dans 2 et ¢ € D (). 11
vient

1/2
IL(p)| < Cllellm < C ([lell7> + [[Vell72) *
Or ||l¢llr2 < V/|K| sup |p| et [|[Vo|rz < /|K]| sup |Vyl|. Donc

L) <C" sup  |0%].

la|<1, ze K

Donc L définit une distribution (d’ordre < 1). On définit ainsi

[ (Ho(Q)) H=(Q)

On vérifie sans difficulté que avo 5 = Iy (q)y et que S o a = Ig-1(q). m

Proposition 6.6. (Caractérisation des éléments de H™'). Soit Q un ouvert de RY.
Une distribution T appartient a H=(Q) si et seulement si il existe, pour tout |a| < 1
une fonction g, € L*(Q2) telle que

T = Z 0%Gq.

lo|<1

Démonstration. 11 est clair que si T est de la forme

T= Z 0%Ga

o<1
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avec g, € L*(Q), on a

Vo eD(Q), [T, 0ol =D 0"ga )p 0l

o<1
< (=) g, 06}

lal<1
= > (=D ga, 0%0) 2]

lal<1
< S lgallzlooglze

|| <1

< [ 3 galez | Il

|| <1

Donc T'€ H~1(Q). La réciproque est plus délicate et admise ici. O]

Conséquences : on a les inclusions
D(Q) C HY(Q) C L*(Q) c H1(Q) CcD'(Q)

et on a par ailleurs pour T' € L*(Q) et p € D(Q),

(T, ) =T, )1,z = (T, )12 z/QTsO-

L’espace L%()) est appelé I’ “espace pivot” de ces dualités.

6.2 Les espaces de Bochner

6.2.1 Intégrale de Bochner

Dans cette section, nous introduisons la notion d’intégrale de Bochner, qui per-
met de généraliser la notion d’intégrale de Lebesgue, a des fonctions a valeurs dans
un espace de Banach.

Dans toute cette section, on considére a,b € R U {£oo} et X un espace de
Banach.

Définition 6.7. Une fonction f : [a,b] — X est dite mesurable si et seulement si
pour tout ensemble ouvert B C X, l'ensemble f~'(B) est un ensemble borélien de

[a, b].
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On voit aisément que cette définition est une extension directe de la notion
de mesurabilité pour des fonctions a valeurs scalaires (ou a valeurs dans R"™ avec
n € N*). Le théoreme suivant est également une extension directe d’un résultat que
vous connaissez bien pour des fonctions a valeurs scalaires.

Théoréme 6.8. Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables définies sur [a, b
a valeurs dans X. Si (fn)nen converge simplement (dans X ) vers une fonction f :
la,b] — X, alors f est une fonction mesurable.

Comme pour l'intégrale de Lebesgue, nous allons définir 'intégrale de Bochner
comme la limite d’intégrales d’une suite de fonctions étagées. Dans notre cas, on
appellera une fonction étagée toute fonction s : [a,b] — X telle qu’il existe M € N*,
Uy, -+ ,upy € X et By, -+, By des sous-ensembles boréliens de [a,b] de mesure de
Lebesgue finie tels que

Ve fabl, s(t)=> tmxs,(t),

ou xp : |a,b] — {0,1} désigne la fonction caractéristique du sous-ensemble B C
la, b].

Pour une telle fonction, on peut définir son intégrale de Bochner comme 1’élément
de X suivant :

/ s(t) di = upA(Bn) € X,
[a,b]

ou A désigne la mesure de Lebesgue sur l'intervalle [a, b].

Exercice 6.9. Montrer que si s : [a,b] — X est une fonction étagée, alors

H/ s(t) dt g/ s (t)]|x .
[a,b] X [a,b]

Pour définir I'intégrale de Lebesgue, nous utilisions dans le cas scalaire le résultat
crucial suivant : toute fonction mesurable (a valeurs scalaires) peut étre vue comme
la limite simple d’une suite de fonctions étagées. Il se trouve que ce résultat n’est pas
toujours valide dans le cas d’espaces de Banach généraux, ce qui justifie la définition
suivante :

Définition 6.10. On dit qu’une fonction f : [a,b] — X est Lebesgue-mesurable s’il
existe une suite de fonctions étagées (s,)nen qui converge simplement vers f presque
partout sur |a,b] (au sens de la mesure de Lebesque).

Exercice 6.11. Montrer que si une suite (f,)nen de fonctions Lebesque-mesurables
converge simplement presque partout vers une fonction f, alors f est une fonction
Lebesgue-mesurable.
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Les notions de mesurabilité et de Lebesgue-mesurabilité ne sont pas équivalentes
en général. La Lebesgue-mesurabilité implique la mesurabilité comme l'indique la
proposition suivante.

Proposition 6.12. Soit une fonction f : [a,b] — X Lebesque-mesurable. Alors f
est mesurable.

La réciproque est fausse en général. Elle est cependant vraie dans le cas ou
Iespace X est un espace séparable au sens de la définition suivante.

Définition 6.13. Un espace de Banach X est dit séparable s’il existe un sous-
ensemble dense de X au plus dénombrable.

Exercice 6.14. Un espace de Hilbert séparable (i.e. muni d’une base hilbertienne)
est un espace de Banach séparable au sens de la Définition 6.135.

En pratique, tous les espaces de Banach que vous connaissez (espaces de Lebesgue
L?, de Sobolev H*...) sont des espaces séparables. Si X est un espace de Banach
séparable, on a alors le résultat suivant :

Théoreme 6.15. Soit X un espace de Banach séparable. Alors, pour toute fonction
f i [a,b] = X mesurable, il existe une suite (s,)nen de fonctions étagées définies sur
[a,b] a valeurs dans X telle que (Sy)nen converge simplement vers f presque partout
(au sens de la mesure de Lebesgue) sur [a, b.

Autrement dit, si X est un espace de Banach séparable, toute fonction f : [a, b] —
X est mesurable si et seulement si elle est Lebesgue-mesurable.

Pour pouvoir définir I'intégrale de Bochner, nous avons besoin de définir la notion
de fonction intégrable dans notre contexte. C’est le but de la définition suivante.

Définition 6.16. Une fonction f : |a,b] — X est dite intégrable si et seulement si
il existe une suite (s,)nen de fonctions étagées telles que
(i) (Sn)nen converge simplement vers f presque partout sur |a,b| ;

(ii) If = snllx — 0.
[a,b] n—-+0o0o

Le théoreme suivant énonce une formulation équivalente de la notion d’intégrabilité,
qui vous sera probablement plus familiere.

Théoréme 6.17 (Critere d’intégrabilité de Bochner). Une fonction f : [a,b] — X
est intégrable si et seulement st

/ | f ()|l x dt < +oo.
[a,0]

Nous sommes armés a présent pour pouvoir définir I'intégrale de Bochner d’une
fonction intégrable.
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Théoreme-Définition 6.18. Soit f : [a,b] — X une fonction intégrable et (Sy,)nen
une suite de fonctions étagées vérifiant les propriétés (i) et (ii) de la Définition 6.106.
Alors, lintégrale de Bochner de f sur [a,b] est définie par

f= lim Sn.-
/[a,b} nt0 Ja )

On a de plus la propriété suivante :

. 6.1
‘AﬂfXSAMWM (6.1)

Une propriété tres importante de l'intégrale de Bochner est donnée dans la pro-
position suivante.

Proposition 6.19. Soit Y un espace de Banach et T : X — Y wune application
linéaire continue. Si f : [a,b] — X est intégrable, alors T(f) : [a,b] — Y est

intégrable et
([ 1)=[ 10
[a.b] [a.b]

Exercice 6.20. Soit H un espace de Hilbert, v € H et f : [a,b] — H une fonction
intégrable. Montrer que

< [mb]f(t) dt,v>H :/[mb](f(t),v)Hdt.

Le théoreme de convergence dominée de Lebesgueque est toujours valide pour
I'intégrale de Bochner. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Théoréme 6.21 (Théoréeme de convergence dominée de Lebesgue pour l'intégrale
de Bochner). Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur [a,b] et a valeurs dans
X, et f:]a,b] = X telles que
— fu(t) —nsi00 f(t) dans X pour presque tout t € |a,b];
— II eziste une fonction g € L'([a,b],R) telle que pour tout n € N, || fn(t)]|x <
g(t) pour presque tout t € [a;b].
Alors, f est intégrable et

[]wuw—ﬂmum—%a
a,b
ce qui 1mplique que

fu)dt — f(t)dt dans X.

[a.b] =400 Jlab)
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Exercice 6.22. Démontrer le théoreme 6.21 en utilisant le Théoréme de Conver-
gence Dominée de Lebesque pour les fonctions a valeurs réelles. On commencera
tout d’abord par montrer que [a,b] > t — | f(t)||x est une fonction intégrable sur

[a, b].

Une extension immédiate des notions vues dans cette section permet de définir les
fonctions f : [a,b] X [¢,d] — X intégrables sur [a, b] X [c, d] & valeurs dans un espace
de Banach X ainsi que leur intégrale de Bochner. Pour de telles fonctions, il existe
également un théoreme de Fubini pour des fonctions intégrables pour l'intégrale de
Bochner, similaire a celui que vous connaissez pour l'intégrale de Lebesgue. Plus
précisément, on a

Théoréme 6.23 (Fubini).

Exercice 6.24. Une extension immédiate permet de définir les fonctions f : |a, b] X
[e,d] — X intégrables sur |a,b] X [c,d] ainsi que leur intégrale de Bochner. Montrer
que le théoreme de Fubini est toujours valide dans ce contexte.

Nous terminons cette section par un dernier théoreme, tres utile, qui s’appelle le
théoreme de différentiabilité de Lebesgue.

Théoreme 6.25. Soit X un espace de Banach

Démonstration. Commencons par prouver le résultat dans le cas ou X = R, i.e.
dans le cas O

6.2.2 Espaces dépendant du temps

Dans cette section, nous introduisons plusieurs espaces fonctionnels adaptés a
I’étude des équations d’évolution, et qui seront a la base de la définition des solutions
faibles.

Le contenu de ce chapitre peut étre trouvé en détails dans [7, Section 5.9.2 et
Appendice E.5].

L’idée générale est de séparer la variable temporelle en voyant u(t,z) non pas
comme une fonction des deux variables ¢ et x, mais plutot comme une fonction de
t a valeurs dans un espace de fonctions de la variable x :

w:t {x—u(t )}

Soit X un espace de Banach et I un intervalle de R. Nous noterons C*(I, X),
k > 0, 'espace des fonctions k fois continuement dérivables sur I a valeurs dans
X. De méme on peut définir 'espace LP(I, X) contenant les fonctions u : I — X
(définies presque partout et mesurables en un sens approprié, voir 'appendice E.5
de [7]) telles que la fonction ¢ — |u(t)|y appartient a l'espace usuel LP(I,R) :

/Hu(t)”g( dt < oo,
I
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Tous ces espaces sont eux-mémes des espaces de Banach lorsqu’ils sont munis des
normes associées :

k
lulerr,x) = Z SUPrer Hu(m) (t)Hx’
m=0

1/p
||u||Lp<I,X>:(/I ||u<t>uf;<dt) Cl<pen

lul Lo (1, x) = SuPser |ul®)] x -

De fagon similaire, on dit que u € L (I, X) si u € L*([a; ], X) pour tout [a;b] C I,
a,b € R. Notons que si X est un espace de Hilbert, alors L?(I, X) est aussi un espace

de Hilbert muni du produit scalaire

(1)) = [ Cule) (0 .
Nous utiliserons souvent des espaces du type L?(I, H5(Q2)) ou L*(I, H"(2)). Ce
sont tous des espaces de Hilbert.

Si u € LP(I, H*(Q)) pour un ouvert régulier Q2 C R% avec p > 1 et k > 1, alors
on peut évidemment définir Vu par

Vu:t— {z— Vu(t,x)}.

Bien sitir dans ce cas Vu € LP(I,(H*1(Q))?).

Nous aurons besoin dans la suite de définir la notion de dérivée faible temporelle

pour des fonctions appartenant a de tels espaces. Cette notion est donnée dans le
Théoreme-Définition 6.26.

Théoreme-Définition 6.26 (Dérivée faible temporelle). Soit I un intervalle ouvert
de R, X un espace de Banach. On dit que v € LL (I, X) est la dérivée faible de

loc

uwe Ll (I,X) (et on note v ="1') si et seulement si

Vi € C(I,R), /I S)o(t)dt = — /I S (#ult)dt dans X. (6.2)

Exercice 6.27. Montrer que si X est un espace de Hilbert et si wi,wy € L (I, X)
vérifient [, wi(t)p(t)dt = [, ws(t) @(t)dt pour toute fonction ¢ € CX(I), alors
nécessairement u(t) = w(t) pour presque tout t € I. En déduire que la dérivée

faible de w définie par (6.2) est définie de maniére unique.
Le résultat de I'Exercice 6.27 reste valable pour un espace de Banach X général.

Remarque 6.28. La dérivée faible est juste la dérivée au sens des distributions,
mazis pour la distribution w a valeurs vectorielles, c’est-a-dire dans ’espace X .
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Nous avons le lemme suivant, qui se montre de maniere analogue que dans le cas
de fonctions a valeurs scalaires.

Lemme 6.29. Soit u € L (I, X) telle que u'(t) = 0 pour tout t € I. Alors, il existe

loc

ug € X tel que u(t) = ug pour presque tout t € I.

Preuve : Soit n € C°(I) telle que [, =1 et soit a € I. Pour toute fonction
peCx(I),ona

p(t) = An(t) +¢' (1),
ot A= [, p(t)dt et ¢(t) = [l [p(s) — An(s)] ds. On a alors

/ u(t)p(t) dt = A / u(t)n(t) dt + / w(t)/(t) dt,

I I I
= ([emat) - [wewma—u( [ o).
I I I
ott up := [; An(t)u(t)dt. En utilisant des arguments similaires & ceux de I’Exer-
cice 6.27, ceci implique bien que u(t) = uy pour presque tout t € I. &

La dérivée faible possede des propriétés intéressantes qui nous seront utiles par
la suite, que nous donnons dans la Proposition 6.30.

Proposition 6.30. Soit X un espace de Banach. Soit v € L _(Ja,b], X) tel que
v € Li (Ja,b[, X). Alors,

loc

t
u(t) —u(s) = / ' (7)dr,  pour presque tout t,s € I. (6.3)

Preuve : Montrons d’abord qu'il existe ug € X tel que u(t) — fst ' (T)dr =
pour presque tout ¢ € I. Notons v(t) := fst u'(T) dt pour tout ¢ € I. Montrons tout
d’abord que

V'(t) = u'(t).

Soit ¢ € C°(1,R) et soit ¢, d €la, b tel que [c,d] Cla,b] et {s} USuppy C [c,d].
t
/ V' (t)e(t) dt = —/ ¢'(t) (/ u'(7) dT) dt.
}Crd[ }(Z,b[ S

La fonction (¢,7) € [¢,d] X [¢,d] — ¢'(t)u/(T) est une fonction intégrable sur [c, d] x



6.2. LES ESPACES DE BOCHNER 115

[c, d]. On peut donc appliquer le théoréme de Fubini (voir Exercice 6.24) pour obtenir

_ /] L0 ( / () dT) dt = — / ’ ( / * () dt) ar + / S ( / " (O (7) dt) dr

= /sdga(T)u’(T) dr + /CS o(T)u (1) dr
= /[C’d] o' (T)u'(7) d.

Cette derniere égalité prouve bien que u/(t) = v'(t) pour tout t €]a, b[. Donc il existe
ug € X tel que

u(t) = ug —i—/ u' (1) dr. (6.4)

Il nous reste a prouver que uy = u(s). En utilisant le théoréeme de convergence do-
minée, on peut montrer aisément que la fonction v est continue (voir Exercice 6.22).
Ceci implique, en utilisant la formule (6.4) que la fonction u est continue. De plus,
toujours en utilisant le théoréme de convergence dominée, on montre que v(t) : 0,

ce qui montre que nécessairement uy = u(s). &

Exercice 6.31. Soit X un espace de Banach. Soit u € Li (Ja,b[, X) tel que u' €

loc

L (Ja,b[, X). Montrer que
t+h)—u(t
}llirr(l) ult + QL utt) = u'(t) dans X,  pour presque tout t € I, (6.5)
—

6.2.3 Théoréme de Aubin-Lions

S’il n’est pas tres difficile de définir ce qu’est une solution faible pour une équation
aux dérivées partielles (linéaire), il n’est en revanche a priori pas du tout évident
de donner un sens précis aux conditions initiales : que peut bien vouloir dire u(t =
0) = ug si u n’est définie que presque partout en ¢ 7

Voici maintenant un résultat fournissant une meilleure régularité pour v lorsque
I'on sait dans quel espace fontionnel vit v, et qui va étre crucial dans la suite pour
définir correctement les conditions initiales. Ceci est a comparer avec les injections
de Sobolev usuelles en dimension un.

On considere un espace de Hilbert H séparable que 1’on identifie avec son dual,
et un autre espace de Hilbert V' tel que V < H (injection continue), avec V' dense
dans H. On a donc

Ve H=H —V.

L’espace H est alors ’espace pivot dans les inclusions ci-dessus.

Exemple : L’exemple que 'on utilisera le plus dans ce cours est celui ou V =

HAQ), H = L*(Q) et V! = H-Y(Q).
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Théoréme 6.32 (Théoréme de Aubin-Lions). Soient a,b € R. Si u € L*(Ja;b[, V)
est tel que u' € L*(Ja;b[, V"), alors on a :

1. ue C%la;b), H);

2. supyepop lu®)]y < C <Hu||L2(]a;b[,V) + HUIHLQ(]CL;b[,V')> pour une constante C' ne
dépendant pas de u ;

3. Soient u,v € L*(Ja;b[,V) tels que u',v' € L*(|a;b[,V'). Alors la fonction
t = (u(t),v(t)) est absolument continue et on a

@), o)y = v (@), v(t)y + v(v'(t), u())y-

Nous donnerons la preuve uniquement dans le cas ou V = H = V’. La preuve
dans le cas général est plus longue : nous renvoyons par exemple a [5, Chap. XVIII
§ 1] pour le cas général ou a [7] pour le cas ou V = H}(Q) et H = L*(Q).

Preuve : [Théoréme 6.32]

L’idée lorsque V = H est d’utiliser la formule (6.3). D’apres la Proposition 6.30,
on a

u(t) —u(s) = /st o' (1) dr,

pour presque tout s,t €|a, b|.

Notons que l'intégrale du terme & droite a un sens puisque v’ € L*(|a;b[, H)
par hypothese et que 1, € L*(Ja;b[). Les points 1. et 2. du théoréme sont des
conséquences faciles de la formule 6.3. En effet, on a par l'inégalité de Cauchy-
Schwarz

Ju(t) — u(s) |y < [t — s/ 19/l 22 aep, )
qui démontre la continuité (en fait ¢ — u(t) est méme Holder). En utilisant I'inégalité
triangulaire et en intégrant par rapport a s, on trouve aussi

(b—a) |u(®)]y < (b—a)*? lwl 2 qagpy, iy + (0 = a)®? 1/l 22 gaer. )

donc

Sup [u) < 0= a)™ Jul 2gapgm + © = 7 'l p2gapmn
€la;

¢

Remarque 6.33. Si u € L*(Ja;b[, V), alors on a également w € L*(Ja;b[, V') car
V — V'. L’hypothése du théoréme signifie simplement que u est différentiable dans

V' (au sens de la définition 6.26 avec X = V'), et que sa dérivée u' appartient en
plus a L*(Ja; b, V).

Remarque 6.34. Introduisons l’espace fonctionnel (de Banach)

W (la;b[, V, V") := {u € L*(Ja;b[,V) | ' € L*(Ja; b, V')}.
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Alors les points 1. et 2. du Théoreme 6.32 signifient que [’on a une injection continue
W (Ja; b, V, V') = C°([a; 0], H)

ot C%([a; b], H) est muni de la norme uniforme 0 oo (a2 -
Ceci est tres important car cela permet en particulier de donner un sens a u(a)
et u(b) dans H, donc auz conditions auz limites.

Remarque 6.35. En prenant u = v dans 3., on trouve que

De méme on trouwve que siv € V, alors t — (u(t),v), est absolument continue et
on a

v (), v),, = %w(t%v)z{-

Remarque 6.36. Dans la pratique, nous utiliserons souvent le théoréeme précédent
avec

V=HYQ) CH=LQCV =HQ)

ot Q est un ouvert borné de R™ (ou Q = R"). Le choiz de V = H}(Q) correspond
auz conditions au bord de Dirichlet.

On obtient donc que st u € L*(J0; T, Hy(Q)) est tel que v’ € L*(J0; T[, H(Q)),
alors u € C°([0; T), L*(Q2)), donc u(0) et w(T) ont un sens dans L*(£2).

Nous étudions dans le reste de ce chapitre avec plus de détails I’équation de la
chaleur, qui est I'exemple prototype par excellence d'une équation parabolique.

Nous commencerons par le cas simple de tout I'espace avant de traiter celui d’un
domaine borné. Nous n’aborderons pas le cas d'un domaine non borné différent de
R™ dont I'approche classique est basée sur la théorie des semi-groupes et le théoreme
de Hille-Yosida.

6.3 L’équation de la chaleur dans tout I’espace

Commencons par chercher une solution particuliere G(t, x) réguliere (pour t > 0)
de I’équation de la chaleur

0
&G—AG:O

Pour cela, on utilise la tranformée de Fourier définie par

~

flk) = (2m)"2 . flw)e™ " d.
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On trouve donc que G doit résoudre 1’équation suivante

%@(t, k) + kPG (t, k) = 0, (6.6)
c’est-a-dire
Gt k) = Ce tH”.

Remarquons que G n’est bien définie que lorsque ¢t > 0. Si t = 0, (A}A: C donc
G est égal a une constante multipliée par la distribution 4. Si ¢t < 0, G n’est pas
dans &’ et on ne peut pas définir G. On voit donc apparaitre dés maintenant une
propriété importante de 1’équation de la chaleur : la non-réversibilité. La solution
ne sera définie que pour les temps futurs, c¢’est-a-dire ¢ > 0 si la condition initiale
est donnée en t = 0.

Revenant dans les variables d’espace et choisissant la constante C' de fagon
adéquate, on obtient une solution de 1’équation de la chaleur :

G(t,z) = (dnt) ™"/ 2 5"

avec

vt > 0, /G(t,x)dx =1.

Comme on a G(t,-) — d quand ¢t — 0 au sens des distributions, on dit que G est la
solution fondamentale de I’équation de la chaleur, c’est-a-dire formellement celle de

0
Ja-nG-=

G(0) = 6.

Remarque 6.37. Une autre facon de trouver la fonction G est de remarquer que si
u(t,x) est une solution de I’équation de la chaleur, alors u(N\*t, \x) l'est également. Il
est donc naturel de chercher une fonction solution sous la forme u(t,z) = v(|z|*/t).
On tombe alors sur la méme fonction G.

On peut maintenant utiliser la fonction G pour construire une solution de I’équation
de la chaleur avec condition initiale g. En fait on remarque que (6.6) reste vérifiée
si on multiplie G par une fonction ne dépendant que de k, ce qui revient a faire une
convolution dans I’espace de départ. On introduit donc pour x € R" et ¢ > 0

G(t.z —y)gly)dy = (47Tt>‘"/2/ T g(y)dy.

(6.8)
Comme G(t,) € L'Y(R") pour tout ¢ > 0, on déduit que si g € LP(R™), alors
u(t) € LP(R™) pour tout ¢ > 0.

ult)(x) = (G(t, ) % ) (x) = /

n
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Théoréme 6.38 (Solution de I'équation de la chaleur dans R"). Soit g € L*(R™).
Le probleme

o (6.9)
u(0) =g,

a une solution unique u € C°([0; 00), L2(R™)) N C1((0; 00), H*(R™)), donnée par la

formule (6.8).

{gu—Au:O, t>0

Preuve : 11 est clair que la définition (6.8) fournit une solution
u € C°([0;00), L*(R™)) N C*((0; 00), H*(R™))

de I’équation (6.9), le vérifier en exercice.

Si maintenant v € C°([0;00), L2(R™)) N C1((0; 00), H2(R™)) résout (6.9) avec
g = 0, on peut prendre le produit scalaire avec la fonction z +— v(t,z) € L*(R") et
on integre sur [0; %] avec to < T. On obtient

to 1
Iotto: Mgy + [t [ dalVolt, ) = 51000, ey =0
O n

qui démontre I'unicité. &

Proposition 6.39. Si g € L*(R"), la solution (6.8) de (6.9) est dans C°°((0; 00) x
R™).

Preuve : 1l s’agit juste de remarquer que G est de classe C* sur (0;00) x R" et
que toutes ses dérivées sont dans C°((0; 00), L?(R™)), puis d’appliquer les résultats
classiques de régularité d’intégrales dépendant d’un parametre. &

Ainsi, bien que nous ayons seulement supposé g € L?(R"), on obtient que la
solution u(t,z) est de classe C*® par rapport a = pour tout ¢ > 0. On dit que
I’équation de la chaleur a un effet régularisant.

De méme, notons que si g > 0 alors u(t,z) > 0 pour tout x € R" et t > 0,
puisque G > 0. Méme si g s’annule par endroits au temps initial, la solution sera
strictement positive sur tout I’espace quand ¢ > 0. On parle de propagation a vitesse
mfinie.

Ces propriétés de I’équation de la chaleur sont tres spécifiques aux équations de

type parabolique et ne seront plus vraies pour 1’équation des ondes, par exemple.
Démontrer ces propriétés dans le cas d'un ouvert borné nous prendra un peu plus
de temps mais tout restera vrai.
Remarque 6.40. Introduisons l'opérateur agissant sur L*(R™) défini par U(t)g =
G(t,-) xg. C’est en fait juste l'opérateur de multiplication par a(t, k) en Fourier (a
une constante multiplicative pres). 1l est facile de montrer que c’est un semi-groupe,
c’est-a-dire qu’il vérifie les propriétés suivantes :

U) =1, Ut)U(s) =U(t+ s)
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et la solution de l’équation de la chaleur avec condition initiale g s’écrit justement

U(t)g. En fait on a “formellement” (on peut donner un sens mathématique précis)
Ut) = e'®.

Exercice 6.41 (Principe du maximum). On suppose que g € L*(R™) N L>°(R").
Montrer que la solution uw donnée par (6.8) est dans L*°((0;00), L>°(R™)) et que

sup ”U(t)"Loo(Rn) < "g”LOO(R") :
>0

Exercice 6.42 (Comportement asymptotique). Montrer que

vVt >0, lim wu(t,z) =0,

|z|—o00

Vr e R", lim u(t,z) = 0.

t—o0

Exercice 6.43 (Equation de la chaleur dans tout 'espace avec second membre).
Soient g € L*(R") et f € C1([0;00), L3(R™)). Montrer que le probléme

0
u(0) = g,
admet une solution unique u € C°([0; 00), L*(R™)) N C((0; 00), L*(R™)), donnée par

la formule de Duhamel

u(t) =Ul(t)g —|—/0 Ut —s)f(s)ds. (6.11)

6.4 L’équation de la chaleur sur un ouvert borné
Q2

Pour étudier I’équation de la chaleur sur un ouvert borné, on ne peut utiliser la
transformée de Fourier comme nous ’avons fait dans tout ’espace.
Considérons un ouvert borné €2 C R” et un réel T' > 0. On désire résoudre

%u — Au=f, dans (0;7) x Q
ujo;myxo0 = 0 (conditions au bord de Dirichlet) (6.12)
u(0,z) = g(z).

6.4.1 Théoréeme d’existence de solutions faibles

On considere g € L*(Q) et f € L*(]0;T[, L*(Q)).
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Définition 6.44 (Solutions faibles). Soit u € L*(J0;T[, H} () telle que v/ €
L*(J0; T[, HY(Q)). On dit que u est une solution faible de (6.12) si on a

(C1) m-1(0) (W' V) a0y + / Vu(t) - Vv = / f(t)v pour tout v € H}(Q) et presque
o Q Q

partout en t €]0;T'[.

(€2) u(0) = g.

Rappelons que d’apres le Théoreme 6.32, on a u € C°([0; T], L*(2)) qui permet
de donner un sens a (C2). Rappelons aussi que pour tout v € H} (),

d

Dans (C1), la fonction v ne dépend pas du temps.
Le but de cette section est principalement de démontrer le résultat suivant :

Théoreme 6.45 (Existence et unicité de solutions faibles). Soit Q@ C R™ un ouvert
régulier. On suppose que g € L*(Q) et f € L*(]0;T], L*()). Alors le probléeme
(6.12) admet une unique solution faible w. De plus, il ezxiste une constante C' > 0
qui ne dépend que de €2, indépendante de f et g, telle que

N———

Jnax. l(®) ) Hlul r2gosr ) HW 2o 10y < € <”fHL2(]O;T[,L2(Q)) + 19l 12(0)
(6.13)

Remarque 6.46. L’estimée (6.13) montre que le probleme de la chaleur est bien
posé au sens de Hadamard. En effet, soit fi, fo € L*(J0;T[, L*()), g1, 92 € L*(2)
et notons uy,us les solutions de l’équation de la chaleur associées respectivement a
(f1,01) et (f2,92). Par linéarité de l’équation de la chaleur, la fonction u; — us est
alors solution de l'équation de la chaleur associée aux données (f1 — fa, 91 — g2).
L’estimée (6.13) montre alors que

nax, Jur(t) — w2 () 2y + lur = w2l 2o ey + 100 — Yol p2gosrr-1 ()

< O (I = Folgorraa) + 191 = el ) -

Autrement dit, la solution u de l’équation de la chaleur varie continiment par rapport
aux données de ’équation, a savoir [ et g.

Il existe deux méthodes de preuve de ce théoreme, que nous allons voir dans ce
cours. La premiere méthode présentée est appelée méthode par approximation de
Galerkin. Cette méthode est utile car elle est a l'origine de la méthode d’approxi-
mation numérique la plus couramment utilisée pour discrétiser ce type d’équations
paraboliques, a savoir la méthode des éléments finis. La deuxieme méthode, dite
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méthode spectrale, utilise la décomposition de la solution sur les fonctions propres
de 'opérateur Laplacien. Cette derniere permet de prouver tres facilement des pro-
priétés qualitatives fines sur le comportement de la solution, qui ne pourraient pas
étre facilement accessibles via une méthode d’approximation de Galerkin.

C’est pour cette raison, nous vous présentons ces deux approches dans le détail
dans le cadre de ce cours.
Preuve :

Dans cette méthode, on va chercher a approcher une solution faible par des
solutions de problémes approchés définis dans des espaces de dimension finie (ap-
proximations de Galerkin).

Etape 1 : Approximations de Galerkin.

Considérons une famille de fonctions (wg)g>1 C HJ (), telle que

— (wg)g>1 est une base orthogonale de H} () ;

— (wg)r>1 est une base orthonormée de L*(S2).
Par exemple, on peut prendre les fonctions propres du Laplacien avec conditions de
Dirichlet au bord de €, qui vérifient —Awy, = Aywy, ot Spyi(q)(—A) = {Ax}. Voir le
théoreme 3.3.

On pose alors

Vin := Vect(wy, ..., wp,)

et on cherche une solution w,, € C°([0;T],V,,) faible dans V},, c’est-a-dire vérifiant

(D) (n, (), W) 12 +/ Vun(t) - Vwy, = (f(t), wy) . pour tout k = 1...m et presque
Q

partout en t € [0;7T];

(1) m (Um(0), Wk) 120y = (9, Wk) 12(q) Pour tout k = 1..m.

Si on écrit

alors (i), et (ii),, équivalent a
(D 3 (8) + di (1) [Vl 20y = (F(8), k) 120, Vb = 1.m, pp. t € [0577;
(12)5, &*(0) = (9, wk) 12(q)» Yk = 1...m.
Il s’agit d’'un systeme (diagonal) d’équations différentielles ordinaires, dont on
admettra qu’il admet une unique solution absolument continue (dj*(t));-,, définie

sur tout [0; T']. La preuve découle d’une extension du théoreme de Cauchy-Lipschitz
que vous connaissez.

Exercice 6.47. Prouver ce résultat dans le cas ou f € C1([0,T]; L*(2)).
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Etape 2 : estimées d’énergie.

On désire maintenant passer a la limite quand m — oco. Pour cela, nous com-
mencons par démontrer le lemme suivant.

Lemme 6.48 (Estimées d’énergie). I existe une constante C' qui ne dépend que de
Q etT >0 telle que pour tout m > 1,

max ()] 20y + [Uml 2gorm ) T 1Uml L2goirym-10))

0<t<T
<C (”f”L?(}O;T[,LQ(Q)) + ”9HL2(9)) . (6.14)

Remarque 6.49. Il est clair que les solutions dépendent linéairement de g et f :
ST U1 €l U2 Sont des solutions faibles associées aux problemes avec respective-
ment (fi, 1) et (fa, g2), alors Upm 1+ Um o est solution du probléme associé au couple
(fi+ fo, 91 + g2). On parle de principe de superposition. Une fois que nous aurons
démontré ['unicité de la solution, on obtient donc une application linéaire qui a tout
(f,9) associe la solution w,,. Alors la formule (6.22) signifie que cette application
linéaire est continue dans les bons espaces fonctionnels.

Preuve : (du Lemme 6.48). Par linéarité, on peut prendre w = u,, dans (i),,. On
obtient :

(i ) e + / V()2 = (), (D)) 12 (6.15)
Q
On a
(17O 20y + T (D20

N | —

(F(1), um(t)) 12 <

donc,
1
(st) o+ [ Fun®F < 5 (OB + lomm) . (6:16)
En posant 7(t) = |u,(t) ||iz(9), on obtient
/ 1 1 2
7)< 2n(t) + L 1FO ).
D’apres le lemme de Gronwall, on déduit
2 2 2 L[ 2
i@y < ¢ (lolom + 5 [ 1O ds)

) L2
< P (Hg\!Lz(Q)+5”f [e2gort ey |-

Ceci fournit bien I'estimée sur maxo<i<r |um(t)] 12(q)- Intégrons maintenant 'inégalité
(6.24) sur [0;T]. Nous obtenons

1
2 2 2 2
[t (D) 20y + i 12057 13 ) < ”9HL2(Q)+§ ”f”L2(]o;T[,L2(Q))+TOrgfg; Jwm )] 120 -
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On déduit alors lestimée sur um| 72007 H3 () en utilisant ce que nous avons déja
démontré pour majorer le dernier terme ci-dessus.
On estime maintenant |uy,,| 2o #-1(q)) Par dualité. On considére une fonction

fixée v € Hg(Q), telle que [v] 1 q) < 1. On peut alors écrire v = v' +0% avec v' € Vi,
et v2 € Vi = Vect(wy, k> m+ 1). Bien str HvlﬂHé(Q) < 1. On a alors

H—l(Q)(Um»U>H3(Q) = L2(9)<“;n>vl>m(n)

= () [ Vunlt) Vet
Q
Ceci démontre que

"uImHH*l(Q) < [f(@®) HL2(Q) + ”vumum(g) :

On obtient alors 'estimée voulue en passant au carré, en intégrant sur [0; 7] et en
utilisant les résultats précédents. &

Etape 3 : existence.

Nous pouvons maintenant démontrer I'existence d’au moins une solution en pas-
sant a la limite faible.

Comme u,, et u/, sont des suites bornées, respectivement dans les espaces de Hil-
bert L2(]0; T'[, Hy(2)) et L*(]0; T[, H'(€)), on peut extraire des sous-suites () et
U, belles que vy (m) — u dans L2(J0; T, H3(2)) et U,y — v dans L*(J0; T[, H ().
Il est facile de voir que v = u', donc que u € C°([0; 7], L*(Q)).

Soit maintenant une fonction test de la forme

(t) = d(t)uwy, (6.17)

avec di(t) des fonctions régulieres de t. Comme v(t) € V,, pour tout m > M et tout
t €[0;T], on a d’apres (6.23)

T T T
/ (W (1), 0(1)) odt +/ / V() - Vo(t)dt = / (F(E), () adl.
0 0 Jo 0
Par convergence faible pour la sous-suite (), on a donc

/OT <u’(t),v(t)>L2dt+/OT/QVu(t).W(t)dt:/OT (F(), v(t)) adt

pour tout v(t) de la forme (6.17) ci-dessus, donc pour tout v € L?(]0; T'[, H3(Q)) par
densité. Ainsi, u est une solution faible de I’équation.
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Il reste a vérifier que u(0) = g. Soit pour cela une fonction v de la forme (6.17)
qui est réguliere et satisfait de plus v(7") = 0. En intégrant I’égalité ci-dessus par
parties, on obtient

—A<wmummw+Aléwmwwwm=[:uwm@Mﬁ+w@m@»

En intégrant par parties I’équation pour u,,, on trouve de méme :

T T T

[ @Ot + [ Vunle) - Tete)de = [ (@) 00) e + (50000
0 0o Ja 0

Par passage a la limite faible, on trouve donc

(u(0), v(0)) = (g,0(0)),
c’est-a~dire u(0) = g puisque v(0) était quelconque.

%

Preuve : [Preuve 2 : Décomposition sur les fonctions propres du Laplacien] On
utilise la méthode de décomposition sur les fonctions propres du Laplacien.

Etape 1 : forme de la solution.

Soit u € L2(]0; T, H}(2)) telle que v’ € L*(]0; T[, H~*(£2)), une solution faible
de (6.12). D’apres le Théoreme 6.32, on a u € C°([0; T, L*()).

Considérons maintenant la famille (wy)g>1 C Hy(2) des fonctions propres du
Laplacien avec conditions de Dirichlet au bord de €2 :

—Awk = )\kwk

ou les A, sont les valeurs propres du Laplacien de Dirichlet, voir le Théoreme
3.3. Rappelons que l'on a (wy,wy) = e et (Vwy, Vwy) = Mdge. Comme u €
CY([0; 77, L*(€2)), on peut écrire pour tout ¢

= Z (673 (t)wk

k>1

ou chaque a(t) = (u(t), wk) 2, est une fonction absolument continue sur [0; 7]
d’apres le Théoreme 6.32. En choisissant v = wy, dans (C'1), on obtient que chaque
ay, est une solution du probleme

{ Al (t) + Meau(t) = Br(t) dans |0; T
a,(0) = a?

ou

Bk(t) = <f(t)7wk>7 Oég = <gawk>
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Il s’agit pour chaque k£ d’une équation différentielle ordinaire dont I'unique solution
est

t
ap(t) = afe M +/ Br(s)e =9 s, t>0.
0

Ainsi, on trouve que u doit vérifier

u(t) = Ze_)\kt<g>wk>wk +/ Ze_A’“(t_s)U(s),wk)wk (6.18)

E>1 0 k>1

si cette formule a un sens. L’unicité est donc automatique si nous pouvons montrer
que cette formule a un sens dans les espaces fonctionnels adaptés. Introduisons
I'opérateur

Ut) = e wg)(wl (6.19)

k>1

olt la notation |wy)(wy| désigne le projecteur orthogonal dans L*(€) sur Vect(wy,).
Comme —A > 0, on obtient que Ay > 0 pour tout k, donc que pour chaque t > 0
U(t) définit un opérateur auto-adjoint borné tel que

0<U®) <1 (6.20)

La formule (6.18) s’écrit alors

u(t) =U(t)g + /Ot U(t —s)f(s)ds, (6.21)

expression a rapprocher de (6.11). Si nous pouvons montrer que cette formule fournit
bien une fonction u € L2(]0;T[, H}(Q)) telle que «' € L*(]0;T[, H*(Q)), nous
aurons démontré a la fois I'existence et I'unicité.

Etape 2 : propriétés du propagateur U(t).

Nous démontrons ici certaines propriétés utiles de l'opérateur U(t). Nous no-
terons B(X,Y) l'espace de Banach des opérateurs auto-adjoints bornés entre les
espaces de Hilbert X et Y, muni de la norme usuelle

[Ulxoy = sup Uzl .
zeX, |z x=1

Remarquons que
U e L=([0; T, B(L*(), L*(2)))
d’apres (6.20).
Prouvons maintenant le
Lemme 6.50. On a
U e B(L*(), L*([0, T[; Hy(2)))

et
U' € B(L*(Q),L*(]0,T[, H*(Q))).
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Preuve - Commengons par estimer |U(2)],2q)-, 3 (q)- Pour cela, nous prenons une
fonction ¢ € L*(Q) et calculons
VY@ = VU]
= e )’

k>1

d’apres la formule de Parseval. Ainsi en utilisant le théoreme de Fubini pour les
fonctions positives, on a

O g = [ 3¢ Ml v

0.7 4=
= Z/ 672”"“)% dt(wk,w)2
k>1 71071
1
= D5 (1= e™) (we p)?
k>1
1
< 5 (1—e ™) Z (wy, )
k>1
1 -
= 3 (1—e ™) 192210
On a donc bien que U € B(L*(Q); L*(0; T, H (2))).

Ensuite, on remarque que
U'(t) = D Awe ) (wi] = (=AU (1) = U(B)(=A).
k>1
On a donc pour tout (¢, 1) € L*(2) x H (), et pour presque tout ¢ €]0, T,
a1 @ (U 00, V) = a1@ (=AU )e,%) g1q)
= L2(Q)<VU(’5)907V¢>L2(Q)
< Yl ga o) U@ el e -

N

Ainsi,
U @)l i-1(0) < 1U @)@ 110
et

1U" @)l 20,7110y < NV @D 207,120 10 O 2200 r2 0,711 0 191 220 -

En conséquence, on obtient que

10" (O 120 219y < MU O L29) s 2g0.7,m2(9) -
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Etape 3 : conclusion.

Montrons maintenant que (6.21) fournit bien une fonction de L?(]0; T'[, H}(Q))
telle que v’ € L2(]0; T[, H~*(2)) en utilisant le Lemme 6.50. Posons

ur(t) =U(t)g et us(t) :/o U(t—s)f(s)ds.

D’apres le Lemme 6.50, on a d’abord que uy(t) € L*(]0,T[, H}(£2)). De plus, comme
ui(t) = U'(t)g, on a, toujours d’apres le Lemme 6.50, que v} € L]0, T'[, H1(f2).
On a aussi

t
SX’ UG — )7y st i,

0,71 J0

/ / Ut —s)f )HH1 dtds,

10,7

r [ Iy
10,7

[ (] WO i) s
10,T°( 10,T°[

T/ T[ ||U()f(S)H%Q(]O,T[,Hé(Q)) dt, dS,
0,

Sf/ V10220t 1) By s,
10,7

= T”U||2L2(Q)—>L2(]0,T[,H5(Q)) ||f||L2(]0,T[,L2(Q))-
Ceci montre bien que uy € L*(]0, T[, H}(£2)).

Finalement, on a
t
+ / U'(t—s)f(s)ds.
0

Or f e L*(]0;T[, L*(2)) C L*(]0; T[ ~1(Q)) et le second terme est traité comme
ci-dessus et on obtient bien que u, € L*(]0,T[, H '(Q)).
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Ainsi on obtient en particulier que u appartient & C°([0; T, L?(Q2)). Notons que
u satisfait par construction la formulation faible (i) pour v = wy pour tout k > 1,
donc pour tout v € H(£2). Il faut encore vérifier que I'on a bien

lim u(t) = gl 2y = 0.

Notons d’abord que
t
< [ 106 =M L

< WVt ||f”L2qo;T[,L2(Q))

olt nous avons utilisé que [U(t)] 20y 120y < 1 et l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Ceci démontre que le dernier terme de (6.21) tend vers 0 dans L*(Q) quand ¢ — 0.
Ainsi, nous devons juste prouver le

[ vte-ss6as

L2(Q)

Lemme 6.51. Soit g € L*(Q). Alors on a
i [U(1)g — g0y = 0.
Preuve : On a, comme (wy);>; est une base orthonormée de L?(),

Ut)g—g =) (e = 1){g, wp)wy

k>1
donc
[U)g = gl72) = Y (e = 1)*(g, wi)?
k>1
qui tend vers 0 par convergence dominée (ou en coupant la série en deux). O
Ceci termine la preuve du Théoreme 6.45. &

Remarque 6.52. Si f € L*(|0; T[, L*(?)) pour tout T > 0, alors on obtient une
unique solution définie pour toutt > 0, mais les estimées sur cette solution dépendent
du temps final considéré.

Voici maintenant un résultat fournissant la régularité par rapport aux conditions
initiales :

Théoréme 6.53 (Régularité par rapport aux conditions initiales). Il existe une
constante C (dépendant de T et Q) telle que pour tous g € L*(Q) et f € L*(]0; T[, L*(Q2)),
lunique solution u de (6.12) vérifie :

max [u(t)]2q) + lul 2oy o)) + 14 | L2goim-1(0))

0<t<T
< C (I lpzqoirizean + 19l ) - (6:22)
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Preuve : On peut prendre v = u dans la formulation faible (C'1). On obtient, pour
presque tout t > 0,

=) (s W) i) + ; [Vu(t)? = (f(t), u(t)) 12()- (6.23)
On a )
0,00 ey < 5 (OB + 1))
donc,
/ 2 1 2 2
n g+ [ VP < 5 (11O + Ow) . 620

En posant n(t) = Hu(t)”ig(m et en utilisant le Théoréme 6.32, on obtient

0'(t) < () + 1F Oz -

D’apres le lemme de Gronwall, on déduit

t
OBy < € (Il + [ 1) )
0

donc
2 2
max [u()l () < € (I9l3 ) + 1P goricomy) -
D’apres l'inégalité (6.24), on a aussi, en intégrant sur [0; 7],

1 1 T
2 2 2 2
HU||L2(}0;T[,H3(Q)) < 5 ”9”L2(Q) + ) ”f"L?(]o;T[,LZ(Q)) + B 0@%’% Ju(t) HLQ(Q) :

On déduit alors I'estimée sur |ul 207y () en utilisant ce que nous avons déja
démontré pour majorer le dernier terme ci-dessus.

On estime maintenant '] ;2.7 7-1(0)) Par dualité. Soit une fonction fixée v €
H (), telle que [v] i < 1. On aalors par définition des solutions faibles

=12 (U V) o) = (F(E),0) 2 — /QVu(t) - V. (6.25)
Ceci démontre que

[ -1 < 1 O 20y + IVUlB)] 20y -

On obtient alors l'estimée voulue en passant au carré, en intégrant sur [0;77] et en
utilisant les résultats précédents. &

Exercice 6.54. (Un théoréme général)
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1. En s’inspirant de l'une des deux démonstrations du Théoréme 6.45, démontrer
le résultat général suivant :

Théoreme 6.55. Soient H et V' deux espaces de Hilbert tels que V. — H
avec injection compacte et 'V est dense dans H. Soit a(-,-) une forme bi-
linéaire symétrique continue et coercive dans V. Soit un temps final T > 0,
une condition initiale g € H et un terme source f € L*(]0;T[, H). Il existe
une unique solution faible u € L*(]0;T[,V) telle que u' € L*(|0;T[,V') au
probleme

{ L u(t),v)y + a(ult),v) = (f(t),v),; Yo eV, t 0T
u(0) = g.

De plus il existe une constante C' telle que
HU”L2 qosTLv) T HU“CO (071, ) = C(”f“L? qo:rLH) T l9]5)-

2. (Equation de la chaleur en milieu inhomogene). Soit Q@ C R™ un ouvert
borné régulier et A une fonction définie sur € a valeurs dans les matrices
symétriques réelles définies positives de taille n, telle que

al, < A(x) < BI,

p.p.x €8, oua, >0 etl, estl’identité de R". En déduire l’existence d’une
unique solution faible au probléme

Du(t,x) — div(A(z)Vu(t,z)) = f, (t,z) €]0;T[xQ,
u(t,z) =0, (t,x) €]0; T[x 082
u(0,7) = g(),
ot g € L*(Q) et f € L*(]0; T[, L*(2)).

Exercice 6.56. Soit u ['unique solution faible de (6.12). On suppose f € L*((0,T) x
Q) et g € Hy(Q). Montrer alors que solutionu € L>((0,T), H(Q))NH((0,T), L*(Q2))
et satisfait l’estimée d’énergie : ¥t € [0,T],

T
/ IVl (t / / Ol < / VP + / T

En déduire que u € L*((0,T), H*(Q

6.4.2 Propriétés qualitatives des solutions faibles

Théoréme 6.57 (Comportement asymptotique). Soit Q un ouvert borné régulier,
g € L*(Q) etu e C°[0;T], L*(2)) l'unique solution faible obtenue avec le Théoréme
6.45, avec f =0. Alors on a :

tl}er Ju(t )HLQ(Q) =0.
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Preuve : D’apres 'inégalité de Poincaré (cf. la Proposition 1.24 et I’Exercice 3.7),
on sait que la premiere valeur propre du Laplacien sur €2 avec conditions de Dirichlet
est strictement positive. On a donc —A > € > 0 au sens des formes quadratiques, ce
qui signifie aussi que Ay > € > 0 ou les A\ sont les valeurs propres introduites dans
la preuve du Théoreme 6.45. Ceci démontre en particulier que 0 < U(t) < e et
donc que

U265 r20) < €

Orsi f =0, onau(t)=U(t)g d’apres (6.21), donc

Hu(t) ||L2(Q) S e_Et “g||L2(Q) _>t—>+oo 0.

%

Exercice 6.58. Montrer que si f € L*(2) ne dépend pas du temps, ['unique solution
faible obtenue par le Théoréme 6.45 vérifie

lim [u(t) = v]2q) =0

t——+o0

ot v est l'unique solution de [’équation de Laplace
—Av=f
dans H}(Q).

Examinons maintenant la régularité de la solution lorsque les données initiales
sont plus ou moins régulieres.

Théoréme 6.59 (Effet régularisant avec f = 0). On suppose que Q0 est un ouvert
borné de R", de classe C*. Soit g € L*(Q) une condition initiale et u ['unique
solution faible obtenue par le Théoreme 6.45. Alors pour tout 0 < e < T, on a

u € C®([e; T] x Q).

Preuve : La preuve est plus difficile que dans le cas de I’espace tout entier et nous

ne donnons que les idées générales. Fixons 0 < € < T. Nous voulons montrer que
(t,z) — (U(t)g)(z) est une fonction réguliere par rapport au couple (t,z) lorsque
g € L*(Q). L’idée est de prouver que pour tous £ > 0 et m > 0, il existe une
constante Cy,, telle que

”af(_A)mU(t)gH[ﬁGE;T[,Lz(Q)) < Cf,m ||g||L2(Q) : (626)
Ceci signifie par régularité elliptique que

u="U(t)g € H (Je; T[xQ)
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pour tout r > 0. D’apres les injections de Sobolev, on obtient bien que u €
C>([e; T] x Q).

Pour démontrer (6.26), on peut par densité prendre g € Vect(wy, ..., w,,) et se
rendre compte suivant un argument précédent que

[0 (=2)"T@)g]] 20y < sup (A€ ) 9l 120y

On obtient bien (6.26) avec

Com = (T — €)Y sup £ me e,
>0

%

Obtenir la régularité jusqu’a t = 0 ou avec un terme source f # 0 est plus
difficile. Schématiquement, on peut démontrer

g / u
H?™H(Q) %f € L*(|0; T[, H*™ 2k (Q2)) j—;u € L*()0; T[, H*™272k(Q)))
k=0,...m k=0,..m+1

mais il faut ajouter des conditions de compatibilité. Par exemple la dérivée u' vérifie
aussi I’équation de la chaleur mais avec condition initiale u'(0) = Ag + f(0, ). Pour
pouvoir utiliser les résultats précédents, il faut donc que cette fonction soit au moins
dans L?(2), ce qui impose des conditions sur f et g. Voir par exemple [7] pour plus
de détails.

Nous nous contenterons du résultat partiel suivant :

Théoréme 6.60 (Régularité). On suppose que Q) est un ouvert de bord C* et que
g€ CF(Q), feC=(0;T],C5°(2). Alors

u € C([0; T] x Q).

Preuve : Comme précédemment, on démontre que 9f(—A)™u € L*(J0; T[xQ)
pour tous ¢, m > 0. On utilise la propriété fondamentale vue plus haut

U'(t) = (=A)U(t) = U(t)(=A).

Ainsi .

() u= U9+ [ Ut - 5)(-8)"(s)ds.
0
Or (=A)mg € L*(Q) et (=A)™f € L*(]0;T], L*(Q)) par hypothese. Donc toute
I’étude précédente implique que

(—=A)™u € L*(J0; T[, Hy(Q)) N C°([0: T), L*(Q)),  0(=A)™u € L*(]0; T[, HH(Q))
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pour tout m > 1. Rappelons que dyu = Au + f donc
O(=D)" = —(=A)"u+ (=A)" ' f
au moins au sens des distributions. Or (—A)™u € C°([0;T]; L*(Q)) et bien sir
(—A)™1f e C°0;T]; L*(Q)) donc finalement
Oi(=A)" " u € CU([0; T]; L*(2))

pour tout m > 1.
Ensuite on a

(=AY u = =0 (=A)"u + O (—A)™ 1 f
au moins au sens des distributions, donc
0; (=A)" " u € C([0; T), L*(92))-
La démonstration suit en itérant I’argument précédent. &

Théoréme 6.61 (Principe du maximum faible). Soient Q@ un ouvert borné de R",
T >0, ge L*Q), f € L*(|0;T[,L*(Q)), et u l'unique solution faible obtenue grace
au Théoréme 6.45. Si f > 0 presque partout dans [0;T] x Q et g > 0 presque partout
dans , alors u > 0 presque partout dans [0;T] x Q.

Preuve : Nous commencons par démontrer ce résultat en supposant que f et
g sont respectivement dans C*([0; 7], C§°(2)) et C§(2) et que f(t) > 0 sur €.
D’apres le théoreme précédent, u est tres réguliere (en fait on a seulement besoin
que u soit de classe C? par rapport a (¢,x)).

Soit (to, zo) € [0; T] x Q un point oi1 u atteint son minimum. Si ¢, = 0 ou ¢ € 01,
on a clairement u(to, xg) = 0 par positivité de g et la condition de Dirichlet au bord.
On peut donc supposer que g € € et ty €]0; T]. Supposons pour commencer que
to < T. Alors comme le minimum de u est atteint dans I'ouvert |0; 7[x€2, on a

Oyu(to, xg) =0 et Vu(ty,xzo) = 0.

Comme il s’agit d’'un minimum, la Hessienne de u est nécessairement positive en
(to, 7o), donc on obtient

—Au(to, zg) = —tr (Hess(u)(to, o)) < 0.

Or d’apres I'équation,
—Au(to, IL‘[)) = f(t07f170) >0

donc c’est absurde.
Si maintenant le minimum est atteint en (7', z¢), on a seulement

0
&U(T, '7;0) <0
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mais on a toujours
—Au(ty, xg) = —tr (Hess(u)(to, z0)) <0

car x — u(7T, x) admet un minimum local en zy dans 'ouvert 2. L’équation donne
alors

0< f(T,20) = =—u(T,z0) — Au(T,z0) <0

0
ot
qui est aussi absurde. Nous avons prouvé que soit ty = 0, soit x5 € 9€2. On a donc
bien mingy. 7y, u(t, ) = 0.

Nous venons donc de démontrer que si f et g sont des fonctions régulieres stricte-
ment positives sur €2, alors u > 0. Le cas général s’obtient par densité des fonctions
régulieres positives dans L*(Q) et L2(]0; T, L*(92)), et en utilisant la continuité de
u par rapport aux données f et g, prouvée au Théoreme 6.53. %

Remarque 6.62. Dans le cas o g € HY?(Q), il eviste une autre preuve de ce
résultat qu’il est utile de connaitre, et dont on donne ici les grandes idées sans
rentrer dans les détails. On prend v = u~ dans la formulation variationnelle (C1)
et on obtient donc (on admet que l'on peut prendre v = u~ comme fonction test,
méme st u~, qui est bien une fonction de H}(Q) pour presque tout temps, dépend

du temps)
—u —I—/Vu Vu~ /fu )

2 2
<
th/lul /\VUI 0,

et donc, comme [, |ug|* =0, pour tout t > 0,

1 t
—/\u\2+/ /\Vu]2§0.
2 Jq 0 Ja

Ceci permet de conclure que u~ = 0 et donc u > 0 presque partout.
A \ . . . . , ey s d - 1 d —12
Pour étre tout a fait rigoureuz et justifier I'égalité |, Gru~ = 55 |o |u™|%, on
peut utiliser la méthode des troncatures de Stampacchia. On renvoie a [3, Théoréme
X.3]. Ainsi, siu etv désignent deuz solutions de ’équation de la chaleur, avec méme
second membre f et mémes conditions auz limites g, et si les conditions initiales

satisfont ug < vg alors u < wv.

On en déduit :

Remarque 6.63. Le fait que u reste > 0 lorsque les données sont > 0 est important
physiquement, par exemple si u représente une température.

Voici maintenant un résultat plus précis quand f = 0 et qui traduit I'existence
d’une propagation a vitesse infinie : méme si la condition initiale s’annule a I'intérieur
de Q, la solution u vérifie u(t, x) > 0 pour tout t > 0 et x € Q.
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Théoréme 6.64 (Propagation a vitesse infinie). Soit Q un ouvert borné régulier de
R", un temps final T > 0 et une fonction g € L*(Q) telle que g # 0 et g > 0 presque
partout. Alors la solution u obtenue par le Théoréme 6.45 avec f = 0 vérifie

u(t,z) >0 Vo € Q
pour tout temps t > 0.

La démonstration, complexe, repose sur une inégalité de type Harnack parabo-
lique, ou une formule de la moyenne parabolique. Voir [7] pour plus de détails.



Chapitre 7

Autres problemes d’évolution

Ce chapitre est une breve introduction a I’étude mathématique d’autres types
d’équations aux dérivées partielles dépendant du temps, a savoir I’équation de trans-
port et ’équation des ondes. Nous renvoyons a [7, 1, 5, 13] pour une présentation
plus détaillée.

7.1 L’équation de transport

Nous commencgons par une étude rapide de ’équation de transport dans tout
I’espace R”

0
au—kb-vmu—() (7.1)

ou b est un vecteur fixe de R™ (indépendant de z et t). Supposons tout d’abord que
u est une fonction réguliere. On remarque alors que (7.1) signifie qu'une certaine
dérivée de u s’annule. Soit (t,z) € R x R™ fixé. Introduisons la fonction auxilliaire
2(s) = u(t+s,x+sb). Alors (7.1) signifie que 2'(s) = 0, donc que s — u(t+s, x4+ sb)
est une fonction constante sur tout R. Ainsi, pour chaque point (t,z) € R x R™, u
est constante sur la droite de direction (1,b) € R™*! passant par (¢,z). La fonction
réguliere u est donc connue partout pourvu que 'on connaisse u sur au moins un
point de chacune de ces droites (c’est la méthode des caractéristiques).
Considérons alors le probleme avec condition initiale (réguliere) g € C1(R") :
0 b = R”
{ Scult) + b Vau(t,z) =0, (t,7) € (0,00) x R, 72)
u(0,z) = g(x), r € R™.

Les arguments précédents montrent que la fonction u définie sur [0, 00) x R™ par
u(t,z) = g(x — bt) (7.3)

est 'unique solution de (7.2) dans C*(]0,00) x R™). Notons que la formule (7.3)
décrit une onde progressive avangant dans la direction b a la vitesse |b]gn-

137
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Maintenant si g n’est pas une fonction C!, on ne peut bien stir chercher une so-
lution C* & (7.2). Pourtant la définition (7.3) a toujours un sens avec des hypotheses
tres faibles sur g et on peut décider arbitrairement que ceci définit une solution faible
de (7.2). Par exemple si g € LP(R"), on aura u € C°([0, 00), LP(R™)).

Remarque 7.1. Introduisons l'opérateur de translation ,(t) défini par

(1) f) () = f(z —bt).

Pour tout t > 0 fizé, T,(t) est un opérateur borné de W™P(R™) dans lui méme
pour tous m > 0, p > 1. Notons que la famille (1,(t))i>0 vérifie les deux propriétés
importantes

Tb(O) =1Id

(t + 5) = () ($).

On parle de semi-groupe. Si g € H*(R"), la “solution faible” (7.3) s’écrit alors
u(t) = 1(t)g € C°([0,00), HX(R™)). Toutes les équations d’évolution linéaires d’ordre
un en temps et sans second membre vont s’écrire sous cette forme pour un semi-
groupe bien choisi.

Reste a savoir en quel sens une telle solution résout (7.2). Voici un résultat
facile dont le but principal est d’habituer le lecteur a la manipulation des espaces
introduits a la section précédente.

Proposition 7.2. Si g € HYR"™), l'expression (7.3) fournit une fonction u qui
satisfait

u € C([0,00), H'(R™)) N C([0, 00), LA(R™)), Vu € C°([0,00), L*(R")), (7.4)

et l’égalité

uW—+b-Vu=0 (7.5)
a lieu dans C°([0, 00), L*(R™)).
D’autre part, on a
lim u(t,-) = gl s gy = 0 (7.6)

qui donne un sens a la condition initiale u(0,z) = g(z).
Enfin, la solution (7.3) est l'unique fonction satisfaisant (7.4), (7.5) et (7.6).

Preuve : Soit g € H'(R™) et u = {t — 7(t)g}. Il est clair que u € C°([0; 00), H'(R™)).
Définissons alors v := {t — —b-7,(t)Vg} qui est une fonction de C°([0; 00), L*(R"))
car Vg € L*(R"™). Notons que v = —b- Vu. Il suffit de montrer que v’ = v. On utilise
la définition (?7?) : soit w € CX(R™) et ¢ € C°([0;00)) deux fonctions test fixées.

" < | vt ‘”>L2 = [ o) whaetrar,
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Comme w est réguliere, on a

(0(t). 10} 2 = g (1)) 2 = 1))

(pour le voir, faire une intégration par partie). On obtient donc

</0°° v(t)p(t)dt, w>L2 - —</O°° u(t)g! (t)dt, w>L2

pour tout w € C°(R™), d’ou I'égalité

/000 v(t)p(t)dt = — /000 u(t)'(t)dt

dans L?(R"), par densité.

Pour I'unicité, il suffit de montrer que si u satisfait (7.4), (7.5) et (7.6) avec g = 0,
alors nécessairement u = 0. On utilise une technique d’énergie : on prend le produit
scalaire L? de (7.5) contre u(t) € L*(R") a ¢ fixé (tout a un sens d’apres (7.4)). On
obtient pour presque tout ¢

1d
2dt
car pour toute fonction p € H'(R™), [ ¢V = 0 et olt nous avons utilisé le résultat

du Théoreme 6.32. Ainsi |u(t)];. est constant et il s’annule par (7.6) avec g = 0,
c’est-a-dire u = 0. &

Ju(t) ||2LZ(Rn) = <u/(t)au(t)>L2(Rn) =0

Probléme non homogene
Regardons rapidement ’équation de transport non homogene
0
au(t,x) +b-Vu(t,z) = f(t,z), (t,z) € (0,00) x R™, (7.7)
u(0,2) = g(z), x € R"

On suppose comme précédemment que f et g sont de classe C'. En posant comme
avant z(s) = u(t + s,z + sb), on trouve que

Z'(s) = f(t+ s,z + sb)

et donc que

u(t,z) — gla — th) = /

—t

0

2 (s)ds = t x —t)b)ds
(s = [ 5.0+ (s = ).
c’est-a-dire .
u(t,z) = g(x —tb) + / f(s,z+ (s —t)b)ds
0

résout (7.7) dans C'([0,00) x R™). Nous utiliserons plus tard cette formule pour
I’étude de I’équation des ondes.
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7.2 L’équation des ondes

7.2.1 L’équation des ondes 1D

Nous commencons par le cas simple de I'équation des ondes posée sur tout R :
2 ) 82
—u(t,x) — c"=—=u(t,x) =0, (t,x) €|0;00|xR
Cult ) — Eu(t,x) = 0, (t,2) €)0;o0]
U(O, l’) = u0<$>7
5u(0,2) = u(x),

(7.8)

Nous supposons pour commencer que ug et u; sont des fonctions suffisamment

régulieres. On a :
P L0 (0 9N(9 0
o2~ “ox2  \ot “oz)\ot " “ox

donc une solution de I’équation aux dérivées partielles s’écrit (comparer avec I’équation
de transport)

u(t,z) = f(x —ct) + g(z + ct).
La fonction (¢,z) — f(x — ct) représente une onde progressive avangant a la vitesse
c vers la droite, alors que (¢,x) — g(z + ct) est une onde progressive avangant a la
vitesse ¢ vers la gauche. On calcule

u(0,2) = uo(x) = f(x) + g(2)

et
a ! /
au(o,aﬁ) =u(z) = —cf'(z) + cg'(x).
On trouve donc la formule de d’Alembert :
1 x+ct
u(t,z) = §(u0(x —ct) + ug(z + ct)) + % / uy () ds. (7.9)
x—ct

Cette formule a un sens dés que ug et u; sont dans Lj

de I'équation des ondes au sens des distributions. Pour donner un sens précis aux
conditions aux limites, on peut démontrer un équivalent de la Proposition 7.2 :

Proposition 7.3. Siuy € H'(R) et uy € L*(R), alors la formule (7.9) fournit une
solution

u étant alors solution

u € C°(R, H'(R)) N CY(R, L*(R)) N C*(R, H *(R)) (7.10)
de ’équation des ondes
52 , O

ou cette égalité a liew dans C°(R, H~(R)) et telle que
fm [ut) — vl ey =0 T () ~wolyay =0 (112

C’est l'unique solution vérifiant (7.10), (7.11) et (7.12).
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Preuve : La faire en exercice ! &

Sur le cas de I’équation 1D, on voit déja de grandes différences de comportement
par rapport a 1’équation de la chaleur. Par exemple, si

Supp (o) U Supp(ur) C [a; bl
alors on aura pour ¢t > 0
Supp(u(t,-)) C [a — ct; b+ ct].

Ainsi, la propagation a lieu a la vitesse ¢, il n’y a pas de propagation a vitesse infinie
comme pour ’équation de la chaleur.

De méme, on voit qu’il n’y a aucun gain ou aucune perte de régularité de la
solution comme c’est le cas pour I'équation de la chaleur (effet régularisant) ou
I’équation de Burgers (apparition de singularités). Par exemple si u; = 0 et ug €
H'(R), alors u(t,-) € H'(R) pour tout ¢ > 0, tout comme pour I’équation de
transport.

Notons que si on prend ug = 0 et u; = ¢ 'p(z/¢), alors on trouve formellement
que

u(t, ) —eso G(t, )

ou

1
G(t7 I) - 2_01[—ct;ct] (.I’)

est donc la solution (formelle) sur R?, du probleme

2 2
%G’ — CQ%G =0,
G(0,) =0, (7.13)
G'(0,-) =9

On peut alors remarquer que la solution générale (7.9) s’écrit

u(t,z) = =(uo(z —ct) +up(x + ct)) + — /m C uy(s) ds

2¢ —ct

d ( 1 /z+ct ) 1 /z+ct
= — = uo(s)ds | + — ui(s)ds
dt 20 r—ct 0( ) 20 r—ct 1( )

_ 4 (/RG(t,x—y)uo(y) dy) +/RG(15,9U—?/)U1(?J) dy.

N | —

dt

La solution de I’équation des ondes dans tout R™ avec n > 1 s’écrit de facon similaire
avec une fonction GG adaptée voir ’exercice 7.4.
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Exercice 7.4. (L’équation des ondes dans R™). On suppose que g et h sont réguliéres,
et que f = 0. Montrer que la solution de I’équation des ondes sans second membre
sur tout R" avec conditions initiales u(0) = ugy et u'(0) = uy s’écrit

() = Lo + Gt

dt
o 1 ) :
G r)=— Bo:n (Y) —=d sin =2, 7.14
(@) = 5 [ Vo) gz dy RN
CONE = g5 [ ol sin=3 (7.15)

ot B(0;t) est la boule ouverte de centre 0 et de rayon t et S(0;t) est la sphére de
centre 0 et de rayon t, do(y) est la mesure surfacique de cette sphere.
Vérifier que la solution se propage a wvitesse finie : si Supp(ug) U Supp(uy) C
B(0,r), alors
Supp(u(t,-)) C B(0,r + ).
Sin est pair quelconque, G(t) s’obtient par une formule similaire a (7.14) tandis

que si n est impair quelconque, G(t) s’obtient par une formule similaire o (7.15),
voir [7].

7.2.2 L’équation des ondes dans un ouvert borné ()

Tout comme pour I’équation de la chaleur, nous étudions maintenant 1’équation
des ondes dans un ouvert borné €2 C R", avec des conditions de Dirichlet au bord
et terme source f :

2

a—u(t,a:) — Au(t,z) = f(t,x), (t,x) €]0;T[xQ,

ot?
u(t,z) =0 si z € 01, (7.16)
u(0,z) = g(z),

%u(O, x) = h(z),

Cette fois, nous avons pris ¢ = 1 pour simplifier.

7.2.2.1 Solutions faibles

Comme pour 'équation de la chaleur, nous commencons par introduire une no-

tion de solution faible. On considere f € L*(]0;T[, L*(2)), g € Ha(Q) et h € L*(9).

Définition 7.5 (Solutions faibles). Soit u € L*(]0; T[, H(2)) telle que v’ € L*(]0; T[, L*(2))
et v € L*(J0;T[, H1(Q)). On dit que u est une solution faible de (7.16) si on a

(O1) w1 W' (t),v) gr ) + /QVu(t) Vo = /Qf(t)v pour tout v € HE(Q) et
presque tout en t €)0;T7.
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(02) u(0) = g.
(03) «/(0) = h.

Rappelons que d’aprés le Théoreme 6.32, on a u € CO([0;T], L*(Q)) et v/ €
CY([0; T, H1(Q)) qui permet de donner un sens a (O2) et (O3).
Le but de cette section est principalement de démontrer le résultat suivant :

Théoreme 7.6 (Existence et unicité de solutions faibles). Soit  C R™ un ouvert
borné régulier. On suppose que f € L*(J0; T[, L*(Q)), g € HL(QY) et h € L*(Q2). Alors
le probléme (7.16) admet une unique solution faible .

De plus, on a

u€ L2(0;T[, Hy(Q)),  u € L=(J0; T[, L*(2))

et

/ "
s (1o + 140 ) ) + 1 lagorncon

<C <||f||L2(]o;T[,L2(Q)) + ||9||H3(Q) + ||h||L2(Q)) (7.17)

pour une constante C indépendante de w.

Remarque 7.7. Bien noter que nous avons pris g € H}()) alors qu’a priori on
pourrait donner un sens a une solution faible avec seulement g € L*(SY), puisque
u € C[0;T], L*(Q2)). Toutefois, contrairement a l’équation de la chaleur, il n’y a
pas d’effet régularisant avec 'équation des ondes. Pour avoir u € L*(]0; T[, H}(Q))
on est donc obligé de supposer g € H} (). De méme, on doit prendre h € L*(2).

Remarque 7.8. On peut en fait montrer que u € C°([0; T), H} () etu’ € C°([0; T), L*(2)).
Nous verrons cela plus tard, au Corollaire 7.16.

Preuve : Pour I’équation de la chaleur nous avons donné la preuve par décomposition
sur les modes propres du Laplacien et proposé la méthode de Galerkin en exercice.
Nous faisons l'inverse cette fois.

Etape 1 : approximations de (Galerkin.

Considérons la famille des fonctions propres du Laplacien (wy)i>1 C Hg(9),
introduite dans la preuve pour I’équation de la chaleur. Rappelons que
— (wg)g>1 est une base orthogonale de Hy () ;
— (wg)g>1 est une base orthonormée de L*(1Q).
On pose alors
Vin := vect(wy, ..., Wyy,)

et on cherche une solution u,, € C*([0;T1],V,,) faible dans V,,, c’est-a-dire vérifiant
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(O1),, {ulh,, wy) /Vum - Vwy = (f(t), wy) ;2 pour tout k = 1...m et presque
partout en t € [0; T ;

(02)m (un(0),wg) = (g, wy) pour tout k = 1...m.

(03),, (ul,(0),wy) = (h,wy) pour tout k = 1...m.

On pourrait a priori prendre une base quelconque de Hj () (c’est en quelque
sorte ce que nous ferons a la section ??). Mais les expressions seront plus simples en
choisissant la base des fonctions propres du Laplacien. Si on écrit

m

U (1) =) dit (t)wi (),

k=1

alors (O1),, et (02),, équivalent a (nous utilisons que (u!,w) = j; (U, w) d’apres
le Théoreme 6.32)
2

d
o1y, dtzcm )+ () [Vanlls = (F(2),w) o, Yh = L, . £ € [0:T];

(02),, d*(0) = (g,w), Yk = 1..m.
(03)! Ldm(0) = (h,wy), Yk = 1...m.

m dt

Il s’agit d’un systeme d’équations différentielles ordinaires du second ordre, qui
admet une unique solution (d}*(¢))i,, définie sur tout [0; T]. Bien noter cependant
que Pon a seulement ¢ — (f(t),wg);. € L*(]0;T]), donc I'unique solution df*(t)
est en fait elleméme seulement dans HZ(]0;T[) — C'([0;T]). On obtient donc
que u, € CY[0;T], H*(Q) N H}(Q)), u!, € C°([0;T], H*(2) N HF(Q)) et u! €

L2(J0; T[, H*(2) N H () puisque les wy, sont au moins dans H?(2) (elles sont bien
plus régulieres si € est lui méme tres régulier).

Etape 2 : estimées d’énergie.

On désire maintenant passer a la limite quand m — oo. Pour cela, nous com-
mencons par démontrer le lemme suivant.

Lemme 7.9 (Estimées d’énergie). I eziste une constante C' qui ne dépend que de
Q etT > 0 telle que pour tout m > 1,

max (e (g + 12y ) + 1Ol 2oy -1
<C <||f||L2(}o;T[,L2(Q)) + 19l ) + ||h||L2(Q)> . (7.18)

Preuve : Par linéarité dans (O1),,, on obtient presque partout en ¢ €]0; 7]

(U Uy L2(Q /Vum Vg, = (f(t),u m>L2(Q)
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Notons que comme u,, est une somme finie de wy’s, on a que u/’,, ul, € L*(|0; T[, H3(Q)).
L’équation précédente équivaut a

1d 1
s (il + [ [F0nl?) = (10 o) < 5 (1O + W)
(7.19)

Remarque 7.10. Si f = 0, on trouve que l’énergie est conservée au cours du temps :
2 2 2 2
Ve [0,T],  Jum(O)lz2) + IVum(l2@) = 1mlza@) + 1Vl

0U Gm = Y gy (Wk, Q)i €t hyy = > 10, (wg, h)wy. Ceci donne donc automatique-
ment une borne sur u,, dans L=(]0;T[, HY(Q)) et sur u, dans L>=(]0;T][, L*(Q)),
a condition bien sur que les termes de droite soient eux-mémes bornés, c’est-a-dire

que g € H3(Q) et h € L*(Q).

Revenons maintenant a (7.19) et posons

2
1) = [y + / Vit

de sorte que
(1) < 1F ()52 +0(b).

D’apres le Lemme de Gronwall, on obtient donc
2
0) = WOy + | [Vun(OF

e (1O + [ 1Vom@F + [ 1)) (720

m m

[t () 220y = D () (0)° = D {howi)” < [hl 2

k=1 k=1

Or on a

ot nous avons utilisé que les wy forment une base orthonormée de L?*(€2). De méme

/ |Vum<o>|2— O [ 1V = <dm s [ 1P

Ainsi on obtient ’estimée

2 2
max <||u'm(t)||L2(Q) + |um(t) ||H(}(Q)>

te[0;T7]
2 2 2
< e (Iglirga + Vol ey + 1 oy - (7:21)
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Pour obtenir I'estimée sur u! , nous raisonnons par dualité et considérons une
fonction fixe v € H(Q). Nous pouvons écrire v = v1+vy avec vy € V,, et vy € (V)1

Comme v (t) € V;, C L*(Q) pour p.p. t €]0; T[, on a

H-1(Q) <UZ17U>H3(Q) = (uﬁ;,vhz(g) = <“szvl>L2(9)-

On peut alors utiliser (O1),, pour obtenir

1@ (s V) gy 0y = (F(2),01) = / Vi, - Vv

Q

donc
@ V) gyl < (€120 + Bem Dy ) For gy

Ceci montre que
[t O 10y < C 1O 12() + lum®)] 10 -

Pour en déduire I'estimée sur |uy, | 1207 #-1(0y), o0 utilise que f € L*(]0; T, L*(Q))
et (7.21). &

Etape 3 : existence d’une solution faible.

D’apres le Lemme 7.9, nous savons que (u,,) est bornée dans L?(]0; T'[, Hy(Q2)) N
L=(]0;T[, HY(Q)), que (ul,) est bornée dans L*(]0; T[, L*(Q)) N L>=(]0; T[, L*(Q2))

et que (ul)) est bornée dans L?(]0; T[, H '(€)). Il existe donc une fonction u €

L3(J0; T[, H} (2)) telle que u' € L2(]0; T[, L*()) et w” € L*()0; T[, H*(2)) et une
sous-suite de (u,,) (que nous noterons encore u,, pour simplifier), telle que

Uy — u  faiblement dans L*(]0; T[, H3(Q)),
u! — ' faiblement dans L?(]0; T[, L*(2)),
ul — u” faiblement dans L?(]0; T[, H*()).

On a aussi convergence faible-x dans les espaces L correspondants pour u,, et

/

u,, mais nous n’utiliseront pas cette information. Par contre on a bien siur u €

L=(J0; T[, HY(Q)) et w' € L*°(]0; T[, L*(€2)). On a aussi d’apres le Théoreme 6.32
we C0;T], L*(Q),  u € C([0;T), H(2)).

Soit maintenant m’ fixé et v € L*(]0; T'[, V). On a d’apres (O1),, pour m > m/
et apres intégration par rapport a t

T T T
|| et o hgarit + [ Funt) ot = [ 450,00t
qui s’écrit aussi

L2 LH @) (U V) p2q0cr 3 0)) T (Umo ©) 2o o)) = (5 0) 120 220
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On peut alors passer a la limite faible pour obtenir

r2qo a1 @) s V) raqoriamy @) T V) agor @) = O 2oz (7-22)

ceci pour tout v € L2(]0;T[,V,.) avec m’' quelconque. Comme ces fonctions sont
denses dans L*(]0; T[, H3(2)), on déduit bien que u vérifie (i).

Il reste a vérifier que u vérifie (O2) et (O3). Considérons une fonction réguliere
quelconque v € C([0; T|, Vi), telle que v(T) = v'(T') = 0. En intégrant (7.22) par
parties, on obtient

/0 (0 (6),u(t)) ooyt + / / Vu(t) - Vo(t)dt = / (), 0(8)) 2 gyt
— {(u(0),2'(0)) + (u'(0),v(0)). (7.23)

Or (O1),, donne de la méme fagon

| @@ it+ [ [ Funtt) Totat = [ 50,000 2
— u(0).2/(0)) + (0. 0(0)). (7.28)

Passant a la limite faible et utilisant que u,,(0) — g dans H}(Q2) et que u,(0) — h
dans L?(Q) par construction, nous trouvons finalement :

/0 (W (8), u(t)) ot + /0 /Q Vault) - Vo(t)dt = /0 (1), 0(8)) oot
—(g,v'(0)) + (h,v(0)). (7.25)

Ainsi u(0) = g et ' (0) = h car v(0), v'(0) et m’ sont arbitraires. Ceci termine la
démonstration de l'existence d'une solution faible.

Etape 4 : unicité de la solution faible.

Nous devons montrer que si f = g = h = 0 et u est une solution faible, alors
nécessairement u = 0. La preuve serait une facile adaptation de celle du Lemme 7.9
si nous savions que v’ € L*(]0; T'[, H}(2)) comme c’est le cas pour u/,. Comme nous
n’avons pas cette information, elle est un peu plus difficile.

Fixons un tg €]0; 7| et introduisons la primitive temporelle v de —u qui s’annule
en tg :

Clairement v' = —u € L*(|0; T[, H}(Q)) N C°([0; T, L*(Q)) et

Vo = /to Vu(s)ds,  Vve L2(0:T[, L2(Q)) N CO([0: T), H ().
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Notons que
v(tg) =0 et Vou(ty) =0.

On applique maintenant (O1) et on integre sur ]0; ¢o] :

/Oto =12 (U (8),0(8)) g3 s + /Oto/Qvu(S) V(s ds = 0.

Une intégration par parties avec u/(0) = 0 et v(tg) = 0 fournit

_/Oto H1(Q)<UI(S)7U,(S)>H6(Q)CZS+/OtO/QVU(S).VU(S) ds — 0

donc puisque v/ = —u
to to
/0 1) (W(s), U(S)>H5(Q)d5 - /O <UI(5)aU(5)>H3(Q) ds = 0.

H-1(Q) <ul(8), u($)>Hé(Q) = %di<u(3)v u($)>L2(Q)

(V'(s), v(s))Hé(Q) = %%@(3)7 U(S)>H1(Q)

0

donc on trouve finalement puique u(0) = 0 et v(ty) = 0

2 2
[u(to) 72y + 10 (0) i3 () = O-
Comme t, était quelconque, on a bien
u=0

et la solution faible obtenue est unique.

Etape 5 : preuve de (7.17).

L’inégalité (7.17) est obtenue par passage a la limite dans (7.18). &

Exercice 7.11. (Formules explicites pour la décomposition sur les modes propres
du Laplacien). Considérons une solution faible u de ’équation des ondes sur 2. On
décompose u sous la forme

u(t) = ag(t)wy

k>1

et on pose Bi(t) = (f(t), wy).
1. Trouver l’équation différentielle ordinaire vérifiée par oy et écrire la forme
de la solution pour tout k.
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2. En déduire que u doit s’écrire sous la forme

u(t) =V'(t)g+ V(t)h + /Ot V(t—s)f(s)ds (7.26)

o
sin \/ t
=y —r= !wk>(wk!~
E>1

3. Montrer que
IVl 120 12(0) < Ct IV (O 2220y <

VOl 20— mi@) < €, IV Ol 2 @) 1120 < C-
Vérifier que V" (t) = AV (t) = V(t)A et en déduire que

||V”(t)||Hg(Q)—>L2(Q) <C.

4. Montrer que la formule (7.26) fournit une fonction telle que u € L>(]0; T[, H}(Q)),
u' € L>(|0;T[,L*(Q)) et u” € L*(|0;T[, L*(Q)), qui est l'unique solution
faible de l’équation des ondes sur €.

Exercice 7.12. (Un théoreme général)

1. En s’inspirant de ['une des deux démonstrations du Théoreme 7.6, démontrer
le résultat général suivant :

Théoreme 7.13. Soit H etV deux espaces de Hilbert tel que V — H avec
injection compacte et V' est dense dans H. Soit a(-,-) une forme bilinéaire
symétrique continue et coercive dans V. Soit un temps final T > 0, une
condition initiale (g,h) € V x H et un terme source f € L*(]0;T[, H). Il
existe une unique solution faible u € L*(|0; T, V) telle que v’ € L*(]0;T[, H)
et v’ € L*(J0;T[, V') au probléme

u(0) =g, u/(0) = h.

De plus il existe une constante C' telle que

{ L (u(t), )y + alu(t),v) = (f(t),v),; YoV, t€l0;T]

Hu”Loo ([0;T],V) +H“ ”L°° ([0;T),H +||“ HLQ(]O;T[,V/ = (”f||L2 (0;T[H +||9||v+”h”H)

2. (Equation des ondes en milieu inhomogene). Soit Q C R™ un owvert borné
régqulier et A une fonction définie sur ) a valeurs dans les matrices symétriques
réelles définies positives de taille n, telle que

al, < A(x) < B,
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p.p.x €8, oua, >0 etl, estl’identité de R". En déduire [’existence d’une
unique solution faible au probléme

Bou(t, x) — div(A(z)Vu(t,z)) = f, (t,2) €]0;T[xQ,
u(t,z) =0, (t,x) €]0; T[x002
U(O,$) = g([L’), %U(O,x) = h(ﬂ?),

ot g € HY(Q), h € LA(Q) et f € L2(J0: T, L*(2)).

7.2.2.2 Propriétés qualitatives des solutions faibles

Comme ’étude du cas 1D nous I’a montré, il n’y a pas de régularisation ou de
propagation a vitesse infinie avec 1’équation des ondes.

Théoréme 7.14 (Réversibilité en temps). Soit Q@ C R"™ un ouvert borné régulier.
On suppose que f € L*(|0; T[,L*(Q)), g € H}(Q) et h € L*(Q). Alors l’équation des

ondes rétrograde en temps

%u(t,x) — Au(t,z) = f(t,x), (t,z) €]0; T[x1Q,

u(t,x) =0 si z € 99, (7.27)
u(T,z) = g(z),

Su(T,x) = h(z),

admet une unique solution faible u € L>(]0;T[, Hy () avec u' € L*>(]0; T, L*(0)).
De plus si u est la solution de l’équation des ondes usuelle telle que u(T) = g et
W' (T) = h, alors on a u = 1.

Preuve : On fait le changement de variable v(t) = @(7 — t) pour se ramener a
I’équation des ondes usuelle et obtenir ’existence et 'unicité d’une solution faible.
L’équation ne change pas grace a la dérivée d’ordre deux en temps. &

Si les données sont plus régulieres, on peut montrer que la solution est elle méme
plus réguliere. En résumé :

g h f u
H™ Q) | H™(Q) | L f € L2(0;T[, H"*(Q)) | Lou € L®(0; T[, H™7H(Q))
k=0,...m k=0,..m+1

mais il faut des conditions de compatibilité pour que ceci soit vrai, voir par exemple
[7]. Nous énongons un résultat beaucoup plus simple, similaire au Théoréme 6.60.

Théoréme 7.15 (Régularité). On suppose que Q0 est un ouvert borné de bord C'*
et que g,h € C(QY), f € C([0;T],C° (). Alors

u € C([0; T] x Q).
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Preuve : A faire en exercice! O

Comme annoncé précédemment, nous pouvons maintenant montrer que la solu-
tion faible est en fait plus réguliere que prévue par rapport au temps.

Théoréme 7.16 (Conservation de 'énergie). On se place sous les hypothéses du
Théoréeme 7.6. Alors la solution u de l’équation vérifie

we C0;T], Hy (), ' € C°([0; 7], L*(92)),
et satisfait [’égalité

/Q (‘%u(t, 7)

2

+ |Vul(t, :c)|2> de = /Q (h(z)* + |Vg(z)|?) dz

+2/0t/ﬂf(s,:c)u’(s,x)d:cds (7.28)

pour tout t €]0;T[. En particulier si f =0, on a la conservation de l’énergie :

[ (\gum)

pour tout t €]0;T7.

+ |Vu(t,x)|2> dr = /Q (h(z)* + |Vg(z)|) dz (7.29)

Preuve : Nous raisonnons une fois de plus par densité. Considérons des suites
Gn, h, et f, régulieres telles que

nlggo lgn — g”Hol(Q) - nhjgo |7 — h”L2(Q) = nhjgo | fo — f”L2(]o;T[,L2(Q)) =0.

Comme la solution correspondante u,, est réguliere (on a seulement besoin de v’ €
L*(]0; T, H3(€2))), il est facile de démontrer (7.28) en suivant la méthode de preuve
utilisée pour u,,, cf (7.19).

En fait on a méme en appliquant (7.17) & u, — uy,

s, — ”LOO(]O;T[,LQ(Q)) + Jun — um ||Loo(}o;T[,Hg(Q))
2 2
< C (1 = hunllgy + 190 = gmliggey + + 1o = Flizgoirizay ) - (7:30)

On en déduit que u, — wu et u/, — v respectivement dans L>(]0;T[, H}(2)) et
L>=(]0; T[, L*(Q)). Or pour tout n, u, € C°([0; T), H () et u), € C°([0; T), L*()).
Donc u € CO([0;T], H} () et o' € C°([0;T], L*())) comme limites uniformes de
fonctions continues. On obtient alors 1’égalité par passage a la limite. &

Si f =0 et g,h ont un support compact K C €2, on peut montrer que 'unique
solution faible u coincide avec la solution définie sur tout 'espace R", et que la
propagation a lieu a vitesse finie (cf Exercice 7.4) tant que cette solution ne touche
pas le bord, donc sur un intervalle de temps [0; €]. Mais deés que la solution touche
le bord, les deux solutions different a cause des conditions de Dirichlet sur 0f).
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Chapitre 8

Méthode des éléments finis pour
les équations d’évolution

On présente ici le principe de la méthode des éléments finis pour les équations
d’évolution. Nous nous concentrons ici sur deux types d’équations a savoir I’équation
de la chaleur et I’équation des ondes.

8.1 L’équation de la chaleur

8.1.1 Semi-discrétisation en espace

Nous commencons par seulement discrétiser en espace la formulation variation-
nelle de I’équation de la chaleur (6.12). Pour cela, nous considérons une suite d’es-
paces de dimension finie V3, h — 0, avec V}, C H}(Q2). On suppose qu'’il existe une
application linéaire 7y, : H*(Q2) — V}, telle que

}3{}% 1= ”Hk(Q)mHg(Q)—mg(Q) =0 (8.1)

ou k est assez grand.

L’exemple typique est celui de I'approximation par des éléments finis. Soit {2 un
ouvert borné connexe polyédrique de R™. Rappelons qu’une suite (75) est une suite
de maillages triangulaires réquliers de € si pour chaque h, T, = (K;) ou les K; sont
des tétraedres formant un pavage de Q. L’intersection de deux tétraedres K; et K j
est soit vide, soit un tétraedre de dimension m < n — 1 dont tous les sommets sont
aussi des sommets de K; et K. De plus on a

max diam(K;) = h

7

Vi, diam(K;) < C max r
Brng‘

c’est-a-dire que chaque K; est de volume d’ordre h™ (il ne peut pas étre aplati ou
s’aplatir quand h — 0). Introduisons alors 'espace d’approximation

Ve = {u € C(Q) | upn = 0, u|g, est un polynome de degré k:} .

153
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Pour chaque tel maillage, on peut définir une suite de points (a;)?_; € Q appelés
noeuds (p = dim V},) et des fonctions ¢; € Vi C H} () telles que p;(a;) = &;;. Pour
toute fonction réguliere v on pose alors

p

rpv(z) = Z v(a;)pi(z).

i=1
Le résultat suivant est classique [1] :

Proposition 8.1. Soit (7,) une suite de maillages réguliers comme ci-dessus. On
suppose que k + 1 > n/2. Alors pour tout v € H*Y(Q), Uinterpolée ryv est bien
définie et satisfait :

[v = rnolga iy < CR® [0l s ynm o) -

La propriété (8.1) est donc vraie pour une suite de maillages triangulaires réguliers,
puisque la proposition ci-dessus signifie que

1T =7ral e )iy < Ch*

des que k+1>n/2.
Un autre exemple est celui d’une approximation de Galerkin (moins utilisée dans
la pratique) ot on pose simplement

Vi, = Vect(wy, ..., wy,), h=1/m

olt (wy) est une base orthonormée de L?(Q) bien choisie (par exemple les fonctions
propres du Laplacien comme nous I'avons fait dans les preuves précédentes). On

peut alors poser simplement r, = le projecteur orthogonal sur V} pour le produit
scalaire de H} ().

Exercice 8.2. Vérifier que la propriété (8.1) est bien vérifiée pour k assez grand,
si on prend Vi, = Vect(wy, ..., wy,), h = 1/m ot les wy sont les fonctions propres du
Laplacien.

La semi-discrétisation en espace consiste a résoudre le probleme variationnel
suivant

{ %<uh(t)7vh>L2(Q) + fQ V“h(t) -V, = (f(t), Uh)L?(Q) Vo, € Vy,
up(0) = gn,

ol g, € Vj est telle que g, — g dans L*(Q). Soit (vy, ..., v, ) une base orthonormée
de V},. Si on écrit

m

un(t) =) aj(to,

k=1
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on trouve que les af doivent vérifier

{ re1 (O (S)ke + 200, () (Kn)re = (f(£),0k) o) b =1,.om
ay(0) = (gn, vr),

ol
(Sh)k,ﬁ = <UkaU€>L2(Q)7 (Kh)k;,z = / Vuy, - V.
Q

Ce systeme d’équations différentielles ordinaires s’écrit sous la forme matricielle

{ Sl + Kot =00 (82)
en posant
o/f(t) (gn, U1>L2(Q) (f(t), Ul>L2(Q)
al = : , a" = : ) V' = :
o (1) (9 o) 120 (F(E) o) o

L’existence et I'unicité ainsi qu’'une formule explicite s’obtiennent par diagonalisation
simultanée des matrices Sy, et Kj,. En pratique, on résout numériquement (8.2) par
une discrétisation temporelle, comme pour tout systeme d’équations différentielles
ordinaires.

On peut alors démontrer le résultat suivant :

Théoréme 8.3. Soient f € L*(J0;T[, L*()), g € L*(Q) et u € L*(|0; T[, HY(Q)) N
CO([0; 17, L*(2)) l'unique solution faible de I’équation de la chaleur. Soit uy, 'unique
solution variationnelle dans Vj,. On suppose que la suite V}, satisfait (8.1) et que
limp—0 | gn — 9l 12(q) = 0- Alors on a

i fun = ] 2oy o)) = o) lun(t) = u®)l 20 = 0

Preuve : Soit € > 0 et f € C5°(]0; T[xR), § € C(Q) tels que

|-

<e —g <e
LQoTLI2@) lg = 9l2(0) <
D’apres la continuité par rapport aux données (cf le Théoreme 6.53 pour le probleme
sur tout H}(Q) et une généralisation évidente sur V4,), on a

lt = @l poo oy L2y + Tun = @l oo oy L2(0y) < C€

ou u et uy, sont les solutions faibles associées a ¢ et f . 11 suffit donc de prouver le
théoreme pour & et ﬂh Pour simplifier les notations, nous supposerons f =fe
Ce(J0;T[x) et § = g € CF(N) de sorte que u € C®([0;T] x Q) d’apres le
Théoreme 6.60.
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On a pour tout v, € Vj
(€)= (0) 0n) oy + [ T((t) = un(8) - Ven = 0.
Q

Soit maintenant m, le projecteur orthogonal sur V,, pour le produit scalaire (v, w) Hi(Q) =

Jo, Vv - Vw. On a donc pour tout v € H*(Q) N H () €V C Hy(2), avec k assez
grand,

(1 - 7Th)“”L?(Q) <C|1- 7Th)U”Hg(Q) <1 - Th)U”Hg(Q)
<C1- 7”h||Jark(ﬂ)—>H5(Q) ||U||Hk(g) (8:3)
d’apres I'inégalité de Poincaré et 'hypothese (8.1). Nous avons aussi utilisé que
Vo, € Vi, v = mv|gaa) < o — vl q)
d’apres la caractérisation de la projection orthogonale, donc en particulier que
Jv— 7ThU”Hg(Q) <Jv- ThU”Hg(Q) :

On a pour tout v, € Vj
(Tt (t) — up,(8), 0n) 2 + / V(mpu(t) — un(t)) - Vo, = ((m, — Du'(t), vn) 12(q)
Q
puisque
Yo, € Vj, / V(m, — Du(t) - Vo, =0
Q

par définition de 7. Prenons maintenant v, = mpu — up, € V3. On trouve

1d

337 1mat) = Oy + [ Fmu(t) = (1) - Vmate) = w(0)

1 1 2
< 5 Imn(t) = un(0)aiey + 5 1ms — D Ol - (84)

D’apres I'inégalité de Gronwall, on déduit que

t
2
¢ (uwhg S Y S AR ds)
0

2 2
c( Imng — o1ai@y + 19 — 8l

[l = 0 )

IN

[ mu(t) = un(®) 720

IN
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Comme g est réguliere, g € H*(2) et de méme /(s) € H*(Q) d’apres le Théoreme
6.60 uniformément par rapport a s, donc

2 2
frvult) — un(®) ey < C'lg — gnlZago
t
2 2 2
o T L, (ugnm(m [ WO ds) |
0

En utilisant (8.1), on trouve que

l. _ =
b mae fmnu(t) = un(t)] 2o = 0

quand h — 0, et donc que

5 i 1)~ Oy =0

puisque
lim |y u(t) = w(t)] () = 0

d’apres (8.3), u étant réguliere. De méme on trouve d’apres (8.4)

1. _ 1 —
h%trerﬁ%] lu(t) uh(t)”Ho(Q) 0

donc en particulier que

lim 1 — un] 207 113 = 0-

Ceci termine la preuve du théoreme. &

8.1.2 Discrétisation totale en espace-temps

Apres avoir discrétisé le probleme par rapport a la variable spatiale, il nous
faut maintenant discrétiser en temps le systeme d’équations différentielles ordinaires
(8.2). Pour simplifier, nous supprimons la référence a la variable h décrivant la taille
du maillage.

Nous considérons une grille uniforme en temps de pas de temps At = T'/n, et
nous posons t, = nAt. Notons a™ 'approximation de «(t,) calculée par un schéma.
Pour calculer numériquement des solutions approchées de (8.2), la méthode la plus
simple et la plus utilisée est celle du 8-schéma :

S + K(fa" + (1 = 0)a") = 0b(tny1) + (1 — 0)b(t,)
qui peut se réécrire sous la forme

(S + OALK)a™ ! = (S — (1 — O)ALK)a™ + AHOb(toi1) + (1 — O)b(t,)).  (8.5)
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Lorsque 68 = 0, on trouve le schéma d’Fuler explicite, lorsque 8 = 1, il s’agit du
schéma d’Euler implicite, alors que si § = 1/2, on parle de schéma de Crank-
Nicholson ou du point milieu.

Dans la formule précédente, on suppose pour simplifier que f est assez réguliere,
de sorte que b(t,) ait un sens (sinon b n’est a priori seulement définie presque
partout). Si f n’est pas réguliere, il faut remplacer b(t,) par une moyenne de b(t)
sur un intervalle autour de t,,.

Notons que comme la matrice S n’est en général pas diagonale, il est souvent
nécessaire de résoudre un systeme linéaire a chaque étape méme pour le schéma
explicite. Bien sur, on peut utiliser des schémas ne rentrant pas dans la classe (8.5).

Une propriété importante des schémas est leur ordre. Le lecteur vérifiera en
exercice que le @-schéma est toujours d’ordre un, sauf quand 6 = 1/2 ou il est
d’ordre 2.

La solution exacte du systeéme d’équations différentielles (8.2) est une fonction
a € C°([0; T],R™) donc bornée sur [0;T] (ceci est vrai méme quand b(t) n’est que
dans L?(]0; T'[)). Une propriété importante d’un schéma est sa stabilité. Nous dirons
qu'un schéma est stable si |a| possede la méme propriété et reste uniformément
bornée si on augmente le nombre de points de discrétisation.

Définition 8.4 (Stabilité). Un schéma est dit stable si on a

sup (Sa",a™) < C

n

pour une constante C' ne dépendant pas de At (mais qui peut dépendre des données
a(0) et b(t) et de T').

On a choisi la norme associée a la matrice de masse S (que I’on suppose inversible)
car c’est celle qui correspond & la norme de L?(£2). Mais bien sir toutes les normes
sont équivalentes en dimension finie.

Lemme 8.5 (Stabilité des #-schémas pour I’équation de la chaleur). Si1/2 <6 <1,
le O-schéma est inconditionnellement stable. Si 0 < 0 < 1/2 il est stable sous la
condition

2
max \;At <
1-—26

ou les \; sont les valeurs propres de S~Y/2KS~1/2.

(8.6)

Preuve : On peut choisir de travailler une base orthonormée pour le produit
scalaire associé a S et qui est orthogonale pour celui associé a K. Dans cette base,
le f-schéma s’écrit

(I +0AtD)a"+' = (I — (1 — 0)AtD)a" + At
ol b" contient les coordonnées de (Ab(t,+1) + (1 — 0)b(t,)) dans la nouvelle base et
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contient les valeurs propres de K pour le produit scalaire de S, c’est-a-dire celles de
S—1/2 K S=Y2 Donc on obtient

a"tt = Da™ + (I + OALD) LAt (8.7)
L (1 (1—0)AL , At
diag ( 1+ OAA, > diag ( 1+ GAt)\i)

La condition de stabilité pour un systéme sous la forme (8.7) est alors que ”DH <1,

c’est-a-dire
AL\

-1<1—-———<1
- 14+ 0AtN;, —
pour tout <. Comme tous les \; > 0, ceci se réduit a

At
— <2
1+0AtN, —

C’est-a-dire
Vi=1.m, (1—20)At\ <2.

¢

Il reste a démontrer la convergence du schéma vers la solution de ’équation de
la chaleur.

Théoréeme 8.6 (Convergence). Soit 2 un ouvert régulier, T > 0 un temps final. On
suppose que g € L*(Q) et f € L*(|0;T[, L*(Q)) sont suffisamment réquli¢res et on
note u 'unique solution faible de l’équation de la chaleur. On suppose aussi que Vj,
satisfait (8.1) et que limpso |gn — gl 12(q) = 0. On note uj, la solution de Iéquation
de la chaleur totalement discrétisée par un 0-schéma avec 0 € [0; 1], en supposant la
condition de stabilité du Lemme 8.5 vérifiée. Alors on a

. n _ —
Altn—nm, 0<trmoNt<T [ui = u(tu)l 2y = O-
h—0

Pour la preuve et des estimées explicites, voir [13].

8.2 L’équation des ondes

8.2.1 Semi-discrétisation en espace

Comme pour I’équation de la chaleur, on peut discrétiser ’équation des ondes
seulement en espace. On introduit comme a la section 8.1.1 un espace V}, approchant
HJ () et on suppose que (8.1) est satisfaite.

On considere I'approximation variationnelle suivante : trouver u; vérifiant

{ Ccll_t22<uhvvh> +(‘9[Q Vuy, - Vo, = <f(t)7vh> Vvh € Vh, t E]O;T[
un(0) = gn, 5;un(0) = gj-
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ol

}llii% lgn — gHH&(Q) =0, }Lli% lgh — 9/“L2(Q) =0.
Soit (v1, ..., v,) une base orthonormée de Vj,. Si on écrit

un(t) =) aj(t)o,

k=1

m

on trouve que les ol doivent vérifier

{ Lol (1) (Shke + Xpsy o () (Kaee = (F(8),08) oy k=1,...m
Oéﬁ<0) = <ghavk>7 %O&Z(O) = <g;ka>>

ou
(St = () (K= [ Vou- Vo
Q

Ce systeme d’équations différentielles ordinaires s’écrit sous la forme matricielle

SnLal(t) + Kpal(t) = b (t) (8.8)
a(0) = a", o/(0) = A" ’
en posant
aj(t) (gn: 01) 120
o = : a" = :
ag(t) (9n, Um>L2(Q)
(Gn» U1>L2(Q) (f(1), U1>L2(Q)
Al = : b = :
<gh7/Um>L2(Q) <f(t)7vm>L2(Q)

L’existence et I'unicité ainsi qu’'une formule explicite s’obtiennent par diagonalisation
simultanée des matrices Sy, et K. En pratique, on résout numériquement (8.8) par
une discrétisation temporelle, comme pour tout systeme d’équations différentielles
ordinaires.

Remarque 8.7. Quand f =0 (donc b" =0), I"équation semi-discrétisée en espace
(8.8) décrit un systéme Hamiltonien. En effet, on peut la réécrire

{ q'(t) = GE(q(t), p(t))
— %3¢ (a(?), p(t))

’B\
—~
~
~—
I
5
S
—~
Q

avec
1 _ _ 1
H(q,p) = §<(Sh) 1/2Kh(5h) 1/26176]>Rn + ) ”PH%H

il g(t) = (Su)/2a(t) et p(t) = ¢'(1).
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On peut maintenant démontrer un résultat similaire au Théoreme 8.3.

Théoreme 8.8. Soient f € L*(|0;T[,L*(Q)), g € HNQ), ¢ € L*(Q) et u €
L2(J0; T[, H} (2)) N C°([0; T, L*(2)) 'unique solution faible de I’équation des ondes
sur €. Soit up, 'unique solution variationnelle dans Vj, définie ci-dessus. On suppose
que la suite V, satisfait (8.1) et que

. - . / / _
;lll_% lgn — gHH&(Q) =0, }g}% lgr, = d'l 2) = 0-
Alors on a

lim sup |up —u = lim sup |u) — ' _o
h—0 +e[0T] H h HH(%(Q) h—0 te[0:7] || h ”LQ(Q)

Preuve : La démonstration suit celle du Théoreme 8.3 : on commence par se
ramener au cas ou f, g et ¢’ sont régulieres grace a la continuité par rapport aux
données.

On introduit ensuite, comme précédemment, le projecteur orthogonal 7, sur V},
pour le produit scalaire de H}(€2). On a alors

1@ (W (1) = up (1), vn) ) + (U = un, Vi) ga () = 0
pour presque tout t €]0; 7| et tout v € V,. On prend alors v, = mu' — u) €
L2(J0; T[, H}(2)) car u est tres réguliere et m, : H*(Q2) — H(Q) pour k assez grand
d’apres (8.1). On obtient
H*l(Q)<U”<t> — ug(t), ﬂhu’ _ u/h>H(%(Q) + <7Thu — Up, ﬂ'hul _ u;L>H5(Q) =0
c’est-a-dire

1d , ,
S (It (6) = W) 20 + Imn(®) = wn (D)l 0
= {(mn = D (0), m = ) ) (39)

car u est tres réguliere donc (1 — mp)u” (t) € L*(J0; T[, H () d’apres (8.1).
Le lemme de Gronwall nous donne

[ (£) = (D) gy + Imna() = un (D) 30
t
< ¢ (Ims’ = ke + 1o = ol + [ 1= 10Ol
<O (lg' = il + 19— ol
+C1—m, ||12sz(9)_>115(9) (”9/"?#(9) + ”9“?#(9) + “U”||i2(]o;T[,Hk(Q)))

qui permet de conclure. &
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8.2.2 Discrétisation totale en espace-temps

Il faut discrétiser le systeme d’équations différentielles ordinaires (8.8). Pour
simplifier, nous supprimons la référence a la variable h décrivant la taille du maillage.

Nous considérons une grille uniforme en temps de pas de temps At = T'/n, et
posons comme précédemment ¢, = nAt. Nous notons aussi a” "approximation de
a(t,) calculée par le schéma considéré.

Pour 0 < 6 < 1/2, on peut considérer comme avant le 0-schéma

a"t! — 24" + a" ! n+1 n n—1
g = LK (00" +(1=20)a"+0a™1) = 0b(tn 1)+ (1—20)b(tn)+0b(tn 1)

avec les conditions initiales
a’ = a(0) et a'=d/(0).
Un schéma plus fréquemment utilisé est celui de Newmark :

an+1 —2q" + anJrl

S AL + K(0a™" + (1/2 46— 20)a™ + (1/2 — 6+ 0)a" )
= 0b(tns1) + (1/2 46 —20)b(t,) + (1/2 — 6+ 0)b(t,—1)

qui généralise les f-schémas obtenus en prenant 6 = 1/2.

Lemme 8.9 (Stabilité du schéma de Newmark pour ’équation des ondes). Si ¢ <
1/2, le schéma de Newmark est toujours instable. Si 6 > 1/2, le schéma est stable
s1

0<20<1

ou St
2

0 —20

0<20<d et max)\(At)? <
ou les \; sont les valeurs propres de S~'2KS~1/2.

Preuve : Comme précédemment, on se place dans une base orthonormée pour
S et orthogonale pour K, et on note b" le vecteur contenant les coordonnées de
Ob(tni1) + (1/2+ 5 — 20)b(t,) + (1/2 — 0 + 0)b(t,—1) dans cette base. On introduit
aussi les matrices

140X (At)? 1+0X; (At)2

2- X (AD)2(1/246-20)  14+X;(A1)2(1/2—546)
Ai - .
1 0

On voit alors facilement que le schéma de Newmark s’écrit

altty ay (At)? by
( ar >‘A"(&?1)+1+9Ai(m>2( 0 >
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ou a™ contient les coordonnées de a™ dans la base considérée. Le schéma est donc
stable quand Sp(A;) C [—1; 1] pour tout i. Vérifier en exercice que I'on tombe bien
sur les conditions données dans 1’énoncé. &

Comme pour I'équation de la chaleur, on peut étudier la convergence des schémas
que nous venons de présenter. Nous renvoyons a [13] pour plus de détails.

Théoréme 8.10 (Convergence). Soit Q un ouvert régulier, T > 0 un temps final.
On suppose que g € Hy(Q), ¢ € L*(Q) et f € L*(|0; T[, L*(Q)) sont suffisamment
régqulieres et on note u l'unique solution faible de l’équation des ondes. On suppose
aussi que Vy, satisfait (8.1) et que limyp,_o |gn — g”H(}(Q) = limy, 0 |g}, — g’||L2(Q) = 0.
On note uy la solution de l’équation des ondes totalement discrétisée par un schéma
de Newmark, en supposant les conditions de stabilité du Lemme 8.9 vérifiées. Alors
on a
lim max _|uy — u(ty)] 2 = 0.

At—0, 0<tp=nAt<T
h—0
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