Examen du cours de M2 :
Méthodes numériques probabilistes

16 janvier 2008, 09h00 - 12h00.
Les notes de cours sont autorisées.

Algorithme “Coupling From The Past”

On considére un espace d’états M discret, muni d’une probabilité 7. Soit (6,)n>1 une
suite de variables aléatoires i.i.d., & valeurs dans un espace mesurable (0,.4). Soit une
fonction f : © x M — M que 'on suppose mesurable. Dans la suite, pour # € O, on notera
fo : M — M la fonction f(0,-).

On introduit la suite de variables aléatoires (X, )n>0 avec X¢ indépendant des (6,)n>1 €t

Xn+1 = f(9n+17Xn)' (1)

1 Montrer que la suite (X,,),>0 est une chaine de Markov, de matrice de transition P que
I’on précisera.

2 Comme exemple d’une telle dynamique, on considére le modéle d’Ising sur le réseau de
dimension 1 : {1,..., N} oit N désigne le nombre de sites. Dans ce cas, M = {—1,+1}¥,
et m(z) = Z lexp(—BV(z)), ot B est une constante positive, Z = Y zenr exp(—8V(x)),
et V(z) = —-H Zf\il T — Zgjzl Jijx;x;, ou J est une matrice symétrique. On considére
la dynamique de Metropolis Hasting suivante : pour passer de la configuration X, a la
configuration X, 1,

— Proposition : choisir (indépendemment) un site &, de maniére uniforme sur {1,..., N}
et un spin S, de maniére uniforme dans {—1,+1}, et proposer la configuration Xn—i—l
obtenue & partir de X,, en changeant le spin du site k,4+1 en Spy1 : Xn+177; = X
pour tout i € {1,...,kps1 — Likpt1 +1,...,N} et )Z'nJrLknJrl = Sp+1- (On a noté
Xn = (Xna1,...,Xnn) les composantes de X,,).

— Acceptation / Rejet : accepter ou rejeter la configuration Xn—l—l suivant la régle de Me-
tropolis Hasting.

2.a Fcrire précisément ’algorithme qui permet d’obtenir X, 1 en fonction de X,.

2.b Justifier le fait que la chaine de Markov (X,,)n>0 est irréductible et apériodique de
mesure invariante .

2.c Ecrire la dynamique sur X, sous la forme (1) en précisant les (6,,),>1.

On revient maintenant au cadre général du début du probléme. L’objectif est de construire
une méthode de simulation exacte de la mesure de probabilité w. Pour cela, on introduit
I’application aléatoire D,, : M — M définie par : Dy = Id et

Dn:f910f920...0f9n.

On introduit également 'application aléatoire G, : M — M définie par : Gg = Id et
Gn = fgn (¢] f@n_l o0...0 fgl.



3 On suppose que P est une matrice de transition irréductible et apériodique, de mesure
invariante 7. Que peut-on dire de P(Gy(z) = y) pour x,y € M et n — o0 ?

On introduit le temps de coalescence
T = inf{n € N, D,, est une application constante},
avec la convention inf () = +o0o et on note

4 On suppose que P(T" < oo) = 1. Montrer que ® a pour loi 7. Indication : on pourra
utiliser le fait que, pour x € M et n > 1 fizés, Gp(x) et Dy(x) ont méme loi.

5 Cette question est facultative et indépendante du reste du probléme. Dans cette question,
on propose de donner une condition suffisante pour que P(7T" < oo) = 1. On suppose que
M est composé d’'un nombre fini d’états et que Ja € (0, 1],

VAC M,|Al >1 = P(|fo,(A)] < |A]) > «,
ot | - | désigne ici le cardinal. On note d = |M|. Montrer que
P(Dy_; est une application constante) > a1

En déduire que pour tout k € N, P(T > k(d — 1)) < (1 — a®1)* puis que P(T < o0) = 1.
6 Quel(s) inconvénient(s) numérique(s) voyez-vous a l’algorithme de simulation de & ?

7 On suppose que M est muni d’une relation d’ordre notée <, et qu’il existe deux éléments
Tmin €6 Tmax de M tels que :

Vo € Ma Tmin < T < Tmax-
On suppose de plus que 'application f est monotone au sens suivant :
Vo € ©Vr,y e M,z <y = f(0,x) < f(0,y).

Dans ce cas, on dit que la dynamique (1) est monotone.

7.a Comment calculer en pratique le temps de coalescence pour une dynamique mono-
tone ? Décrire ’algorithme complet sous ces hypothéses. Indication : on pourra considérer

Dn(xmin) et Dy, (wmax) .

7.b On suppose que la chaine de Markov (X,),>0 est irréductible et de mesure invariante 7.
On note Y,, = Gy (¥min). Justifier la suite d’inégalités :

P(T > n) = P(D,, n’est pas une application constante),

(

(G, n'est pas une application constante),
(Vk e {1,...,n}, Yy # Tmax),
(

P
P
P(S > n),

IN A



ou S =inf{n >0, Y, = Tmax}. En déduire que P(T = o0) = 0.

8 Dans cette question, on considére a nouveau ’exemple du modéle d’Ising introduit dans
la question 2. On introduit la relation d’ordre (partielle) suivante sur M :

r<y <= Vie{l,...,N}z; <y.

On suppose J; ; > 0. Montrer que la dynamique introduite dans la question 2 est monotone.
En déduire une méthode de simulation exacte du modéle d’Ising.

Convergence du recuit simulé

Soit une fonction V : T — R de classe C?, ou T = R/Z désigne le tore de dimension 1
(autrement dit, V' € C?(R,R) et est périodique de période 1). On cherche les minima de la
fonction V', et on considére pour cela la dynamique suivante :

1dV

dX; = —
t 2 de

& (Xy)dt + o(t)dB; (2)

avec o une fonction du temps, scalaire, positive, décroissante et qui tend vers 0 quand
t — oo et B; un mouvement brownien de dimension 1. On note M l’ensemble des minima
(globaux) de la fonction V, et I'objectif est de chercher une bonne loi de décroissance pour
o(t) de maniére & faire converger X; vers M.

Pour o > 0 donné, on introduit la densité de probabilité ¢, = Z, ' exp(~V/o?), ot Z, =
fT exp(—=V/a?).

1 On admet que X; admet une densité p(t,-) par rapport a la mesure de Lebesgue sur T.
Montrer que p satisfait ’équation aux dérivées partielles :

oA A (S (22) o

2 Pour ¢ > 0 fixé, on introduit le trou spectral pour la mesure g, défini par :

2 12
7 inf {fT 9" 4

)\1(0) = ? f'ﬂ‘ ¢2 QO"

¢: T — R tel que /T(d>2+¢/2)qg<00et /T<Z>q020}. (4)

2.a Démontrer que pour toute fonction ¢ : T — R, telle que fT(¢2+¢’2) < ooet fT bq, =0,
fT ¢ < 3 fT qb’ . Indication : on pourm vém’ﬁer que g, P(xg) = 0, poser(x) = ¢(xo+x)
puis écrire Y(x (fo ) <z fo )2 dy.

2.b En déduire que A\i(0) > o2 exp(—osc(V)/0?), oit osc(V) = maxt(V) — ming(V).

3 On suppose dans cette question que o(t) est une fonction Constante :o(t) = 00. On

2 2
introduit f(¢t) = 2f’H‘ (p(t ) . Montrer que E = fT (Bx ( - )) doo- En

dog

déduire que f(t) < f(0)exp(— 2)\1(00) ) et donc que p(t, ) converge Vers ¢y, €n norme
LY(T) a vitesse exponentielle.



4 On suppose désormais que

2
olt a > osc(V). On introduit la fonction e(t) = § [, (p(t") - 1) o(t)- Veérifier que e(t) =
% (fT plt)? 1). Montrer que

9o (t)
de _ 6pp_1/8qg Y\’ (5)
dt  Jrotg, 2 Jp 0t \q)
En s’inspirant de la question 3, vérifier que
dp p
Ll < 9 .
[ < <2 (o(t)elt) (©
Montrer que
9, do2(t)
et en déduire que
1 [0q (p\° osc(V)
— | = (=) <« —/—""L_(2e+1).
z/Tat <qa> < 2a(t+2) ety @
En utilisant (5), (6) et (7), en déduire que
d
= < —alb)e(t) + H()
dt
avec W)
osc
t) =2\ t)) —
a(t) = 20(o(1) ~
et V)
osc
Hy=—1"2_
Bet) 2a(t + 2)

=

(t)
)

¢
Indication : on pourra considérer % (exp (fg a(s) ds) e(t)) et montrer que, pour ty assez

grand et 0 < tg <t,
t0> .

e(t) < (/Ot exp (/0 o(r) dr) A(s) ds) exp (— /Ota(s) ds) + sup (gg ¢

6 Soit M? un d-voisinage de M. Vérifier que

1 t, - 2
B(t) > 2/ <p() - 1> Ao (t),
ME \ o (t)

% (/Mé p(t,-) — qa(t)>2,

1
= ‘]P)<Xt e M°) —/ Qo (t)
./Vl5

5 Montrer que fooo a(t) dt = oo et que limy o = 0. En déduire que lim;_, e(t) = 0.
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En déduire que lim;_ o dist(X¢, M) = 0 en probabilité.



