Examen du cours de M2 :
Méthodes numériques probabilistes

13 janvier 2010, 09h00 - 12h00.
Les notes de cours sont autorisées.

Probléme 1 : Algorithme de Metropolis-Hastings
Remarque : les sections 2 et 8 peuvent étre traitées indépendamment l'une de [’autre.

1 On désire échantillonner une mesure de probabilité 7 : § — (0, 1], sur un espace d’états

dénombrable S. On considére la chaine de Markov suivante : X est une variable aléatoire

donnée et, pour X,, donné a l'itération n, X, 1 est construit de la fagon suivante :

— La variable aléatoire X! est tirée selon la loi P(X}, | = y|X, = z) = q(z,y) ol g est
un noyau de proposition symétrique :

Q(‘TJ y) = Q(yv ‘T)

que l'on suppose irréductible.
— On tire U} selon la loi uniforme sur (0,1) et on pose
- n+l — X1+1 si U71L < a(XanrlL—i—l)v

a(z,y) = min <1, @> .

— Xn+1 = X, sinon,
()

ou

Montrer que conditionnellement & X,,, X, 1 est distribué selon la loi pyp(Xy,y), ou

pMH(Xna y) = Q(Xna y)a(Xny y)an;éy + T(Xn)an:y

ol on précisera la fonction r. Montrer que 7 est une mesure réversible pour le noyau py,
c’est-a-dire que Vz,y € S,

m(x)pmu (2, y) = 7 (y)pmu(y, ©).-
En déduire que 7 est une mesure invariante pour la chaine de Markov (X,,),>0. Rappeler

N
. o1 . .
pourquoi, p.s. ]\;Lnéoﬁ g o(X,) = g p(s)m(s), ot ¢ : S — R est une fonction test
n=1 seS
bornée.

2 On considére maintenant une modification de l'algorithme précédent, ot X,,4+1 est “la
premiére proposition de mouvement acceptée”. On note (X, ),>0 cette nouvelle chaine de

Markov. Plus précisément, pour X,, donné a I'itération n, X, 41 est construit de la facon
suivante :

— T
Xn+1 = Xn+17
o (724_1)]@21 sont i.i.d. selon la loi (Q(me))yeS’ et

T =it {k > 1, U} <a(X,. X))



ot les (UF);>1 sont i.i.d. de loi uniforme sur (0, 1).

2.a Conditionnellement & X ,, quelle est la loi de la variable aléatoire T'? Calculer E(T|X,, =

2.b Donner 'expression de la loi (p(X s, Y))yes de X .41 conditionnellement & X,,.

2.c Montrer qu'il existe une mesure réversible (7(z))zes, que 'on précisera, pour la chaine

de Markov (X,,)n>0-

2.d Sous quelle condition a-t-on T = 77 Montrer qu’une telle situation se produit par
exemple dans le cas ou ¢(z,y) = 1/|S| est la probabilit¢ uniforme sur S et 7 est la
probabilité uniforme sur un sous-ensemble S’ de S. Comme s’appelle un tel algorithme
d’échantillonnage ?

3 On considére & nouveau 'algorithme de la premiére section.

3.a Soit ¢ : § — R une fonction test bornée. On propose de remplacer ’estimateur

In(¢) = 5 Xno1 #(Xy) de la moyenne I(p) = 35 ¢ (s)m(s) par

— % Z (X, Xy )X p1) + (1= a(Xn, X 1))e(Xn),

appelé estimateur “waste recycling”. Montrer que 1N ¥(p) = — Z owr (X, X! 41) ol

ewr(z,2') =E (¢(X1) | (X0, X1) = (z,2")),
et en déduire que E(pwr(Xo, X1)) = E(p(X1)). Montrer que E (Ix(¢)) = E (IN®(¢)).

3.b On considére Z, = (X, X} .;), pour n > 0. Montrer que (Z,),>0 est une chaine
de Markov. Donner 'expression de la loi (pWR((XnH,X}HZ), (y,yl)))(y J)es? de Z,4+1
conditionnellement & Z,,. Quelle relation lie pwr et pyu ?

3.c Préciser un espace d’état sur laquelle la chaine (Z,),>¢ est irréductible. Montrer que
la chaine de Markov (Z,),>0 admet une mesure invariante mwg, dont on donnera une
expression en fonction de 7 et de g. Est-ce la seule mesure invariante ? Est-ce que mwg est
une mesure réversible pour (Z,),>0 7

3.d Calculer la moyenne

> ewr(z,a!) mwr(z,2).
(z,x1)eS?

Montrer que p.s. A}im IN®(p) = I(y).

3.e Montrer que Var,(¢(X,11)) > Varz(owr(Xn, X, 1)), ot indice 7 indique que la loi
de Xy est m. Peut-on en déduire que la variance de IX[VR((,D) est plus petite que celle de

In(p)?



Pour conclure sur un avantage possible de Uestimateur I\ % () comparativement a In(yp),
il faut analyser la variance asymptotique. Des références sont données dans la correction.

Probléme 2 : Interprétation probabiliste de problémes ellip-
tiques et dynamique réduite

Soit X; un processus stochastique a valeurs dans R? satisfaisant I’équation différentielle
stochastique :

dXt = —VV(Xt) dt + vV Qﬁ_ldBt (1)

ol ( est un paramétre réel positif, By est un mouvement brownien d-dimensionnel, V' :
R? — R est une fonction que 'on suppose suffisamment réguliére pour que (1) admette
une unique solution définie pour tout temps t > 0, pour une condition intiale Xy donnée.

On indique par un indice dans l'espérance ou la probabilité la condition intiale de Xj.
Ainsi, pour z € R? fixé, E,(p(X;)) désigne Iespérance de ¢(X;), avec X; solution de (1)
et tel que Xy = z.

1 Soit D un ouvert borné de R%. On considére

™ = mf{t > O, Xt € D}

1.a Rappeler pourquoi 7p est un temps d’arrét. Soit h(x) = —pexp(vzy) une fonction
définie sur D, o u et v sont deux réels positifs, et x1 désigne la premiére composante de
x € D C R Montrer que pour 4 et v assez grands,

—VV -Vh+ 7 'Ah < —1 sur D.

Soit n un entier positif. Montrer que (on rappelle que pour deux réels a et b, a A b :=
min(a, b)),

MXrpan) < h(Xo) — ™0 An+ \/26—1/ li<rp VR(X}) - dBy
0

et en déduire que E;(mp A n) < 2sup,ep |h(x)]. Montrer que E,(7p) < oo et en déduire
que Pi-p.s. 7p < 0.

Soit une fonction u : D — R que 'on suppose réguliére sur D et telle que

~VV -Vu+ 7 Au= 0 sur D. (2)

1.b Montrer que pour tout entier n,
Ey(u(Xrpan)) = u(2).
En déduire que

E;(w(Xrp)) = u(z).

1.c Montrer que si u est solution de (2) sur D avec conditions aux limites de Dirichlet :

u = f sur 9D, (3)



alors
u(r) = Bz (f(Xrp))-

En déduire un résultat d’unicité pour les solutions réguliéres de (2)—(3).

2 On considére maintenant la solution p : R¢\ (AU B) — R du probléme

—VV -Vp+ 87 1Ap=0sur R\ (AU B),
p =0 sur 04, (4)
p=1sur 0B,

ot A et B sont deux ouverts de R? disjoints. On introduit
Ta =inf{t > 0,X; € A}, T = inf{t > 0, X; € B} et 7 = min(T4, Tp).

On suppose dans toute la suite que A, B et V sont tels que pour tout z € R%, P,-p.s.,
Th <ooetTp < oo.

2.a Vérifier que 7 = inf{t > 0, X; ¢ R?\ (AU B)}. En utilisant les résultats de la section
précédente, montrer que p(x) = P, (T < T4). Autrement dit, pour tout x € R4\ (AU B),

p(z) = P, (X, touche B avant A).

Le domaine R%\ (AU B) peut étre vu comme la réunion des lignes de niveaux de p :

R\ (AUB) = Uz

0<z<1

ou, pour z € (0,1), _
S(z) = {z e R\ (AUB), p(x) = z}.

Soit zg = 0 < 21 < ... < 2z < Zmy1 = 1 une discrétisation de l'intervalle [0, 1]. On
considére un processus X; vérifiant (1) avec X € A, et on introduit la suite des indices

(In)n>0 des sous-variétés 3(zy,, ) visitées par Xy, en imposant I, # I, ;. Plus précisément,
m~+1

Iy = 0 (puisque Xg € ¥(zp)), Th =inf<t >0, X; € U (2 } et I; est défini par Xp, €

1=1
Y (zr,). De méme, pour n > 0, X7, € X(z1,) et on définit (7,41, I41) par

m—+1
T =inft>T, X, e ) Z(z)
i=0,i#1,

XTn+1 € 2(ZInJﬁl)'
On renvoie a la Figure 1 pour une illustration.
2.b Vérifier que, pour tout n > 0, si I,, =0, alors I,,41 = 1,si [, =m+1, alors I,,11 =m

Plus généralement, vérifier que pour tout n > 0, |, — I,,+1| = 1. Expliquer pourquoi, pour
tout n > 0, p.s., T, < 0.



xn
X XT2
A B
= (20) S(21) e S e D)5 (o) S 2min)

F1G. 1 — Une trajectoire de X; traverse les sous-variétés (X(2;))o<i<m+1-

2.c Soit k € {1,...,m} fixé. Pour z € | ¥(z), on définit

Zk,1<2<2k+1

p(xz) = Py (Xt touche X(zk11) avant X(zx_1)).

Quelle équation aux dérivées partielles la fonction p satisfait-elle (préciser les conditions

aux limites) 7 Montrer que p(x) = M En déduire que pour tout = € X(zg),
Zk+1 — Rk—1
- Rk — Fk-1
pr) = ————.
Rk+1 — Rk—1

2.d En déduire que I,, est une chaine de Markov homogéne en temps et de matrice de
transition q(i,j) = P(l,4+1 = j|I, = i) telle que ¢(i,7) = 0, ¢(0,1) =1, g(m + 1,m) = 1,
q(i,j) =0si|i —j| # 1, et, pour 1 <i <m,

.. Zi — Zi—1
q(za 1 + 1) = )
Zi+1 — Zi—1

.. Zi+1l — %4
q(z,z - 1) =
Zi4l — Zi—1

2.e (Question subsidiaire) Montrer que pour une variable aléatoire 7' (non identiquement
nulle) et a valeurs dans [0, 00), si, pour tout s,t > 0,

P(T >t+s|T >s)=P(T >1t),
alors T" est une loi exponentielle. On considére J; = I (), ou 7(t) est défini par
Ty <t <Trp)41-

Que représente J; ? Montrer que si, conditionnellement a (X;)i<7,, le temps Tp,41 est
exponentiellement distribué avec un paramétre qui ne dépend que de I,,, alors J; est un
processus de Markov : la loi de J; pour ¢ > ¢y ne dépend que de J,.



L’intérét de cette construction est d’obtenir une dynamique réduite, (une chaine ou un
processus de Markov & valeurs dans un espace d’états fini), a partir d’une dynamique a
espace d’états continu. Des références sont données dans la correction.



