Examen du cours de M2 :
Méthodes numériques probabilistes

12 janvier 2011, 09h00 - 12h00.
Les notes de cours sont autorisées.

Exercice : Variables antithétiques

Soit f : [0,1] — R une fonction de carré intégrable. On veut estimer I = f01 f(z) dx par une
méthode de Monte Carlo. Dans la suite, U désigne une variable aléatoire de loi uniforme
sur [0, 1], et (U;)i>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires de loi uniforme sur [0, 1].

1 Montrer que

1=k (@) + s -v).

Montrer que I'estimateur
1 n
Ion = — Z(f(Ui) +f(1-Ui)

2n 4
=1

converge presque stirement vers I. Rappeler comment on obtient une estimation de ’erreur

|Ion, — I|.

2 On aimerait comparer la variance de 'estimateur I, & la variance de 'estimateur de

Monte Carlo classique
1
Jon =5 Zlf(Uz)
Montrer que Var(ls,) < Var(Ja,) si et seulement si Cov(f(U), f(1 —U)) <0.

3 On suppose que la fonction f est monotone. Montrer que

E[(f(U1) — f(U2))(f(1 = U1) — f(1-U2))] <O0.

En déduire que dans ce cas, Cov(f(U), f(1 —U)) < 0. Conclure sur I'intérét pratique de
cette méthode.

Probléme : Homogénéisation périodique

1 Soit X} un processus stochastique & valeur dans R? solution de I’équation différentielle
stochastique :
dX! =b(X[))dt + o(X]) dW,

de condition initiale X§ = x, ou W; est un mouvement brownien d-dimensionnel, b : R? —
R? et o : R — R¥? sont deux fonctions réguliéres, telles que

1
a= iaaT >ald



pour un réel o > 0. On suppose que b et o sont périodiques de période 1 dans toutes les
directions : Vk € Z%, Vx € [0,1)%,

b(x + k) =0b(z) et o(x+ k) = o(x).

On peut donc voir b et ¢ comme des fonctions définies sur le tore T? = R?/Z4. On définit
le processus
Y = X! mod 1

a valeur dans T¢ comme la projection de X7 sur T¢. Dans la suite, on identifie T & [0, 1)4.
On a donc, dans T¢,
dYy =b(Y?)dt + o (V") dWy.

1.1 Soit f : T — R une fonction test. Rappeler I’équation aux dérivées partielles vérifiée
par u(t,z) = E(f(Y*)) (t > 0 et = € T?9), en utilisant 'opérateur différentiel défini par
pour une fonction test ¢ : T¢ — R,

Lo=b-Vo+a:Vi Zb 90+Z ,Ja 893
J

’j_

1.2 Rappeler ’équation aux dérivées partielles satisfaite par la loi a 'instant ¢ de Y,*, en
utilisant opérateur différentiel défini par : pour une fonction test ¢ : T¢ — R,

abz 7
Lo = —divibg) + V2 : (ag) = — 3 20i&) +Z AGEA

2 Soit m : T¢ — R* une densité de probabilité sur T9, réguliére et strictement positive.
On suppose dans la suite que, pour i € {1,...,d},

01 Oa;,
Zam anm Z ac;j

2.1 Vérifier que
L*m = 0.

Comment cette derniére relation se traduit en termes du processus Y,* 7

2.2 Montrer que, pour une fonction test ¢ : T — R

o= Y o (wmp (£)).

En déduire que pour deux fonctions tests ¢, : T — R,

[ eevym=—[ ave)-(voym= [ @weom. 1)



2.3 En utilisant I'inégalité de Poincaré Wirtinger sur le tore : il existe C, > 0 telle que
pour toute fonction ¢ € H(T4),

2
/ <¢—/ w) éCp/ V|2,
Td Td Td

et le fait que m est une fonction strictement positive et réguliére, montrer que
— Lo)m
o = inf ~Jra(eLo)m (0Le)
peHY(T4), [14 pm=0 de pem

est strictement positif.

2.4 Soit f : T — R une fonction réguliére et telle que de fm = 0. En utilisant le Lemme
de Lax-Milgram sur le Hilbert

V:{@:Td—ﬂR,/ @2m+/ |Vgo|2m<oo,/ gom:()}
Td Td Td

muni du produit scalaire (¢, 1)y = / pYm + / Ve - Vipm, montrer que le probléme
Td Td

Lx = f sur T¢

/ xm =10
Td

admet une unique solution y € V. On admettra que la solution y est réguliére si les données
(a, m et f) sont réguliéres.

2.5 (Question indépendante de la suite du probléme) L’objectif de cette question est d’in-
terpréter la relation de symétrie (1) en termes du processus Y,;*. On suppose dans cette
question (et dans cette question seulement) que Y;* admet une densité de transition au
sens suivant : il existe une fonction ¢(¢, z,y) de R} x T4 x T a valeur dans Rt telle que
pour toute fonction f : T — R mesurable bornée,

E(f(Yy")) = » f(y)a(t, z,y) dy.

Soit f1 et fa deux fonctions réguliéres. On note vy (¢, x) = E(f1(Y}")) et va(t, ) = E(f2(Y})).
En considérant, pour ¢ fix¢, la fonction s € [0,t] — [rq v1(t — s, 2)v2(s, 2)m(x)dx, montrer
que

/d v1(t, x) fa(z)m(z) de = /d va(t, ) f1(x)m(z) dx.
T T
En déduire la relation :
q(t,z,y)m(x) = q(t,y, x)m(y).
Quel nom donneriez-vous & une telle propriété?

3 On considére le processus Z; défini par

Zi =Y} .



Soit 1 € R% un vecteur de norme euclidienne 1.

3.1 Montrer qu'’il existe une unique fonction x; € V solution de

Lx;=1-bsur T

/ xim = 0.
Td

3.2 En utilisant un calcul d’Ito, vérifier que (sur T¢)

t t
l-YtO:/ l-b(YSO)der/ 1-o(YY)dW,
0 0

=) =0+ [ (= VD) - o (v0) .

En déduire que
l-Zf = R; + My

ol
R =¢ (Xz(Y}(}sz) - Xl(o))
et
t/e?
ME = / (1= V(YD) - o(Y2) dW.
0

3.3 Identifier la limite de R; quand € — 0. En admettant le théoréme ergodique : pour
toute fonction ¢ telle que de ]cp|m < 00, presque stirement

1 /T
lim — YD) ds =
TEEOT/O p(Yy) ds /Tdsom,
identifier la limite de la variation quadratique (M¢); de My dans la limite € — 0.

3.4 Soit N; = fot o5 dWy oll 05 est un processus a valeurs réelles, adapté et borné. Montrer
en utilisant un calcul d’It6 que

E [exp(iNy + (N);/2)] = 1
ou i* = —1.
3.5 En utilisant le résultat précédent, vérifier que
E (exp(i0M;)) — exp(—02ait) = E [exp(i0M7) (1 — exp(02(MF);/2) exp(—92alt))] ,

ou

a = / (L - V() ()l — Vxaw))m(y) dy
"H‘d

est une constante. En déduire que, a t fixé,

lin%E (exp(i0M?)) = exp(—02ayt).
e—

4



En déduire un résultat de convergence en loi pour [ - Z5 (& t fixé, dans la limite ¢ — 0).

Rdxd

3.6 Montrer qu’il existe une matrice a* € symétrique telle que pour tout vecteur

unitaire [,
a; =1"a*l.

Montrer que pour tout vecteur v € R,

hH(l)E (exp(iv” (Z5))) = exp(—v” a*vt).
E—

En déduire que, & t fixé et dans la limite ¢ — 0, Z§ converge en loi vers o*W;, oil o* € R%*4
est tel que a* = 10* (o).
3.7 Montrer que
1, (Zs VA
dZ: = =b (t) dt +o <t> dBy, (3)
€ € €

ol B; est un mouvement Brownien d-dimensionnel.

3.8 (Question facultative indépendante de la suite du probléme) Montrer que

a; = inf / (1= Vo) la(l = V)m.
eV Td

4 On a montré ci-dessus que a t fixé et dans la limite ¢ — 0, Zf solution de (3) et de
condition initiale Z§ = 0 converge en loi vers ¢*W;. On admet dans cette derniére partie
que ce résultat se généralise au processus Z;'* solution de (3) et de condition initiale
Zy" =+ at fixé et dans la limite € — 0, Z;"" converge en loi vers z + o*W;.

4.1 Soit f : T — R une fonction continue bornée. On pose u®(t,z) = E(f(Z;")). Ecrire
I’équation aux dérivées partielles satisfaite par u(¢, z).

4.2 Montrer que u®(t,z) converge simplement vers une fonction u*(t,z) solution d’une
équation aux dérivées partielles que I'on précisera.



