Corrigé de ’examen du cours de M2 :
Méthodes numériques probabilistes

6 janvier 2012, 09h00 - 12h00.
Les notes de cours sont autorisées.

Exercice 1 : Grandes déviations et échantillonnage d’impor-
tance

Premiére partie : grandes déviations

1 La loi forte des grands nombres dit que X, /n converge vers E(X1) presque stirement,
dans la limite n — oo. Par conséquent, par le théoréme de convergence dominé, pour

r>E(X;) fixe, P(X,/n>2)=E <1X /n>x) converge vers 0, dans la limite n — oo.

Le théoréme central limite montre que y/n (Yn /n—E(X 1)) converge en loi vers une gaus-
sienne centrée de variance o2 = Var(X;). Par conséquent,

Pu(B(X1) +y/vn) =P (Xn/n > E(X1) +y/Vn)
=P (Vn (Xn/n - E(X1)) 2 )

et donc

Tim_pa(E(X) +y/vin) = / —exp(—%/(20)) =
)

2 La variable aléatoire G,, = Y - ; G; est gaussienne centrée et de variance n. On a donc
pour x > 0,

pn(r) = P(én/n > x)

el /(2n) dy

/\f \/Lexp( 22/2) dz

Dans la limite n — oo, il faut donc estimer la queue d’une densité gaussienne. On a
classiquement, pour x > 0,

/ exp(z2/2)dz§/ Eexp(722/2)al2
x x x
=— zexp(—z-/2)dz
x xT

exp(=2?/2)



Par ailleurs

e 2z
/ exp(22/2)d22/ exp(—22/2) dz
Z/Z %exp(—zz/Q)dz
—1/22 exp(—22/2) d
%/ zexp(—z z

= - (exp(~2/2) — exp(~207).

La borne inférieure ci-dessus est assez grossiére mais suffisante pour la suite. Une estima-
tion plus précise peut étre obtenue par intégration par parties :

/:O exp(—2%/2)dz = /OO %z exp(—2%/2) dz

= —/x %exp(—zQ/Q) dz + éexp(—x2/2)
<1 2 1 2
= —/x ;zexp(—z /2) dz—i—;exp(—:v /2)
<3 2 1 2 1 2
:/x ;exp(—z /2)dz — ﬁexp(—x /2)—|—Eexp(—x /2)

> exp(—a?/2) <1 - 1) :

z oz

On a donc

1
E lnpn(;r) <

1. exp(—22n/2)
TILI < z\/ny/ 27 )

== (—x2n/2 - 1n($\/ﬁ\/ﬂ)>

et le membre de droite tend vers —z2/2 dans la limite n — oo. De méme

%lnpn(x) > %ln (W (exp(—a®n/2) — exp(—2x2n))>

1 1

= — ln ex —l’gn 2)————
n ( p(=a™n/ )Qx\/ﬁ\/%r
1

_ (—xQn/Z —In (2:5\/5\/%) +1n (1 - exp(f3fc2n/2))>

n

(1- exp(—3x2n/2))>

et le membre de droite tend vers —z2/2 dans la limite n — co. On a donc

1
lim —Inp,(z) = —2%/2.

n—oo N

3 On suppose que X7 est une gaussienne centrée réduite. On a donc

E(exp(GXl)):/exp(G:c)\/%Texp(—ﬁ/Q) dx

R
— exp(62/2) /R \/%exp(—(x —02/2)da
= exp(6?/2).



On a donc I'(f) = InE(exp(0X1)) = 6%/2, et T*(z) = suppeg (0 — 6%/2) = 22/2.

Généralement, I'* est une fonction convexe comme suprémum de fonctions convexes. Par
Jensen, on a

E(exp(6X1)) > exp (E(0X1))
et donc I'(0) > 0E(X;). Par conséquent, pour tout § € R, FE(X;) —T'(0) <0 et
"EX;) =0

(puisque 0 est atteint pour # = 0). Pour z > E(X;) et pour § < 0, on a fx — T'(f) <
O(z —E(X1)) <0, et par conséquent, pour x > E(X;)

I (a) = sup(fz ~ T(0)) = sup(0z ~ T(6))

puique I'*(x) > 0 (considérer # = 0). On en déduit que pour z >y > E(X1),
I'*(z) = sup(6z — I'(9))

6>0
> sup(fy —T'(0))

0>0
=T"(y).
On vérifie facilement toutes ces propriétés sur le cas de la gaussienne.
4 On a, pour z > E(X3), et pour § >0

In (P(Xn/n > z))

E (19(yn/nfx)20)>

1
E lnpn(x) =

J—
=
—~~

Sl 3IR3|—3

~ In [(E (exp [(0/n) (X1 — x)]))"]

In (E (exp [(0/n) (X1 — 2)]))
=T(0/n) — Ox/n
< inf(I'(0) — 02)

— T*(a).



Seconde partie : échantillonnage d’importance

5 On a

E (1223619(2))

p(2)
1)) = |1

q(z)
:/122119(2) dz
R

La variance de 'estimateur avec échantillonnage d’importance est

Var (1Z>””ZE§§> =E <1Z>m§2§2> — (P(Y > x))>

On veut résoudre le probléme :

min B (1@?2(2)) |

q densité de probabilité q (Z)

Par Cauchy-Schwarz, on a, pour toute densité de probabilité g,

(o)) =20515).
 Lsap(2)
[ Lsap(z)dz’

(1) = [ (200) o
- ( / Lo p(2) dz) / 1sap(2) dz

- ( / Loe p(2) dz)2 = (B(Y > 2))*.

et pour ¢(z) = q.(z) on a (Z, étant distribué suivant ¢.(z) dz),

o 1z21 p(z)

f 122:0 p(z) dz
la loi de Y, conditionnellement au fait que Y > x. Bien str, ce résultat reste délicat a
utiliser en pratique puisque la constante de normalisation [1.,>,p(z)dz = P(Y > z) est
précisément la quantité qu’on veut calculer. Simuler la variable aléatoire Z n’est pas simple
en pratique.

Donc, la variance minimum est nulle, et atteinte en g, (2) . Noter que c’est

6 On sait que
1
Var(Ig) = ?Var <1fn/nzm)

et le théoréme central limite dit que lerreur est d’ordre /Var(If). L’erreur relative est

donc de l'ordre
1 N (1yn /nzl,) /pn(z).
K
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Par ailleurs,
2
Var (1Yn/n2x) =E <1yn/n2x> - <E <1yn/nzm>>

= pu(2) = (pu(2)).

L’erreur relative est donc de 'ordre

\/» Var( < /n2m>/pn(x) = \/1? 1/pn(x) — 1.

Dans la limite n — oo, on sait, par (2), que p,(z) se comporte comme exp(—nl™(x)), et
donc 'erreur relative se comporte comme

exp(nl™(x)/2)
T

A erreur relative fixée, il faut donc que K augmente exponentiellement vite avec n.

7 En utilisant comme fonction test ¢ = 1/L,, on aE(1/L, (X)) = E((1/L,) (Y1) Ln(Y2)) =
1.

On a a nouveau

Var (IK> - %Var (17n /nZILn(?n)) :

Var (15, juse Ln(Vn) ) = Ma(2) = (pa(2))*

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz (ou bien le fait que Var (17n - (?n)> >0), on a

My(x) > (pa(2))*.

On voit donc que 'erreur relative s’écrit

Vfwwwmu>wn——wM (@)? — L.

Pour qu’a nombre de réalisations K fixé, l'erreur relative reste bornée, il faut donc que
M,,(z) se comporte comme (p,,(x))? dans la limite n — oo, c’est-a-dire décroisse & la vitesse
exp(—2nI*(x)).

Plus précisément, 'erreur relative reste bornée si et seulement si le rapport M, (z)/(pn(z))?

est majoré par une constante, et donc, si et seulement si, il existe une constante C telle
que dans la limite n — oo,

In(M,(x)) <

slQ

1
— — 2T (z).
- (=)



8 On vérifie que

E(1/L,(X,)) = E(exp(0X,,)) exp(—nT(6))

=E (exp (9iXZ>> exp(—nI'(0))

i=1

=K (H exp(exi)> exp(—nI'(0))
=1

(E (exp(6X1))" exp(—nT'(6))
exp(nL'(6)) exp(—nI'(6))
=1.

On introduit les (Y;);>1 une suite i.i.d. de loi donnée par : pour toute fonction ¢ mesurable
bornée,

E(p(X1) exp(0X7)
E(p(Y7)) = .
(30( 1)) E(exp(@Xl))
La loi de Y7 est donc celle de X; multipliée par la fonction d’importance exp(fz1) nor-
malisée. Par indépendance, la loi de (Y1,...,Y,) est donc celle de (X7, ..., X, ) multipliée

par la fonction d’importance [ [ ; exp (z;) normalisée Pour cette suite (Y;);>1, on a, pour
toute fonction ¢ mesurable bornée,

£ (5 fmon )
) (so (Zn; Xi> exp <9§;Xi - nF(9)>>
(5] (5))

et donc, pour toute fonction ¢ mesurable bornée,

E (w (EZ; Y) Ly (2:; Y)) =E (¢p(Xn))

ce qui montre que Y, a méme loi que > " ;| Y;.

De plus, on a

My (z) =E (1?n Im>a Li(Vn))
—E (17, e ox0 (=207 + 207(9)) )
<E (17n I XD (20N + 2nF(9)))
< E (exp (—20na + 2n0(6)))

=exp(—2n(fz —T(6))).



En choisissant # = 6* qui réalise le suprémum dans
I'(z) = sup(6z — I'(9))
0eR
on a

M, (z) < exp(—2nI*(z)).

D’aprés la question précédente, en choisissant # = 6*, on obtient donc un estimateur qui
réalise une erreur relative bornée dans la limite n — oo (& nombre de réalisations K fixé).

9 Bien sfir, ces résultats restent théoriques, puisqu’il faut savoir simuler Y, en pratique,
et cela n’est pas simple en général. Comme vu dans la question précédente, Y,, a méme loi
que Y i, Y; avec (Y;);>1 1.i.d. de loi définie par : pour toute fonction ¢ mesurable bornée,

E(p(X1) exp(6*(X1)))
E(exp(0*(X1)))

E(p(Y1)) =

La question est donc de savoir comment simuler les (Y;)i>1.

Dans le cas gaussien (X; est une normale centrée réduite), la formule ci-dessus s’écrit :
pour toute fonction ¢ mesurable bornée,

Blp(r)) = = e b))
_ fR (z) exp(6*2) eXp(—zz/Q)
fR exp(0*z) exp(—22/2)
_ Jap(z)exp(—( — 07)°/2)
Jrexp(=(z — 6)2/2)

Autrement dit, les (Y;);>1 sont i.i.d. de loi gaussienne centrée en §* et de variance 1. Par
conséquent Y, est de loi gaussienne centrée en nf* et de variance n. De plus, dans le cas
gaussien, le  optimal est analytique : §* = 2. La variable aléatoire Y, est donc facilement
simulable dans le cas gaussien.

Pour en savoir plus sur le sujet, on pourra parcourir le livre : J.A. Bucklew, Introduction
to rare event simulation, Springer, 2004.



Exercice 2 : Dynamique overdamped Langevin et distribution
quasi-stationnaire

1 Puisque u est supposée réguliére, on peut différencier s — u(s, X¥), ou s € [0,t], en
utilisant le calcul d’It6. On obtient

du(s, X7) = (Osu + Lu)(s, X7) ds + /26~ Vu(s, X7) - dBs
=/2871Vu(s, X7) - dBs.

On a donc, en intégrant entre 0 et ¢ A Ty}, = inf(¢, T3j,), presque stirement,

tAT,
u(t /\Tf;ch tx/\T‘fV) - u(OaXOx) =V 2/8_1/ Vu(s,Xf) - dBs.
0

La fonction Vu est réguliére donc bornée sur [0,¢] x W, et le temps d’arrét ¢t A T}, est
borné : on en déduit que I'espérance de I'intégrale stochastique est nulle. On a donc

E (u(0, X§)) = E (u(t ATy, X))
soit
w(0,2) = E (u(t ATy, Xinrg ) (gt + g 20) )
E ((Tf, Xfs g <t ) +E (ult X7)lrg 1)
E

(
(@(X%gv)lTsz@) +E (v0(Xi) 11z, >1) ,

ce qui démontre (6).

Soit v solution réguliére de 'EDP (7). Pour ¢ > 0 fixé, on pose u(s,z) = v(t — s,z). On
vérifie facilement que u est solution de ’'EDP (5). Et donc

U(t, ZL’) = u(O, :C) =E (@(X%ésv)ljﬂ‘fv<t> +E (UO(th)lTﬁ/Zt) .
Noter que t est arbitraire, donc cette relation est en fait valable pour tout ¢ > 0.
2.1 0n a
/ fLgdu = / f(=VV -Vg+ B 1Ag) Z7  exp(—pV) dz
w w
=71 / fVV -Vgexp(—BV)dx — 1z} / Vg -V (fexp(—pV)) dx
w w
=g tz71 / Vg-Vfexp(—pV)dx
w
= —5—1/ Vf-Vgdpu.
w

Cette expression est symétrique en f et g ce qui démontre par ailleurs que fW fLgdp =
Jw 9L f dp.



2.2 En utilisant le fait que W est un ouvert borné, que V est minoré et majoré sur W,
on a que l'application f € H}(W) — f € H;’O(W) est continue, ainsi que son inverse. En
utilisant I'inégalité de Poincaré sur H} (W), on a donc

/ VP = 7 / V12 exp(—BV)
w W

e / V12
%%

> 0, / T
w

> 0y / 2y
%%

et donc Ay > B71Cy > 0.

Soit maintenant une suite minisante f, € H ;70(W), telle que

-1 VnQd
i 2w VAl

=00 fw(fn)Qd,UJ

Quitte a changer f,, en f,/ (fW f? du) 1/2, on peut supposer que fW f2dp = 1. La suite f,
est bornée dans H} (W), donc (quitte & extraire une sous-suite) elle converge faiblement
dans H (W), et fortement dans L*(W) vers une fonction u; € Hg(W). L’application
feHW)— feH EMO(W) étant (linéaire et) continue, f, converge aussi faiblement
dans H;’O(W), et fortement dans Li(W) vers la méme fonction u; € Hi,o(W)' On a donc

S (u1)?dp =1 et

/ |Vu1\2d,u§1iminf/ IV fl? dpa.
w n—oo w

B [y [Vur|* dps -
J@)2dy =7

mais comme Aj est I'infimum sur toutes les fonctions f € H ;1L,0 du rapport

On a donc

Bt [ IVfI2du
fW f2 d# 9
on a donc

g fW ]Vu1|2 dy =\
fW(u1)2 dp ‘

2.3 La fonction uy est dans Hi (W) et donc |uy| est dans HE (W) et telle que V|uy| =
sgn(uq)Vug, ot sgn(z) = 1z50 — 1z>0 est la fonction signe. En particulier, on a

57y IVl P _ 57y [Vl _
fW lut|? dp fw(ul)2 dp

On peut donc supposer u; > 0 quitte a remplacer uq par |uq|.




On écrit les équations d’Euler associée au probléme de minisation. On sait que uq est tel

que pour toute fonction v € Hﬂ 0, bour tout e,

V(u1 + ev)|*d
ful Vi e [ i,
fWul—i—ev du

On a utilisé le fait que [j;,(u1)?dp = 1. On a donc

/ \V(u1+ev)]2du2/ \Vu1]2d,u/ (u1 + ev)? du,
w w w

soit, en développant :

/Vu1|2du+26/ Vu1~Vvdu+e2/ |Vl du
w w w

2/ \Vul\Qd,u(l—FQG/ ulvdu—i—ez/ v2du>.
w w W

Puisque fW |Vui|? di = BA1, en considérant la limite € — O (et en changeant v en —v), on

a donc, pour toute fonction v € Hi 0

/ Vuy - Vudy = ﬂ)\l/ ULV dut.
4% w

En utilisant le résultat de la question 2.1, on a donc —Lu; = Aju; (au sens faible), et
u; = 0 au bord OW (puisque u; € H i’o). En d’autres termes, u1 est une fonction propre
de 'opérateur L avec conditions aux limites de Dirichlet, associée a la valeur propre —A;.

3 On introduit v(t, z) = E (f(X{) i<z ) et 0(t,z) = P (t < Tj,) = E (li<re ). En utilisant
le résultat de la question 1, on a que v et v satisfont :
Ow(t,z) = Lu(t,z) pour t > 0 et x € W,
v(t,z) =0 pour t > 0 et z € OW,
v(0,z) = f(z) pour z € W,

0o(t,z) = Lo(t,z) pour t > 0 et x € W,
o(t,z) =0 pour t > 0 et z € OW,
v(0,z) =1 pour x € W.

On a donc (en utilisant la question 2.1)

d/ v(t,z)v(de) = / Opv(t, ) v(dx)
dt Jw e

_ Jw(Lv)ur dp

- Jw v du

fW vLuy dp

a fW uy dp
Sy vu1 dp
Jw v du

:—>\1/ v dv.
w

10
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On en déduit que (en utilisant le fait que v(0,z) = f(x)),

/W vdy = /W Fdvexp(=Ait).

/ vdv = exp(—Ait).
W

/Wvdy:/wfdu/wz‘)du

| B ery) vido) = [ fav [ B(e<Ti) viao).
14% w w
Si on suppose que X est distribué suivant v, on a donc, pour toute fonction f,

E (f(X¢)Li<ry)
Pt <Tw) / fv,

De méme,

On en déduit que

soit

soit

E(f(Xt)\tSTW):/Wfd;/_

Autrement dit, v est une mesure de probabilité telle que, si X est distribué suivant v, aprés
un temps ¢ > 0 et conditionnellement au fait qu'on n’a pas quitté le domaine W durant
I'intervalle de temps [0, ¢], X; est aussi distribué suivant v. C’est une premiére maniére de
voir la distribution quasi-stationnaire.

4 On vérifie facilement que v a pour densité ¢ par rapport & la mesure de Lebesgue
(dv = q(x) dx) avec
_ ui(z)exp(=BV(z))
q(x) = :
Jw w1(z) exp(—BV (z)) dz

On note dans la suite Cy = [};, u1(z) exp(=BV (z)) dx .

On introduit
o(t) = /WE (g <1 0(XZ,)) v(dz)

- [ sta)aa)de.
W
ouv(t,x) =E <1T$v<t @(X%W)). En utilisant la question 1, on sait que v satisfait :

Owv(t,z) = Lu(t,z) pour t > 0 et x € W,
v(t,z) = @(x) pour t > 0 et x € OW,
v(0,2) = 0 pour z € W.

11



On a donc, par intégrations par parties, en utilisant le fait que ¢ = 0 sur oW,

= / o (t,z)q(x) dx
w

:/ Lo(t,x)q(z) dx
w
:/ (=VV Vo + B Av)g

w
:/ (—VV-Vv)q—B_l/ Vv - Vg

w w
—quf (—VV-Vv)ulexp(—BV)—B1Cq1/ Vo - V(uy exp(=gV))

w w
— gt / (Vo Vuy) exp(—BV)
=" 1C / vdiv(Vug exp(—pV)) 10 / Onur) exp(—SV)
ot [ o 1Auy—VVVVUﬂemK—ﬂV)—ﬂ%7/‘9ﬁ&mﬂemﬂ—ﬂv)
= -0, /vulexp( pV) — 1C / Opuy) exp(—pV)
—hig(t) = 57C; [ plduum) exp(~5V).
ow

On remarque que, sur OW,

Ong = C;lan(u1 exp(—8V))
= C; " (Onuy — u10,V) exp(—BV))
- C’;lanul exp(—gV),

puisque u1 = 0 sur 9W. On a donc finalement

gt)=-\glt)= B | ¢
ow

On en déduit que
d -1
5 (@Pt)g(t)) = =7 exp(Ait) | 9 Ong,
ow

et donc, puisque g(0) =0,

1
g(t) = —’6;1(1 —exp(—At)) /Wso@nq-

5 On considére tout d’abord ¢ = 1, de telle sorte que g(t) = P(t > Tjj,), et on a

-1
o) = =S = o) [ o

12



En faisant tendre ¢ — oo, et puisqu’on sait que g(t) tend vers 1, on a donc

671

Ong = 1.
M Jow nd

On en déduit que P(t > Tjj,) = 1 — exp(—Ait) et que Ty est une variable aléatoire
exponentielle de paramétre Aj.

Ensuite, pour une fonction ¢ quelconque, on a :

IE(1Tw<t SO(XTW)) = g(t) - (1 N eXp(—Alt))W
ow 9nd
B f Sﬁanq
=P <0 e

On en déduit que Ty et X7y, sont indépendants, avec Ty de loi exponentielle de paramétre

A1 et X, de densité T a”g ; bar rapport a la mesure de Lebesgue sur 9W. C’est une
17,74 n

deuxiéme propriété fondamentale de la distribution quasi-stationnaire : en démarrant sous
cette distribution, le temps de sortie est exponentiellement distribué et indépendant du
point de sortie.

6 On considére v(t,z) = E (UO(Xf)lthng)~ On sait que v est solution de

O (t,z) = Lu(t,z) pour t > 0 et x € W,
v(t,z) =0 pour t > 0 et z € OW,
v(0,z) = vo(x) pour z € W.

En utilisant la décomposition spectrale de l'opérateur L, on a donc

u(t,z) = Z(Uo, ug) p exp(—Apt)ug(x),

k>1

ou (f,9)u = fW fgdp désigne le produit scalaire dans Li. Cette égalité a lieu, par exemple,
dans L2.
o

7 Comme précédemment, on a

E(f (X)) liery) _ Jw B (FXP)li<ry ) po(dz) [y v(t ) po(de)
P(t < Tw) S Pt <TE) po(de) S 0(t, ) po(dx)”

h(t) =

onv(t,z)=FE (f(th)lthgV) et 0(t,z) =P (t < Tjj). D’aprés la question précédente, on a
donc

/W v(t, x) po(dz) = Z(f, Uk ) exXp(—Axt) /W ugpo(dx)

k>1
et

/W O(t, ) po(dar) =D (1, up) exp(—Agt) /W uppio(dz).

k>1

13



Noter que fW ugpo(de) = fW Uupqo dp < 00 puisque qg et ug sont dans L2 Les séries sont
convergentes puisque (ug)r>1 est une base orthonormée de L2 et donc

S (expl=Met) [ wgnd) < [STICG w2, (3 lla0, w2

k>1 k>1 k>1
= [I£1lullgo]l -
On a donc
h(t) = > k1 (s ur) u(qo, uk ) exp(—Axt)
Zk>1( k) u(q0, uk) w exp(—Axt)
e T (g e exp(—(Ae = A0)t)
L T (raeEe exp(— (A — M)Y)
Noter que

S o il o3 3)6)| < Cexp(—(ha — An)t) 31 k)l o k)

E>2 (lvul)u(QO7u1);L PR

< Cllifllullqoll exp(=(Ae = A1)t)

et donc cette quantité tend vers 0 quand ¢ — co. Le méme raisonnement permet de montrer
que limy_so0 Y pso W‘w exp(—(Ag — A1)t) = 0. On en déduit que

lvul)u(qovul)ﬂ

im 7<f7u1)#7fwfu1d'u7 v
tlﬁooh(t) - (l,ul)u - fWul d,u _/ fd .

8 On a donc montré que la loi de X}, conditionnellement au fait que le processus reste dans
W converge en temps long vers la distribution quasi-stationnaire v. C’est une troisiéme
propriété fondamentale de la distribution quasi-stationnaire.

On a vu a la question 5 que si on démarre sous v, le temps de sortie est exponentiel
et indépendant du point de sortie. Ceci montre donc de maniére informelle, que si le
processus X; reste "trés longtemps" dans un état W, on peut supposer que le temps qu’il
reste & y passer est exponentiel, et que le prochain état visité (qui dépend du point de
sortie) est indépendant de ce temps. Ceci peut permettre de formaliser le lien entre une
dynamique overdamped Langevin et des modéles de type kinetic Monte Carlo (chaine de
Markov continue en temps, et a espace d’états discret). Pour une formalisation rigoureuse,
on renvoie notamment & 'article en référence a la fin de la correction.

9 On suppose que le processus X; démarre sous la probabilité pg & support dans W, et on
considére le temps de sortie Tyy. Sa loi est caractérisée par

k) = (T > 0) = [ BT > po(de) = [ o(t.0) (o)
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avec U solution de
0o(t,z) = Lo(t,z) pour t >0 et x € W,

o(t,z) =0 pour t > 0 et z € OW,
0(0,z) =1 pour x € W.
Comme dans la question 7, on a :
k(t) = Z(Luk)u(qovuk)u exp(—Axt).
E>1

On suppose que Ty est exponentiellement distribué ce qui est équivalent au fait qu’il existe
A > 0 tel que k(t) = exp(—At). On a donc Pégalité :

exp(—At) = Z(l, k) u(qo, uk ) exp(—Agt).
k>1

On voit donc que si les valeurs propres sont non dégénérées (hypothése (i) : Vi # j, A; # ;)
et si les modes propres sont de moyenne non nulle (hypotheése (ii) : fW updp # 0), alors,
nécessairement, g = v. En effet, on a, dans la limite ¢ — oo,

D (1) (g0, we)pexp(=Aet) ~ (1, u1) (g0, 1) exp(—Art).
k>1

Donc, nécessairement, A\; = A et (1,u1),(go,u1), = 1. On en déduit que

Z(l, ug) u(qo, Uk ) exp(—Axt) = 0.
k>2

En utilisant I’hypotheéses (i), on en déduit (1, uy),(qo, ux), = 0 et, grace a 'hypothése (ii),
(g0, uk), = 0. Ceci montre bien que g = v, puisque

qo(z) = ;(qo, ur) (@) = (g0, u1)pur () = (ilg))u'

Réciproquement, si ’hypothése (i) n’est pas vérifiée, i.e. il existe i tel que A; = A\j11 (noter
que nécessairement 7 > 2), alors il suffit de considérer

o (g () (f o))

pour € assez petit pour obtenir une mesure de probabilité telle que le temps de sortie est
exponentiel. De méme si I'hypotheése (ii) n’est pas vérifice, i.e. il existe i tel que [}, u; dp =0
(noter que nécessairement ¢ > 2), alors il suffit de considérer

U

d,u(] = <1 + Eui> d,u
Sy v dps

pour £ assez petit pour obtenir une mesure de probabilité telle que le temps de sortie est

exponentiel. Dans les deux cas, pg est différent de v.

Pour en savoir plus sur ce sujet, on pourra consulter larticle : C. Le Bris, T. Leliévre,
M. Luskin et D. Perez, A mathematical formalization of the parallel replica dynamics,
http://arxiv.org/abs/1105.4636.
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