Corrigé de ’examen du cours de M2 :
Méthodes numériques probabilistes

16 janvier 2015, 13h30 - 16h30.
Les notes de cours sont autorisées.

Exercice 1 : Stratification

1 1 suffit de considérer IMC = % > p—q f(X}y) pour des X}, i.i.d. de méme loi que X. On sait

que TMC converge presque strement vers I (loi forte des grands nombres) et par le théoréme

Var(X)

central limite, on peut construire un intervalle de confiance de longueur « o

donne une expression de l’erreur.
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En utilisant le fait que ", p; = 1, on a donc :
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Le premier terme représente la somme des variances sur chacune des strates. Le second
terme peut aussi étre interprété comme une variance pour une variable aléatoire discréte
qui prend la valeur p; avec probabilité p; (i € {1,...,m}).

2.2 Pour tout 4, on a E(I;) = E(f(X?)) = E(f(X)|X € 4;) = u; et donc

— SOR(X € A)E(F(X)|X € A)

De plus, pour tout i, dans la limite n; — oo, I; converge presque stirment vers pu; par la
loi forte des grands nombres. Par conséquent, dans la limite min;<;<,, n; — 0o, I converge
presque slirement vers y ;- pift; = 1.



2.3 Par indépendance des variables aléatoires (X]i)ie{l,...,m}, k>1, ONl &

Var(I) = p?Var(I;)
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Par conséquent,
1 (& ’
Var(l) > - <Z;piai>
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et on a égalité si et seulement si n; =nf =n % (cas d’égalité de Cauchy Schwarz).
j=1Pj0;
2

En pratique, I'allocation optimale nécessite de connaitre les variance o}, ce qui n’est pas
trés réaliste.

Remarque : En pratique, n; =n % n’est pas un entier. Il faut donc plutdt considérer
j=1Pj0;

des entiers n; proches de n; Dans ce cas, on a
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et dans la limite n — oo, le second terme est négligeable par rapport au premier (typique-
ment d’ordre 1/n?).

3.2 Comme n; = np;, on a

A

En comparant avec le résultat de la question 2.3, on a donc nVar(l) < Var(f(X)). Cela
implique que I’allocation proportionnelle donne un estimateur de variance plus petite que
'estimateur de Monte Carlo standard M€ introduit a la question 1, puisque Var/MC =

Var(f(X))/n.



Pour énoncer un théoréme central limite, on considére (en utilisant le fait que I = > | p;E(fX1)) :

ﬁ(f—])zipi\/ﬁ< %f (X}) — fX1)>
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=me( Efka fX1>>
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Pour tout 7 € {1,...m}, \/np (npl Sk f(XG) — IE(fX{)) converge en loi vers une va-

riable aléatoire gaussienne G; centrée et de variance 0?. De plus, par I'indépendance des
échantillons (X} )ieq1,....m},k>1, on en déduit que le vecteur

( (%ka fX1)> npm< %ka fX1)>>

converge en loi vers le vecteur gaussien (G, ..., Gp) avec les (Gy)icq1,... m} indépendants.
Par conséquent,

lim \/ﬁ(ff I> = i\/pTGl en loi,
=1

n—o0

et Y, /PiGi est une gaussienne centrée et de variance > v p;o?

Pour diminuer lerreur statistique, il faut diminuer la variance > 1%, p;o? : il faut donc

choisir les strates de maniére & ce que les variances U? soient les plus petites possibles (la

variance de f(X) conditionnellement & X € A; est petite).
Exercice 2 : Variable de controle

1 Par la loi forte des grands nombres, I converge presque stirement et dans L' vers E(X —
aY) =E(X) = I. De plus, par le théoréme central limite, \/n (f - I) converge en loi vers

une gaussienne centrée et de variance Var(X — aY).

On calcule facilement E(1) = 0 e

A 1
Var(I) = —Var(X — oY)
n
1
= — (Var(X) — 2aCov(X,Y) + a*Var(Y)) .
n
En particulier, la variance est un trindéme en «, qui est minimum en o = o* = C{}%ﬁ}){)

auquel cas la variance vaut Var(I) = LVar(X) (1 - %)

On a donc Var(I) = 0 si et seulement si Cov(X,Y)? = Var(X)Var(Y) ce qui correspond
au cas d’égalité dans 'inégalité de Cauchy Schwarz :

Cov(X,Y)? < Var(X)Var(Y).

L’égalité est réalisée si et seulement si X — E(X) est égal, & une constante multiplicative
prés a Y —E(Y) =Y, autrement dit si il existe une constante A tel que

Y = MX — E(X)).



Dans ce cas, a* = % et X — Y = E(X) est une quantité déterministe, qui est donc

bien de variance nulle. Evidemment, pour utiliser en pratique la variable de contréle idéale
Y = AMX — E(X)), il faut connaitre E(X) que l'on cherche justement a évaluer...

2 Dans la limite n — oo, par la loi forte des grands nombres, «,, converge presque siirement
vers . Par conséquent, dans la limite n — oo, I converge vers E(X) = I. De plus, par le
théoréme de Slutsky, le vecteur

1 [& 1
— X, —EX) )|, —S Vi,
(\/ﬁ (Z k ( )) ’ \/ﬁ Z k& )
k=1 k=1
converge en loi, quand n — oo, vers (G, G2, a*) avec (G1,G2) un vecteur gaussien centré
tel que Var(G1) = Var(X), Var(Gz) = Var(Y') et Cov(G1, G2) = Cov(X,Y). Ceci implique
que /n(I —1) = ﬁ O py Xk —E(X)) — anﬁ > p_y Yi converge en loi vers G — o*Ga.
La variable aléatoire G1 — a* G2 est une gaussienne centrée telle que
Var(G1 — a*Gy) = Var(G1) — 20*Cov(G1, Ga) + (a*)?Var(Gy)
= Var(X) — 20*Cov(X,Y) + (*)*Var(Y)
Cov(X,Y)?
=Var(X)|1l— ——————
ar(X) ( Var(X)Var(Y))

qui est la variance optimale.

3.1 Par hypotheése, EfOT |0,u(s, Z,)o(s, Zs)|?ds < oo et donc E(Y) = 0. Par un calcul
d’Ito, on a

o2

d(u(t, Zy)) = <8tu + b0,u + 28z,zu> (t, Z¢) dt + (Oyuo)(t, Zy) dWy
= (Ozu0)(t, Z;) AW

et donc, par intégration en temps :

T
Y = /0 (8ZUO')(t, Zt) th
=u(T, Z7) — u(0, zp)
= ¢(Zr) — (0, 20)
=X —u(0, z0).

Par conséquent, X —Y = (0, zp) est déterministe, et donc de variance nulle. Ceci implique,
d’aprés la question 1, que Y est une variable de contréle idéale pour X.

En pratique, si on sait calculer Y, c’est que 'on connait u la solution de 'EDP, et en
particulier E(X) puisque u(0, z9) = E(X). Ceci dit, on peut imaginer calculer une solution
approchée de 'EDP pour construire une variable de controle.

3.2 Supposons qu’il existe une fonction v solution de 'EDP

2
Ov+bd,v+ %@721} + v =0,

(T, z) = (2).



telle que 0,v est bornée sur [0,7] x R. Par le méme raisonnement que ci-dessus (calcul
d’'Ito sur d (exp (fo ds) u(t, Zt)), on vérifie que

exp(/ W(Z ds) o(Zr) — v(0, 20) /exp</¢ )8ua)(t Z) dW,
o = [ oo [ ot05) e 7

est une variable de controéle idéale pour X.

Exercice 3 : Transformation de Girsanov

1 On a th = —h(tl) + th, Xt2 — th = —h(tg) + h(tl) + Wt2 — th, e th —
Xy, , = —h(ty) + h(tn—1) + Wy, — Wy, _,. Par conséquent, puisque les variables aléatoires
Wiy s Wiy =Wy oo, Wy, =Wy, | sont des gaussiennes indépendantes centrées et de variances

respectives t1,ta —1t1,...,t, —tn—1, On obtient que Xy, , Xy, — X3, ..., X¢, — X¢,,_, sont des
gaussiennes indépendantes de moyennes respectives h(ty), h(ta) —h(t1), ..., h(ty) —h(tn—1)
et de variances respectives tq,to —t1,...,t, —tp—_1. Par conséquent, pour tout fonction test
p:R" =R,

E(p(Xty, Xto — Xtys oo oy Xp, — X, 1)) :/@(yh..-,yn)q(yh..-,yn)dy1..-dyn

avec

nfl
yz +h z+1 h(t ))2

On consideére alors le changement de variables

U R"” - R"
N W) = Wy Yy Y2t )

qui est un C! difféomorphisme de jacobien 1. Remarquer que ¥ (z1, 2o —21, ..., Tp—Tn_1) =
(x1,...,2,) et donc =Y (zy,...,2,) = (21,22 — 21,...,%p — Ty_1). Par conséquent, en
utilisant le changement de variable (z1,...,2,) = ¥(y1,...,Yn), pour une fonction test
é:R" > R,

E(@(thﬂXtm""th)) :E( \P(thvXtQ Xtu"'ath _th—l))

GoV(yL, ., Yn)q(Y1s - - Yn) dy1 - . . dyy

(1, .oy xn)q(xr, 09 — X1, o Xy — Tp—1) dxy .. dTy,

= /gb(:cl, cozp)go Uy xy) Jac(UTY) (2, .. ) day - diy,

ce qui montre que (X, Xi,,...,Xy,) a pour loi q(z1,x9 — x1,...,2y — Tp_1)dxy . ..dT),.



2 On a, en développant le carré dans ’exponentielle :

E(o(Xey, Xty -5 Xt,))

:/¢ L1, ..., T <H m) eXp(

-1

_ e @i = @) (i) = h(t) | (R(tis) = h(t:))?
= /gp(l’l,...,l‘n)eXp< 2 (s — ) + 2t — 1) )

n—1

Z(xm xz+h(z+1) h(f))2> dxy ...dx,

n—1 ($ 2 )2
i+1 — &g
exp ——— | dxy...dxy,.
(H V27 (tig1 — t; ) ( Z 2(tiv1 — t;) > ! "
On reconnait sur la derniére ligne la densité du vecteur (Wy,, Wy, = Wy, ..., Wy, — W, )

(cf. la premiére question avec h = 0), et on a donc :

E(@(thvtha s ath))

=E <gp(th, .o, Wh,) exp (

5 Wi~ >wmﬂ>hm»+wmﬂwwmw>>

(tit1 —ti) 2(tit1 — t;)

1=

—E <¢(Wt1, o th)z,;il“) .

3 La fonction h est de classe C? et donc A’ est borné sur tout intervalle de temps borné.
Ceci implique que 'intégrale stochastique fO h'(s) dWy est bien définie.

Soit ¥; = — fot B (s)dWs — %fot(h’(s))2 ds. Par un calcul d’It6, on a
dZ; = d(exp (Y7))
= exp(Y)dY; + 5 exp(¥e) (Y ),
_ 7z (—h’(t)th _ ;(h’(t))Zdt> + %th(t))?dt
= —h(t) Z dW;.

Remarque : On peut alors vérifier que E(Zy) = 0, ce qui est une conséquence de (2) en
prenant o = 1. En effet, Z; = Zy — fo B (s)ZsdWs avec Zy = 1. Par ailleurs

t/ 2_t/82 23
pﬁw@&>w—4m<»wa>d

et on vérifie que Supye(o E(Zs)? < oo car fo R (s)dWs est une gaussienne centrée et de
variance fot(h’(s))2 ds.

4 Par un calcul d’'It6, on a

d(h' ()W) = b (t)Wy dt + B (t)dW;



et donc

t t
W ()W, = / B ()W, ds + / W (s)dWW..
0 0

5 En prenant ¢ = Ljl oo (o.y <> OD & (puisque Xy = —h(s) + W) :

E (1\\Ws—h<s>||mo,t>ga)) =E (H\Wsnmm,wgzt)

ce qui se réécrit :

t 1 t
P (HWS - h(S)HLoo(U,t) < E) =E <1||WSLOO(O,t)<s exp <—h/(t)Wt +A h”(S)WS ds — 2/0 (h/(S))2d8>>

= exp (—; /Ot(h’(s))2 ds) E <1W5”Lw(07t)<5 exp (—h’(t)Wt + /Ot W' (s)W ds>> :

Par conséquent

P (IW; = h(s)lz=0p < &) _ . < 1 /t(h’(s))Q d8> E (102 o 22 50 (=R (Wi + Jy B (5) W, ds) )
2 Jo

P (IWsllpe(0,) <€) P (IWsll =0,y <€)
et on veut montrer que

E (1”VVSHL°°(O,t)§5 exp (—h’(t)Wt + fg R (s)Ws ds))
lim

=1
e—0 P (||Ws||L°°(O,t) < 5)

Ceci est équivalent a

- E (1uws||mo<o,t)35 [exp (_hl(t)Wt + R (s)W ds) - 1})

=0.
=0 P ([[Wsl (0 <)

Or, on a, en utilisant le fait que | exp(y)—1| < exp(|y)|y|, et en posant C = (||1|| Lo (0,0 + LA | L (0.))

t
1||WSHL00(0¢)§5 exXp (_h/(t)Wt +/0 h//(S)Ws d8> - 1' < 1||WSHLOO(O¢)S€C€eXp(CE)

—W W, + [ (s)W, ds‘ < e (11| ooy + HIR || oo (0.0)) et done

puisque 1w, 0. <e

E <1|IWS||L°°(0,t)S€ [exp (‘h/(t)Wt + fg R (s)Ws ds) — 1D
P (Wl zoo oy <€)

- E (1HWS||LOO<O,t>SE exXp (—h/(t)Wt + fot h”(S)WS dS) — 1‘)
N P ([[Wsllpoo 0y < €)
< Ceexp(Ce)

qui tend effectivement vers 0 quand € — 0.



