Corrigé de ’examen du cours de M2 :
Méthodes numériques probabilistes

13 janvier 2016, 9h30 - 12h30.
Les notes de cours sont autorisées.

Exercice : Equation de Langevin

1.1 L’équation de Fokker Planck donnant ’évolution de la loi de (g, v;) est :

8,51/1 = —’an”(/) + m71V7T(Q)8U1/} + mildivv(vw + /Bilmilvvw)‘

1.20n a:

—v0yf + m_1V7r(q)8vf + m_ldivv(vf + m_lﬁ_lvvf)
=B (v-Va—m™'Vr-mv) f +m~div, (vf - vf)
=0.

On en déduit que la mesure de probabilité f(q,v)dgdv est invariante pour la dynamique
de Langevin.

2.1 On calcule :
md (G%UO = e%(mdvt + vy dt)
= em (=Vr(q) dt + /28" 1dW,)

d’otl, en intégrant en temps :

t

m <e%vt — vo) = /0 e%(—Vﬂ(qs) ds + /28~ 1dWy)

ce qui donne le résultat annoncé.

2.2 On a, par Fubini,
t
qt = qo +/ Vs ds
0
t S 1 s S—r
=qo+ / (er_m ds + m/ e m (=Vr(q)dr++/ QBldWT)) ds
0 0
t 1 ¢ t s—r
= qo + vom (1 - 6_5) + m/ </ e m ds) (=Vr(gr)dr 4+ /28~ 1dW,)
0 r

= qo + vom (1 - e_%) + /Ot (1 - e_t;mr) (=V7(gr) dr ++/2871dW,).

Par ailleurs,

t t
Xt:XO—/ Vw(XT)dr—i—«/Qﬂ—l/ aw,.
0 0



Par différence, on a donc, puisque Xg = qo,
t
g — Xy = vom (1 — e_%> + / <1 — 6_%> (=Vr(q,)dr + /28~ 1dW,)
0
t ¢
+/ Vr(X,) dr \/251/ aw,
0 0

t

= vom (1 - e_E) - /Ot (1 - 6_%> (Vn(qr) — Vm(X,))dr
t t
+/0 67%VT['(XT)dT - \/2/3_1/0 e dW,

Remarque : On a utilisé dans ce résultat que

t s t t
//esmrdWTds:/ / e dr dWs.
0 0 0 r

Ceci peut-étre justifié par un théoréme de Fubini stochastique. Plus simplement, on peut
aussi remarquer qu’il s’agit de prouver que les deux fonctions : A : t — fg f(s) fos g(r)dW, ds
et B:t fg g(r) f:f(s)ds dW, sont égales, avec f(s) = e m et g(r) = em. Or en diffé-
rentiant par rapport a t, on a dA(t) = f(t) f(fg(r)dW,« dt et dB(t) = 0+f0t g(r) f(t) dW, dt,
soit A(t) = B(t) d’ou A(t) = B(t) puisque A(0) = B(0) = 0. Une autre maniére de prouver
cette égalité est d’utiliser une intégration par parties.

2.3 En différentiant par rapport a la variable r, on a :

_t=r 1 i _t=r
dle”m Wy)=—e m Wydr+e m dW,.
m
On en déduit
¢ t=r t t—r
/ e m dW, =Wy — — e m W.dr

0 m Jo

_t 1 ¢ _t—r
=Wiem —— [ e m (W, —Wy)dr

2.4 Les trajectoires du mouvement brownien sont presque strement continus, donc les
deux termes convergent vers 0 uniformément sur les compacts en temps.

En effet, considérons I'intervalle [0,7] pour T' > 0 fixé. Pour le premier terme, pour € > 0,
il existe 0 > 0 tel que sup;(o 5 [Wi| < €/2 (car Wp = 0). On en déduit que

sup [Wee m| < sup [Wye m|+ sup [Wie |
t€[0,T] te[0,6] te[6,T]

S5
< sup |[Wy|+ sup |[Wie m|
te[0,6] te[6,T)

<e/2+ sup |Wile m.
tels,T]

On prend ensuit m suffisamment proche de zéro pour que sup;¢(5 7 |Wt\e_% <e€/2.
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Pour le second terme, on utilise le fait que les trajectoires du mouvement brownien sont
(presque stirement) uniformément continues sur [0,7]. Pour € > 0 fixé, il existe a tel que
pour tout 7, ¢ € [0, T], |r—t| < a implique |W,, —W;| < €/2. Par conséquent, pour ¢t € [0, 7],

t
— (W — W) dr

< — e "1‘LL2 —-LLE‘dT'+"* (& "1‘LL2 ——PV}\dr
m Jo m

‘Tﬂ

t—a
1 « [e]
< —e m2T sup Wi+ (e/2)(1 —e m)
m t€[0,T
1 o
< —e m2T sup |Wy| +¢€/2.
m t€[0,T]

Noter que la borne supérieure ne dépend pas de ¢t € [0, T]. On prend ensuite m suffisamment
proche de zéro pour que le premier terme soit inférieur a €/2.

2.5 On a

g — Xp = — /Ot (1 - e*%) (Va(q) — Va(X,)) dr + r(t,m)

avec

t ., t —r
r(t,m) = vgm (1 - 6_%> +/ e_tWVﬂ(Xr) dr — \/26—1/ e~ m AW,
0 0

Le premier terme tend vers 0 quand m — 0, uniformément en ¢ € [0,7]. Pour le second
terme, on a

¢ ¢
/ eV X;)dr — \/25_1/ e
0 0

= sup |Vn(X,)|m (1 — e*%)
rel0,T]

sup

< sup |Vm(X \/
te[0,7 r€[0,T]

qui converge bien également vers 0 quand m — 0. Par conséquent, en utilisant le résultat
de la question précédente.
rp(m) = sup |r(t,m)|
t€[0,T]
tend vers 0 quand m — 0.

On a donc, pour tout s <t < T, (en utilisant le fait que V est Lipschitz)

‘QS - Xs‘ <

/5 (1 - e—%) (Va(q,) — V(X)) dr| + rp(m)
0 S
<C [ fae =Xl dr o)

t
< C/ |Q7" _Xr| dT+TT(m)
0

t

< C | suplqu — Xu| dr +rp(m)
0 u<r



d’on, pour tout t € [0, T,

t

sup |gs — Xs| < C [ sup|q, — Xu| dr + rp(m).
s<t 0 u<lr

On en déduit par Gronwall que

sup |gs — Xs| < eCTTT(m)
s<T

d’ou le résultat.

Probléme : Modéles de spins

1.1 1l s’agit d’un algorithme de Metropolis Hastings (noter que le noyau de proposition est
symétrique ce qui explique la définition de la probabilité d’acceptation). La chaine de Mar-
kov admet donc vy comme mesure invariant par construction. Par ailleurs, la dynamique
est clairement irréductible. Par conséquent elle est ergodique.

OnaB(r, ) =E(r,) = 1/un(zs) = Zu "8 exp(—BN) et B(1s,) = 1/vn(20) = Z3"8 exp(BN).
E(TZ+)
IE(TZO)
états z_ et x4 (qui correspondent & des minima de I'énergie V') est beaucoup plus court
que le temps de retour dans ’état xg.

Par conséquent

= exp(—26N) < 1 quand N est grand : le temps de retour dans les

1.2 11 suffit de modifier I’algorithme de la facon suivante : X? € Xy est donné tel que

my(Xg) = m, et, pour k > 0, X*1 est construit a partir de X* de la maniére suivante :

— On tire deux sites I* et J* au hasard parmi {1,... N} et on consideére (en supposant
sans perte de généralité que I* < .J;,)

k k k k k k k k k
YR = (xF L XE xR xR Xk xR X xR,

— On calcule of = min (1, exp (—B(V(Y") —V(Xk)))> et on tire une variable aléatoire

U* uniforme sur [0,1]. Si U¥ < o* on pose X*+1 = Y'*, sinon, on pose X*+1 = X%,
La fonction de proposition consiste donc a échanger deux spins, ce qui conserve la magné-
tisation moyenne my :
vk > O,WN(Xk) = mN(XO) =m.
On montre de la méme fagon que précédemment que la chaine ainsi construite est ergodique

par rapport a vy;.

2.1 On remarque que pour m € My,

P(my(X)=m) = (Zx)"" Y exp(-BH(z))

&, my (z)=m
et, pour x tel que my(z) =m, H(x) = —%m? Par conséquent

P(mn(X) =m) = (Zy) ' exp(BNm?/2)card{x € Xy mn(z) = m}.
Pour m € My et z € Xy,

mpy(x) =m <= x contient N(1 —m)/2 spins de valeur — 1
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car my(x) = % (N —2card{i € {1,...,N}, z; = —1}). Par conséquent,

card{z € Xny mn(z) = m} = card{z € Xy, = contient N(1 —m)/2 spins de valeur — 1}
_ N
ANV -m)/2)

2.2 Commengons par la borne supérieure. Pour k fixé et en choisissant p = k/n, on a

1= (1) o = gy = () kg oy

=0

ce qui implique

(Z) < exp (—kIn(k/n) — (n — k) In(1 — k/n))

ool (2)

Pour la borne inféri " O O
our la borne inférieur, on note que ) = 5
si £ > np + p — 1. Par conséquent maxc(o, .. n} (Z)pé(l —p)nt = (;ﬁ)pe*(l — )" avec

¢* = min(|np + p|,n). Avec p = k/n, on a £* = k et on obtient don

< 1 si et seulement

o

1= (1)t = gy < s 0 ()t a =yt

()= e (2 (3))

2.3 On utilise les bornes démontrées en 2.2. Pour m € My, on a

ce qui implique

ZxBlnx () = m) = exp (550 ) (i)
< exp <ﬂ]§m2 + Nh((1— m)/2)> .

De méme,

1

ZINP(mpy(X)=m) > Nl

exp (ﬂ];m2 + Nh((1 - m)/2)> .

2.4 On note que m € [—1,1] — 1(m) est une application continue, dérivable sur (—1,1) et
tel que limy,—,—1 ¢'(m) = —lim,_1 A’ (z) = 400 et limy, 1 ¥/ (m) = — lim,_0 A’ (z) = —o0.
Par conséquent, le suprémum de 1) est atteint en un point m* € (—1,1) tel que ¢’ (m*) = 0.



On calcule :
¥/(m) = Bm — K (1~ m)/2)
— Bm— % (—1 —In((L — m)/2) + 1 +In((L +m)/2))

1 1—-m

Par conséquent, ¢'(m) > 0 est équivalent a % > exp(—26m) ce qui donne

1—e20m  efm _ o=Bm

P'(m) >0 <= m<

S e ®m = e B tanh(Sm).

Pour f < 1, ¢'(m) = 0 admet donc une unique solution m* = 0 et 1 est croissante sur
[—1,0] et décroissante sur [0, 1].

Pour # > 1, ¢/(m) = 0 admet trois solutions {—m*,0,m*} avec m* > 0 (noter que la
fonction 1 est paire). La fonction 1) est croissante sur [—1, —m*], décroissante sur [—m*, 0],

croissante sur [0, m*], puis décroissante sur [m*, 1]. Elle atteint donc son maximum en les

deux points —m™* et m*. On note dans la suite m* = —m™* et m3 = m™.

2.5 On note que

ou X ~ upn. Pour la borne supérieure, on a donc :

nZNS% In Z exp(N(m))

meMpn

< % (In (N + 1) exp(N9*)))

- In(N + 1)
- N

1
—1
N

+ "
2.6 Pour la borne inférieure, on a :

| Y exp(N¢(m)) | —In(N +1)

meMn
> % <ln <mr£% exp(Nw(m))> (N + 1))

In(N +1
= g, vom) - 2



Pour N assez grand, le maximum de ¢ sur My est atteint en un point my; qui différe au
plus de 1/N de m* (le point qui réalise le maximum de ¢ sur [—1,1]) :

1
my —m*| < —.
miy —m*| <

On a donc, pour N assez grand,

‘ max_b(m) — max w<m>\ < Jp(m*) — ()|

me[—1,1] meMy

1
<~ sl
x€[m*—1/N,m*+1/N]

En utilisant le fait que 9'(m*) = 0, le caractére Lipschitz de v’ sur un voisinage fixé¢ de
m”* montre donc qu’il existe une constante Cy tel que pour N assez grand

Co
gy V) — e w(m)‘ = NE
On a donc
1 . In(N+1) o
_ > [ S LAt
N AN 2 N N?

pour N assez grand.

2.7 On sait que 1 admet un unique maximum en m* = 0, et ¥* = ¢(0). Par conséquent,
pour € > 0 et X ~ py, (en utilisant le fait que P(my(X) = m) = P(my(X) = —m))

P(mn(X)| 2e)=2 Y P(my(X)=m)

meMy,m>e

2 Y exp(Ng(m))

= Z
N mEMn,m>e€

2(N +1)
< = 77
- ZN xp <N meﬂifmzew(m))

e (Vmasoim)

<
= 7n

Par conséquent, en utilisant le résultat de la question précédente, pour N assez grand,
P(jmn(X)| > €) < 2(N + 1)*exp(Cy/N) exp <N (mgxw(m) — 1/)*>>
m>e
< 2(N +1)% exp(Co/N) exp ( — N min (" — (m)) )
m>e

En prenant C; € (0, min,,> (¢* — ¢(m))), on obtient donc, pour N assez grand,

P(jmy(X)| > ) < exp(~CiN).

2.8 On sait que ¢ admet un maximum atteint en m* et m* : ¢* = ¢y(m*) = (m?). Par
symétrie, on a m* = —m} et

P(imy(X) —m* | > €) = P(jmy(X) — m*| > €).



On note également que pour € € (0,m7 )
1
P(jmy(X) —mi| >¢€) > P(my(X) <0) = 7
De plus, pour € € (0,m} ),
P(lmy(X) —mi| =€)
=P(jmny(X) —mi| > eet my(X) <0)+P(jmny(X) —mi|>e€et my(X)>0)
=P(my(X) <0)+P(|mn(X) —mi| > eet my(X) >0)

1
= - +P(lmn(X) —mi| > e et my(X) > 0).

2
La preuve est ensuite similaire & celle de la question précédente :
P(lmy(X) —m?| > e et my(X) >0) = > P(my(X) =m)

meMp,Im—m? |>e;m>0

< Z exp(Nt(m))

IN meMy,Im—m7 |>em>0
N +1
< W+ exp (N max w(m)>
ZN mGMN,|m—mi|Ze,m>0

<(N+1)

S exp (N max @ZJ(m)) .

|m—m7 |>e,m>0
En utilisant le résultat de la question 2.6, pour N assez grand,

P(jmy(X) —mi| > e et my(X) > 0)

[m—m? |>e,;m>0

< (N +1)%exp(Cy/N) exp (N ( max Y(m) — 1/1*))

< (N +1)%exp(Cy/N) exp ( ~N  min (- 1/1(m))>.
|m—m? [>e,m>0
Noter que min|m_m*+|267m>0(z/;* —1(m)) > 0. En prenant Cs € (O,min‘m_mi‘zgmw(d}* —
1(m))), on obtient donc, pour N assez grand,

P(jmn(X) —mi| > e et my(X) > 0) < exp(—CaN).

2.9 Quand S < 1, on vérifie facilement en utilisant la question 2.7 que pour tout m

lmy o0 P(may(X) <m) =0désquem < 0 et limy_,o0o P(my(X) <m) = 1-limy_00 P(mpy(X) >
m) = 1 quand m > 0. La fonction de répartition de my(X) converge donc vers 1,,>, la
fonction de répartition de dg.

Le méme raisonnement permet de montrer que quand 8 > 1, la loi de my(X) converge

vers % <5m*, + (Smjr>

Quand 5 <1 (la température est grande), la matériau n’exhibe pas de magnétisation : sa
magnétisation est nulle. Quand 3 > 1 (la température est petite), la magnétisation du ma-
tériau vaut £m’ . Ce modéle permet donc d’expliquer le caractére ferromagnétique comme
résultant de U'interaction entre spins. On note par ailleurs un phénomeéne de transition de
phase : le caractére ferromagnétique n’apparait que quand la température est assez petite.



