Corrigé de ’examen du cours de M2 :
Méthodes numériques probabilistes

10 janvier 2017, 14h00-17h00.
Les notes de cours sont autorisées. La partie 2-B est facultative.

Exercice : Formule de Jarzynski discréte

1.1 On vérifie que

— / exp(—V (1, 20) + V(0, 20))0 (o) o

_ Zo_l/exp(—V(l,mo))d:Uo
=7y'7,.

Par la loi forte des grands nombres, on a, presque stirement, limy; oo Iny = Z1/Z.
1.2 Ona —V(1,2) 4+ V(0,2) = L(z — L/2), et par conséquent

M
1
Iy =+; mzl exp(LX — L%/2)

avec (X{")m>1 1.i.d. de loi gaussienne centrée réduite. Noter que dans ce cas, Z; = Zy =
V2w et on vérifie qu’on a bien

Eexp(LXs — L?/2) =1,
car pour une gaussienne G centrée réduite, Eexp(LG) = exp(L?/2). Par ailleurs,
Var(Ips) = M~ 'Var(exp(LX} — L?/2))
=M (Eexp(2LXj — L?) — 1)
et Eexp(2LX}) = exp(2L?) d’ou
Var(Ip) = M~ (exp(LQ) - 1)

Quand L — oo, l'erreur relative \/Var(Iys)/ |E(Ipr)| = /Var(Inr) explose.

2.1 On peut utiliser un algorithme de Metropolis Hastings.

2.2 Pour toute fonction test ¢ : (RY)Y — R, on a

E(QO(XO, Xi,... ,XN_I)) = /(Rd)N gp(.l‘o, . ,xN_l)qo(wo)d$0P,\1 (l‘o, d;vl) . PAN_1($N—2, daTN_l).

2.3 On calcule :
N-1 N-1
E(exp(—W)) —/( o H exp(—V (Aut1,Tn) + V(An, 2n))qo(z0)dxo H Py, (zp—1,dxy)
R n=0 n=1
N-1 N-1
- 0—1/( . exp(—V (A, 20)) [ exp(=V(Ani1,2n) + V(Ansza))dzo [ Pr, (@1, dan).
R n=1

n=1



On utilise maintenant le fait que pour tout fonction test ¢ : R — R,

/ w(xl)PAl(on,dxl)eXp(—V(Alaxo))dwo=/ ¢(w1) exp(=V (A1, 71))dr1
R4 x R4 R4

pour obtenir

N-1 N-1
E(exp(-W)) = Z;'! /( . Cexp(=V (A, 21)) T exp(=Vain,2n) + VO n))day [] P, (@1, dan)
R - n=1 n=2
N-1 N-1
_ zo—l/( . “exp(=V Oz,21)) [T exp(=V e, ) + VO za))dar [T Py, (s, da).
Re)N— n=2 n=2
En itérant Pargument, par récurrence, on prouve que pour k € {1,..., N — 1},
Blesp(-W) =25 [ exp(=VAesra)
(R )N*k
N-1 N-1
x ] exp(=V(Ani1,zn) + VO, zn))dzy [ Pa,(@n-1,dan)
n=k+1 n=k+1
= Zo_l /d eXp(—V()\N, x]v_l))da,’]v_l
R
=7y 7.

On en déduit un nouvel estimateur de Z;/Z :

| M
— ) exp(-W™)
M m=1

ou W™ sont i.i.d. et de méme loi que W.

2.4 Soit X de loi gy(z) dx. Xy est donc de loi gaussienne centrée en AL et de variance 1.
Soit X de loi, conditionnellement & Xg, Py(Xo,dy). On a donc

X1 =m5(Xo) +03G

avec G une gaussienne centrée réduite indépendante de Xy. X7 est donc de loi gaussienne
(comme combinaison linéaire de gaussiennes indépendantes). On calcule

11—« 2\ L
E(X;) = E(X,
(X1) = T BXo) + 7
:1—a/\L+2a>\L
14+« 14+«

=L

et

4o
(1+«)?

1l -«

Var(Xl) = 1+ a

( )2Var(X0)—|—
G;Z>Q+ 1 j—aa)Q
1.




X1 est donc bien de méme loi que Xy, ce qui montre que Py laisse invariante la loi normale
centrée en AL et de variance 1.

2.5 Dans ce cas particulier, Zy = Z; = /27 et donc Z1/Zy = 1 ce qui implique
E(exp(—W)) = 1.

Par ailleurs, on a Xy de loi gaussienne centrée réduite, et la relation de récurrence :

1—aX +204L)\n+1+ QﬂG

1
1+a " 1+« 1+« (1)

Xn+1 =

avec les Gy, i.i.d. de loi gaussienne centrée réduite, indépendantes de Xy. On note que
V(At1,2) = V( A, z) = —%(m — Ang1/2L) et donc

N-1
W === (Xn— Aug1yel). (2)
n=0

=1l

On en déduit que W est une gaussienne, comme combinaison linéaire de gaussiennes indé-
pendantes. Par conséquent, E(exp(—W)) = exp(—E(W)+Var(W)/2). Puisque E(exp(—W)) =
1,onaE(W) = Var(W)/2. Et donc E(exp(—2W) = exp(—2E(W)+2Var(W)) = exp(Var(W)).
D’ou le résultat :

Var(exp(—W)) = exp(Var(W)) — 1.

2.6 On a par (1),

1—« 2v/ o
Xng1 —E(Xpy1) = Z(Xn —E(X,)) + va G,

1 14+«
et donc
1—a\? %"
X, = Xn
Var(X,+1) <1+a> Var(X,) + e (3)

X, — B(X,) = <1 _a)nm (X — E(Xom)) + fﬂ:i <1lz>n1ka

dont on déduit
l—«
1+«

Cov(Xm, Xp) = ( >nm Var(X,n).

On déduit de (3) et du fait que Var(Xy) = 1 que Var(X,) = 1 pour tout n, et donc
Cov(Xm, Xn) = (}fg)

2.7 D’aprés la question 2.5, on peut estimer Var(exp(—)V)) en estimant Var(W). On déduit
de (2) que

2 N—-1
\@«(W):% S Var(X)+2 Y Cov(Xm, X,)
n=0

0<m<n<N-1



Par conséquent, dans "asymptotique N — oo,

L? 1—a\"™
Var(W) = 15 | N+2 > <1+a>

0<m<n<N-1

L? 1 -« L?
~—(N+2 N | =——.
N2 < T ) aN

A L et a > 0 fixé, dans 'asymptotique N — oo, on a donc

L2
Var(exp(—W)) ~ N

On peut donc diminuer la variance en augmentant le nombre d’étapes intermédiaires V.

n—m
L’estimation ) o<, cnen—1 <ﬁ) ~ 129N se vérifie par un calcul direct :

1—aq\"™ N—-1n—1 1—a\™™
> (ims) =X X(i)

0<m<n<N-1 n=1 m=0
_N‘lz": (1—a>k
n=1 k=1 1+a
_i-al-(5)
n=1 l1+a _L_rig
N-1

n=1
N-1
l—«o 1—a1_<%_g>
= N—1 et
2« 14+« — ira

ce qui donne le résultat annoncé.



Probléme : Une équation différentielle stochastique avec un
coefficient de dérive singulier

Partie 1 : Temps d’atteinte pour un mouvement brownien avec dérive constante

1 7% est un F-temps d’arrét car c’est le premier temps d’atteinte d’un fermé pour un
processus stochastique adapté continu.

2 Il s’agit d’une équation différentielle d’ordre 2 & coefficients constants. Les solutions
se calculent donc de maniére analytique : elles sont dans I'espace vectoriel engendré par
exp(p+y) et exp(u—_y) ot us sont les deux racines du trindme

2

%u2+bu—>\:().

On trouve

—b £+ Vb? 4+ 202\

2
o
On veut u(0) =1 et u bornée sur R4. On en déduit que

b+ VB2t 202/\y>
_ .

g

nt =

u(y) = exp <—
Noter que u’ est également bornée sur R .

3 Par un calcul d’Ité, on a

oy _ 99, 00 o e 100
do(t,Yy") = E(t’yt )dt+a—y(t,Yt ) dY; +§W
1
= e Mu(YT) dt + e M (YE)(bdt + odW;) + 5
2
= () 0 O07) 4 G0 ) e Yo

(¢, Y,") d(Y")s

e—)\tu//(yvtx>0_2 dt

= e MU/ (Yo dW.
On en déduit que

t
$EY7) = 00.Y5) + [ P uod,
0
ce qui est le résultat demandé.

4 Comme v’ est borné sur R4, et que sur 'intervalle [0, 77], Y;* > 0 (cf. 2 > 0 et (Y;¥)>0 est
un processus a trajectoires continues), on a que presque strement, Hy < |[u'|| oo (m +)e_A5

et done, E [;° H2ds < oo. On en déduit que IE( 0+°O HSdWS) = 0 et pour tout t > 0,
E (fy HdW,) =0.

En prenant ¢t =t A 7® dans 1’égalité prouvée a la question 3, on a :

tATE
Z e = u(z) + a/ e MU (Y2) AW,
0

t
=u(x) + 0/ H,dW,.
0



En prenant I’espérance, on a donc

E(Z\) = u(x).

5 On écrit, pour tout ¢ > 0,

E(Zj\=) =E (e_)\t/\Tzu(th\Tz)l{‘rz<oo}) +E (e_)\t/\TIu(Yg\‘rz)l{Tz:oo}>

=B (e u(Vih ) e ooy ) + B (€ N0V remy )

Pour le premier terme, on a : d’une part, presque stirement limy o, e "N u(V% )1 (rrcoc) =
e M u(Y%)1freco0y et d’autre part, e MAT u(Yihro)L{re ooy €st majoré par |[ulpeo (g, )-
Donc, par convergence dominée,

lim E (e—*tATzu(mTz)1{Tz<oo}) —E (e—wu(mn{ﬂ@o}) .

t—o00

Pour le second terme, par le méme argument, on a

lim E (e_)‘tu(Yf)l{Tz:oo}> =0.

t—o00

Par conséquent, par continuité des trajectoires de (Y;*)>0,

lim B(Z500) = E (7 u(VE L))
=u(0)E (e_/\Tzl{Tz<oo}>

—E (e Lirecay ) -

6 Il suffit de combiner les résultats des questions 4 et 5. On a d’une part E (Z}, ..) = u(z)
et d’autre part lim; oo E (Z},,«) = E (e_ATx].{Tw<oo})' On en déduit que pour tout A > 0,

E <e_>‘711{71<oo}) = u(x)

bx 2 o2

7 On considére la limite A — 0 dans ’égalité précédente. Le membre de droite converge
Vers exp (—2%). Par convergence dominée, le membre de gauche converge vers P(7% < 00).
On en déduit

b
P(7% < 00) = exp (—23;) .
o
Partie 2 : Limite de petit bruit pour des EDO mal posées

8 On a
d (X7 — &) = (0(XP) — b(&F)) dt + V2edW;



avec la condition initiale X3 — & = 0. Et donc, par intégration

Xpe g = [ 00X - bleD) ds + VEW,
En prenant la valeur absolue, on obtient
XP gl < [ 160G e ds + VW
< L/Ot | X € — €| ds 4 V/2€¢|Wy.
ol L est la constante de Lipschitz de la fonction b. Par conséquent, pour tout ¢t > 0,
t
E (X7 = &) < L/O E(|X5 — &) ds + V2 E((Wi)) -
Par Gronwall, on a alors, pour tout ¢ > 0,
E (X7 =& < \/Z/Ot exp(L(t — s))E (|Ws]) ds
et puisque E(|Ws|) < \/E(|[Ws[2) = /s, on obtient, pour tout ¢ > 0,
BOXE - &) < Va [ oLt - )vads
ce qui implique que pour tout 7' > 0, lim,_,o supe(o 71 E (| X, — &F|) = 0.
L’existence d’une unique solution forte a I’EDS dans le cas ou b est discontinue n’est
pas un résultat trivial. Cf. par exemple le papier : A.J. Veretennikov, On strong solutions

and explicit formulas for solutions of stochastic integral equations. Sbornik : Mathematics,

39(3) :387-403, 1981.
Partie 2-A : Cas de non-existence.

9 La fonction t +— £ est dérivable au sens des distributions, et sa dérivée est la fonction
bornée t +— b(£Y). La fonction ¢ +— & est donc une fonction absolument continue. Par
conséquent, on a

d d
—(6) =28 & = 2600(&))

et par intégration, on obtient

t
<$V=2Ag%@$w.

Pour le lecteur qui n’est pas a aise avec la dérivation des fonctions composées pour des
fonctions absolument continues, on peut aussi raisonner de maniére élémentaire, en utili-



sant Fubini :

t t S
2AMéﬂ%=24M®Ab@MMS
=2A%@%j%@®@m~

t
=21;M$XQ—f%dr
t t
_ 50 N 0y ¢0
- 2£t /0 b(gr)dr 2/0 b(g'r)gr d’l“
=26 2 [ eedas
- (gt 0 s/)5s .

On en déduit (£9)% = 2f0 (€9)¢0 ds.

t
(@F:2AE%@$%

t
=2 /0 & (b4 1950y +b-1ieooy) ds

10 On calcule :

On remarque que la fonction y — y (b+1{y>0} +b_ 1{y<0}) est négative ou nulle, et donc,
on en déduit que pour presque tout s, &9 (b+1{§0>0} +b_ 1{Eo<0}) = 0, ce qui implique (par

continuité de s+ £2) : pour tout s > 0, €2 = 0. Ceci implique : pour tout ¢ > 0,

O—/Otb(o)ds

ce qui est impossible puisque b(0) = by < 0.
11 Par Ito, on a :
1
d(X;")? = 2X)dX) + 52d(X0),

et donc
A(X2)2 = 2X0b(XO) dt + 2XV/2ed W, + 2edt.

Par intégration en temps,

t t
(X;")? = / 2XB(X ) ds + 2V/2e / X QAW + 2et.
0

0

On remarque que

(X7 =</ b(X ) d5+WWt)

( / b(X%) d 5) + 4€E(W2)

262 max([b |, [b_) + det



et donc, pour tout ¢t > 0, fg E(X9)2ds < oo, ce qui implique E (fg Xg’EdWS) = 0.
En prenant l'espérance de (4), on a donc
t
E(X)? = [ 2B (X2b(X09)) ds + 2¢t

I
t
= / 2E (X2 (b41ix050) + b-1ix0c0y)) ds+ 2et
0
2¢

<

t.
On en déduit que pour tout 7" > 0, lim._,q supejo,7) E ((X,?’e)Q) =0.
12 On a, par un changement de variable s = er,
X?’€ = eingt’E
€t
=t ( / b(X%¢) ds + \/2?Wet>
0
t
:/ b(XSf)dr%— V2e V2w,
0
D’aprés I'invariance du mouvement brownien par changement d’échelle, on sait que
(671/2Wst)t20
est un mouvement brownien. On en déduit le résultat demandé car ’'EDS
t
X0 = / b(X0)ds + V2W;
0

admet une unique solution en loi. L’ unicité en loi est une conséquence de l'unicité trajec-
torielle, par le théoreme de Yamada Watanabe.

13 Le fait que la mesure invariante du processus admette une densité réguliere découle de
résultats généraux sur les EDS avec diffusion minorée. On peut aussi le voir de maniére
élémentaire en utilisant le théoréme de Girsanov.

L’équation de Fokker Planck associée au processus s’écrit

On cherche des solutions stationnaires de cette EDP. Comme on est en dimension 1, b peut
s’écrire sous la forme b = —B’ avec B(x) = —byxl(y>0) —b-xl(, <), et on considére donc
le probléme (qui est en fait une équation différentielle ordinaire du deuxiéme ordre) :

0= 0y(B'(2)y + 02¢))
qui admet comme unique solution réguliére d’intégrale 1

U(z) = Z~" exp(~B(x))



avec Z = [p exp(—B(z)) dx < co. La mesure 1 demandée est donc la mesure qui admet ¢
comme densité.

14 Par un changement de variable s = re, on a
T
r = /0 1ix0es0)ds

T/e
=¢ /0 Lixtesopdr

T/e
= 6/0 l{Xf’Ezo}dr'

15 On réécrit I’égalité précédente sous la forme :

T/e
0 = T(T/e)_l/o 1y goesgydr.
Par conséquent, on a 1’égalité en loi :
r ) T/e
ne £ T(T /€)™ /0 1 gosgydr

En faisant tendre € vers 0, sous hypothése d’ergodicité !, on obtient donc, presque sirement,

T/e
li_r%(T/e)l/ 1{X9>0}dr:T/ 15002 ' exp(—B(z)) dx
0 R
—TZ1/ exp(byz) dx.
0
On calcule [;°exp(byx)de = —1/by et
Z:/exp(—B(x))d:U
R
0 +00
:/ exp(bx)Jr/ exp(bsx)
0

—00

=1/b_ —1/b,.

Puisque la convergence presque stir implique la convergence en loi, on en déduit qu’en loi,
—1/by
limny=T——""—"7—
0T b 16,

On utilise enfin que la convergence en loi vers une constante implique la convergence en
probabilité vers la constante.

1. Le fait que le processus admette une unique mesure invariante implique la propriété d’ergodicité
utilisée ici.

10



Partie 2-B : Cas de non-unicité.
16 I suffit de considérer les fonctions §S’+ =bitet f?’_ =b_t.

17 11 suffit de résoudre le probléme

ev”(z) + b(z)v' (z) = 0, x € [—0,0],
v(=0) =0et v(d) =1,
et de considérer v(0). On a, pour x e [—6,0], & . On en déduit qu’il existe une

constante C' > 0 tel que pour tout = € [, d],

v(x) +C/ exp< -1 /yb(s)ds> dy.

On écrit ensuite les conditions aux limites :

1 =v(+0

)
0) +C/6exp (—e—l/oy b(s) ds> dy

+C/ exp 1b+y) dy
=v(0) + Ce(bs)™ 1(1fexp( 1b+5)).
De méme

0 =v(=9)

0 0
—C/ exp <e_1/ b(s) ds> dy
C’/ exp ) dy
=0(0) + Ce(b_) "' (1 —exp (¢ 1b_0)).
On en déduit que

(b4)7' (1 — exp (—€e'b49))
()1 (1~ exp (e 15.0))

— (0) <1 b (l-ew (—e‘lb+5))>

by (1 —exp (e71b_0))

1 =v(0) —v(0)

qui est le résultat demandé.

18 A nouveau, il s’agit de résoudre le probléme

ew” (z) + b(z)w'(x) = -1, x € [0, 4],
w(—0) =0 et w(d) =0,

et de calculer lim._,o w(0).

11



On regarde le probléme pour x € [0, ] pour commencer :

ew” (z) + byiw'(z) = —1, z € (0,9],
w(0) = wp et w(d) = 0.

En posant w, (r) = w(x) + (by) 'z, on a

{ ew'y (z) + by (z) =0, z € (0, 4],
w(0) = wo et wy(6) = (by) "4,

On en déduit qu’il existe C; > 0 tel que
w(z) = wo + Cre(by) (1 —exp(—bye 'x))

soit
w(z) = wo — (b4) '@+ Cre(by) (1 — exp(=bie ")),

Avec la condition aux limites, on obtient
0 =wp — (b4) "0+ Cre(by) (1 — exp(=bye 1)) (5)
Noter que w'(0+) = —(by) "t + C4.

De méme, pour z € [—6,0], on a :

ew”(z) +b_w'(z) = -1, x € [-9,0),
w(0) = wp et w(—9) = 0.

En posant w_(x) = w(z) + (b_) "'z, on a

{ ew” (z) + b_w’_(z) =0, z € [-4,0),
w_(0) = wp et w_(—6) = —(b_)"14.

On en déduit qu'’il existe C_ > 0 tel que
w_ () = wo + C_e(b_) " (exp(—b_etx) — 1)

soit
w(r) =wy — (b_) o+ C_e(b_) (exp(—b_e tz) —1).

Avec la condition aux limites, on obtient
0=wo+ (b_)"'0+C_e(d_) " (exp(b_e18) — 1). (6)

Noter que w'(0—) = —(b_)"1 - C_.

En écrivant la continuité des dérivées, on a —(by )t +Cy = —(b_)~! — C_. En combinant
ce résultat avec (5)—(6), on obtient donc le systéme linéaire suivant sur (C_,Cy) :

S N
C_e(b_)Yexp(b_e18) — 1) + Cre(by) (1 —exp(—bye 1)) = —(b_)"10 — (by)~ 16

12



En multipliant (5) par (e(b+)~'(1 — exp(—bjLefl(i)))f1 et (6) par (e(b—)"'(exp(b_e1d) — 1))71

et en ajoutant les deux identités obtenues, on obtient

— wg ((e(b) (1 = exp(=bye™18)) ™" + (e(b-) " (exp(b-e ') ~ 1)) ")

= —(b4)70 (e(b) N (1 — exp(—bye10)) "+ ()71 (e(b-) T (exp(b-e'8) — 1))
O 4O

= —(b+) 710 (e(by) (1 — exp(=bie19)))
+ (b)) = (0) 7

-1

-1 -1

+ (b))t (e(b_)_l(exp(b_e_lé) - 1))

En résolvant ce probléme en wg puis en faisant tendre € vers 0, on a alors
—limwg (by —b_) = —(by) " 10by + (b_)"16(=b_)
e—0

ce qui donne finalement

. 20
11m wog = .
e—0 0 b+ —b_

19 On a clairement
P05 > T —75) > P05 > T — 75,7y < 7°%).

De plus, sur I’événement {7‘(?76 < 7956 et Vt > Tg’g, Xl?’6 >0}, ona7f=TA Tg’e et

T T
95" — / 1 0,e dS Z / 1 0,€ dS — T — 7_—5
0 {Xs 20} T/\T((;)’E {Xs 20}

On en déduit que

PO: >T — 7’5,7{?’6 < TE’;) > ]P’('r(?’E < Tﬂ’g et Vit > 7'(?’6, Xto’E > 0).

De méme, on a clairement
P(05 < 75) > P(65 < 75,75 > 10%).

Et sur lévénement {73°° > 75 et V¥t > 75, X" < 0}, on a 7§ = T A 705 et

T T/\ng 0
76 _
07 = /0 1{X2,620}d8 = /0 I{Xg,ezo}ds ST AT s =75,
On en déduit que

P05 < fg,Tg’e > TE’E) > IP’(T(?’6 > rf’g et Vt > 7'8’5,X,?’6 < 0).

20 On sait que

P05 > T — 7§) > P(r° < 705 et Wt > 70, X, > 0).

13



On écrit ensuite, en utilisant la propriété d’indépendance conséquence de la propriété de
Markov forte,

]P’(7'50’E < 7'2’; et Vt > TS’E,XP’e > 0)

> IP’(TO’E <708 ot Vit > Tg’e XP€ > O\Tg’e < 00)P(1)¢ < 00)

= Py < 75| < 00)P(VE > 1, X > 0|7y < 00)P(1y ¢ < 00).
Par la propriété de Markov forte et le résultat de la question 7, on sait que P(Vt >
Tg’E,X,?’G > 0|7’§’E < o0) =P(Vt > O,Xf’E > 0) =1 — exp(—bydet). De plus,

(75 < 725175 < 00)P(75" < 00) = P(r, O’E<TO’§etTg’E<oo)

IP’( c< )
q(e€, 6).

L'égalité des probabilités P(1y¢ < 705 et 73 < 00) et P(1y < 75) est une conséquence
de :

(10 <72 et 7€ < oo} = {19 < 75 et T A TS < o0}
et ]P’( ‘AT < o0) =1 car w(0) = E(TS’E A rﬂ’g) < 00.

On en déduit le résultat

P05 > T — 7) > (1 — exp(~bsde))ale, o).

Le méme raisonnement permet de montrer que

P8 < 75) = (1 — %) (1 — g(e,5)).

21 Pour répondre a cette question, il faut tout d’abord remarquer que limg_,q lime_o(1 —
e b9/ q(e, 8) = et lims_o lime ,o(1 — =9/ (1 — ¢(e,0)) = % et que, de plus,

b+b — + b;bg = 1. Si les événements {05 > T — 75)} et {65 < 75} étaient disjoints,
on pourrait donc transformer les inégalités obtenues & la question 20 par des égalités
dans I'asymptotique limg_,g lim._,o. C’est pour rendre ces deux événements disjoints qu’on
introduit I'événement {75 < 7'/2}, dont on va pouvoir controler la probabilité du complé-

mentaire par la question 18.

Ecrivons maintenant le détail. On remarque que sur I'événement {75 < 7'/2}, les deux
événements {07 < 75} et {65 > T — 75} sont disjoints. Par conséquent,

P(75 <T/2,05 >T —75) + P(75 < T/2,05 <75) <P(75 <T/2) < 1. (7)
Par ailleurs,
POF >T —75) =P(75 <T/2,00 >T —75) +P(75 > T/2,00 > T — 75).
Par une inégalité de Markov, on a

0<P(75 >T/2,00>T —75) <P(75 >T/2) < =E(75),

el
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et donc, par la question 18,

liminfliminf P(6% > T — 75) = liminf lim inf P(75 < 7/2,0% > T — 75)

§—0 e—0 d—0 e—0
limsup limsup P(0% > T — 75) = limsup limsup P(75 < 1/2,05 > T — 75).
0—0 e—0 6—0 e—0
On a évidemment un résultat similaire pour I'événement {65 < 75}.

En utilisant la question 20, on a donc d’une part

b
11m1nf11m1nf]P’(75 <T/2,00 >T —75) > > —

0—0 e—0 b+ —b_
—b_
lim inf lim mf]P)(T(; <T/2,00 <T§5)> ———.
§—0 =0 + —b_

D’autre part, en utilisant (7) et la question 20, on a

limsup limsup P(7§5 < T/2,0%7 > T — 75) < limsup limsup (1 — P(75 < T/2,0% <

6—0 e—0 §—0 e—0
<1 Timinf T e € < ¢
<1 llgll_g(l)lf hIgl)lglf]P)(T(; <T/2,0% <T5)
<1-— b b ,
- by —b_ by —b_
De méme,
—b_
limsup limsup P(75 < 7/2,0% < 75) < ———,
6—0 e—0 b+ —b_
Puisque

liminfliminf P(75 < T7/2,60% > T — 75) < limsupliminf P(75 < T7/2,0% > T — 75)

6—0 e—0 5—0 e—0
<limsuplimsupP(75 < T/2,0% > T — 75)
6—0 e—0

et que les deux termes aux extrémités sont égaux, on en déduit que

e by
il P <7720, 27 ) = b

De méme, puisque

liminf iminf P(75 < T/2,07 > T — 75) < hm1nfhmsup[P’(7'5 <T/2,00 >T—75)
0—=0 =0 —0
< limsuplimsup P(75 < T/2,0% > T — 75)

6—0 e—0

et que les deux termes aux extrémités sont égaux, on en déduit que

b
lim limsup P(7§ < T/2,05 > T — 7§) = ————.
6—0 e—0 bJr - bf
Par un raisonnement similaire, on obtient les résultats suivant sur I’événement {65, <
lim lim inf P(7§ < T/2, 605 < 75) = b
=0 €—0 J T =0 by —b_’

15

75))

—E

7s



et

—b_
lim limsup P(75 < 1/2,0% < 75) =
0—0 0 b+ —b_
Puisque
e . . by
by —b_
—€ € —€ b-i- —€ € —e b+
=max | P(75 < T/2,05>T —7) — ———— —P(F <T/2,05>T —75) + ———
by —b_ by —b_
on a
. e . . by
limsup |P(75 < T/2,07 >T —75) —
e—0 b+ —b_
b b
= max | limsup P(7§ < T/2,05 > T — 7§) — ————, — (liminf P(7§ < T/2,05 > T — 7f) — ————
e—0 b_|_ - b_ e—0 b+ - b_
et on en déduit que
b
lim limsup |P(7§ < T/2,05 > T — 7f) — —— ’ = 0.
De méme,
lim lim sup ‘]P’(Tg <T/2,0% <7T5)— —b- ‘ =0.
=0 =0 b+ —b_

Enfin, on remarque que

P(7§ < T/2,05 > T — 75) + P(7 < T/2,05 < 75) + P(7§ < T/2,7§ < 05 < T —75)
=P(7§ < T/2) < 1.

et donc

0 <limsuplimsupP(75 < T/2,75 < 07 < T — 75)

0—0 e—0
— >T — 7)) — <
<1 hgn_)lglf llIEIL)ICI)lf P(t5 <T/2,0% >T —75) hm_>1(1)1f llrellgglf]P’(Té <T/2,0% <T5)
=0,

par ce qui précéde. On en déduit que
lim limsup P(75 < T/2,75 < 05 <T — 75) = 0.

=0 0

22 Sur I'événement {03 > T — 75}, on sait que le processus est resté au-dessus de 0 sur
une période de temps supérieure ou égale a T'— 75. Par conséquence, il est resté en dessous
de 0 sur une période de temps inférieure ou égale a 75 ce qui s’écrit également

sup |0f — 1| < 75
te€[0,T]

. t t
puisque |05 —t| = ‘fo(l{xg’"zo} Dds| = f§ - Lo pyds| = IN 1 0. _gyds est le temps
passé en dessous de 0.
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Par ailleurs, sur I'événement {07 < 7§}, on a clairement sup,coq|0f| < 75 puisque
SUP¢elo,T] 0| = SUP¢elo,T] 0f = 0.

23 On commence par écrire :

E[F((07)1e0,1)] = E[F((6))ie0,11) L ze<T/23] + E[F((07) 1ejo, 1)) L {rs>T/23)-

E[F((67)tefo,1)) L {75 >T/2}]‘ <||F| e P(ry ATV > T/2)
2 0,¢ 0,¢e
< HFHL“’TE(T(; AT_(S).
Et donc, par la question 18,

lim lim sup ‘]E Qt)te[o T})l{T >T/2}] = 0.

=0 -0

Par ailleurs, sur I'événement {75 < T'/2}, les trois événements {65 > T — 75}, {75 < 65 <
T — 75} et {65 < 75} sont disjoints. On peut donc écrire :

E[F((07)teio. 1)) Lre<t/2}] = E[F((07)ie0,1) L {re<1/2) Los.>T—76}]
E[F((07)iejo,r1) 1 {re<T/2) 102 <))
E[F((07)tejo,1)) L re<T/2y Lire <z <76} ]- (8)

Pour le premier terme, on écrit,

6 b
ELF((0))telo.r) Lz <r/2 L(og 21753 — F ((t)te[oﬂ)ﬁ

= E[(F((9)iefo,r1) — F((Dieo,))) Lire<ry2y Lios >1—7¢}]

+ F((t)tefo,) (P(Ta <T/2,0p >T —75) — b b_+b_> :

Noter qu’on peut controler le premier terme au membre de droite, en utilisant le fait que
F' est L-lipschitzienne et la question 22 :

‘E[(F((ef)te[o,ﬂ) — F(()icjo,r1)) Lre<ry2y Lios>1—73]| < LE[TS10e 5776y Lizecryay]
< LE[T(?E AT 6].

et donc, par la question 18,

lim lim sup ‘E ((0)teio,r) — F(()eeo,r))) 1{f§<T/2}1{96T2T—%§}]‘ =0.

=0 -0

Donc, en utilisant la question 21,

b
EF((07)seror) iz <1y2y Lo o770 = F ((t)te[O,T])mjb‘ -0

lim lim sup
=0 0
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De méme, pour le second terme dans (8) :

6 b
BLE (Ot s <r/zy Loy <o) = F(Oepoir) g —-

= E[(F((07)scio,11) — F((0)ieor1)) Lire<r/2y Lios.<7e)]

_e € —€ —b-
+ F((0)tef0,7) <P(Ta <T/2,00 < 75) - by — b> '

Et, par les questions 22, 18 et 21,

E b
E[F((0)etom) zs<r/2 Lo <riy] = F <(0)t€[0ﬂ)b+b‘ =0

lim lim sup
6—=0 -0

Enfin, pour le troisiéme terme dans (8), on utilise & nouveau la question 21 :

E[F((07)1e0,1) Lrs<Ty2y Lrg<os.<T—rcy] | < | Fl[LooP(75 <T/2,75 <07 <T —175)

et donc
lim lim sup ‘E[F((eg)te[o,T])1{-?g<T/2}1{f§<9€T<T—7-§}]‘ =0.

=0 -0

En combinant tous ces résultats, on obtient finalement que

BIF (o)) - F(Orcom)y - — F(Oe)y | =0

lim lim sup
=0 -0

Puisque le terme considéré ne dépend pas de §, on en déduit

nmsmﬁEwww@mmzpy—F«wmmIp

e—0

by b
o~ F(Oheom)y

et donc, finalement

. . by —b_ |
lg% E[F((0f)ejo,r))] — F((t)te[o,T])H - F((O)te[O,T])bJr_b‘ =0.

On obtient donc le résultat demandé avec p une Bernoulli de paramétre bf%b_.

24 On remarque que pour tout ¢t > 0
X =065 + b (t—05).

Par conséquent, quand € — 0, (X,? ’E)te[o,T] converge en loi vers

bipt+b (1—p)t=ptl + (1 p)ed~.
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