Corrigé de '’examen du cours de M2 :
Méthodes numériques probabilistes
16 janvier 2018, 13h00-16h00.

Exercice : Métastabilité & basse température

1. La variable aléatoire 7% est un temps d’arrét.

2. On a u(z1) = 0. Par ailleurs, on calcule
+o0 _
Tl (2) = / exp (V(ﬂf)‘/(z)> dz

et donc
Tu"(z) = -1+ — V'(z) exp (V(m)—V(z)) dz.

Par conséquent
Lu(z) = Tu" (x) — V' (2)d/ ()
~ 1 /:OO V' () exp (V(””)_V(Z)> dz — V'(2) /:OO exp (V(“")_V(Z)> dz

= 1.

3. On a que u(x) = ¢(z)u(z) est nulle pour < z; — 1. Pour z € [z — 1, Z], on écrit que

Tu(z) = /y : / : exp (W) dzdy

< [ ey [ exp(-v)/mdzdy

zZ=y

+ /yﬂf exp(V(y)/T) /00_ exp(—(a + bzP)/T)dzdy

=x1 2=X

et ces fonctions sont clairement bornées. Pour x > T, on a

Tu(z) = Tu(z) + /y : / +:° exp <V(y);v(z)> dzdy

< Tu(x) +/ ~exp(ay?/T) /OO exp(—az?/T)dzdy.

y==I =y
On estime maintenant
00 T 00 p—1
/ exp(—azP /T)dz < _1/ @E exp(—az?f /T)dz
z=y apyP= Jomy T

T
= apyp T exp(—ay?/T).



Par conséquent,

z T
Tu(z) < Tu(@) + / exp(ay?/T) g exp(~ayf /) dy
T

ap yp
T [ 1
<T -
<T@+ [
T
=Tu(@)+ ——7>7P < .
@) ap(2 — p)

en utilisant le fait que p > 2. Ceci donne une borne L sur u. Les bornes sur v’ et u” s’obtiennent
de la méme fagon.

. I suffit d’appliquer un calcul d’it6 sur u(X}), en utilisant les résultats de régularité donnée dans
la question précédente.

. L’égalité est évidente. Il reste donc & montrer que l'espérance de f;:O 1{S§Tz}a’(X§)st est
nulle. Pour cela, il suffit de montrer que fot E(|L{s<roy @ (XZ)[?)ds < oo ce qui est clair en
majorant simplement |1y, oy (X7)| par [|@']| o

. En prenant 'égalité de la Question 4 en t =t A 7%, on a :

tAT®

tAT®
(X5 ) = a(z) + / La(X®)ds + v2T /  WXD)aB,
s=

s=0
d’oti, en utilisant le fait que Lu(x) = —1 pour & > x1 — 1 et en prenant l’espérance : pour
x>z —1,

E(i(X{y+)) = ule) — E(t A T7).

. On note que E(t A 7%) = u(x) — E(a(Xf\,=)) < u(x) et donc, par convergence monotone,
en faisant tendre t — oo, E(7%) < u(z) < oo. Par conséquent, par convergence dominée, on
a E(a(X[,«)) converge vers E(a(X%)) = a(r1) = u(zry) = 0 quand t — oo. On a donc
finalement : pour x > x1,

E(7%) = u(z).

. Il s’agit de montrer un équivalent par la méthode de Laplace.

On commence par une remarque sur I’hypothése d’intégrabilité. Par hypothése, M () < M (&),
et donc exp(M (€),/1) = exp((M(€) — M(€0)) /n) exp(M (£) /n) avee M(€) — M(&) < 0. En par-
ticulier, pour tout n € (0, no], fgeD exp <@) d¢ < fgeD exp (%) dexp(M (&) /n) <
+00.

Montrons maintenant le résultat asymptotique. Soit € > 0. Il existe r > 0 tel que pour tout
e D, si|E— & <r, alors

M(E) - M(&) - 56~ &) PP ME)E - &)| < elé — &P




On écrit alors

/5613 o <M7§§)> = /gemg—gogr P <M7§§)> e /geD,|g—§o>r o <M7§§)> “
o () (17 [ oo (MO

! /§€D7I££O>T exp (M(f) —T’M(fo)> df). (1)

Pour le premier terme, par un changement de variable § = § + /7C, on a

77—1/ exp (ZW({)_ZW(&))> d¢
€eD,[E—Eol<r n

M £ 10 MED) 4 1
: .

= /R , Léo+iceD,|¢|<r/ /7 eXP (

On note en utilisant le développement de Taylor ci-dessus que pour tout ¢ tel que la fonction
indicatrice est non nulle,

5" V2M(€)C — el < M(& + vii¢) = M(&) < 3¢ VM (€0)C + el

On peut supposer depuis le début e assez petit pour que VZM (£y) + eld soit symétrique dé-
finie négative, de sorte que [,,exp (gCTV2M(§O)C ineKP) d¢ < oo. Comme D est ouvert,
Teo+ JACED,|C|<r/ /i Converge vers 1 quand 1 — 0, et donc, par convergence dominée,

lim | exp (5¢TVAM(&)C — nelc[?) ¢ < lim inf 1(n)
n—0 JRr2 2 n—0

< limsup I(n) < hm exp (QCTV2M(§0)C + 776K12> d
n—0 R2 2

On a donc, en calculant les bornes sup et inf :

2 2
T <hm1an( ) < limsup I(n) T

V/det(—=V2M (&) + 2¢ld) 10 ) - \/det —V2M (&) — 2€Id)

On considére maintenant le second terme dans (1). On sait qu’il existe 6 > 0 tel que pour £ € D
et | — &o| > 7, M(£) < M(&) — 6. On écrit

771/ exp (]\4(5)—]\4(@)) d¢
§€D,|§—Eo|>r n

= () [, o (a6

(M(ﬁ)*Mn(ﬁo)H/?)

(M(ﬁ)*M(&))M/?)

< exp 70

Par convergence dominée, puisque pour tout n < g, exp

M (€)—M (£0)+5/2
et que f§€D7|g_§0|>T exp (W) d¢ < oo, on a

lim exp (M )

10 JeeD,[e—Eo|>r

—M(§0)+5/2> de =0
; .

3



On en déduit que lim,,_,o n~t ffeD,\éffolw exp (W) d¢ =0

On en déduit que

2 2
T < lim inf J(n) < limsup J(n) 7T

Vdet(—=V2M (&) + 2¢ld) 10 ) - \/det —V2M (&) — 2€Id)

ou J(n) = %exp ( M(&) ) fgeD exp ( ¢ )) d¢. On conclut ensuite en prenant la limite € — 0.

9. On considére la fonctlon M(y,z) =V (y)—V(z) sur le domaine D, = {(y,2),z1 <y < x,z > y},
avec x > z,. On a clairement que M atteint son maximum sur D, en (z,,z2). Par ailleurs, on
a M <0< maxp, M sur D, N{y > x2}. De plus, pour r > 0, si |y —x,| > 7 et 21 <y < 9, on
aV(y) < V(zs) — 6 pour un 6 > 0 et donc, pour tout (y,z) € D, avec |y — x| > r et y < x9,
M(y,z) =V(y) —V(2) < V(zs) =6 —minp, V(z) = V(zs) —J — V(22). Enfin, on calcule la
hessienne de M en (x4, x2) :

V" (z) 0

2 _ *

VM (24, x2) = [ 0 V() ] :

C’est une matrice définie négative puisqu’on a supposé V" (z2) > 0 et V" (x,) < 0. En utilisant
le résultat de la Question 8, et le fait que E(7%) = u(z) = % f(y,z)eDz exp <M) dzdy, on
a donc, pour x > x4, quand T — 0,

N V(zy) — V() 27
E(7%) ~ ex '
() ey (L) V) [V

10. Cette formule s’appelle la formule d’Eyring-Kramers (ou loi d’Arrhenius).

Probléme : Algorithme de Metropolis Hastings

Premiére partie : I’algorithme de Metropolis Hastings.

1. On a
Qz,y)a(z,y) siz #y
Pz, y) = 1—2@ y)a(z,y) stz =y.
Y7
2. On a (X,,) réversible par rapport a 7 si et seulement si, pour tout z, y 7(x)P(z,y) = 7(y)P(y, ),
i.e. si et seulement si pour tout = # y tel que Q(z,y) > 0, 7(2)Q(x, y)a(x,y) = 7(y)Q(
ce qui est équivalent & : pour tout = # y tel que Q(z,y) >0, a(z,y) = r(z,y)a(y, x).
Soit maintenant une fonction F telle que F'(z) = zF(1/z). On pose A(z,y) = a(z,y)/F(r(z,y)).
Pour tout x # y tel que Q(x,y) > 0, on a

(x,y) =r(z,y)aly,z) <= Xz,y)F(r(z,y)) =r(z,y) Ay, z)F(r(y,z))
= Mz,y)F(r(z,y)) = r(z,y) Ay, 2) F(1/r(z,y))
= Mz,y)F(r(z,y)) = My, z)F(r(z,y))
= Az,y) = Ay, @)

On vérifie facilement que les régles de Barker et de Metropolis Hastings donnent bien des chaines
réversibles par rapport a 7.



3. Dans ce cas, on a r(z,y) = exp(—8(V(y) — V(z))) et donc a(x,y) = min(1,exp(—B(V (y) —
V(z))) (noter qu’on n’a donc pas besoin de connaitre Z pour implémenter ’algorithme). On
voit que a = 1 si V(y) < V(z) i.e. si on propose un déplacement vers une position plus basse
en énergie. On voit également que si on propose un déplacement vers une position plus haute
en énergie (V(y) > V(z)), on accepte le déplacement avec la probabilité exp(—8(V (y) — V (z)))
qui tend vers 0 quand la température tend vers 0 (5 — 00).

Deuxiéme partie : généralités sur les chaines de Markov réversibles.

4. On calcule : pour (zq,...,x,) € M1
P((Xo,...,Xn) = (0, ..., 2n)) = w(x0)P(xo, 21)P(x1,22) ... P(TH_1,Tp)
= P(x1,20)m(21)P(21, 2) ... P(¥n—1,2n)
= P(x1,20)P(z2,21) .. P(mn,xn )7 (xy)
= m(xn)P(n, Tn-1) ... P(x2,21)P(x1,20)
=P((Xo,..., Xn) = (zn, .., 20))
=P(Xn,...,X0) = (20, .., Tn))-

5. Si P est réversible par rapport a 7, pour tout f,g deux vecteurs de R?, on a

(Pf.g)r=>_ P(z,y)f(y)g(z)m(z)
x,Y
=Y Py, ) f(y)g(z)n(y)

= (f,Pg)x.

Pour la réciproque, il suffit de considérer f(x) = 1,—z, et g(y) = 1y—,, pour montrer que
(Pf,g)r = (f, Pg)r implique 7(x0)P(z0,y0) = 7(y0)P(y0,z0). Comme P est autoadjoint pour
ce produit scalaire, il est diagonalisable dans une base orthonormée pour ce produit scalaire.

6. On a que pour tout f, pour tout = € M, [Pf()] = | 2, P(a.y)fW)] < IIfli= X, P(a,y) =

|| fllzee et donc [|Pflre < ||f]|ze=. Ceci implique que pour toute valeur propre A, |A| < 1. De
plus, 1 est clairement valeur propre pour le vecteur propre e; = (1,...,1)7.

7. On peut utiliser le fait que les mesures invariantes sont les vecteurs propres associées a la
valeur propre 1 pour PT, et que P et PT ont méme spectre, avec des sous-espaces propres
associées de méme dimension. On peut aussi le démontrer directement de la fagon suivante.
Soit ¥ une mesure invariante : vP = v, et donc Y, v(z)P(z,y) = v(y). Ceci implique que
S pen V(@) Py, 2)m(y)/m(x) = vly), soit Yyep Ply,)f(x) = [(y) avee f(z) = v(e)/n(x).

On en déduit que v(z)/m(x) est constant, et donc v = 7.

8. En utilisant le fait que (f,e1)r =0, on a

d
1P Fll 72y = DA F edel® < 0™ I F 117 ()



On écrit ensuite
IE*(f(Xn)) — Ex(f)]* = [(P"f)(z)[?
— [(P")(@)?r(a >(1x)

<y |<P”f><y>|2w<y>w(1@

yeM

- 1

_ n 2

=P f||L2(w)@-

On utilise finalement le fait que [|[P™f]|3, () < P> FII3.2 () = p*"Var,(f) pour conclure.

9. (a) C’est exactement l'interprétation probabiliste de la condition V(z,y) € M?,3n > 1, P*(x,y) >
0. En effet

P'(z,y) = Z P(zo,21) ... P(Tp—1,%n)

(20,Z1,-.yTn ), LO=T,Tn=Y
- 3 P(Xor-- o, Xn) = (20, -, 0))
(T0,%1,..,Tn ), T0=T,Zn=Y
et cette somme est positive strictement si et seulement si I'un de ses termes est positif
strictement.

(b) Si Xy ~ 7, la loi du couple (X, X1) est donnée par

IP((XO?Xl) = (%,y)) = 7T([B)P(1',y)

On a donc

E™((f(X1) = f(X0)*) = D _(f(y) = f(2))*m(z)P(.y)

.,y
=E&(f, P).

On peut maintenant développer le terme sous la somme :

D (f(y) = f@)?n(2)Pz,y) = Z(fQ( ) + f2(x) = 2f(2) f(y))m(x) Pz, y)

$7y

= Z ) () P(x,y) + Z PP@)m(e) =Y 2f (@) f(y)m() Plx,y)

I?y

= 22 Pam() 2> f(@)Pf(x)r(z)

ou on a utilisé le fait que 7P = m. On en déduit le résultat :

> (fy) = f(@)*m(2)Pla,y) = 2B7(f - (f — PF)(X0)).

"E7y

(¢) Onsuppose P irréductible. Si Pf = f,ona0=E(f,P)=>_, (f(y)— f(x)?m(z)P(x,y) et
donc, pour tout x, y, si on considére un chemin (g, z1, . . . , &, ) menant de x a y de probabilité
positive strictement, on a pour tout 4, (f (w41 — f(2:))?7(2;) P(2i, i41) = 0 ce qui implique
f(zi) = f(xiy1) (puisque P(z;, xiy1) > 0) et donc finalement f(x) = f(y).

Par conséquent, si P est irréductible, alors Pf = f implique f est constante, et donc f €
Vect(e1). Ceci montre que 1 est valeur propre simple.



10. (a) On a :
1770 (W) = T (W)l = Z | Z z)) P (z,y)|

—ZIZ (P (z,y) — e (y))|
<ZZ\ NP (z,y) — en(y))
1—621 2)| = (1= e)llv — pllr

On en déduit par le point fixe de Banach que 7"° a un unique point fixe, et donc 7 a un
unique point fixe, qui est nécessairement .
Par une récurrence évidente, on a pour tout g € N,

[T (v) = T ()| g1 < (1= €)lv = il 1

Ensuite, pour n > 0, on écrit n = qng +r avec ¢ = [H%J et r €{0,...,n9—1}. On a alors :

[P =l = [ T"(v) = T (7)1
= [T (T v) = T"(T" )| 11
<= T"v—T rln

et on conclut en notant que pour deux mesures de probabilités u et v, on a toujours ||u —
Vg < llpllp + vl = 2.

(b) Si P est irréductible et apériodique, d’aprés la question précédente, on a que pour tout
x € M, P"(z,y) converge vers m(y) quand n — 0o. Supposons que —1 soit valeur propre :
il existe f € R% f # 0 tel que Pf = —f. Par conséquent (P?**!1f)(z) = —f(z) et en
faisant tendre k vers l'infini, on obtient E,(f) = —f(x). f est donc un vecteur constant,
nécessairement nul, ce qui est en contradiction avec f # 0.

Troisiéme partie : variances asymptotiques pour les chaines de Markov réversibles.

11. On note f=f—E(f). On aZnZl Cov”(f(f(o),f(Xn)) => 51 E x (FP"F). Or |[P" fll p2(r) <
P"[|fll2(x)- On a done [Er (fP"f)| < p”HfH%Q(ﬂ) et la série est absolument convergente, car
p <l
On suppose que la chaine démarre a Pétat stationnaire : Xo ~ . On note S(n) = > 7, Cov™(f(Xo), f(Xk)).
Ona:

n—1 2 n—1 n—2 n—1
Er (171 (f(Xk))> :%ZEW Z > Ex (X))

k=0 k 0l=k+1



et on conclut par le Lemme de Césaro, puisque limg 0 S(k) = 3,51 Cov™(f(Xo), f(Xn)) < oco.

Si on ne démarre pas sous 7, on a

n—1 2 n—1 n—2 n—1
e( 3 ) =2 e 25 5w
k=0 k=0 k=01Il=k+1

La loi forte des grands nombres montre que Z f (X1)? converge vers Vary(f) p.s. et dans
L' et donc 3777 éE( f(X1)? — Varg(f). 801‘5 maintenant un n assez grand et L tel que
k+1<k+ L <n—1.0On découpe la deuxiéme somme :

n—2 n—1 n—2 k+L
oY E( — > > B ZEZE X).
k=01l=k+1 k 0l=k+1 Ic 0l=k+L+1

Le premier terme converge vers Zle E,(f(X0)f(X;)) en appliquant la loi forte des grands
nombres & la chaine de Markov (Xj, Xg+1,. .., Xgt+1)r>0. Pour le deuxiéme terme, on utilise le
fait que, pour [ > k,

E(F(Xk) F(X0)| = [E(f (Xp) PF F(X))]
< 1Fll e | P fl e

_ p(l_k)
< ||f||L°° m Varﬂ'(f)

en utilisant le résultat de la Question 8, et le fait que m > 0. On a donc

ZEZE E:ZEV& X))

k 0 l=k+L+1 k 0l=k+L+1

1 n—2 e} (1—k)
1 n—2 oo
f)ﬁz Z Pl
k=01=L+1

< C(f)p"

pour une constante C'(f) qui dépend de f. Pour tout € > 0, en choisissant L assez grand pour

que C(f)p" < §, et que Zle Er(f(Xo0)f(X))) soit proche a €/2 pres de Y12 E(f(Xo) f(X1)),
puis en faisant tendre n vers l'infini, on obtient alors

n—2 n—1 0o

D IP IR )= L EF(X0) (X)) <

k=01l=k+1

Ceci permet de conclure en faisant tendre € vers 0.

12. On a

Varz (f) = [ 1720



13.

14.

et

3" Cov(£(Xo), (X)) = D _(F. P" f)
n>1 n>1
=(f,)_P"f)x
n>1
= (> P F)r = 11720
n>0

= {(f.(d = P) " f)r = 11320,

d’out le résultat. On a ici utilisé le fait que (Id — P) : Vect(e1)t — Vect(e1)* est inversible et
que P est de norme matricielle (pour la norme triple associée & la norme L?(7), qui est telle que
| P[|L2(r) = max |A;]) inférieure strictement & 1, ce qui donne la convergence normale de la série
> uso P = (Id — P)~!. Tout ceci est clair quand on écrit la série dans la base orthonormale
(€4)i=1,...a- Noter que de maniére consistante, I’équation

(Id = P)go = f

admet bien une unique solution dans LZ(7) = (Ker(Id— P))* = (Im(Id— P)) (L2(r) est I'espace
des vecteurs de moyenne nulle, muni de la norme L?, introduit & la question suivante).

La matrice Id — P est autoadjointe pour le produit scalaire (-,-), et négative. De plus elle est
autoadjointe définie négative sur LZ(m) = Vect(e1)*. Par conséquent, la fonctionnelle

;. {L%(W) —R
' 9= 2(f,9)x — (g9, (Id = P)g)x

est continue, dérivable, tend vers l'infini & l'infini et est strictement concave. Elle admet donc
un unique maximum en un vecteur gg solution de 1’équation d’Euler : pour tout h € Lg (m),

2<f7 h>7r - 2<h7 (Id - P)90>7r =0

ce qui donne : B

(Id = P)go = f.
Noter que cette équation admet bien une unique solution dans LZ(7) = (Ker(Id — P))* =
(Im(Id — P)). On a donc

sup J(g) = J(90)

g€eLF(m)
= 2(f, 90)x — (90, (Id = P)go)=
=2(f,(1d = P)"" f)r = (Id = P)~'F, )z
= (f,(Id - P)71f),.

En utilisant I'expression £(f, P) = >, (f(y) — f(2))?n(x)P(x,y), il est clair que si P = Q,
alors E(f, P) > £(f, Q).

Remarque : Noter que la réciproque est fausse. On peut par exemple le vérifier sur le cas concret
suivant. On prend M = {1,2,3}, 7 la mesure uniforme sur M, et on considére les matrices P
et () suivantes :

0.55 0.13 0.32 0.63 0.18 0.19
P=1 013 065 0.22 Q=018 0.78 0.04
0.32 0.22 0.46 0.19 0.04 0.77



Les matrices de transitions P et () sont réversibles par rapport a m. On peut vérifier numéri-
quement que le spectre de () — P est positif ce qui implique que pour tout f: M — R

< ( )f>
1

5 E(f, P)—&(£,Q).

Et pourtant P(1,2) < Q(1,2), ce qui signifie que la relation P = @ n’est pas vérifiée.

. On utilise la formule donnée & la Question 13 pour la variance asymptotique. Si P > @, on a
que pour tout f et tout g, 4(f, g)x — 26(g, P) = | fll72(m) < 4(f, 9)r — 26(9,Q) — [If1Z2(y)- Par
conséquent, pour tout g € L3(r),

geLg(m

et donc, en prenant le supremum du membre de gauche :
sup 4(f, 9)r — 26(9, P) = | fl2(m) < sup 4(f, 9)x — 26(9, Q) = 1 F1Z2(m)
gELg(ﬂ') gELg(ﬂ')

ce qui donne
o(f, P) <v(f,Q).

On peut comprendre intuitivement ce résultat en se disant que la chaine associée & P a plus de
chance de bouger de z a y # = que @ : elle "bouge plus" et il est donc naturel que la variance
asymptotique associée a P soit plus petite que la variance asymptotique associée a Q).

. On calcule
d
Vara(f) = 1 f 172 = D (s i)l
i=2
et
Cov™(f(Xo), f(Xn)) = (f, P" f)x
d
= Z fyez 7Tel7z)\ f,€] W€J>
=2 Jj=2 T
d
= S N(F i)l
i=2
On a donc

[(fre=> | 142> A7

n>1

(F eidal? <1+2 (13Ai ))

1+ XN

s s
:AHM:L ”M&
[\) [\

[(f, i)l

~.
||
N

10



En utilisant la question précédente, on sait donc que pour tout fonction f: M — R,

56 1+A.P d 14 M(Q)
2+ T Ald) 2 : 2
=2 ‘ f’ ez ‘ i=2 ‘ f, 67' ’ Az(Q) .

On choisit alors f = ea(P) et on obtient

d

1+A2P 21+ M(Q) _ 1+ 2(Q)
Z’ (e2(P), ei( )> ’ — Q) < 1-X(Q)

1=

en utilisant le fait que la fonction A € (—=1,1) — 1+)‘ est croissante et que ZZ 5 [{ea(P), e (Q)) x| <

lea(P)|? = 1. Et donc, en utilisant & nouveau la croissance de cette fonction, on a Ay (P) < A2 (Q).

Quatriéme partie : retour sur Palgoritme de Metropolis Hastings.

17. Par la question 10, @ est irréductible et apériodique si et seulement si il existe ng > 0 tel que
pour tout x et y, il existe un chemin (zg = z,z1,...,2n, = y) de longueur ng reliant = a y
et de probabilité strictement positive pour @ : pour tout i € {0,...,n9 — 1}, Q(z4, zi+1) > 0.
Comme la fonction a est strictement positive, on a aussi que pour tout ¢ € {0,...,n9 — 1},
P(zi,xiy1) > 0 et donc P(Xo = zg,..., Xpn, = Tny) > 0 ce qui implique que P est irréductible
et apériodique. Les conséquences sur le spectre de P sont directement obtenues par la question
10.

18. On note Py le noyau de transition associé au choix ayp pour la fonction d’acceptation. On
considére un autre choix pour la fonction d’acceptation a, qui rende la chaine de Markov réver-
sible par rapport a 7, et on note P le noyau de transition associé. On sait qu’il faut que pour
tout = # vy,

a(z,y) = a(y, z)r(z,y).

Donc, comme pour tout (z,y) € M?, a(z,y) < 1, on a a(x,y) < r(x,y) et a(z,y) < 1 donc
CL(.’E,y) < min(l,r(ﬂs,y)) = CLMH(:U,y)-

On en déduit que pour tout = # y, P(z,y) = Q(z,y)a(z,y) < Q(z,y)amu(z,y) = Pun(z,y)

et donc Pyip = P. Par la question 15, ceci implique que pour toute fonction f : M — R,

o(f, Pur) < u(f, P) : la variance asymptotique pour le choix app est donc plus petite que la
variance asymptotique pour toute autre fonction d’acceptation a.
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