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Méthodes Numériques Probabilistes
M2 Mathématiques de la Modélisation — Année 2019-2020

Corrigé de I’examen du mardi 14 janvier 2020

1. Exercice : algebre béta-gamma

Soit C' un borélien de R?. Puisque les variables X et Y sont indépendantes, la loi du
couple (X,Y) possede la densité produit p,(x)py(y), d’ ol

P ((S,U) GC):]P’<<X+Y,XL+Y> e())

= / ]l{(m+y7%ﬁ)ec}pa(w)pb(y)dwdy
z,y>0

1

= - 1 > a—1, b—1_—(z+y) .
[(a)T(b) /xwo {(aty,s2)ecrt Y €@ dzdy

Effectuons le changement de variable

T T = su,
s,u)= |z +uy, =1
(s, ) < ya:—l—y) {y:s(l—u),

qui est un C'-difféomorphisme de ]0, +oo[? dans ]0, +00[x]0, 1], et dont le déterminant
du jacobien vaut

dxdy = sduds.

Nous obtenons

+o00 1
(S,U) € C) = m / - / Iy () (s(1 =) sduds,

ce qui montre que le couple (S, U) possede la densité

1

- b—1
T'(a)T'(b) '

Lgesops™ e Lggeyaryu®™ (1 — w)

On observe que la densité du couple (S, U) se réécrit

CPa+b (S)Qa,b (u) )

_ B(a,b)I'(a+b)

- T(@r()
Puisque le produit pa15(s)qa 5(u) est une densité de probabilité, son intégrale sur R? doit
étre égale a 1, ce qui impose que

L=V e B)=c [ puaslohap(dsdu=c,
(s,u)ER2
d’ou la formule pour 3(a, b). On déduit alors que les variables S et U sont indépendantes,
de lois respectives I'(a + b) et 5(a, b).

Soient X ~ I'(a), Y ~ I'(b) et Z ~ I'(c) trois variables indépendantes. Posons S =

X+Y ~T(a+b)etU = X/(X+Y) ~ B(a,b). Puisque Z est indépendante du

couple (X,Y), Z est également indépendante du couple (S,U), et comme S et U sont
1



elles-mémes indépendantes, les trois variables S, U et Z sont indépendantes. La variable
V = 5/(S + Z) est donc indépendante de U et suit la loi S(a + b, ). Par ailleurs,

X X+Yy X
CX+YX+Y+Z X+Y+Z

suit la loi B(a, b+ c¢) puisque Y + Z ~ I'(b + ¢) est indépendante de X.

uv

2. Probleme : borne gaussienne sur la densité de transition
2.1. Préliminaire : densité de transition du mouvement brownien.

(1) Pour t > 0, X; ~ N (z, 1), de densité

Pil,y) = —— exp <—M> |

V2rt 2t
(2) Puisque « €]0, 1], pour tous t > Oetz,y € R,ona
1 2 1 2 1
~ _ —(y—z)?/2t ~ —a(y—x)?/2t _ ~
x, = € > € - r,Y),
) = 7o Vol vart )

ce qui définit c®.

(3) Calcul direct. Commencons par remarquer que

2m\/t(T — 1) T To
= pr(x,y)

Produit de convolution. Notons que p%.(z, y) est la densité de « + By /as qui 8™€crit

(= + Byja) + (Br/a — Bija) -

D’apres la propriété de Markov les deux termes sont indépendants, de lois respectives
N (z,t/a) et N (0, (T'—t)/cr). La densité de la somme de ces deux variables aléatoires est

donc égale au produit de convolution de leurs densités, ce qui donne directement 1’identité
attendue.

2.2. Processus de diffusion.

(1) D’apres le théoreme d’Itd, il suffit que b soit globalement lipschitzienne sur R.



2.3. Formulation mild de I’équation de Fokker-Planck.

(1) Soit y € R. Il est clair que les dérivées partielles %ﬁt(x,y), a%ﬁt(x,y) et aa—;gﬁt(x,y)
existent et sont continues sur |0, +0o0[xR ; de plus un calcul direct montre que

é@(ﬂt,y) = <—l + ¢ _$)2> 2 exp <—M> ;

ot 2t 2t2 V271t 2t
95 (2,y) = L2 L . ly — o)

J— — . X - @

axpt Y t \/ﬁ p 2% )

aa—;@(x,y) = <—% + <y;$>2> : \/;_meXp (‘%) ’

d’ou I’identité demandée.
(2) Posons 6 = |y — x|/+/t > 0 de sorte que
d 0 1 02\ _«
%pt(ﬂ%y)' i ﬁexp <—7> < 7

ou nous avons défini

c = sup e=0"/2,
21 9>0
De méme,
0% 1 6? 1 62 Co
- <[+ ). ) < =
‘axzpt(x’y)' - <t 3 ) V2t eXp( 2> T3
avec

sup(1 + 92)e_92/2.
2T >0

Cy =

(3) Soit T" € [0,T[. Les estimations obtenues a la question précédente montrent que les
dérivées de pr_¢(z,y) sont bornées sur [0,7”] x R, on peut donc écrire que P est de
classe C'2 et vérifie

0P 0 .
e AU
0P 0 .

G0 = | o ey
0?® 0%
a2 (he) = $(y) 5 2Pr—t(2,y)dy.

yeR
En utilisant le résultat de la premiére question, on conclut que

a—(I)(t x) + la2_<1>
ot 2 Ox?
pour tout (¢, z) € [0,7"] x R.
(4) Pour T < T, 1a fonction ® est de classe C'12 sur [0,7”] x R, la formule d’It6 donne donc

0P 0P 19%®
do(t, X;) = E(t,Xt)dt + %(t,Xt)dXt + gw(t,Xt)cuXﬁ
od 10%® 0P

D’apres la question précedente,

o0 10
ot 2 0zx?

(t,x) =0.

=0,



d’ol en intégrant sur [0, 7"],

o o
(T, Xp) = B(0,2) + | = (t, X)b(X)dt + | S—(t, X;)dB,.
=0 81’ =0 81’
Sur I'intervalle de temps [0,77], on a

(6}
9% 4. x,) ‘1 al

< dy < dy < ,

52 X0 < [ ol < 2 | ey < 4o

ce qui assure que le processus (g—f(t, X1))tejo, 1] est dans M?([0,7"]) et donc que I’inté-
grale stochastique est dans L2(IP) et d’espérance nulle ; de méme, le théoréeme de Fubini
permet de réécrire

" 5% T Tod
IE[ tzoa(t,Xt)b(Xt)dt] - /tZOE [a(t,Xt)b(Xt)] dt,

d’ou le résultat.

(5) Réécrivons, en utilisant la définition de p(z, y),

)= __ ! & _M>
o) = [ o) e (o )
puis posons u = (y — x)/+/T — T" pour obtenir
(T, z) = VT —T7) ¢
(T, z) /UERQs(eru T T>

—u?/2

Ver

Remarquons maintenant que Xp++u+/ 1" — T" converge presque stirement vers X7 lorsque
T" — T, et que la fonction ¢ étant continue et a support compact, le théoréme de conver-
gence dominée (appliqué « oméga par oméga » dans I’intégrale en u) montre que

du.

2 2
e U e U /2

/2
im [ o (Xp /T T) —du - /u 00 o du = o(¥1),

T'=T Juer
presque stirement. Puisque cette intégrale est également bornée par ||¢||o, une nouvelle

application du théoréme de convergence dominée, cette fois-ci dans I’espérance, permet
de conclure que

Ao E [@(T", X11)] = E[$(X7)].

(6) Dans I’intégrale

OP 0
%(t,m) = /yeR ¢(y)%pT—t($’y)dy

_ y—z 1 (y—a)?
—/yequ(y)T_t 27T(T_lt)eXp< 2(T_t)>dy,

posons également u = (y — ) /+/T — t pour obtenir

g—i(t,x) = /UGRQS(JZ—I—u\/T——t>

de sorte que

e—u2/2

u
- du,
JT—t var "

0P

EllG]]
%(tv :L')

< qu”ooﬁ’ G~ N(0,1).

Ainsi, presque slirement, pour tout ¢ € [0, 77,

‘ o2 (t, Xt)b(Xy)

E[lG]]
T—t

<
- < [¢llclbll




ce qui assure I’intégrabilité sur [0, T'] de I’espérance de cette quantité.

(7) En passant a la limite 77 — 7' dans 1’identité obtenue a la question (4), on obtient

T
E [6(X1)] = ®(0,2) + /tZOE B—i(t,Xt)b(Xt)} dt,

qui se réécrit
-~ T 0P / ! !
[ o= [ swpreaar+ [ [ SRt dia
y€ER y€ER t=0 Ja’eR OF

Le second terme du membre de droite est égal a

T D) ~ / , ,
/t:O /:c’eR < ek ¢(y)%pT—t($ ,y)dy> b(z") g (x, da’)dt.

At € [0,T] fixé, le produit gb(y)a%ﬁT_t(x’, y)b(a') est pi(z, da’) @ dy-intégrable car ¢
est & support compact en y, le produit %ﬁT_t(x’ ,y)b(a) est borné et p;(x, da’) est une
mesure de probabilité. Le théoreme de Fubini permet donc d’écrire

0
[ ([ st ) vevatonas) = [ stupate.pan
z’eR \JyeR x yeR
avec g(t,y) défini par I’énoncé.

(8) Pour tout (¢,y) € [0, T[xR,

0alt.)] = [¢)E | 5 Pr-((Xe)b(X0)

’y — Xt’ e_(y_Xt)z/z(T_t)
T—t 27(T — t)

< [[bllcE ”qb(y)

|

x| e (u—X0)2/2T—)
Tr—t 2n(T —t)

d’ot, d’apres le théoréme de Fubini—Tonelli,

/y _ 19(0)g(t.)ldy < ]2 [ / .

Posons a nouveau u = (y — Xy)/+/T — t dans I’intégrale, de sorte que

dy] |

ly — Xy e” X072 / A lu] e
dy = Xi+uvT —t d
/yeR ) T—t 2n(T —t) Y ueR (b( L > T—t V271 B
E[|G
< oll A

ce qui entraine
T
| [ 1ewstt iy <+,
t=0 JyeR
et montre donc que ¢(y)g(t,y) est intégrable sur [0,7] x R.
Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Fubini et déduire que

/t ) < s ¢(y)g(t,y)dy> dt = [ o(y)Gr(y)dy,

=0 yeR
avec

T
Gr(y) = /t g(t,y)dt.

=0



Ainsi,
/‘¢@Mﬂmmn=/ o(y) (Br(zy) + Gr(y)) dy,
yeR yER

pour toute fonction continue et a support compact ¢. Ceci montre que la mesure pp(z, dy)
possede une densité pr(z,y) qui coincide avec pr(z,y) + Gr(y), dy-presque partout. La
fonction G se réécrit enfin

/ / —pT (2 y)b(x ) py(x, 2" )da' dt,
t=0 Jz'eR Ox

ce qui conclut.

2.4. Opérateur G et borne gaussienne.

(1) Puisque « €]0, 1], pour tous t > Oetz,y € R,ona

9 Cly—=l 1 a2
:i 1 ’y_x’Vl_a—(layx)/ZtAa( y)
NG a(l —a) NG

<

Py (z,y),

S %

avec

e —02/2

sup fe
a(l —a) 6>0

(2) Le changement de variable u = ¢/7 montre que

e (T) = VT oDy,

Par récurrence sur £ > 0, on obtient alors que

T£/2Hﬁ<m+1 1>.

(3) Pour ¢ = 0, ’estimation obtenue a la premiére section et la définition de g donnent
immédiatement pr(z,y) < c¢*¢o(T)p%(x,y). Procédons maintenant par récurrence et
supposons 1’inégalité vérifiée pour Gp. Alors

T . 8 N
/ / (gzp)t(wa x’)b(x’)a—p;p_t(w’, y)dw’dt‘
t=0 Jax’eR T

T , P
guwm/ / @pMme—pr¢w
t=0 Jz’eER
“(116]|od™) ZH/ / Hpe (z, 2")pF_, (2, x)dz’ dt.
t=0 :(:E]R

La relation de Chapman—Kolmogorov permet d’obtenir

[ mea o0 = )
z'€R

G Prrla.y)| =

da’dt

d’olu
(@ D) ()] < e (bllood™) ™ G (TIFH, ).



7

(4) Commencons par remarquer que 1’expression obtenue a la question (3) se réécrit, grice au
résultat de 1’exercice 1,

C o (me1 1y _ T ')
Io(%572) = 1 = Famy ™ =702 gy

m=1

pour tout £ > 1. Puisque I'(1) = 1, nous pouvons désormais réécrire le résultat de la
question précédente sous la forme
~ w(T)*
‘(gfp)T(w’ y)‘ < Car ((Z-i-)Q) ﬁ’%(l’, y)7
2

ol 5(T) = ||b|lecd®V/TT(1/2). Notons que cette identité est également valable pour £ =

0. Nous déduisons de la formule de Stirling que la série de terme général ((Q; ) converge,

ce qui permet de poser

~
o
!
—
~
X
[\
~—

et conclut.

2.5. Représentation parametrix et conclusion.

(1) Ecrivons

(G*p)r(x,y)

T t
= / / < / / ps(z, x”)b(x”)ﬂﬁt_s(x”, w’)dx”ds> b(x')ﬂﬁT_t(x', y)da'dt,
t=0 Jx'eR s=0 Jz!""eR 81- 81-

de sorte que

[(G*p)r(z,y)]

(2", 2 pT_ (2’ y)da'dtda" ds.

< ([Ibflocd®) // / /
5=0 ”ER ts\/ —t t—s xER

La relation de Chapman—Kolmogorov permet a nouveau d’écrire

/ B ) = (),
x'e

ce qui permet de sortir ce terme de I'intégrale en ¢. En posant u = } 2
obtient

/T dt /1 du _ 3 (1 1)
= = T.

t=s /(T —t)(t — s) u=0 \/u(l—u

Ainsi,
T

1(G*p)r(x,y)| < 7([|bl|scd™)? / 0/ Rps(w, " )pg_s (2", y)da"ds.
s=0Jz'"e
Ecrivons maintenant
>
27(T — s)’

et utilisons le fait que ps(z, -) est une densité de probabilité pour en déduire

T T
« 22T
pe(, 2")P3_ (2", y)da"ds < / Jot—ds = 2L
/S:O/:(:”ER ’ e s=0 | 27(T" = s) ™

d’ou le résultat.

pr_s(a”,y) <



(2) Commencons par écrire

T
3 T o 2 t:L',ZE/
(@] < Bl [ [ (@t

T
e1(T)
[0[ccd“@ Tt

Puisque p® (2, y) est symétrique en z’ et y, on a

/ )’ = / (. a)da = 1.
x'e

z’eR

1

(2, y)da'dt
7P (@, y)dz

p* (2, y)da'dt.

d’ou
[(G°p)r (2, y)| < |1blloed® Q@2 (T).
On déduit par récurrence, pour L > 2,
[(GEp)r(z,9)] < Q¥ (Ibllocd®) 2 11 (T).

D’apres les questions précédentes, le membre de droite, qui ne dépend pas de x, y, converge
vers 0 lorsque L — +o0.
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