Loi du temps d’occupation de la demi-droite par le mouvement Brownien

Soit (W})i>0 un mouvement Brownien unidimensionnel issu de 0. On s’intéresse a la loi de la variable
aléatoire
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qui est le temps passé par Wy sur la demi-droite > 0 entre 0 et ¢.
Dans tout ’exercice, les fonctions f et g sont mesurables a valeurs réelles et la fonction g est minorée
par une constante C' > 0.

1. Soit 7 un réel strictement positif et © une solution de 1’équation parabolique suivante

du(t,z) = L Au(t,x) — g(t,z)u(t,z) pour (t,z) €]0,7[xR ; (1)
u(0,2) = f(x) pour z € R.
de classe C12 sur |0, 7[xR et continue sur [0, 7[xR vérifiant |u(t, z)| < Kel*I’/27

que u est donnée par I’expression

pour t < 7. Montrer

u(t,z) =E [f(x +Wy)e Jo g(I-‘rWs)ds} '
2. Montrer que si u est une solution de (1), alors la moyenne temporelle de u définie par

o(z) = /000 u(t,x)dt

vérifie, au moins formellement, I’équation elliptique

S 8(x) — gla)p(x) + [(x) =0, pour z € R. (2)

La représentation probabiliste naturelle de la solution de (2) est donc
o(z) =E [/ flx+Wy)e™ Jo g(erWS)dsdt] . (3)
0

3. Montrer que la condition

E {/000 |f(x—|—Wt)|eCtdt} < 00

est équivalente a la condition

|1yl oy < o

— 00

4. Montrer que si une fonction A continue par morceaux vérifie la condition donnée en question 3, alors
la fonction définie par

Rh(z) = /Ooo h(z 4+ Wy)e~ Ctdt
est de classe C? par morceaux et de classe C! et vérifie

(Rh)" (z) = 2CRh(x) — 2h(x)
en tout point ou elle est deux fois dérivable.

5. Montrer que si f et g sont continues par morceaux et vérifient la condition énoncée en question 3
(on rappelle que 0 < C < g(z) sur R) alors la fonction ¢ définie par (3) est deux fois dérivable,
avec ¢ continue par morceaux et vérifie 'équation (2) au sens classique aux points de continuités
de f et g. (On pourra montrer que Rf — p = R(gp) — CRyp).



. Soient « et 8 deux réels strictement positifs. Montrer que la fonction z définie par la formule

z(x) =K |:/ e I3 alerw,>o0
0

est de classe C% sur R\ {0} et satisfait I'’équation

+Blotw, <ods gt

1
§Z,I(I) - (a]-:c>0 + 51x<0) Z(JC) +1=0

pour x # 0, avec les conditions au bord

2(01) = 2(07) et 2/(0F) = 2/(07).

. En déduire que
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. Etablir 'égalité

pour z > 0
pourx<0'

9] t —bs
e "?ds
/ et dt
0 0 Vs(t—s)
. En déduire que la loi de II; admet pour densité

1 1pg(s)
T \/s(t —s)

On pourra étudier la quantité [~ e~ *'E [e~?™¢] dt.
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