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Plan	  

•  Milestoning:	  Theory	  and	  algorithm	  

•  Example	  
– Helix	  unfolding	  under	  stress.	  

•  Reten:on	  of	  intramolecular	  interac:ons	  in	  a	  
thermodynamic	  cycle	  (Mauro	  L	  Mugnai)	  
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Long	  :me	  processes	  in	  biophysics:	  
ac:va:on	  or	  long	  range	  diffusion	  

Ac#vated	  processes	  –	  rare	  &	  fast	  

Milestoning	  –	  slow	  diffusive	  

910− 610− 310− 1

seconds 

MD Protein Activation Channel Gating. 
Fast folding 

Slow folding 

Con:nuous	  barrier	  “problem”	  



Consider	  exact	  trajectories.	  Can	  we	  
compute	  a	  sta:s:cally	  equivalent	  
picture	  using	  trajectory	  fragments?	  
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Approximate	  trajectories	  and	  “rough	  sampling”	  (Leimkuhler)	  
Many	  short	  trajectories	  are	  more	  efficient	  (Spichty)	  



Efficiency	  (more	  Milestones	  the	  beier!)	  
-‐	  

•  Diffusive	  speedup:	  

•  Paralleliza#on	  speedup:	  

•  Exponen:al	  bootstrapping	  at	  large	  barrier:	  

•  Results	  on	  myosin	  for	  the	  recovery	  stroke	  (240	  milestones)	  
predict	  submillisecond	  :mescale	  using	  nanosecond	  
simula:ons	  

•  Membrane	  permea:on	  (computed	  with	  ~30	  Milestones)	  
predicts	  :me	  scale	  of	  hours	  using	  microsecond	  trajectories	  

2 2 2( // )t t M L ML L M→ = 
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' 'qq q q
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Overcoming	  :me	  scale	  and	  sampling	  	  
gaps	  with	  Milestoning	  

•  Provide	  coarse	  sampling	  of	  the	  system	  and	  define	  
cell	  representa:on	  

•  Compute	  local	  fluxes	  between	  the	  cells	  

•  Compute	  overall	  kine:cs	  and	  thermodynamics	  
(and	  reac:on	  coordinates)	  at	  cell	  resolu:on	  

–  Serdal	  Kirmizial:n	  and	  Ron	  Elber,	  “Revisi:ng	  and	  
Compu:ng	  Reac:on	  Coordinates	  with	  Direc:onal	  
Milestoning”,	  J.	  Phys.	  Chem.	  A,	  115,6137-‐6148(2011)	  	  
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1.	  Define	  cells/anchors/milestones	  
in	  coarse	  space	  

(Note	  :	  Milestoning	  can	  handle	  a	  reasonable	  large	  
number	  of	  coarse	  variables.	  Pep:de,	  or	  RNA	  folding	  

includes	  10-‐20	  coarse	  variables)	  



Rough	  descrip:on	  is	  possible	  with	  the	  help	  of	  a	  minimum	  (free)	  
energy	  coordinate	  

S X l( )⎡⎣ ⎤⎦ = F dl
XR

XP

∫
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Olender	  and	  R.	  Elber,,	  J.	  Mol.	  Struct.	  398-‐399,	  63-‐72	  
(1997).	  	  
Alterna:ves:	  Prai,	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  LUP	  /	  String	  	  -‐	  Elber,	  Vanden	  Eijnden	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  NEB	  -‐	  Johansson	  

	   	  	  	  	  	  	  MaxFlux	  –	  Berkowitz,	  Straub,	  Skeel	  
	   	  	  



Compute trajectories between interfaces 
(milestones). If one of the trajectories wonders far 

from other anchors, add a new one 

Similar	  to	  searches	  in	  the	  Markov	  State	  Model	  
Chodera,	  J.	  D.;	  Singhal,	  N.;	  Pande,	  V.	  S.;	  Dill,	  K.	  A.;	  Swope,	  W.	  C.	  J.	  Chem.	  Phys.	  
2007,	  126,	  155101-‐155117.	  	  



Provide	  “rough”	  descrip:on	  of	  energy	  landscape	  using	  Voronoi-‐
like	  cells	  and	  anchors	  in	  coarse	  space	  
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Vanden-‐Eijnden	  and	  Venturoli	  (J.	  Chem.	  Phys.	  2009,	  130,	  
194101)	  	  



Iden:fy	  cells	  and	  coarse	  variables	  

•  Besides	  reac:on	  coordinates	  
– Replica	  exchange	  
– High	  temperature	  MD	  
– Chemical	  intui:on	  



2.	  Compute	  local	  transi:on	  :mes	  
between	  milestones	  (interfaces).	  We	  
assume	  loss	  of	  correla:on	  between	  

milestones.	  



Compute	  (short)	  trajectories	  between	  interfaces	  and	  es:mate	  

flux	  Kαβ,βγ(t)	  between	  interfaces	  αβ	  and	  βγ	  
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γ	  

	  Kαβ,βγ(t)	  is	  the	  probability	  density	  for	  a	  trajectory	  condi:oned	  to	  start	  at	  αβ	  and	  to	  
end	  at	  βγ	  exactly	  at	  :me	  t	  (green	  trajectory).	  We	  ini:ate	  the	  trajectory	  by	  sampling	  
at	  the	  interface	  αβ	  from	  first	  hivng	  point	  distribu:on.	  

System	  close	  to	  equilibrium,	  loss	  of	  correla:on	  between	  interfaces	  
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s	  

How	  to	  compute	  K?	  

Ks,s ' t( ) How	  to	  obtain	  the	  “appropriate”	  ini:al	  distribu:on?	  
	  Run	  exact	  trajectories	  to	  s	  (TIS,	  Bolhuis;	  FFS,	  Allen,	  WE,	  Kim)	  

s’	  

R	  
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q	  

U(q)	  

Ini:ate	  traj.	  at	  the	  Milestone	  from	  Equilibrium	  
Check	  first	  :me	  hit	  by	  running	  backward	  

q’	  

w ~ exp −βU x,q( )( )

Direc:onal	  Milestoning:	  With	  Majek,	  JCTC	  2010;	  with	  Kirmizial:n	  JPC	  2011	  
Tests	  similar	  to	  PPTIS	  D.	  Moroni,	  P.	  G.	  Bolhuis,	  and	  T.	  S.	  van	  Erp	  JCP,	  2004	  	  



3.	  Compute	  kine:cs	  and	  
thermodynamics	  using	  the	  local	  

transi:on	  kernel	  
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With	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  determined,	  the	  Milestoning	  
Equa:on	  is:	  

Ks,s ' τ( )

  
Qs(t)=ηsδ t −0+( )+ Qs'(t ')Ks',s(t − t ')

s'
∑
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥0

t

∫ dt '

• 	  by	  direct	  integra:on	  (with	  West,	  JCP	  2004)	  
• 	  by	  Laplace	  transform	  and	  moments	  of	  the	  first	  passage	  :me	  (with	  Shalloway,	  JCP	  2007)	  
• 	  by	  trajectory	  sta:s:cs	  (with	  Vanden	  Eijnden,	  JCP	  2008)	  

s,s’	  -‐-‐	  milestones	  
Qs(t)	  -‐-‐	  probability	  of	  passing	  milestone	  (interface)	  s	  at	  :me	  t	  
Ps(t)	  -‐-‐	  probability	  that	  the	  last	  milestone	  passed	  at	  :me	  t	  is	  s	  

t = P 0( )t ⋅ I − K τ( )dτ
0

∞

∫
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

−1

⋅ τK τ( )dτ
0

∞

∫    K τ( )( )s,s '
= Ks,s ' τ( )    

Qstat I − K τ( )dτ
0

∞

∫
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= 0     Ps,stat =Qs,stat ts

  
Ps(t) = Qs(t ') 1− Ks,s ' (τ )⎡⎣ ⎤⎦

s '
∑ dτ

0

t−t '

∫
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥0

t

∫ dt '
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Equivalent	  to	  Generalized	  Master	  
Equa:on	  (GLE)	  

•  GLE	  has	  :me	  dependent	  rate	  coefficients	  

•  K	  in	  Milestoning	  is	  easier	  to	  compute	  than	  R	  
and	  the	  Laplace	  transforms	  are	  related	  by	  

  

dPs t( )
dt

= −Rs ',s τ( )Ps t − τ( ) + Rs,s ' τ( )Ps ' t − τ( )⎡⎣ ⎤⎦
s '
∑ dτ

0

t

∫

   

Rs,s ' =
u Ks,s ' u( )

1− Ks ',s u( )
s '
∑⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟



Early	  Events	  in	  Helix	  Unfolding	  

with	  Tess	  Moon	  and	  Steve	  Kreuzer,	  JPC	  B	  in	  press	  

Catch	  bond:	  Increase	  the	  applied	  force,	  
The	  rate	  decreases.	  

HB	  d<3.5A	  θ>150	  

Six	  coarse	  variables:	  torsion	  +	  5	  hydroegn	  bonds	  



Early	  events	  in	  helix	  unfolding	  
(network)	  



Steady	  State	  Distribu:ons	  



Max	  flux	  pathway	  (globally	  op:mized	  reac:on	  coordinates)	  

π	  helix	  off	  the	  pathway	  
intermediate	  at	  10pN	  load:	  
Slower	  unfolding	  



More	  detailed	  states	  



Pathways	  with	  more	  refined	  anchors	  
for	  alpha	  helix	  



Unfolding	  :mes	  at	  different	  coarsening	  

coarser	   finer	  



Summary	  

•  Milestoning	  exploits	  trajectory	  fragments	  
between	  milestones	  that	  par::on	  the	  
reac:on	  space.	  These	  fragments	  make	  it	  
possible	  to	  study	  quan:ta:vely	  and	  efficiently	  
the	  kine:cs	  and	  thermodynamics	  of	  complex	  
systems.	  

•  Code	  of	  MOIL:	  
–  	  hip://clsb.ices.utexas.edu/prebuilt/	  



Thermodynamic	  Cycles	  Retaining	  the	  
Self	  Interac:ons	  	  

P	  =	  solvent	  and	  protein	  
N	  =	  na:ve	  residue	  
M	  =	  mutant	  residue	  

HN P,N( ) = K P,N( ) +U P( ) +U N( ) +U P,N( )

HM P,M( ) = K P,M( ) +U P( ) +U M( ) +U P,M( )

H P,N ,M ;λ( ) = K P,N ,M( ) +
1− λ( ) U N( ) +U P,N( )⎡⎣ ⎤⎦ +

λ U M( ) +U P,M( )⎡⎣ ⎤⎦

The	  role	  of	  self	  interac:ons	  has	  been	  debated	  in	  the	  past…	  
Can	  we	  retain	  ALL	  the	  self	  interac:ons	  U(M)	  U(N)	  [1-‐2]?	  

[1]Boresch,	  Karplus,	  J.	  Phys.	  Chem.	  A	  1999,	  103,	  103	  	  	  	  	  	  	  	  [2]Shobana	  et	  al,	  J.	  Phys.	  Chem.	  B	  2000,	  104,	  5179	  

ΔΔFexp = ΔFM −conf − ΔFN −conf = ΔF1−mut − ΔF2−mut = ΔΔFmut

H P,N ,M ;λ( ) = K P,N ,M( ) +
1− λ( ) U N( ) +U P,N( )⎡⎣ ⎤⎦ +

λ U M( ) +U P,M( )⎡⎣ ⎤⎦



Retaining	  the	  self-‐interac:ons	  U
(N)	  and	  U(M)	  

An	  alchemical	  Hamiltonian	  that	  retains	  the	  self-‐interac:ons	  is	  

H P,N ,M ;λ( ) = K(P,N ,M ) +U P( ) + 1− λ( )U P,N( ) +U N( ) + λU P,M( ) +U M( )

Δf1−mut = −β−1 ln
dXN exp −βU N( )⎡⎣ ⎤⎦∫
dXM exp −βU M( )⎡⎣ ⎤⎦∫

− β−1 ln
dXPMΘP1 exp −β U P( ) +U M( ) +U P,M( )⎡⎣ ⎤⎦{ }∫
dXPNΘP1 exp −β U P( ) +U N( ) +U P,N( )⎡⎣ ⎤⎦{ }∫

= −β−1 ln ZN

ZM

− β−1 ln
ZP1M

ZP1N

ΔΔFexp = ΔΔFmut = ΔΔfmut
WE	  CAN	  RETAIN	  ALL	  THE	  SELF-‐INTERACTIONS,	  BONDED	  AND	  NON-‐BONDED,	  AND	  STILL	  
OBTAIN	  THE	  CORRECT	  RELATIVE	  FREE	  ENERGY	  DIFFERENCE	  

ΔF1−mut = Δf1−mut + ΔFMN
ΔFMN	  DOES	  NOT	  DEPEND	  ON	  “P”	  

Therefore:	  

ΔF1−mut = CMN − β−1 ln
dXPMΘP1 exp −β U P( ) +U M( ) +U P,M( )⎡⎣ ⎤⎦{ }∫
dXPNΘP1 exp −β U P( ) +U N( ) +U P,N( )⎡⎣ ⎤⎦{ }∫

= CMN − β−1 ln
ZP1M

ZP1N



Numerical	  Illustra:on:	  Rela:ve	  Solva:on	  Free	  
Energy	  of	  ILE	  and	  GLN	  side	  chain	  analogs[3]	  

GENERAL	  SIMULATION	  DETAILS	  	  
• 	  NVT	  (T	  rescaling	  or	  Langevin)	  
• 	  OPLS-‐AAL	  and	  TIP3P	  (with	  

	  correc:ons	  [3])	  
• 	  Box	  Side	  34.45Å	  
• 	  1355	  water	  molecules	  
• 	  λ4	  and	  so�	  interac:ons	  for	  VdW	  [4]	  
• 	  Separate	  decoupling	  Ele	  and	  VdW	  [5]	  
• 	  Bond	  “P”-‐“M”/“N”	  never	  scaled	  [6]	  
• 	  Total	  simula:on	  :me	  ~	  500ns	  

SPECIAL	  SIMULATION	  DETAILS	  
ANGLES…	  Use	  UB	  

U θMD( ) = k arccos cos θ( )( ) −θ0⎡⎣ ⎤⎦
2

Torsions…	  remove	  a�er	  angles	   Ewald	  …	  mul:ple	  calls	  

1	   λU(P)	  

2	   (1-‐λ)[U(P)+U(P,N)+U(N)]	  

3	   U(M)	  

4	   λU(N)	  

TOT	   U(P)+U(N)+U(M)+(1-‐λ)U(P,N)	  

[3]	  Shirts	  et	  al,	  J.	  Chem.	  Phys.	  2003,	  119,	  5740	  	  	  	  	  	  	  	  [4]Beutler	  et	  al,	  Chem.	  Phys.	  LeL.	  1994,	  222,	  529	  
[5]	  Pohorille	  et	  al	  J.	  Phys.	  Chem.	  B	  2010,	  110,	  10235	  	  	  [6]	  Boresch	  et	  al,	  J.	  Phys.	  Chem.	  B	  2003,	  107,	  9535	  



Results	  

 
dF∫ = 0.02 ± 0.12( )kcal / mol

OURS	   SIM	  [3]	   Exp[7]	  

ΔFI-‐Q,solv	   -‐14.07±0.07	  	  

ΔFI-‐Q,vac	   -‐2.85±0.07	  	  

ΔFI,solv	   2.89±0.05	  	   2.73±0.03	  	   2.15	  	  

ΔFQ,solv	   -‐8.35±0.05	  	   -‐8.40±0.04	  	   -‐9.38	  	  

[3]	  Shirts	  et	  al,	  J.	  Chem.	  Phys.	  2003,	  119,	  5740	  	  	  	  	  	  [7]Wolfenden	  et	  al,	  Biochemistry	  1981,	  20,	  849	  


