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D K J ?F9 K L > > ;9 M8; G1H ; F 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 U

C
Y M; `P MF r : G9 s; F ; d c 7 I G ?9 :8; @P F Gt ; @u ; F g 7P P c F 7 I ; 6g I M8; t ; M 7u G ?F ? T W H ?@ I ? T I M8; Z

H ? 6;P c 67 F @ g @ I ; H @ W ? T G9 I ; F ; @ I Z 7 9 : G@ > 7 F 7 H ; I ; F TF ; ; v

i
∂Ψ

∂t
= HΨ

Ψ(t; x̄1, · · · , x̄M ; x1, · · · , xN) ∈ C0(time,Hn ⊗He)

He =
N∧

i=1
L2(IR3 × spin) Hn ⊂ L2(IR3M × spin)

satisfying some symmetry properties (bosonic / fermionic statistics)

H = −
M∑

k=1

1

2Mk
∆x̄k

−
N∑

i=1

1

2
∆xi

−
N∑

i=1

M∑

k=1

zk
|x̄k − xi|

+
∑

1≤i<j≤N

1

|xi − xj|
+

∑

1≤k<l≤M

zk zl
|x̄k − x̄l|

E I ? H GP c 9 G I @w h̄ = me =
1

4πε0
= 1 C



D K J ?F9 K L > > ;9 M8; G1H ; F 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 [

C
x 9 T ?F Iyc 9 7 I ; 6g{z I M G@ ; d c 7 I G ?9 P 79 t ; 9 c H ; F GP 7 6 6g @ ? 6u ; :u ; F g @ H 7 6 6 @ g @ I ; H @ ?9 6g C

V ?F G9 @ I 7 9 P ; W J 7 9 :F 7 c ^ ; I 7 6 C Zz

E9 ]+
2

G ?9 @ c t | ;P I ; : I ? 7 T; H I ?@ ;P ?9 : 687 @ ; F >c 6@ ;
i
∂Ψ

∂t
= HΨ + E(t) · DΨ

L > I G1H 7 6P ?9 I F ? 6 ? T ] G s M ] 7 F H ?9 GP } ;9 ; F 7 I G ?9 W ] ] } Z C

} ;9 ; F 7 6 6g{z 7 > >F ?= G1H 7 I G ?9 @ 7 F ; c @ ; : C



D K J ?F9 K L > > ;9 M8; G1H ; F 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 a

C
J ?F9 K L > > ;9 M; G H ; F 7 > > F ?= G1H 7 I G ?9 ? T I M; Tc 6 6 Y X `~ W H 7 I M; H 7 I GP 7 6u G;� > ? G9 I Z

V ?F @ G H > 6 GP G Ihg w

M = M1 = · · · = MM , x̄ = (x̄1, · · · , x̄M)) ∈ IR3M , x = (x1, · · · , xN) ∈ IR3N

Y M; F 7 I G ? ε =
(me

M

)1/2
=




1

M




1/2 G@ @ H 7 6 6

V ?F ] g :F ? s;9 w ε ' 0.02,

T ?F � G I F ? s;9 z N 7 F t ?9 ?F L= g s;9 w ε < 0.005 C

Y M; J L 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 G@ 79 7 @ g H > I ? I GP 6 G1H G I� M;9 ε s ? ; @ I ?� ; F ? G9 I M; F ; s G1H ;

iε∂tΨε = HεΨε,

� G I M
Hε = −ε

2

2
∆x̄ −

1

2
∆x + V (x̄, x)

f; H 7 F ^w 7 @ |vn| ∼ εz I G H ; M 7 @ I ? t ; F ; @P 7 6; : 7 @ t 7→ t/ε

G9 ?F :8; F I ? ? t I 7 G9 7 6 G1H G I

? T I M8; 9 c P 6; 7 F I F 7 | ;P I ?F g C



D K J ?F9 K L > > ;9 M8; G1H ; F 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 e

C
Vc 9 : 7 H ;9 I 7 6 Mg > ? I M; @ G@w @ ? H ; > 7 F I

σ∗(H x̄
e ) ? T I M8; @ > ;P I F c H ? TH x̄

e = −1
2∆x+V (x̄, x)W 7P I G9 s ?9 He

Z G@ G@ ? 67 I ; : TF ? H I M; F ; @ I ? T I M; @ > ;P I F c H c 9 G T ?F H 6g ?9 Λ ⊂ IR3M C

�9 H ?@ I 7 > > 6 GP 7 I G ?9 @z σ∗(H x̄
e ) = λ1(H

x̄
e ) := W (x̄) C

x
_

e

x
e (H  )σ
_

xλ  (H  )
_

1

(
H x̄
e · φx̄

)
(x) = W (x̄) · φx̄(x)

Y M; Tc 9 P I G ?9 x̄ 7→ W (x̄)

G@ I M; sF ?c 9 : K @ I 7 I ; > ? I ;9 I G 7 6 ;9 ; F sg @ c F T7P ; W } ` K 5 ~ ` Z C



D K J ?F9 K L > > ;9 M8; G1H ; F 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 �

C
` ? H ; H 7 I M8; H 7 I GP 7 6 F ; @ c 6 I @w

� ] 7 s; : ?F9 WD� �� z D� � � Zz ] 7 s; : ?F9 7 9 :� ?g ; W B � � � Z

` ; H G KP 67 @ @ GP 7 6 >F ? > 7 s7 I G ?9 ? T9 c P 6; 7 F } 7 c @ @ GQ7 9 � 7u ; > 7P ^; I @ ?9 I M; } ` K 5~ `

� ` > ? M9 7 9 : Y ; c T; 6 W B � � D K T ?F @ H ; 7 F ; :9 c P 6; G Z

N ?9 @ G : ; F 79 G9 G I GQ7 6 : 7 I 7 Ψ0(x̄, x) = χ0(x̄)φx̄(x)� G I M
χ0 6 ?P 7 6 G� ; : G9 Λ C

Y M8; @ ? 6c I G ?9 Ψε

I ? I M; Tc 6 6 Y X `~

iε∂tΨε = −ε
2

2
∆x̄Ψε −

1

2
∆xΨε + V (x̄, x)Ψε, Ψε(t = 0) = Ψ0

79 : I M; Tc 9 P I G ?9 ΨBO
ε

:8; O 9 ; : t g
ΨBO
ε (t, x̄, x) = χε(t, x̄)φx̄(x), iε∂tχε = −ε

2

2
∆x̄χε +W (x̄)χε, χε(t = 0) = χ0,

7 F ; @ c P M I M 7 I T ?F ε @ H 7 6 6 ;9 ?c s M

∀t ∈ [0, T/ε], ‖Ψε(t) − ΨBO
ε (t)‖L2 ≤ CT,χ0 ε

T H c @ I t ; @ c P M I M 7 I H ? @ I ? T I M8; 9 c P 6; 7 F :8;9 @ G Ihg F ; H 7 G9 @ G9 Λ C



D K J ?F9 K L > > ;9 M8; G1H ; F 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 �

C
�9 I M; P ?9 I ;= I ? T H ? 6;P c 67 F :�g 9 7 H GP @

i
∂Ψ

∂t
=


−

M∑

k=1

1

2Mk
∆x̄k

+H{x̄k}
e +

∑

1≤k<l≤M

zk zl
|x̄k − x̄l|


Ψ

H{x̄k}
e = −

N∑

i=1

1

2
∆xi

−
N∑

i=1

M∑

k=1

zk
|x̄k − xi|

+
∑

1≤i<j≤N

1

|xi − xj|

~ �;P I Gu ; > ? I ;9 I GQ7 6w

W (x̄1, · · · , x̄M) = λ1(H
{x̄k}
e ) +

∑

1≤k<l≤M

zk zl
|x̄k − x̄l|

λ1(H
{x̄k}
e ) = inf




〈ψ,H{x̄k}
e ψ〉, ψ ∈ He =

N∧

i=1
L2(IR3 × spin), ‖ψ‖L2 = 1








D K J ?F9 K L > > ;9 M8; G1H ; F 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 D �

C

• bQc 79 Iyc H 9 c P 6; 7 F : g 9 7 H GP @

i∂tΨn =


−

M∑

k=1

1

2Mk
∆x̄k

+W (x̄1, · · · , x̄M)


Ψn, Ψn(t, x̄1, · · · , x̄M)

• ` ; H G KP 687 @ @ GP 7 69 c P 6; 7 F :�g 9 7 H GP @

�; I 7 9 ? I M; F 7 @ g H > I ? I GP @w h̄→ 0

G9

i h̄ ∂tΨn =


−

M∑

k=1

h̄2

2Mk
∆x̄k

+W (x̄1, · · · , x̄M)


Ψn,

• N 67 @ @ GP 7 69 c P 6; 7 F : g 9 7 H GP @





dx̄k
dt

(t) =
p̄k(t)

Mk

dp̄k
dt

(t) = −∇x̄k
W (x̄1(t), · · · , x̄M(t))



D K J ?F9 K L > > ;9 M8; G1H ; F 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 D D

C

• V ?F d c 79 Iyc H 9 c P 6; 7 F :�g 9 7 H GP @z I M8; d c 79 I G Ihg ? T G9 I ; F ; @ I G@ I M8; > ? I ;9 I GQ7 6
W

• V ?F P 67 @ @ GP 7 69 c P 6; 7 F :�g 9 7 H GP @z I M8; d c 79 I G I G; @ ? T G9 I ; F ; @ I 7 F ; I M8; T ?FP ; @ −∇x̄k
W

• V ?F @ ; H G KP 67 @ @ GP 7 69 c P 6; 7 F : g 9 7 H GP @ 7 9 : T ?F P ? H >c I G9 s @ ? H ; >F ? > ; F I G; @ 7 @ � ; 6 6zM G s M; F :8; F Gu 7 I Gu ; @ ? T W 7 F ; 7 6@ ?9 ; ; :8; : C

�9 >F 7P I GP ; z W

G@ :8; O 9 ; : t g 79 ; d c 7 6 G Ihg P ?9 @ I F 7 G9 ; : H G9 G H G� 7 I G ?9 > F ? t 6; H 79 :

79 7 6g I GP 7 6 :8; F Gu 7 I Gu ; @ T ?F H c 67 ; 7 F ; 7u 7 G 687 t 6; C



D K J ?F9 K L > > ;9 M8; G1H ; F 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 D B

C
X ; F Gu 7 I Gu ; @ ? T Tc 9 P I G ?9 @ : ; O 9 ; : t g ; d c 7 6 G I g P ?9 @ I F 7 G9 ; : ? > I G H G� 7 I G ?9 >F ? t 6; H @

W (x̄) = inf {E(x̄, φ), φ ∈ H, c(x̄, φ) = 0} .

�; � 7 9 I I ?P ? H >c I ; I M; :8; F Gu 7 I Gu ; ? T W� G I M F ; @ > ;P I I ? I M; > 7 F 7 H ; I ; F x̄ C

dW

dx̄
(x̄0) =

d

dx̄
(E(x̄, φ(x̄)))

∣∣∣∣∣∣
x̄=x̄0

=
∂E

∂x̄
(x̄0, φ(x̄0)) + 〈∇φE(x̄0, φ(x̄0)),

dφ

dx̄
(x̄0)〉

∇φE(x̄0, φ(x̄0))+∇φc(x̄0, φ(x̄0))
T ·λ(x̄0) = 0 79 : ∇x̄c(x̄0, φ(x̄0))+∇φc(x̄0, φ(x̄0))·

dφ

dx̄
(x̄0) = 0.

Y M; F ; T ?F ;

dW

dx̄
(x̄0) =

∂E

∂x̄
(x̄0, φ(x̄0)) + 〈λ(x̄0),

∂c

∂x̄
(x̄0, φ(x̄0))〉

_9 ?� G9 s φ(x̄0)

79 :
λ(x̄0)

@ c �P ; @ I ? ? t I 7 G9 dW

dx̄
(x̄0)

w 9 ?9 ; ; : I ?P ? H >c I ; dφ

dx̄
(x̄0) C
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B K N 67 @ @ GO P 7 I G ?9 :8; @ H A I M ? :8; @ D U

C
��� �� �� � sF ?c 9 : @ I 7 I ; > ? I ;9 I GQ7 6w W (x̄1, · · · , x̄M) = inf {〈ψ,Heψ〉, ψ ∈ WN}+Vnn({x̄k})

� G I M W9 ? ;= > 6 GP G I @ > G9 u 7 F GQ7 t 6; I ? @ G H > 6 G Tg Z

He = −
N∑

i=1

1

2
∆xi

−
N∑

i=1

M∑

k=1

zk
|xi − x̄k|

+
∑

1≤i<j≤N

1

|xi − xj|

WN =



ψ ∈

N∧

i=1
L2(IR3),

∫

IR3N |ψ|2 = 1,
∫

IR3N |∇ψ|2 < +∞




↑79 I G@ g H H ; I F G� ; :

I ;9 @ ?F >F ? :c P I
∀p ∈ ℘N , ψ(xp(1), xp(2), · · · , xp(N)) = ε(p)ψ(x1, x2, · · · , xN)

5 7 c 6 G >F G9 P G > 6;

−→ ` ; 7 FP M T ?F I M; ���� �� � �� � sF ?c 9 : @ I 7 I ; ? T I M; @ ; 6 T K 7 : | ? G9 I ? > ; F 7 I ?F H ∼ −1
2
∆+V C



B K N 67 @ @ GO P 7 I G ?9 :8; @ H A I M ? :8; @ D [

C
5 F ? t 6; H @w

D C Y M; Mc s; @ G� ; ? T I M; @ ; I

WN =




ψ ∈
N∧

i=1
L2(IR3),

∫

IR3N |ψ|2 = 1,
∫

IR3N |∇ψ|2 < +∞





B C Y M; @ ; 7 FP M ? TP M; H GP 7 6 7P P c F 7P g

−→ P ?F ; ; 6;P I F ?9 ;9 ; F s G; @ ∼ D C � � � K D C � � � C � � � ^P 7 6 � H ? 6 > ; F 7 I ? H

−→ P ?u 7 6;9 IP M; H GP 7 6 t ?9 :8@ ∼ D � � ^P 7 6 � H ? 6

−→ Mg :F ? s;9 t ?9 :8@ ∼ [ ^P 7 6 � H ? 6



B K N 67 @ @ GO P 7 I G ?9 :8; @ H A I M ? :8; @ D a

C
`Qc F >F G@ G9 s 6g{z G I G@ 9 ;u ; F I M; 6; @ @ > ?@ @ Gt 6; I ? F ; 7P MP M; H GP 7 6 7P P c F 7P g ;u ;9 T ?F 67 F s;

H ? 6;P c 67 F @ g @ I ; H @ t g c @ G9 s �P 6;u ; F � 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 @ ? T I M; `P MF r : G9 s; F ; d c 7 I G ?9 C

equation
Schrodinger       ¨

Hartree−Fock

Wavefunction methods

CI, MCSCF , MPn, CC 

Kohn−Sham 
Density functional theory

Orbital free

Quantum Monte Carlo

Reduced Density Matrix

VMC

DMC

SDP
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R K S A I M ? :8; @ :8; T ?9 P I G ?9 @ : < ?9 :8; D �

C
] 7 F I F ; ; K V ?P ^ 7 > >F ?= G H 7 I G ?9

EGS = inf {〈ψ,Heψ〉, ψ ∈ WN}

Y M; ] V H ; I M ? : G@ u 7 F GQ7 I G ?9 7 6w I M8; ;= 7P I ;9 ; F sg 〈ψ,Heψ〉
G@ H G9 G1H G� ; : ?9 I M;

 ¡ �   � � � �WN

P ?9 @ G@ I G9 s ? T ` 687 I ; F : ; I ; F H G9 79 I @



ψ(x1, · · · , xN) =

1√
N !

:8; I

(φi(xj)) φi ∈ H1(IR3)
∫

IR3 φiφj = δij





:8; I

(φi(xj))

:8; T
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(x1) φ1(x2) · · · φ1(xN)

φ2(x1) φ2(x2) · · · φ2(xN)

· · ·
· · ·
· · ·

φN(x1) φN(x2) · · · φN(xN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



R K S A I M ? :8; @ :8; T ?9 P I G ?9 @ : < ?9 :8; D�

C
J g F ;� F G I I G9 s I M8; H G9 G1H G� 7 I G ?9 > F ? t 6; H G9 I ; F H @ ? T I M; φiz ?9 ; ? t I 7 G9 @
EGS ' inf

{
EHF ({φi}), φi ∈ H1(IR3),

∫

IR3 φiφj = δij, 1 ≤ i, j ≤ N
}

EHF ({φi}) =
1

2

N∑

i=1

∫

IR3 |∇φi|2+
∫

IR3 ρV +
1

2

∫

IR3

∫

IR3

ρ(x) ρ(y)

|x− y| dx dy − 1

2

N∑

i,j=1

∫

IR3

∫

IR3

|τ (x, y)|2
|x− y| dx dy

� G I M

V = −
M∑

k=1

zk
| · −x̄k|

τ (x, y) =
N∑

i=1
φi(x)φ(y) ρ(x) = τ (x, x) =

N∑

i=1
|φi(x)|2.

`P MF r : G9 s; F ; d c 7 I G ?9 −→ ] 7 F I F ; ; K V ?P ^ H ? :8; 6

↓ ↓
1

Tc 9 P I G ?9 ? T 3Nu 7 F G 7 t 6; @ N

Tc 9 P I G ?9 @ ? T 3u 7 F G 7 t 6; @

↓ ↓
103N N × 103 c 9 ^9 ?� 9 @ G9 7 VX @P M; H ;

� G I M

10 > ? G9 I @ > ; F : GF ;P I G ?9



R K S A I M ? :8; @ :8; T ?9 P I G ?9 @ : < ?9 :8; B �

C
J ?F9 K L > > ;9 M; G H ; F > ?c F 6< A I 7 I A 6;P I F ?9 Gd c ; T ?9 : 7 H ;9 I 7 6

x
_

e

x
e (H  )σ
_

xλ  (H  )
_

1

W (x̄1, · · · , x̄M) =
{
〈ψ,H{x̄k}

e ψ〉, ‖ψ‖L2 = 1
}

+
∑

1≤k<l≤M

zkzl
|x̄k − x̄l|

H{x̄k}
e = −

N∑

i=1

1

2
∆xi

−
N∑

i=1

M∑

k=1

zk
|xi − x̄k|

+
∑

1≤i<j≤N

1

|xi − xj|



R K S A I M ? :8; @ :8; T ?9 P I G ?9 @ : < ?9 :8; BD

C
J ?F9 K L > > ;9 M; G H ; F > ?c F c 9 A I 7 I A 6;P I F ?9 G1d c ; ;= P G I A

x
_

e

x
e (H  )σ
_

xλ  (H  )2

_

W (x̄1, · · · , x̄M) = λ2

(
H{x̄k}
e

)
+

∑

1≤k<l≤M

zkzl
|x̄k − x̄l|

H{x̄k}
e = −

N∑

i=1

1

2
∆xi

−
N∑

i=1

M∑

k=1

zk
|xi − x̄k|

+
∑

1≤i<j≤N

1

|xi − xj|



R K S A I M ? :8; @ :8; T ?9 P I G ?9 @ : < ?9 :8; B B

C
¢ < 7 > >F ?= G H 7 I G ?9 S N ` N V ; @ I c I G 6 G@ A£; > ?c F 7 H A 6 G ?F ; F 687 d c 7 6 G I A : ; 67 @ c F T7P ; T ?9 K: 7 H ;9 I 7 6; WP ?F F A 67 I G ?9 9 ?9 K :�g 9 7 H G1d c ; Z H 7 G@ @ c F I ?c I > ?c F P 7 6P c 6; F 6; @ @ c F T7P ; @

;= P G I A£; @ C

V ?9 P I G ?9 @ I ; @ I @ S N ` N Vw K ≥ N

A I 79 I : ?9 9 A

ψc,Φ(x1, · · · , xN) =
∑

I⊂|[1,K]|
cI ΦI(x1, · · · , xN)

? ¤

∀I = {i1 < i2 < · · · < iN} ⊂ |[1, K]|, ΦI(x1, · · · , xN) =




1√
N !

:8; I (
φij(xk)

)


Φ = (φi) ∈
(
H1(IR3)

)K
,

∫

IR3 φiφj = δij

c = (cI) ∈ IR

(
K

N

)

,
∑

I⊂|[1,K]|
c2I = 1



R K S A I M ? :8; @ :8; T ?9 P I G ?9 @ : < ?9 :8; B R

C
L9 ; @ I 7 G9 @ G 7 H ;9 A¥ P ?9 @ G : AF ; F 687 T ?9 P I G ?9 9 ; 6 6; : < A9 ; F s G;

EMCSCF (c,Φ) = 〈ψc,Φ, Heψc,Φ〉 =
∑

I,J⊂|[1,K]2|
cIcJ〈ΦI , HeΦJ〉

: A O 9 G; @ c F 67 u 7 F G A I A

MK
N =





(c,Φ) ∈ S

(
K

N

)
−1 ×WK




? ¤

WK =
{

Φ = {φi} ∈
(
H1(IR3)

)K
,

∫

IR3 φiφj = δij
}

N ? H H ;9 I 7 > > F ?P M; F 7u ;P P ; H ? :\ 6; 6; @ A I 7 I @ ;= P G I A£@ :8; 6< M 7 H G 6 I ?9 G;9 ¥

NP ?F > @ ¦



R K S A I M ? :8; @ :8; T ?9 P I G ?9 @ : < ?9 :8; B U

C
E > >F ?P M8; c @ c ; 6 6;

˜λKd = H G9

Φ∈WK

λd(HΦ)

? ¤

λd(HΦ)

: A£@ G s9 ; 687 d K G\ H ; > 6c @ > ; I G I ; u 7 6; c F >F ? >F ; :8; 687 H 7 I F GP ; HΦ

:8; I 7 G 6 6;



K

N


×



K

N




: A O 9 G; > 7 F

[HΦ]IJ = 〈ΦI, HeΦJ〉

E 6 s ?F G I M H ; : ; t 7 @ ; w

(cin,Φin) →

§©¨ ¨ª « ¬­£®¯ ª °ª HΦ±® ­£²³ ­ °³ d ´ µ¶ «ª · ¸ °ª HΦ
→ (cout,Φin) →

¹ ¸ º µ « µ¨ ® º µ©»¼°ª Φ

½

c

¾À¿ Á → (cout,Φout)



R K S A I M ? :8; @ :8; T ?9 P I G ?9 @ : < ?9 :8; B [

C
x @ ; F < @ S 79 c 7 6 : ; S L ¢ N E `w Â � �Ã � �Ä � � � � � � � Å � �� �� �ÇÆ È �É �� �� ÊÆ �� � � É � � � � Ë¡ � ��   � ��£Ì� Æ È È1Í Ä � � ËÏÎ � ¡ � É � �� È � �   �Æ � � � � ¡ �� � �Æ È �¡ ÈÆ �� � �   � � �Ð �� � � Ë   �ÇÆ � �   Î �  É � �� Æ È È1ÍÑ Å � �   � Ã �� Æ È

  �ÇÆ � �   Æ � � � È �   �� � � � � �Ä Í�Ò

~ = ; H > 6; 7P 7 : A H Gd c ; w HΦ = sin(Φ)




1 1

1 −1


 7u ;P Φ ∈] − π, π[

λ  (Η  )2      Φ

Φ

λ 2 
∼

−π/2 π/2

(c0, π/2) →






?

?


 , π/2




¢ < 7 6 s ?F G I M H ; ?@P G 6 6; ;9 I F ; :8; c = A I 7 I @ C



R K S A I M ? :8; @ :8; T ?9 P I G ?9 @ : < ?9 :8; B a

C
E > >F ?P M8; >F ? > ? @ A£; > 7 F S C ¢ ;� G9 W B � � R Z

λKd = inf
f∈ΘK

d

sup
(c,Φ)∈f(Sd−1)

EMCSCF(c,Φ)

W ¢ g c @ I ;9 G ^ K `P M9 GF ; 6QH 79 9 Z

? ¤

ΘK
d =

{
f ∈ C0(Sd−1,MK

N ) / ∀x ∈ Sd−1, f(x) = (c,Φ) ⇒ f(−x) = (−c,Φ)
}

Y M A ?F \ H ; W S C ¢ ;� G9 B � � R Z C ` c > > ?@ ?9 @ Z =
∑
zk ≥ N C 5 ?c F I ?c I

d ≥ 1z 687 @ c G I ;

(λKd )K / (K

N)≥d

; @ I t G;9 : A O 9 G; z P F ? G@ @ 79 I ; ; IP ?9 u ; F s; u ; F @ λd(He)

6 ?F @ d c ; K I ;9 :u ; F @

+∞ C



R K S A I M ? :8; @ :8; T ?9 P I G ?9 @ : < ?9 :8; B e

C
Eu ;P ] C } 7 6 GP M; F ; I S C ¢ ;� G9 z 9 ?c @ 7u ?9 @ : Au ; 6 ? > > A ; I G1H > 6 A H ;9 I A : 79 @ c 9 P ? : ;`P G 687 t c 9 7 6 s ?F G I M H ; 9 c H AF Gd c ; d c G > ; F H ; I : ; P 7 6P c 6; F 6; >F ; H G; F A I 7 I ;= P G I A

S N ` N V ¥ > 7 F I GF :8; 67 T ?F H c 6;

λK2 = inf
f∈ΘK

2

sup
(c,Φ)∈f(S1)

EMCSCF(c,Φ)

ΘK
2 =

{
f ∈ C0(S1,MK

N ) / ∀x ∈ S1, f(x) = (c,Φ) ⇒ f(−x) = (−c,Φ)
}

d c G @ < AP F G I 7 c @ @ G

λK2 = inf
(c0,Φ0)∈MK

N

inf
g∈Γ(c0,Φ0)

sup
(c,Φ)∈g([0,1])

EMCSCF(c,Φ)

Γ(c0,Φ0) =
{
g ∈ C0([0, 1],MK

N ) / g(0) = (c0,Φ0), g(1) = (−c0,Φ0)
}

−→ ¢ ; @ > F ; H G; F @ F A£@ c 6 I 7 I @ @ ?9 I I F \ @ ;9 P ?c F 7 s; 79 I @ C
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U K V ?9 P I G ?9 9 ; 6 6; :8; 687 :8;9 @ G I A B�

C
X ;9 @ G Ihg Vc 9 P I G ?9 7 6 Y M; ?F g WX VY Z

EGS = inf {〈ψ,Heψ〉, ψ ∈ WN}

He = H0 +
N∑

i=1
V (xi), H0 = −

N∑

i=1

1

2
∆xi

+
∑

1≤i<j≤N

1

|xi − xj|
, V (x) = −

M∑

k=1

zk
|x− x̄k|

WN =



ψ ∈

N∧

i=1
L2(IR3),

∫

IR3N |ψ|2 = 1,
∫

IR3N |∇ψ|2 < +∞




ψ ∈ WN 7→ ρ(x) = N
∫

IR3(N−1) |ψ(x, x2, · · · , xN)|2 dx2 · · · dxN ; 6;P I F ?9 GP :8;9 @ G Ihg

EGS = EGS(V ) = inf
ψ
〈ψ,Heψ〉

= inf
ρ

inf
ψ 7→ρ


〈ψ,H0ψ〉 + 〈ψ,



N∑

i=1
V (xi)


ψ〉




= inf
ρ

inf
ψ 7→ρ

(
〈ψ,H0ψ〉 +

∫

IR3 ρV
)

= inf
ρ

(
FLL(ρ) +

∫

IR3 ρV
)



U K V ?9 P I G ?9 9 ; 6 6; :8; 687 :8;9 @ G I A R�

C
¢ ;u g K ¢ G; t Tc 9 P I G ?9 7 6 W9 ? I I M; ? > I G1H 7 6P M ? GP ; TF ? H 7 H 7 I M; H 7 I GP 7 6u G;� > ? G9 I Z

EGS = inf
{
FLL(ρ) +

∫

IR3 ρV, ρ ∈ RLL

}

FLL(ρ) = inf {〈ψ,H0ψ〉, ψ ∈ WN , ψ 7→ ρ}

FLL(ρ)

G@ 7 �c 9 Gu ; F @ 7 6 � Tc 9 P I G ?9 7 6 ? T I M8; :8;9 @ G Ihg W G I ?9 6g :8; > ;9 : @ ?9 N

Z

RLL = {ρ, ∃ψ ∈ WN , ψ 7→ ρ} =
{
ρ ≥ 0,

√
ρ ∈ H1(IR3),

∫

IR3 ρ = N
}

5 F ? t 6; H w 9 ? ; 7 @ g K I ? KP ? H >c I ; ;= >F ; @ @ G ?9 ? T FLL(ρ)

G@ ^9 ?� 9 C



U K V ?9 P I G ?9 9 ; 6 6; :8; 687 :8;9 @ G I A RD

C
_ ? M9 K ` M 7 H 7 > >F ? 7P M

D C V ?F 7 H ? :8; 6 @ g @ I ; H P ?9 @ G@ I G9 s ? T N ÕÖ Õ × Õ Ø©ÙÚ ÛÜ Ø × ÕÝ ; 6;P I F ?9 @z I M8; :8;9 @ G IhgTc 9 P I G ?9 7 6 F ; 7 :8@

T (ρ) '





N∑

i=1

1

2

∫

IR3 |∇φi|2, φi ∈ H1(IR3)
∫

IR3 φiφj = δij
N∑

i=1
|φi|2 = ρ






B C V ?F 7 P 687 @ @ GP 7 6P M 7 F s; : G@ I F Gt c I G ?9 ? T :8;9 @ G Ihg ρz I M8; N ?c 6 ? H t G9 I ; F 7P I G ?9 F ; 7 :8@

J(ρ)

:8; T

=
1

2

∫

IR3

∫

IR3

ρ(x) ρ(y)

|x− y| dx dy

R C ¢ ; I c @ : ;P ? H > ?@ ; I M; :8;9 @ G Ihg Tc 9 P I G ?9 7 6 G9 I ?

FLL(ρ) = Ts(ρ) + J(ρ) + Exc(ρ)

� M8; F ; Exc(ρ)

:8; T

= FLL(ρ)−Ts(ρ)−J(ρ)

79 : 7 > > F ?= G1H 7 I ; I M; ;= P M 79 s; KP ?F F ; 687 I G ?9 ;9 ; F sg Exc(ρ)

� M GP M G@ 7 �@ H 7 6 6 �

P ?F F ;P I G ?9 I ; F H C



U K V ?9 P I G ?9 9 ; 6 6; :8; 687 :8;9 @ G I A R B

C
~ = P M 79 s; KP ?F F ; 687 I G ?9 Tc 9 P I G ?9 7 6

|Exc(ρ)| << J(ρ) < Ts(ρ)

Exc(ρ)

P 79 t ; 7 > >F ?= G H 7 I ; : t g

Exc(ρ) '
∫

IR3 exc(ρ(x)) dx

� M8; F ; exc(ρ̄) G@ I M; ;= P M 79 s; KP ?F F ; 687 I G ?9 ;9 ; F sg :8;9 @ G Ihg G9 7 M ? H ? s;9 ; ?c @ ; 6;P I F ?9

s7 @ ? T :8;9 @ G Ihg ρ̄ C

−→ ¢ ?P 7 6 X ;9 @ G I g E > >F ?= G1H 7 I G ?9 W ¢ X E Z

¢ X EP 79 t ; � G1H > F ?u ; : � t g I 7 ^ G9 s G9 I ? 7P P ?c 9 I I M8; 6 ?P 7 6 G9 M ? H ? s;9 ; G I G; @ ? T ρ
−→ } ;9 ; F 7 6 G� ; : } F 7 : G;9 I E > > F ?= G1H 7 I G ?9 W } } E Z

?F t g c @ G9 s ;= > 6 GP G I ; 6g I M; _ ? M9 K ` M 7 H ?F t G I 7 6@ G9 I M; P 7 6P c 67 I G ?9 ? T Exc

−→ τ K } } Ez Mg t F G : Tc 9 P I G ?9 7 6@



U K V ?9 P I G ?9 9 ; 6 6; :8; 687 :8;9 @ G I A R R

C
J g F ;� F G I I G9 s I M8; H G9 G1H G� 7 I G ?9 > F ? t 6; H G9 I ; F H @ ? T I M; φiz ?9 ; ? t I 7 G9 @
EGS ' inf

{
EKS({φi}), φi ∈ H1(IR3),

∫

IR3 φiφj = δij, 1 ≤ i, j ≤ N
}

EKS({φi}) =
1

2

N∑

i=1

∫

IR3 |∇φi|2 +
∫

IR3 ρV +
1

2

∫

IR3

∫

IR3

ρ(x) ρ(y)

|x− y| dx dy +
∫

IR3 exc(ρ(x)) dx

� G I M

V = −
M∑

k=1

zk
| · −x̄k|

ρ(x) =
N∑

i=1
|φi(x)|2.
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[ K X G@P F A I G@ 7 I G ?9 :8; ] V ; I _ ` R [

C
E 6 I M ?c s M ? t I 7 G9 ; : t g I ? I 7 6 6g : G �; F ;9 I 7 > > F ? 7P M; @z I M; ] 7 F I F ; ; K V ?P ^ 7 9 : I M8;_ ? M9 K ` M 7 H H ? :8; 6@ M 7u ; T ?F H 7 6 6g I M8; @ 7 H ; H 7 I M; H 7 I GP 7 6 @ I F c P Iyc F ; C

] 7 F I F ; ; K V ?P ^ _ ? M9 K ` M 7 H
EGS ' inf

{
EHF ({φi}), {φi} ∈ Φ

}
EGS ' inf

{
EKS({φi}), {φi} ∈ Φ

}

EHF ({φi}) =
1

2

N∑

i=1

∫

IR3 |∇φi|2 +
∫

IR3 ρV +
1

2

∫

IR3

∫

IR3

ρ(x) ρ(y)

|x− y| dx dy − 1

2

∫

IR3

∫

IR3

|τ (x, y)|2
|x− y| dx dy

EKS({φi}) =
1

2

N∑

i=1

∫

IR3 |∇φi|2 +
∫

IR3 ρV +
1

2

∫

IR3

∫

IR3

ρ(x) ρ(y)

|x− y| dx dy +
∫

IR3 ρ(x) εxc(ρ(x),∇ρ(x)) dx

Φ =
{
{φi} ∈ (H1(IR3))N ,

∫

IR3 φiφj = δij
}



[ K X G@P F A I G@ 7 I G ?9 :8; ] V ; I _ ` R a

C
S 7 I M; H 7 I GP 7 6 >F ? > ; F I G; @ ? T I M8; H ? :8; 6@

� V ?F P 7 I G ?9 @ 79 :9 ; c I F 7 6 @ g @ I ; H @w

~ = G@ I ;9 P ; ? T 7 } ` W~ C ] C ¢ G; t z J C ` G1H ?9 z 5 C K ¢ C ¢ G ?9 @z N C ¢ ; J F G@ Z

� V ?F �u ; F g 9 ; s7 I Gu ; � G ?9 @w

� ?9 ;= G@ I ;9 P ; ? T } ` W~ C ] C ¢ G; t Z

� x 9 Gd c ;9 ; @ @ ? T I M; } ` :8;9 @ G Ihg

T ?F I M8; ;= 7P I X ;9 @ G I g Vc 9 P I G ?9 7 6w � ? W~ C ] C ¢ G; t Z

T ?F c @ c 7 6 _ ? M9 K ` M 7 H X ;9 @ G I g Vc 9 P I G ?9 7 6@ w ¦

T ?F I M8; ] 7 F I F ; ; K V ?P ^ H ? :8; 6w ¦



[ K X G@P F A I G@ 7 I G ?9 :8; ] V ; I _ ` R e

C
} 7 6; F ^ G9 7 > >F ?= G1H 7 I G ?9

{χµ}1≤µ≤Nb

t 7 @ G@ ? T 7 O 9 G I ; : G1H ;9 @ G ?9 7 6 7 > >F ?= G1H 7 I G ?9 @ > 7P ; V C

] 7 F I F ; ; K V ?P ^ _ ? M9 K ` M 7 H

EGS ' inf
{
EHF ({φi}), {φi} ∈ ΦV

}
EGS ' inf

{
EKS({φi}), {φi} ∈ ΦV

}

ΦV =





{φi} ∈ (H1(IR3))N , φi(x) =

Nb∑

µ=1
Cµi χµ(x),

∫

IR3 φiφj = δij






S ? @ I ? T I ;9 c @ ; : t 7 @ G@ Tc 9 P I G ?9 @

� N ?9 I F 7P I ; : s7 c @ @ GQ7 9 Tc 9 P I G ?9 @ W } 7 c @ @ G 79 � R Z

� 5 67 9 ; � 7u ; @ � G I M > ; F G ? : GP t ?c 9 : 7 F g P ?9 : G I G ?9 @ Wã E ` 5z E t G9 G Iz N 5 SX Z

� �c H ; F GP 7 6 6 ?P 7 6 G� ; : Tc 9 P I G ?9 @ � G I M > ; F G ? : GP t ?c 9 : 7 F g P ?9 : G I G ?9 @ W ` G; @ I 7 Z



[ K X G@P F A I G@ 7 I G ?9 :8; ] V ; I _ ` R �

C¢ ; I c @ F ;� F G I ; I M; >F ? t 6; H G9 I ; F H @ ? T I M; H 7 I F G= C = [Cµi] CV ?F @ G H > 6 GP G Ihg{z � ; 7 @ @ c H ; I M 7 I I M; t 7 @ G@ {χµ}1≤µ≤Nb

G@ ?F I M ?9 ?F H 7 6 C

] 7 F I F ; ; K V ?P ^ _ ? M9 K ` M 7 H
EGS ' inf

{
EHF (CC∗), C ∈ C

}
EGS ' inf

{
EKS(CC∗), C ∈ C

}

C = {C ∈ M(Nb, N), C∗C = IN}
W ` I G; T; 6 H 79 G T ? 6 : Z

EHF (D) =

Y F (hD) +
1

2
Y F (G(D)D)

↑ ↑6 G9 ; 7 F d c 7 :F 7 I GP

EKS(D) =

Y F (hD) +
1

2

Y F (J(D)D) + Exc(D)

↑ ↑ ↑6 G9 ; 7 F d c 7 :F 7 I GP �@ H 7 6 6 � 7 : : G I G ?9 7 69 ?9 6 G9 ; 7 F G I G; @



[ K X G@P F A I G@ 7 I G ?9 :8; ] V ; I _ ` R�

C
X ;9 @ G Ihg S 7 I F G= T ?F H c 67 I G ?9

� M;9 Cu 7 F G; @ G9 I M; @ ; I

C = {C ∈ M(Nb, N), C∗C = IN} ,

D = CC∗u 7 F G; @ G9

P =
{
D ∈ M(Nb, Nb), D = D∗,

Y F (D) = N, D2 = D
}

= { F 7 9 ^

N ?F I M ? s ?9 7 6 >F ? | ;P I ?F @ } W } F 7 @ @ H 79 9 H 79 G T ? 6 : Z



[ K X G@P F A I G@ 7 I G ?9 :8; ] V ; I _ ` U�

C

] 7 F I F ; ; K V ?P ^ _ ? M9 K ` M 7 H
EGS ' inf

{
EHF (D), D ∈ P

}
EGS ' inf

{
EKS(D), D ∈ P

}

EHF (D) =

Y F (hD) +
1

2

Y F (G(D)D)

↑ ↑6 G9 ; 7 F d c 7 :F 7 I GP

EKS(D) =

Y F (hD) +
1

2

Y F (J(D)D) + Exc(D)

↑ ↑ ↑6 G9 ; 7 F d c 7 :F 7 I GP �@ H 7 6 6 � 7 : : G I G ?9 7 69 ?9 6 G9 ; 7 F G I G; @

P =
{
D ∈ M(Nb, Nb), D = D∗,

Y F (D) = N, D2 = D
}

= { F 7 9 ^
N ?F I M ? s ?9 7 6 >F ? | ;P I ?F @ }



[ K X G@P F A I G@ 7 I G ?9 :8; ] V ; I _ ` UD

C

` g @ I \ H ; ERHF (D0)

S G9 }� � W ] 7 Z S G9 }� R W ] 7 Z
∆E

W ^P 7 6 � H ? 6 Z

N ]

3

K � ] K N ]{ä N ] K � L

2

K R e U C � � R � K R e [ C R � a� K R e [ C R � a� �

a K RD } K R B B C B R e R � ; N ã > 7 @ K R e [ C R � a� � ?9 : A O 9 G

[

V; W ]

2

L Z

6]
2+ KD e� � C e [� a KD eD e C �� B � KD eD � C � D [D e a C a �

D e � E L KD [ R � C e B � R KD eD e C e R [ [ KD eD � C � D [D D e [ C RD



åj 
 
 o � ��	 � ��	 � � 
 	 � � � � � æ �� � 
 ��� �	



a K S A I M ? :8; @ :8; S ?9 I ; N 7 F 6 ? bQc 7 9 I G1d c ; U R

C
� ? I 7 I G ?9 @ w

� ] 7 H G 6 I ?9 G;9 A 6;P I F ?9 Gd c ; ¥

NP ?F > @ W ? > AF 7 9 I @ c F N∧

i=1
L2(IR3)

Z
H = −1

2
∆ + V

� V ?9 : 7 H ;9 I 7 6 A 6;P I F ?9 Gd c ; W @ c > > ? @ A9 ?9 : A s A9 AF A Z
Hψ0 = E0ψ0

� L9 9 ? I ; γ

67 : G@ I 79 P ; ;9 I F ; E0

; I 6; F ; @ I ; :c @ > ;P I F ; C

� ` ? G I ψI c 9 ; T ?9 P I G ?9 : < ?9 :8; F ; 687 I Gu ; H ;9 I > F ?P M; :8; ψ0

> ?c F 67 d c ; 6 6; 6; @ d c 79 KI G I A£@ 6 ?P 7 6; @

b(x) =
∇ψI(x)

ψI(x)

; I
EL(x) =

(HψI)(x)

ψI(x)
= −1

2

∆ψI(x)

ψI(x)
+ V (x)

9 ; @ ?9 I > 7 @ I F ? >P ? ç I ; c @ ; @ ¥ Au 7 6c ; F 9 c H AF G1d c ; H ;9 I C



a K S A I M ? :8; @ :8; S ?9 I ; N 7 F 6 ? bQc 7 9 I G1d c ; U U

C
` ? G I φ 67 @ ? 6c I G ?9 >F ? t 6\ H ; : < Au ? 6c I G ?9





∂φ

∂t
= −Hφ =

1

2
∆φ− V φ

φ(0, x) = ψI(x)

èé ê

` ? G I

E(t) =
(HψI , φ(t))L2

(ψI , φ(t))L2
.

èë ê

L9 7

|E0 −E(t)| ≤ ((HψI , ψI)L2 − E0)

(ψ0, ψI)2L2

exp(−γt) èì ê

5 F G9 P G > ; :8; 687 H A I M ? :8; X S Nw 7 > >F ?P M; >F ? t 7 t G 6 G@ I ; :8; WD Z K W R Zí V; g 9 H 79 K _ 7P î

7u ;P F A :c P I G ?9 :8; u 7 F GQ79 P ; C



a K S A I M ? :8; @ :8; S ?9 I ; N 7 F 6 ? bQc 7 9 I G1d c ; U [

C
5 ? @ ?9 @ f1(t, x) = ψI(x)φ(t, x) C x 9 P 7 6P c 6 @ G1H > 6; H ?9 I F ; d c ;

E(t) =
(HψI , φ(t))L2

(ψI , φ(t))L2
=

∫

IR3(HψI)(x)φ(t, x) dx
∫

IR3 ψI(x)φ(t, x) dx
=

∫

IR3 EL(x) f1(t, x) dx
∫

IR3 f1(t, x) dx

; I d c ; f1

; @ I @ ? 6c I G ?9 :8; 6< A d c 7 I G ?9






∂f

∂t
=

1

2
∆f − div (bf) −ELf

f(0, x) = ψ2
I (x),

7u ;P

b(x) =
∇ψI(x)

ψI(x)

; I

EL(x) =
(HψI)(x)

ψI(x)
= −1

2

∆ψI(x)

ψI(x)
+ V (x)



a K S A I M ? :8; @ :8; S ?9 I ; N 7 F 6 ? bQc 7 9 I G1d c ; U a

C
�9 I ; F >F A I 7 I G ?9 :8; 6< A d c 7 I G ?9 @ c F f1

;9 I ; F H ; :8; > FP ; @ @ c @ @ I ?P M 7 @ I G1d c ;
∂f

∂t
=

1

2
∆f−div (bf)−ELf

↓ ↓ ↓: G �c @ G ?9 :QF G T I H ?F I K9 7 G@ @ 7 9 P ;

L9 7 > > F ?P M; E(t) > 7 F

EDMC(t) =
IE
(

EL(Xt) exp
(

−
∫ t

0
EL (Xs)

)

ds
)

IE
(

exp
(

−
∫ t

0
EL (Xs) ds

))

? ¤

(Xt)t≥0

: A£@ G s9 ; 6; >F ?P ; @ @ c @ @ I ?P M 7 @ I G1d c ; : A O 9 G > 7 F





dXt = b (Xt) dt + dWt

X0 ∼ ψ2
I .



a K S A I M ? :8; @ :8; S ?9 I ; N 7 F 6 ? bQc 7 9 I G1d c ; U e

C
Eu ;P J C� ?c F : 7 G9 ; I Y C ¢ ; 6 G\u F ; z 9 ?c @ 7u ?9 @ H ?9 I F A 6; @ F A£@ c 6 I 7 I @ @ c Gu 79 I @ WP ?9 | ;P KIyc F A£@ : ; >c G@ 6 ?9 s I ; H > @ > 7 F 6; @ >F 7 I GP G;9 @ Zw

D C EP 7 c @ ; :8; 67 @ G9 sc 67 F G I A :c :F G T I

b(x) =
∇ψI(x)

ψI(x)

z 6; > F ?P ; @ @ c @




dXx
t = b (Xx

t ) dt + dWt

Xx
0 = x.

9 ; > ; c I > 7 @ TF 79 P M GF 6; @ @ c F T7P ; @ 9 ? : 7 6; @ ψ−1
I (0) C

B C ¢ 7 T ?9 P I G ?9 EDMC(t)P ?9 u ; F s; 6 ?F @ d c ; t

I ;9 :u ; F @ +∞u ; F @ 6; F A£; 6

inf



〈ψ,Hψ〉, ψ ∈

N∧

i=1
H1(IR3), ‖ψ‖L2 = 1, ψ = 0 @ c F ψ−1

I (0)



 .

R C ~ 9 P ?c F @ W I M\ @ ; :8; S C ~ 6 S 7 ^F G9 G Zw 79 7 6g @ ; :8; @ @P M A H 7 @ 9 c H AF Gd c ; @ ¥ 6< 7 G :8;:8; H A I M ? :8; @ : Au ; 6 ? > > A£; @ > 7 F 5 C X ; 6 S ?F 7 6 C



a K S A I M ? :8; @ :8; S ?9 I ; N 7 F 6 ? bQc 7 9 I G1d c ; U �

C
~ 9 P ?9 @ A d c ;9 P ; z

¢ < c I G 6 G@ 7 I G ?9 : < c 9 ; T ?9 P I G ?9 : < G H > ?F I 7 9 P ; ψI

G9 I F ? :c G I c 9 ; ; F F ; c F @ g @ I A H 7 I Gd c ; z@ 7 c T : 7 9 @ 6; P 7 @ I F \ @ > 7 F I GP c 6 G; F ? ¤ 6; @ @ c F T7P ; @ 9 ? : 7 6; @ :8; ψ0

; I :8; ψIP ? ï9 P G : ;9 I C

N ? H >F ;9 :F ; P ? H H ;9 I A 6 G1H G9 ; F P ; I I ; ; F F ; c F @ g @ I A H 7 I Gd c ; ; @ I c 9 :8; @ sF 7 9 :8@ : A O @:8; 67 > Mg @ G1d c ; P ? H >c I 7 I G ?9 ; 6 6; 7P Iyc ; 6 6; C



a K S A I M ? :8; @ :8; S ?9 I ; N 7 F 6 ? bQc 7 9 I G1d c ; U�

C
�9 I ; F >F A I 7 I G ?9 : 7 9 @ 6; 679 s7 s; :8; @ ~ X 5w

E(t) =

∫

IR3 EL(x) f1(t, x) dx
∫

IR3 f1(t, x) dx
EDMC(t) =

∫

IR3 EL(x) f2(t, x) dx
∫

IR3 f2(t, x) dx

f1

; I

f2

@ ?9 I I ?c I ; @ :8; c = @ ? 6c I G ?9 @ T7 Gt 6; @ : G � AF ;9 I ; @ : ; 6< A d c 7 I G ?9






∂f

∂t
=

1

2
∆f − div (bf) −ELf

f(0, x) = ψ2
I (x),
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e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ [D

C
V ?F H 7 6 G@ H ; :8; @ ;P ?9 :8; d c 7 9 I GO P 7 I G ?9

D K ~ @ > 7P ; :8; @ A I 7 I @ ¥ c 9 ; > 7 F I GP c 6;

~ 9 H AP 7 9 Gd c ; d c 79 I G1d c ; z 6< A I 7 I : < c 9 ; > 7 F I GP c 6; G@ ? 6 A£; ; @ I : AP F G I > 7 F c 9 u ;P I ; c F

c 9 G I 7 GF ; : < c 9 ; @ > 7P ; :8; ] G 6t ; F I @ A > 7 F 7 t 6; H1 C

L9 7 > > ; 6 6; T ?9 P I G ?9 : < ?9 :8; ¥ c 9 ; > 7 F I GP c 6; z ?c > 6c @ @ G1H > 6; H ;9 I �� �� �ÇÆ È � c 9 A 6 A H ;9 I:8; H1

:8; 9 ?F H ; 1 C

~ = ; H > 6; @w
� H1 = L2(IR3,

N

| ) > ?c F c 9 ; > 7 F I GP c 6; @ 7 9 @ @ > G9 ô

� H1 = L2(IR3 × {| ↑〉, | ↓〉} , N

| ) > ?c F c 9 A 6;P I F ?9 C



e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ [ B

C
B K ~ @ > 7P ; :8; @ A I 7 I @ ¥ N > 7 F I GP c 6; @ G : ;9 I Gd c ; @

N ?9 @ G : AF ?9 @ c 9 @ g @ I \ H ; T ?F H A : ; N > 7 F I GP c 6; @ :8; H õ H ; Ihg > ; W
N

A 6;P I F ?9 @ > 7 F

;= ; H > 6; Z ; I @ c > > ? @ ?9 @ d c ; P ; @ > 7 F I GP c 6; @ @ ?9 I :8; @ T; F H G ?9 @ C

~ @ > 7P ; : ; @ A I 7 I @ ¥ N > 7 F I GP c 6; @ w

HN =
N∧

i=1
H1

W >F ? :c G I ;= I AF G; c F :8; N ; @ > 7P ; @ H1

Z C ¢ < A I 7 I :c @ g @ I \ H ; ¥
N > 7 F I GP c 6; @ ; @ I : ?9 P: AP F G I > 7 F c 9 u ;P I ; c F c 9 G I 7 GF ; :8; HN C

L9 9 ? I ; 〈·, ·〉N

6; >F ? :c G I @P 7 687 GF ; @ c F HN C

~ = ; H > 6; w > ?c F N T; F H G ?9 @ @ 79 @ @ > G9 :c H õ H ; Ihg > ; z c 9 A 6 A H ;9 I :8; HN

; @ I c 9 ;T ?9 P I G ?9 : < ?9 :8; ψ(x1, · · · , xN) ∈ L2(IR3N ,
N

| )

I ; 6 6; d c ;

∀p ∈ SN , ψ(xp(1), · · · , xp(N)) = ε(p)ψ(x1, · · · , xN).



e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ [ R

C
R K ~ @ > 7P ; :8; V ?P ^

N < ; @ I > 7 F : A O 9 G I G ?9 6< ; @ > 7P ;

H =
+∞⊕

N=0
HNW > 7 F P ?9 u ;9 I G ?9 H0 =

N

|

Zz d c G > ; F H ; I :8; : AP F GF ; c 9 ;9 @ ; H t 6; :8; > 7 F I GP c 6; @ G :8;9 KI Gd c ; @ : ?9 I ?9 9 ; >F AP G@ ; > 7 @ 6; 9 ? H t F ; WP ; 9 ? H t F ; > ; c I : < 7 G 6 6; c F @ öc P Iyc ; F > 7 F

P F A 7 I G ?9 K 79 9 G M G 67 I G ?9 7 c P ?c F @ :c >F ?P ; @ @ c @ Z C



e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ [ U

C
U K E9 I G@ g H A I F G@ ; c F ; I >F ? :c G I ;= I AF G; c F

E9 I G@ g H A I F G@ ; c F w >F ? | ;P I ; c F ?F I M ? s ?9 7 6z 9 ? I A ANz :8; N⊗

i=1
H1

@ c F HN C

~ = ; H > 6; w @ G H1 = L2(IR3) ; I

φ ∈
N⊗

i=1
H1 ≡ L2(IR3N)z

[ANφ] (x1, · · · , xN) =
1

N !

∑

p∈SN

ε(p)φ
(
xp(1), · · · , xp(N)

)
.

` G

f ∈ Hp

; I

g ∈ Hq

7 6 ?F @ 6; >F ? :c G I ;= I AF G; c F f ∧ g ; @ I c 9 A 6 A H ;9 I : ; HN

7u ;P

N = p + q

: A O 9 G > 7 F

(f ∧ g)(1, · · · , N) = AN [f(1, · · · , p)g(p+ 1, · · · , N)]

~ = ; H > 6; w

(φ1 ∧ · · · ∧ φN) (1, · · · , N) =
1√
N !




1√
N !

:8; I

(φi(j))


 .



e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ [ [

C
[ K L > AF 7 I ; c F @ :8; P F A 7 I G ?9 ; I : < 7 9 9 G M G 67 I G ?9

` ? G I f ∈ H1 C L9 9 ? I ; i(f)+

6< ? > AF 7 I ; c F 6 G9 AF 7 GF ; @ c F H : A O 9 G > 7 F @ 7 F ; @ I F GP I G ?9 ¥

P M 7 d c ; HN

@ ; 6 ?9

∀g ∈ HN , i(f)+g = f ∧ g.

f; H 7 F d c ?9 @ d c ; i(f)+ ;9 u ? G; HN

: 79 @ HN+1 C ¢ < ? > AF 7 I ; c F i(f)+ ; @ I c 9 ? > AF 7 I ; c F: G I :8; P F A 7 I G ?9 d c G 7 c sH ;9 I ; : < c 9 ; c 9 G I A 6; 9 ? H t F ; :8; > 7 F I GP c 6; @ C

¢ < 7 : | ? G9 I :8; i(f)+z 9 ? I A

i(f)z ; @ I c 9 ? > AF 7 I ; c F 6 G9 A 7 GF ; @ c F H d c G ;9 u ? G; HN

@ c F

HN−1 C N < ; @ I c 9 ? > AF 7 I ; c F : G I : < 79 9 G M G 687 I G ?9 d c G : G1H G9 c ; : < c 9 ; c 9 G I A 6; 9 ? H t F ;:8; > 7 F I GP c 6; @ C



e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ [ a

C
a K J 7 @ ; : < ?F t G I 7 6; @

` ? G I (φ1, φ2, · · ·) c 9 ; t 7 @ ; M G 6t ; F I G;9 9 ; :8; H1 C

` ? G I

n = (n1, n2, · · ·) ∈ {0, 1}IN∗ c 9 ; @ c G I ; : < ;9 I G; F @ A s7 c = ¥

0 ?c ¥
1

I ; 6 6; d c ;

1 ≤ ∑

i∈IN∗
ni < +∞ C ` ? G I N =

∑

i∈IN∗
ni

; I

i1 < i2 < · · · < iN

6; @ G9 : GP ; @ :8; @ N I ; F H ; @ 9 ?9

9 c 6@ :8; P ; I I ; @ c G I ; C L9 9 ? I ; |n〉 6< A 6 A H ;9 I :8; HN

: A O 9 G > 7 F
|n〉 =

√
N !φi1 ∧ φi2 ∧ · · · ∧ φiN .f; H 7 F d c ?9 @ d c ; |n〉 ; @ I :8; 9 ?F H ; c 9 G I A ; I d c ; P < ; @ I ;9 T7 G I 6; : A I ; F H G9 7 9 I :8;` 687 I ; F T ?F H A > 7 F φi1z C C Cz φiN C

L9 u ? G I 7 G9 @ G d c ;





|n〉, n ∈ {0, 1}IN∗

,
∑

j∈IN∗
nj = N




T ?F H ; c 9 ; t 7 @ ; M G 6t ; F I G;9 9 ; :8; HN C



e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ [ e

C
e K L > AF 7 I ; c F @ 9 ? H t F ; @ : < ?P P c > 7 I G ?9

L9 7 > > ; 6 6; ? > AF 7 I ; c F : < ?P P c > 7 I G ?9 :8; 687 j K \ H ; ?F t G I 7 6; 6< ? > AF 7 I ; c F 7 c I ? K 7 : | ? G9 I

@ c F H9 ? I A

n̂j

; I : A O 9 G > ?c F P M 7 d c ;

n = (n1, n2, · · ·) ∈ {0, 1}IN∗ > 7 F
n̂j|n〉 = nj|n〉.L9 7 > > ; 6 6; ? > AF 7 I ; c F 9 ? H t F ; W �¡ �� � � �É �� Æ � �� Z 6< ? > AF 7 I ; c F 7 c I ? K 7 : | ? G9 I @ c F H9 ? I A N d c Gu 7 c I

N

T ? G@ 6< G : ;9 I G I A @ c F HN C Ec I F ; H ;9 I : G I
∀|ψ〉 ∈ HN , N|ψ〉 = N |ψ〉.L9 7 ;9 > 7 F I GP c 6 G; F N =
∑

j∈IN∗
n̂j C



e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ [ �

C
� K L > AF 7 I ; c F @ :8; P F A 7 I G ?9 ; I : < 7 9 9 G M G 67 I G ?9 F ; 67 I G T¥ 67 t 7 @ ;

L9 : A O 9 G I @ c F H 6; @ ? > AF 7 I ; c F @ aj ; I

a+
j

W 7 : | ? G9 I @ 6< c 9 :8; 6< 7 c I F ; Z > 7 F
aj = i(φj)

√
N a+

j =
√
N i(φj)

+.L9 7

aj|n1, n2, · · · , nj−1, 0, nj+1, · · ·〉 = 0,

aj|n1, n2, · · · , nj−1, 1, nj+1, · · ·〉 =



∏

i<j
(1 − 2ni)


 |n1, n2, · · · , nj−1, 0, nj+1, · · ·〉,

a+
j |n1, n2, · · · , nj−1, 0, nj+1, · · ·〉 =



∏

i<j
(1 − 2ni)


 |n1, n2, · · · , nj−1, 1, nj+1, · · ·〉,

a+
j |n1, n2, · · · , nj−1, 1, nj+1, · · ·〉 = 0.� 6 ;9 F A£@ c 6 I ; ;9 > 7 F I GP c 6 G; F d c ;

N =
∑

j∈IN∗
a+
j aj.

¢ ; @ ? > AF 7 I ; c F @ aj ; I

a+
j

u AF GO ;9 I 6; @ F ; 67 I G ?9 @ : < 79 I GP ? H H c I 7 I G ?9 @ c Gu 79 I ; @

{ai, aj} = 0,
{
a+
i , a

+
j

}
= 0,

{
ai, a

+
j

}
= δij IH

? ¤

IH

: A£@ G s9 ; 6< G :8;9 I G I A @ c F H C



� K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ [�

C
� K L > AF 7 I ; c F @ :8; P M 7 H > @

L9 @ ; > 67P ; : 79 @ 6; P 7 @ :8; > 7 F I GP c 6; @ @ 79 @ @ > G9 ; I ?9 > ?@ ;

Ψ(x) =
∑

i∈IN∗
φi(x) ai,

Ψ+(x) =
∑

i∈IN∗
φi(x)∗ a+

i .¢ ; @ ? > AF 7 I ; c F @ :8; P M 7 H > @ Ψ(x) ; I

Ψ+(x) > ; cu ;9 I õ I F ; u c @ P ? H H ; : ; @ P M 7 H > @: < ? > AF 7 I ; c F @w ¥ I ?c I

x ∈ IR3z ?9 7 @ @ ?P G; c 9 ? > AF 7 I ; c F 6 G9 A 7 GF ; @ c F H C ¢ ; @ ? > AF 7 I ; c F @:8; P M 7 H > @ Ψ(x) ; I

Ψ+(x)9 ; : A > ;9 : ;9 I > 7 @ :c P M ? G= :8; 687 t 7 @ ; M G 6t ; F I G;9 9 ;

(φ1, φ2, · · ·) d c G 7 @ ; Fu G¥ 6; @ P ?9 @ I F c GF ; C



e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ a�

C
D � K ~ = >F ; @ @ G ?9 : ; @ H 7 I F GP ; @ :8;9 @ G I A F A :c G I ; @ ;9 @ ;P ?9 :8; d c 79 I GOQP 7 I G ?9

` ? G I ψ ∈ HN

:8; 9 ?F H ; c 9 G I A C

x 9 P 7 6P c 6 @ G H > 6; H ?9 I F ; d c ;

1ρ(x, x′) =
∫
ψ(x, x2, · · · , xN)ψ(x′, x2, · · · , xN)∗ dx2 · · · dxN

= 〈ψ|Ψ+(x′)Ψ(x)|ψ〉,

2ρ(x1, x2; x
′
1, x

′
2) =

∫
ψ(x1, x2, x3, · · · , xN)ψ(x′1, x

′
2, x3, · · · , xN)∗ dx3 · · · dxN

= 〈ψ|Ψ+(x′1)Ψ
+(x′2)Ψ(x2)Ψ(x1)|ψ〉.~ 9 : Au ; 6 ? > > 79 I : 79 @ 67 t 7 @ ; M G 6t ; F I G;9 9 ; T ?F H A£; > 7 F 6; @ ?F t G I 7 6; @ φiz ?9 ? t I G;9 I

1ρ(x, x′) =
∑

(i,j)∈IN∗×IN∗
1ρij φi(x)φj(x

′)

7u ;P

1ρij = 〈ψ|a+
i aj|ψ〉,; I

2ρ(x1, x2; x
′
1, x

′
2) =

∑

(i,j,k,l)∈IN∗×IN∗×IN∗×IN∗
2ρijkl φk(x1)φl(x2)φi(x

′
1)φj(x

′
2)7u ;P

2ρijkl = 〈ψ|a+
i a

+
j akal|ψ〉.



e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ aD

C
D D K ~ = >F ; @ @ G ?9 : ; 6< M 7 H G 6 I ?9 G;9 ;9 @ ;P ?9 :8; d c 79 I GOQP 7 I G ?9

X 79 @ 6; T ?F H 7 6 G@ H ; :8; 67 @ ;P ?9 :8; d c 79 I GOQP 7 I G ?9 z 6< M 7 H G 6 I ?9 G;9 @ < AP F G I
H =

+∞∑

i,j=1
hij a

+
i aj +

1

2

+∞∑

i,j,k,l=1
Xijkl a

+
i a

+
j akal

7u ;P

hij =
1

2

∫

IR3 ∇φi · ∇φj +
∫

IR3 V φiφj, Xijkl =
∫

IR3×IR3

φi(x)φj(y)φl(x)φk(y)

|x− y| dx dy.

〈ψ|H|ψ〉 =

Y F (h 1ρ
)

+
1

2
Y F (X 2ρ

)

=
+∞∑

i,j=1
hij

1ρij +
1

2

+∞∑

i,j,k,l=1
Xijkl

2ρijkl

=
+∞∑

i,j,k,l=1
Hkl
ij

2ρijkl

? ¤

Hkl
ij =

1

N − 1
hikδjl +

1

2
Xijkl.



e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ a B

C
L9 7 : ?9 P

E0 = inf {〈ψ|H|ψ〉, ψ ∈ HN , ‖ψ‖ = 1}

= inf





+∞∑

i,j,k,l=1
Hkl
ij A

ij
kl, A

5 `

N K F ; >F ; @ ;9 I 7 t 6; B9 : ?F :8; F X S


= inf





+∞∑

i,j,k,l=1
Hkl
ij A

ij
kl, A

;9 @ ; H t 6; N K F ; > F ; @ ;9 I 7 t 6; B9 : ?F :8; F X S




e K f; :c P ; : X ;9 @ G Ihg S 7 I F GP ; @ a R

C

N K F ; >F A£@ ;9 I 7 t G 6 G I A : ; @ H 7 I F GP ; @ :8;9 @ G I A£@ : < ?F :QF ; B

x 9 ; P ?9 : G I G ?9 9 AP ; @ @ 7 GF ; > ?c F d c < c 9 I ;9 @ ; c F : < ?F :F ; U

Dij
kl

@ ? G I � �   � �� È � NÌ � � É � �   � � �ÇÆ� È �W G C ; C I ; 6 d c < G 6 ;= G@ I ; c 9 ? > AF 7 I ; c F :8;9 @ G I AP ?F F ; @ > ?9 : 7 9 I ¥ c 9 A I 7 I H G= I ; : ?9 I 67B K fX S @ ? G I Dij
kl

Z ; @ I d c < G 6u AF GO ; w

� 6; @ P ?9 : G I G ?9 @ :8; @ g H A I F G; ; I :8; I F 7P ;

Dij
kl = −Dji

kl = −Dij
lk =

[
Dkl
ij

]∗
,

N∑

i,j=1
Dij
ij = N

� 6; @ P ?9 : G I G ?9 @ :8; > ?@ G I Gu G I A W

Dz Qz G

Z
Dij
kl ≥ 0,

Qij
kl = δjld

i
k −Dij

kl ≥ 0,

Gij
kl = δikδjl − δilδjk − δikd

j
l + δild

j
k − δjld

i
k + δjkd

i
l +Dij

kl ≥ 0,

? ¤

dik =
1

N − 1

+∞∑

j=1
Dij
kj

C

¢ ; @ P ?9 : G I G ?9 @ : ; @ g H A I F G; @ ; F ; I F ?cu ;9 I ;9 F ; s7 F : 79 I 6; @ @ g H A I F G; @ :8; 〈ψ|a+
i a

+
j akal|ψ〉 C¢ ; @ P ?9 : G I G ?9 @ :8; > ?@ G I Gu G I AP ?F F ; @ > ?9 :8;9 I 7 c T7 G I d c ; 6; @ H 7 I F GP ; @ 〈ψ|a+

i a
+
j akal|ψ〉z

〈ψ|akala+
i a

+
j |ψ〉 ; I 〈ψ|a+

i ala
+
j ak|ψ〉 @ ?9 I > ? @ G I Gu ; @ C
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