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AbstractWhat kind of procedures can we use to aggregate individual preference orderingsin order to obtain a \collective preference" ordering ? This is an important ques-tion in economic theory. The aim of this paper is twofold. First, we commentabout the well-known Condorcet's paradox and Arrow's Impossibility Theorem.This theorem states the impossibility to obtain a \satisfactory" aggregation pro-cedure meeting some requirement usually termed as \ordinal noncomparability".Second, we derive some results which can be obtained under assumptions dif-ferent from Arrow's, especially under an \ordinal comparability" assumption.A probabilistic extension of these results is �nally derived.This paper provides a possibly new insight on some results already availablein the literature. R�esum�eSelon quelles proc�edures peut-on agr�eger des �echelles de pr�ef�erences indivi-duelles pour obtenir une \pr�ef�erence collective" ? C'est une question impor-tante d'�economie th�eorique. L'objet de cet article est double. Tout d'abord,nous exposons et commentons le paradoxe de Condorcet et le c�el�ebre th�eor�emed'impossibilit�e d'Arrow. Ce th�eor�eme �enonce l'impossibilit�e d'obtenir une proc�e-dure de choix collectif \satisfaisante" se conformant �a une condition dite de \noncomparabilit�e ordinale". Ensuite, nous montrons certains r�esultats qui peuventêtre obtenus sous des hypoth�eses di��erentes de celles d'Arrow, plus particuli�ere-ment une hypoth�ese de \comparabilit�e ordinale". Nous donnons �nalement uneextension probabiliste de ces r�esultats.Cet article fournit des aper�cus peut-être originaux sur des r�esultats qui exis-taient d�ej�a dans la litt�erature.



1 IntroductionConsid�erant un ensemble d'individus et un ensemble d'�eventualit�es possiblessoumises au choix de ces individus, il s'agit d'�etudier des proc�edures permettantde d�egager un choix collectif �a partir des choix individuels. C'est ce que l'onappelle le probl�eme de l'agr�egation des �echelles de pr�ef�erences individuelles.D�es le XV IIIe si�ecle, Condorcet avait observ�e que les proc�edures �electivesde prise de d�ecisions �a la majorit�e des voix pouvaient donner lieu �a certainsparadoxes. En consid�erant ces paradoxes de mani�ere approfondie, Arrow, dansson c�el�ebre th�eor�eme d'impossibilit�e (1951), a d�emontr�e qu'il n'existe pas deproc�edure de choix collectif v�eri�ant �a la fois un certain nombre de propri�et�estr�es g�en�erales et \raisonnables". C'est ce que nous allons examiner en premierlieu (x 2 �a 4).Dans son th�eor�eme, Arrow se limite �a des proc�edures �electives, dans lesquellesseul est pris en compte l'ordre de pr�ef�erence de chaque individu, et non une quel-conque \intensit�e" de ces pr�ef�erences. Sous des hypoth�eses moins restrictives,supposant notamment que l'on dispose d'�echelles num�eriques de pr�ef�erencesindividuelles permettant des comparaisons entre individus { dans un sens quisera pr�ecis�e {, alors il existe des proc�edures de choix collectif v�eri�ant des hy-poth�eses \raisonnables". Nous caract�eriserons ces proc�edures (x 5 et 6), puisnous �etudierons ce que donne une extension probabiliste des �echelles individuelles(x 7).
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2 Le paradoxe de CondorcetLes proc�edures de d�ecision �a la majorit�e des voix peuvent donner certains r�esul-tats paradoxaux. La remarque en a �et�e faite d�es 1785 par le savant et philosopheCondorcet dans son essai \Application de l'analyse �a la probabilit�e des d�ecisionsrendues �a la pluralit�e des voix". Illustrons le paradoxe de Condorcet sur unexemple volontairement simple.Soit une collectivit�e de 3 individus a,b,c ayant �a e�ectuer un choix parmi3 �eventualit�es x,y,z. Supposons que les pr�ef�erences individuelles s'�etablissentainsi :- a pr�ef�ere x �a y et pr�ef�ere y �a z.- b pr�ef�ere y �a z et pr�ef�ere z �a x.- c pr�ef�ere z �a x et pr�ef�ere x �a y.Selon la r�egle majoritaire, la collectivit�e pr�ef�ere x �a y, car les 2 individus a etc pr�ef�erent x �a y. De même, la collectivit�e pr�ef�ere y �a z, par deux voix (a et b)contre une. On pourrait donc s'attendre que la collectivit�e, pr�ef�erant x �a y et y�a z { toujours selon la r�egle majoritaire { pr�ef�ere x �a z. Or, sur notre exemple,z est pr�ef�er�e �a x, par deux voix (b et c) contre une ! Tel est le paradoxe.Pour être plus pr�ecis, nous admettons que les pr�ef�erences individuelles pr�e-sentent la propri�et�e de transitivit�e des pr�ef�erences qui s'exprime ainsi : si unindividu pr�ef�ere une �eventualit�e x �a une autre �eventualit�e y, et s'il pr�ef�ere y �aune troisi�eme �eventualit�e z, alors n�ecessairement, il pr�ef�ere x �a z1. Ce que leparadoxe de Condorcet met en �evidence, c'est que la r�egle majoritaire n'assurepas la transitivit�e du choix collectif bien que la transitivit�e des choix indivi-duels soit suppos�ee assur�ee. Nous reviendrons plus loin sur cette question de latransitivit�e ; il est cependant utile d'illustrer d�es maintenant, sur notre exemple,la notion de manipulabilit�e, ou d�ependance de l'ordre des choix, de la proc�edure.Pour d�egager un choix collectif parmi plusieurs �eventualit�es, il est concevablede proc�eder par une succession de choix binaires : on pr�esente deux de ces�eventualit�es aux �electeurs, puis celle des deux qui a leur pr�ef�erence est confront�ee�a une troisi�eme,... et ainsi de suite. Examinons ce que cela donne sur notreexemple.Si nos trois �electeurs choisissent entre x et y, ils pr�ef�erent x, comme nousl'avons vu. La confrontation entre x et z aboutit alors �a l'adoption de z.Par contre, si le premier choix se fait entre y et z { y est alors pr�ef�er�e �a z {,la confrontation entre y et x aboutit alors �a l'adoption de x.De même, il est possible de \forcer" l'adoption de y en commen�cant �a soumet-tre x et z au choix de nos trois �electeurs.1Dans la litt�erature, on utilise parfois les termes coh�erence et rationalit�e pour d�esignerla transitivit�e dans ce contexte. Ces termes paraissent fâcheux en raison de la connotationqu'ils risquent de revêtir : il parâ�t singulier de quali�er de rationnelle une proc�edure de choixcollectif simplement parce qu'elle respecte la transitivit�e !2



De sorte que, dans la proc�edure majoritaire, la d�ecision �nale peut d�ependrede l'ordre des choix binaires successifs. Dans certaines situations, telles que cellede notre exemple, c'est l'instance charg�ee de �xer l'ordre des choix binaires quid�ecide de l'issue de la proc�edure ! On voit ais�ement que ce ph�enom�ene fâcheuxest rendu impossible si le choix collectif est transitif dans la proc�edure que l'onconsid�ere2. Nous reviendrons sur ce point.Un exemple historique de ce ph�enom�ene de manipulabilit�e est �evoqu�e dans[2] : l'adoption du 17e amendement �a la constitution des Etats-Unis pr�evoyantl'�election des s�enateurs au su�rage direct, a �et�e retard�ee de dix ans par des ma-noeuvres parlementaires exploitant une telle cyclicit�e : le paradoxe se manifestaentre l'option du statu quo et deux versions propos�ees pour l'amendement.3 Le th�eor�eme d'impossibilit�e d'ArrowEn 1951, l'�economiste K.J. Arrow a d�emontr�e un c�el�ebre th�eor�eme concernantles proc�edures de choix collectif [1]. La d�emarche d'Arrow se pr�esente ainsi :il a consid�er�e un certain nombre de propri�et�es, jug�ees \raisonnables", puis il aentrepris de caract�eriser les proc�edures de choix collectif pr�esentant toutes cespropri�et�es.Il existe plusieurs versions, �equivalentes �a peu de choses pr�es, de ce th�eor�eme.Celle qui est pr�esent�ee ici est plus r�ecente, et plus simple en ce qui concernel'�enonc�e de certaines conditions, que la version originelle.Introduisons quelques notations. Nous consid�erons une communaut�e S d'in-dividus, indic�es par i. (Dans tout ce qui suit, S est �ni, et contient au moins 3individus.) x et y �etant deux �eventualit�es, nous notons :x Pi y si i pr�ef�ere x �a y .x Ii y si i est indi��erent entre x et y .x Ri y si x Pi y ou x Ii y .Nous supposons que la relation Ri est un pr�eordre complet, Ii repr�esentantl'�equivalence dans ce pr�eordre. Les propri�et�es de pr�eordre complet se traduisentainsi :Propri�et�es T (P; I). Pour toutes �eventualit�es x et y , nous avons :- x P y ou y P x ou x I y (ou exclusif).2Un ph�enom�ene analogue �a la manipulabilit�e apparâ�t aussi dans un contexte assez dif-f�erent : l'organisation de tournois dans des jeux binaires (�echecs ou tennis, par exemple). Onsait que la probabilit�e, pour un comp�etiteur, d'être vainqueur �nal du tournoi, peut d�ependrede la succession des rencontres adopt�ee, c'est-�a-dire de l'arbre binaire repr�esentant le tournoi.Cette d�ependance re
�ete un ph�enom�ene lointainementanalogue �a la non-transitivit�e en th�eoriedu choix. D'o�u l'exigence que la formation des paires, dans un tournoi, d�epende d'un tirageau sort. 3



- x P y et y P z implique x P z (transitivit�e de P ).- x I y et y I z implique x I z (transitivit�e de I).- x I x (r�e
exivit�e de I).A partir de ces propri�et�es, on montre ais�ement :- x I y implique y I x (sym�etrie de I)- x I y et y P z implique x P z ; de même, x P y et y I z implique x P z .Supposant que les pr�ef�erences individuelles (Pi; Ii) v�eri�ent les propri�et�esT (Pi; Ii), nous cherchons �a d�e�nir une proc�edure de choix collectif quiagr�ege ces pr�ef�erences individuelles pour obtenir ce que nous appellerons unepr�ef�erence collective (P; I).Dans la d�emarche d'Arrow, nous nous interdisons de prendre en compteune �eventuelle intensit�e des pr�ef�erences individuelles : nous souhaitons que lesrelations P et I se d�eduisent uniquement des relations Pi et Ii. Nous reviendronsplus loin sur cette restriction importante.Cela �etant dit, nous souhaitons (plus exactement, Arrow souhaite) que laproc�edure d'agr�egation cherch�ee v�eri�e cinq propri�et�es que nous allons donnermaintenant.Propri�et�eA1. Universalit�e. L'ensembleE des �eventualit�es ouvertes au choixcontient au moins 3 �el�ements. Par ailleurs, la proc�edure donne une pr�ef�erencecollective �a partir de tout �etat des pr�ef�erences individuelles (Pi; Ii).Commentaire. En somme, la proc�edure doit pouvoir traiter toutes les con�gura-tions imaginables de pr�ef�erences des individus. Remarquons cependant que, �a cepoint, la \pr�ef�erence collective" recherch�ee a encore le droit d'être l'indi��erencetotale (x I y pour tous x et y de E) !Propri�et�e A2. Unanimit�e. Si tous les individus de S pr�ef�erent strictementune �eventualit�e x �a une autre y , alors x P y . Autrement dit, une pr�ef�erenceunanime implique une pr�ef�erence collective.Propri�et�e A3. Ind�ependance �a l'�egard des choix ext�erieurs. (inde-pendence of irrelevant alternatives. C'est l'axiome de Luce (1957) bien connu.)La relation de pr�ef�erence collective entre deux �eventualit�es quelconques x et yd�epend seulement des pr�ef�erences individuelles entre ces deux �eventualit�es, etnon pas des relations de pr�ef�erences individuelles portant sur une quelconquetroisi�eme �eventualit�e.Propri�et�e A4. Pr�eordre complet. La pr�ef�erence collective (P; I) satisfaitaux propri�et�es T (P; I) : c'est un pr�eordre complet.L'introduction de la propri�et�e A5 n�ecessite une d�e�nition. Si, dans uneproc�edure, il existe un individu i tel que :4



Pour tous x et y de E , x Pi y implique x P y ,alors i est appel�e un dictateur pour la proc�edure.Propri�et�e A5. Absence de dictateur. La proc�edure de choix collectif necomporte pas de dictateur.Nous pouvons maintenant �enoncer le :Th�eor�eme d'impossibilit�e d'Arrow. Il n'existe pas de proc�edure de choixcollectif satisfaisant �a la fois aux cinq propri�et�es A1 �a A5. Autrement dit :Toute proc�edure de choix collectif satisfaisant aux propri�et�es A1 �a A4 comporteun dictateur.D�emonstration : Nous allons consid�erer une proc�edure de choix collectif satis-faisant aux propri�et�es A1 �a A4 , et d�emontrer qu'une telle proc�edure comporten�ecessairement un dictateur.Soit V un ensemble d'individus de la collectivit�e S consid�er�ee ; soient x et ydeux �eventualit�es de E. On dit que V est d�eterminant pour x contre y, dans laproc�edure de choix collectif consid�er�ee, si les pr�ef�erences individuelles :x Pi y pour i 2 Vy Pi x sinonentrâ�nent la pr�ef�erence collective x P y .Selon la propri�et�e A2 d'unanimit�e, l'ensemble vide n'est d�eterminant pouraucune alternative et S est d�eterminant pour toute alternative. S �etant �ni,parmi les sous-ensembles de S d�eterminants pour quelque alternative, il en existeau moins un, n�ecessairement non vide, d'e�ectif minimal : soit V0. Soient x ety deux �eventualit�es telles que V0 soit d�eterminant pour x contre y .Nous allons d'abord d�emontrer que V0 a un seul �el�ement. V0 n'�etant pasvide, renum�erotons �eventuellement les individus de S de mani�ere que l'individu1 soit dans V0. Notons V2 = V0 � f1g et V3 = S � V0 . Soit z une �eventualit�eautre que x et y . z existe selon la propri�et�e A1 . Soit l'�etat des pr�ef�erencessuivant :x P1 y P1 zz Pi x Pi y pour i 2 V2y Pj z Pj x pour j 2 V3Selon les propri�et�es A1 et A3, de cet �etat r�esulte une pr�ef�erence collective(P; I) entre les 3 �eventualit�es x, y et z .On remarque que x Pi y pour i 2 V0 et y Pi x pour i 2 V3 . Donc, pard�e�nition de V0 , x P y . 5



On remarque aussi que z Pi y pour i 2 V2 et y Pj z pour j 2 S�V2 . Si nousavions z P y , alors V2 serait d�eterminant pour z contre y ; or V2 a un �el�ementde moins que V0 et V0 est d'e�ectif minimal parmi les ensembles d�eterminants.Par cons�equent, y P z ou y I z . Comme x P y , nous avons, selon lapropri�et�e A4 de pr�eordre, x P z . Or, x P1 z et z Pi x pout tout i 6= 1 . f1gest donc d�eterminant pour x contre z . Or V0 est d'e�ectif minimal parmi lesensembles d�eterminants, et contient 1 . Il en r�esulte que V2 est vide : V0 = f1g .Nous avons donc d�emontr�e qu'il existe un individu de S, ici num�erot�e 1 , etune �eventualit�e x de E, tels que cet individu soit d�eterminant pour x contre, enfait, toute autre �eventualit�e (z, ci-dessus). Il nous reste �a d�emontrer que f1g estd�eterminant pour toute �eventualit�e contre toute autre, et est ainsi un dictateurau sens d'Arrow.Soient y et z deux �eventualit�es distinctes, et di��erentes de x .Soit l'�etat des pr�ef�erences suivant :y P1 x P1 z et, pour les autres individus j : z Pj y Pj x .x P1 z et z Pj x donc, f1g �etant d�eterminant pour x , x P z . Tout le mondepr�ef�ere y �a x donc (propri�et�e A2) y P x . Par cons�equent, par transitivit�e,y P z . Cette pr�ef�erence ne d�epend pas de la pr�esence de x , selon la propri�et�eA3 . Donc f1g est d�eterminant pour y contre z .Soit en�n l'�etat des pr�ef�erences :y P1 z P1 x et, pour les autres individus j : z Pj x Pj y .y P1 z donc, selon ce qui pr�ec�ede, y P z . Tout le monde pr�ef�ere z �a x doncz P x . Par cons�equent, par transitivit�e, y P x . f1g est donc bien d�eterminant,pour toute �eventualit�e, contre x .1 est donc bien un dictateur au sens d'Arrow, ce qui termine la d�emonstra-tion du th�eor�eme.4 Quelques commentaires sur les hypoth�esesdu th�eor�eme d'ArrowUn tel r�esultat, �a la fois d�ecevant et indiscutable, invite naturellement �a exa-miner les hypoth�eses du th�eor�eme. Est-il possible d'att�enuer l'une ou l'autre deces propri�et�es, sans sortir (ou sans trop sortir) du domaine jug�e \raisonnable" ?La propri�et�e A2 d'unanimit�e et la propri�et�e A5 d'absence de dictateur parais-sent di�cilement critiquables et peu susceptibles d'être a�aiblies. Nous allonsexaminer les propri�et�es A3, A1 et A4 dans cet ordre.L'ind�ependance �a l'�egard des choix ext�erieursIl est ais�e d'observer que, si cette propri�et�e est lev�ee, cela peut entrâ�ner desparadoxes bizarres dans le genre suivant : il arrivera que, deux �eventualit�es x ety �etant soumises au choix des individus, il se d�egage une pr�ef�erence collectivex P y , et que la survenue d'une troisi�eme �eventualit�e z renverse cette pr�ef�erence6



en y P x sans que la pr�ef�erence de chaque individu entre x et y se soit modi��eeentretemps.Ces bizarreries paraissent justi�er pleinement le maintien de cette exigence.En outre, remarquons que l'adoption de cette condition r�eduit la quantit�e d'in-formations n�ecessaire �a l'�etablissement d'un choix collectif, ce qui constitue unavantage de commodit�e en sus de son caract�ere �evidemment \raisonnable".Mentionnons, avant de poursuivre, qu'une technique de vote fr�equemmentutilis�ee dans des sondages, le vote par ordre dans une liste, viole ce principed'ind�ependance. Ce mode de scrutin se pr�esente par exemple ainsi : parmi troisoptions ou plus, chaque individu attribue trois points �a son option pr�ef�er�ee, deuxpoints �a l'option qui vient ensuite dans ses pr�ef�erences, un point �a la troisi�emeet z�ero point aux autres. On totalise les points obtenus ; l'ordre de pr�ef�erencecollective est alors donn�e par les sommes obtenues. Il est facile de voir que cetteproc�edure transgresse la propri�et�e A3 . (Voir [2] pour plus de d�etails.)L'universalit�e de la proc�edureOn peut estimer que l'exigence de port�ee universelle (propri�et�e A1) est troprestrictive. Dans certaines situations, chaque type de classement envisageablen'est pas toujours plausible : on peut par exemple observer des situations dechoix dans lesquelles des syst�emes de valeurs largement reconnus dans la col-lectivit�e consid�er�ee imposent des restrictions de fait aux choix qui peuvent ap-parâ�tre. Malheureusement, dans le probl�eme ici abord�e par Arrow, il ne s'agitpas seulement de trouver des proc�edures de choix collectif fonctionnant dans dessituations de consensus ou de quasi-consensus, ce qui ne serait pas bien di�cile !Il s'agit aussi, et surtout, d'�elaborer des proc�edures capables de fonctionner dansdes situations o�u existent de larges dissensions dans la population consid�er�ee.Une tentative a �et�e faite pour examiner ce que donne une restriction envi-sageable : l'unicit�e du crit�ere de choix, propos�ee par Duncan Black.L'unicit�e du crit�ere de choix correspond �a l'hypoth�ese suivante : il est possi-ble de ranger les �eventualit�es propos�ees sur une �echelle, de telle sorte qu'aucunindividu de la collectivit�e consid�er�ee ne classe jamais une �eventualit�e au-dessous,�a la fois, de celle qui se trouve �a sa gauche, et de celle qui se trouve �a sa droite, surl'�echelle. Donnons un exemple : celui d'un �eventail politique gauche-droite, avec3 �eventualit�es : g(auche), c(entre) et d(roite). L'hypoth�ese d'unicit�e du crit�erede choix, ce crit�ere correspondant ici �a l'�eventail gauche-droite, se traduira parla supposition suivante (en se limitant ici aux pr�ef�erences strictes) : les �electeurspourront pr�esenter les pr�ef�erences suivantes :g P c P d (�electeurs \de gauche")d P c P g (�electeurs \de droite")c P d P g ou c P g P d (�electeurs \centristes"), mais pas les pr�ef�erences suivantes : 7



g P d P c ni d P g P cqui placeraient le centre apr�es, �a la fois, la gauche et la droite.Moyennant cette restriction �a l'universalit�e, Black a d�emontr�e que la r�eglemajoritaire classique v�eri�e la propri�et�e A1 ainsi restreinte, et les propri�et�es A2�a A5 , d�es lors que le nombre d'individus est impair ([1], p.144).Malheureusement, cette restriction parâ�t extrême : les �electeurs, dans laplupart des situations r�eelles, ne classent certainement pas les options qui sepr�esentent �a eux en fonction d'un crit�ere unique...La propri�et�e de pr�eordre completDes tentatives int�eressantes ont �et�e faites pour all�eger (sans la supprimer tout�a fait !) la condition de transitivit�e.Parmi les propri�et�es ici not�ees T (P; I) (x 3), la transitivit�e de la relationd'indi��erence I , dans les pr�ef�erences individuelles, est tr�es sujette �a critiques,car des �etudes exp�erimentales de psychologie ont montr�e que l'indi��erence ex-prim�ee par les individus est parfois intransitive [2]. Il peut arriver qu'un individuexprimant son indi��erence entre x et y , ainsi qu'entre y et z , pr�ef�ere cepen-dant x �a z . Par exemple, cela pourra se produire lorsque certaines options sont\trop proches" les unes des autres, dans un certain sens, pour être distingu�ees.Il serait d�es lors singulier d'exiger de la pr�ef�erence collective une propri�et�e deI-transitivit�e qui ne serait peut-être d�ej�a pas pr�esente dans les pr�ef�erences indi-viduelles !Si la I-transitivit�e parâ�t contestable dans la pratique, en revanche la P -transitivit�e (la transitivit�e de la pr�ef�erence stricte) semble bien s'imposer. Uneexigence un peu plus forte que la P -transitivit�e, le semi-ordre, a �et�e exa-min�ee par Duncan Luce. Le semi-ordre correspond �a une situation o�u la non-transitivit�e de l'indi��erence a pour seule origine un e�et de seuil de perceptionentre options \proches". Malheureusement, lorsque l'on remplace la propri�et�eA4 du th�eor�eme d'Arrow par cette nouvelle condition de semi-ordre, cela nel�eve pas l'impossibilit�e. En somme l'introduction, dans cette propri�et�e A4 depr�eordre, d'un seuil de perception, �etait s�eduisante, mais n'arrange rien.On peut donc se limiter �a exiger la P -transitivit�e de la pr�ef�erence collective,en autorisant une non-transitivit�e de la relation d'indi��erence qui ait d'autrescauses qu'un e�et de seuil et d'approximation. La relation R de pr�ef�erence-ou-indi��erence cesse alors d'être un pr�eordre complet, pour devenir un pr�eordrepartiel.Une telle limitation d'exigence semble d'ailleurs philosophiquement satis-faisante : nous concevons bien qu'il puisse exister, dans la nature, des formesd'avantages ou d'inconv�enients su�samment diverses pour que cela n'ait pas desens de pr�etendre les comparer ; le caract�ere partiel du pr�eordre de pr�ef�erencepermet de prendre en compte ce ph�enom�ene.8



Remarquons que la P -transitivit�e su�t �a assurer la non-manipulabilit�e, ouind�ependance de l'ordre des choix (x 2).Qu'obtenons-nous comme proc�edures possibles lorsque nous levons, dansla propri�et�e de pr�eordre, l'exigence de I-transitivit�e, conservant seulement laP -transitivit�e ? A. Gibbard a prouv�e que, pour chaque syst�eme de pr�ef�erencecollective P -transitif ob�eissant aux autres conditions d'Arrow, il existe un grouped'individus, qu'il a appel�e oligarchie, tel que :- toute pr�ef�erence unanime et stricte de l'oligarchie est pr�ef�erence collective ;- pour chaque membre de l'oligarchie, soit i, une pr�ef�erence stricte x Pi yrend impossible la pr�ef�erence collective y P x (droit de veto).Dans le cas o�u l'oligarchie comporte un seul membre, celui-ci est un dicta-teur au sens d'Arrow. A l'oppos�e, si l'\oligarchie" au sens de Gibbard contienttous les individus (ce n'est alors plus une oligarchie au sens habituel !), nousaboutissons �a la r�egle du consensus, dans laquelle il y a indi��erence collective d�eslors que deux individus ont des pr�ef�erences oppos�ees. Plus l'oligarchie est nom-breuse, moins la proc�edure correspondante est in�egalitaire, mais plus rarementelle aboutit �a une d�ecision. En somme, selon le th�eor�eme de Gibbard, la P -transitivit�e, condition manifestement raisonnable, condamne �a l'ind�ecision ou �al'in�egalit�e[2].Le th�eor�eme d'Arrow et ses am�enagements ult�erieurs, que nous avons �evo-qu�es ici (d'autres possibilit�es sont explor�ees dans [2]) mettent en lumi�ere les tr�eslourdes contraintes th�eoriques qui p�esent sur les r�egles �electorales. Il n'est paspossible de concilier trois objectifs jug�es naturels : la transitivit�e de la pr�ef�erencecollective stricte, la possibilit�e d'aboutir e�ectivement �a des d�ecisions, et un cer-tain degr�e d'�egalit�e des pouvoirs des individus.5 A propos de l'intensit�e des pr�ef�erencesIl existe une autre limitation �a la port�ee du r�esultat d'Arrow, une limitation plusfondamentale que celles que nous venons d'examiner. Dans sa d�emarche, Arrows'interdit de prendre en compte une \intensit�e" des pr�ef�erences individuelles.Lorsqu'une �eventualit�e x est pr�ef�er�ee, par un individu i, �a une �eventualit�e y ,nous ne cherchons pas �a savoir si i pr�ef�ere fortement ou l�eg�erement x �a y .Par ailleurs, et corr�elativement, Arrow s'interdit �egalement de consid�ererdes comparaisons interpersonnelles d'utilit�e. Cela signi�e que l'on s'interdit des�enonc�es tels que : \L'�eventualit�e x est pr�ef�erable pour l'individu i �a l'�eventualit�ey pour l'individu j", soit que de tels �enonc�es n'aient pas de sens, soit que, ayantun sens, ils ne puissent cependant pas être v�eri��es dans la pratique.Sous cette hypoth�ese restrictive, il n'est pas possible d'ordonner tous lesniveaux de pr�ef�erence de tous les individus pour toutes les �eventualit�es soumises9



au choix, de mani�ere pertinente, sur une �echelle num�erique par exemple. Iln'est alors pas pertinent, toujours sous cette hypoth�ese, d'envisager une fonc-tion d'utilit�e collective qui serait obtenue comme une fonction croissante (parexemple la somme...) des niveaux num�eriques de pr�ef�erences individuelles. Nousy reviendrons.Ces limitations ainsi impos�ees par Arrow dans sa d�emarche se comprennentbien pour diverses raisons :� Le probl�eme a �et�e soulev�e, depuis Condorcet, �a propos de scrutins : deproc�edures dans lesquelles les votants ne sont invit�es �a transmettre quel'ordre de leurs pr�ef�erences, non une intensit�e de celles-ci.� L'utilisation d'intensit�es de pr�ef�erences pose un probl�eme de strat�egie sicelles-ci sont fournies par les individus eux-mêmes : il faudrait imagi-ner une proc�edure telle que chaque \votant" soit incit�e �a transmettre sesv�eritables intensit�es de pr�ef�erences, c'est-�a-dire telle que le mensonge surces intensit�es ne puisse pas b�en�e�cier au menteur. C'est l�a un tr�es vasteet d�elicat sujet de th�eorie des jeux, dans lequel nous n'entrerons pas ici.� Surtout, que signi�e au juste une \intensit�e de pr�ef�erence" ? L'appareil �amesurer les niveaux de pr�ef�erence n'a pas (encore) �et�e invent�e...! si tantest, d'ailleurs, que de tels niveaux existent, ce qui ne peut d�ej�a pas êtreexact dans l'hypoth�ese pr�ec�edemment �evoqu�ee o�u la relation d'indi��erencene serait pas transitive.Il importe pourtant de comprendre que cette limitation impos�ee par Arrowaux proc�edures qu'il envisageait, pour r�ealiste qu'elle soit en raison de limita-tions pratiques, est tr�es restrictive et même draconienne. Il parâ�t intuitivementclair, en e�et, qu'une proc�edure \judicieuse" de choix collectif doit prendre encompte, de quelque mani�ere, des di��erences entre niveaux de pr�ef�erences dechaque individu et(ou) des comparaisons interpersonnelles.Si l'on suppose maintenant l'existence d'�echelles num�eriques de pr�ef�erencesindividuelles permettant des comparaisons interpersonnelles, alors il est th�eori-quement possible de contourner l'impossibilit�e mise en �evidence par Arrow.C'est ce que nous allons examiner dans la suite de l'article.Auparavant, il nous faut mieux pr�eciser les diverses hypoth�eses qui peuventêtre envisag�ees en ce qui concerne les �echelles num�eriques de pr�ef�erences indi-viduelles et la mesure dans laquelle elles peuvent être compar�ees. Nous nousinspirons de [8].Nous consid�erons donc, comme pr�ec�edemment, une population S de n indi-vidus (n � 3), et nous supposons que nous pouvons d�e�nir, pour chaque indi-vidu, une �echelle num�erique de pr�ef�erences, c'est-�a-dire une application mono-tone de l'ensemble E des �eventualit�es susceptibles d'être soumises �a son choix,10



muni du pr�eordre (ici suppos�e complet) de ses pr�ef�erences, dans l'ensemble Rdes r�eels, muni de son ordre habituel � .Une �echelle num�erique de pr�ef�erences d'un individu peut être ordinale lors-qu'elle est utilis�ee seulement pour re
�eter l'ordre de ces pr�ef�erences sur l'ordredans les r�eels : dans ce cas, toute composition de cette �echelle avec une fonctioncroissante (strictement) de R dans R re
�ete le même ordre. Cette �echelle peutpar contre être cardinale lorsqu'elle pr�etend apporter aussi une information surles intensit�es compar�ees des pr�ef�erences de l'individu, dans un sens �a pr�eciser.Le point important ici, pour nous, est de remarquer que la composition d'une�echelle cardinale avec une fonction croissante de R dans R ne redonnera la même�echelle cardinale que si cette fonction est de plus a�ne.Consid�erant maintenant plusieurs individus, les �echelles de pr�ef�erences d�e�-nies pour ces individus seront suppos�ees comparables s'il est jug�e pertinent decomparer des niveaux �gurant sur les �echelles d'individus di��erents ; elles serontnon comparables dans le cas inverse.Nous sommes donc conduits �a quatre combinaisons, quatre hypoth�eses possi-bles, concernant les informations que nous supposons d�etenir sur les pr�ef�erencesindividuelles, et par cons�equent les propri�et�es d'invariance que nous exigeonspour les proc�edures de choix collectif que nous souhaitons obtenir. L'id�ee im-portante, et naturelle, est la suivante : ces proc�edures que nous recherchons nedoivent pas d�ependre essentiellement de la repr�esentation des �echelles choisie,parmi des repr�esentations �equivalentes, c'est-�a-dire re
�etant en fait la mêmesituation r�eelle. Les quatre possibilit�es se pr�esentent ainsi :La non-comparabilit�e ordinale. C'est la possibilit�e minimale en quantit�ed'information jug�ee pertinente. On ne connâ�t que l'ordre des pr�ef�erences dechaque individu, et on s'interdit des comparaisons entre individus. Autrementdit, il sera demand�e �a la proc�edure recherch�ee d'être invariante par composi-tion des �echelles num�eriques de pr�ef�erences individuelles avec des applicationscroissantes sur R, �eventuellement distinctes pour les di��erents individus. Il estais�e de voir qu'il s'agit de l'hypoth�ese choisie par Arrow. Son th�eor�eme montredonc qu'il n'existe pas de proc�edure de choix collectif (satisfaisante au sens despropri�et�es que nous avons vues) dans cette hypoth�ese minimale.La non-comparabilit�e cardinale. On consid�ere que chaque individu mesuredes \intensit�es" de pr�ef�erences, dans un certain sens, mais on s'interdit toujoursde consid�erer des comparaisons entre ces intensit�es pour des individus di��erents.Il sera alors demand�e �a la proc�edure collective recherch�ee d'être invariante parcomposition des �echelles avec des applications a�nes de R dans R , �eventuelle-ment distinctes pour les di��erents individus. Sen ([9] cit�e dans [8]) a prouv�e, l�aencore, l'inexistence d'une proc�edure collective \satisfaisante" au sens d'Arrow.C'est donc la non-comparabilit�e, plus que le caract�ere ordinal, qui exclut lesproc�edures collectives que l'on recherche.11



La comparabilit�e cardinale. C'est l'hypoth�ese la plus forte, en quantit�ed'information suppos�ee disponible. Les �echelles de pr�ef�erences individuelles cor-respondent �a des intensit�es, dans un sens �a pr�eciser, et l'on suppose que cesintensit�es peuvent être compar�ees pour des individus di��erents. Autrement dit,il sera demand�e �a la proc�edure recherch�ee d'être invariante par composition des�echelles avec la même application a�ne. Sous cette hypoth�ese forte, il est sim-ple de trouver des proc�edures de choix collectif ob�eissant �a nos propri�et�es : parexemple, le pr�eordre correspondant �a la somme des niveaux individuels, pr�eor-dre dit utilitariste, d'apr�es Bentham, ou J.S. Mill (voir [3], par exemple). Plusg�en�eralement, les proc�edures existantes dans ce cas correspondent aux sommespond�er�ees des niveaux individuels, avec poids positifs. (Les poids seront �egauxsi l'on exige, de plus, une condition de sym�etrie, autrement dit d'�egalit�e). Oncomprend bien ici qu'une telle proc�edure utilitariste n'a pas de sens si l'on nefait pas une hypoth�ese de cardinalit�e.La comparabilit�e ordinale. L'hypoth�ese de comparabilit�e cardinale parais-sant bien exigeante, il est tentant de l'a�aiblir, en conservant la comparabilit�e{ n�ecessaire, nous l'avons �evoqu�e, pour qu'une proc�edure de choix collectif sa-tisfaisante puisse exister { et en supposant que les �echelles de pr�ef�erences in-dividuelles sont seulement ordinales. Autrement dit, nous demanderons �a laproc�edure recherch�ee d'être invariante par composition des �echelles de pr�ef�eren-ces individuelles avec une même application croissante de R dans R . Nousallons �etablir un th�eor�eme de caract�erisation des proc�edures de choix collectifdans cette hypoth�ese de comparabilit�e ordinale.6 L'agr�egation d'�echelles ordinales comparablesNous nous pla�cons donc dans l'hypoth�ese de comparabilit�e ordinale qui vientd'être mentionn�ee. Nous allons caract�eriser, sous cette hypoth�ese, les pr�eordresde choix collectif satisfaisant �a un certain nombre de propri�et�es \raisonnables"que nous allons formuler tout d'abord. Nous allons trouver que ces pr�eordres semettent sous une forme additive, pr�esentant ainsi une ressemblance inattendueavec les pr�eordres utilitaristes que nous avons �evoqu�es3.Enon�cons d'abord les propri�et�es que nous exigeons. Certaines d'entre ellessont analogues �a des propri�et�es d'Arrow ; d'autres sont assez di��erentes.Propri�et�e 1. Universalit�e. L'ensemble E des �eventualit�es ouvertes au choixpeut contenir un nombre arbitraire d'�el�ements ; par ailleurs, quels que soientles niveaux de pr�ef�erences individuelles associ�es par les n individus aux diverses3Le r�esultat d�emontr�e ici n'est pas original : il s'agit d'une red�ecouverte par l'auteur. Enfait, il se d�eduit �a peu pr�es imm�ediatement d'un r�esultat de Debreu [4], dans lequel celui-ciutilise un argument topologique de Thomsen et Blaschke (des r�ef�erences sont donn�ees dans[4]). Toutefois, il semble bien que la d�emonstration pr�esent�ee ici soit di��erente de celle deDebreu, et plus simple. Par ailleurs, la pr�esentation ici d�evelopp�ee, notamment du principede partition, semblerait int�eressante et, peut-être, originale.12



�eventualit�es, c'est-�a-dire les vecteurs images de ces �eventualit�es dans Rn, laproc�edure donne un pr�eordre de pr�ef�erence collective entre ces vecteurs.Commentaire. En somme, comme pr�ec�edemment pour le th�eor�eme d'Arrow, laproc�edure doit pouvoir traiter toutes les con�gurations imaginables de pr�ef�eren-ces des individus, quelles que soient les valeurs r�eelles atteintes sur les �echellesnum�eriques de pr�ef�erences individuelles.Propri�et�e 2. Ind�ependance �a l'�egard des choix ext�erieurs. Analogue�a la propri�et�e utilis�ee par Arrow (x 3). La relation de pr�ef�erence collectiveentre deux �eventualit�es quelconques x et y d�epend seulement des pr�ef�erencesindividuelles entre ces deux �eventualit�es (s'exprimant sur les �echelles num�eriquesde pr�ef�erences individuelles), et non pas des niveaux de pr�ef�erences portant surune quelconque troisi�eme �eventualit�e.Propri�et�e 3. Pr�eordre complet. La pr�ef�erence collective est un pr�eordrecomplet.Cons�equence de ces trois propri�et�es. La proc�edure de choix collectif que nousrecherchons se traduira par un pr�eordre complet sur Rn ; autrement dit, par uneapplication de Rn dans un ensemble totalement ordonn�e J (dont nous ne savonspas encore si c'est R ), qui repr�esentera ce pr�eordre. Consid�erant un certainensemble E d'�eventualit�es, et l'image de E dans Rn par l'application produitdes �echelles individuelles { c'est-�a-dire, pour chaque �eventualit�e �el�ement de E,le vecteur de Rn des niveaux attribu�es par les n individus �a cette �eventualit�e{, la proc�edure correspondra �a une optimisation sous contraintes : parmi lesvecteurs de Rn images de E, formant le domaine admissible, on cherchera unvecteur optimal pour le pr�eordre, c'est-�a-dire d'image maximale dans J . (Bienentendu, un tel optimum n'existera pas n�ecessairement, lorsque E sera in�ni.)Propri�et�e 4 ou principe de partition. Soit une partition de l'ensemble Sdes individus en deux sous-ensembles S1 et S2 contenant respectivement n1 etn2 individus (n1 + n2 = n). Soit Rn = Rn1 � Rn2 la d�ecomposition associ�ee deRn . Soient Xi et Yi deux vecteurs de Rni .Si X1 est pr�ef�er�e �a Y1 pour le pr�eordre de choix collectif dans S1 et que X2est pr�ef�er�e �a Y2 ou indi��erent, pour le pr�eordre de choix collectif dans S2 , alorsX1 �X2 est pr�ef�er�e �a Y1 � Y2 pour le pr�eordre de choix collectif dans S .Commentaire. Il est important de bien comprendre ce que signi�e ce principede partition. Peut-être apparâ�tra-t-il plus clair sous une autre formulation�equivalente. Si un domaine H � Rn de vecteurs admissibles dans un probl�emed'optimisation particulier se d�ecompose en somme directe H = H1 � H2 o�uHi � Rni , alors l'optimisation s�epar�ee dans Hi pour la population Si , pouri = 1 et i = 2, r�ealise l'optimisation globale pour S . Autrement dit, si deuxprobl�emes de choix concernant deux ensembles disjoints d'individus sont in-d�ependants { dans le sens que le domaine des �eventualit�es admissibles de chaqueprobl�eme ne d�epend pas du vecteur admissible �nalement adopt�e pour l'autre13



probl�eme { alors ils peuvent être trait�es ind�ependamment : chacune des deuxsous-populations n'a pas �a consid�erer l'autre.Sous cette forme, le principe de partition parâ�t bien s'imposer comme unepropri�et�e raisonnable4.Corollaire du principe de partition : propri�et�e de Pareto : le pr�eordre dechoix collectif est croissant strictement en chacune de ses n variables. On le voitais�ement, en consid�erant une partition dans laquelle l'une des sous-populationscontient un seul individu. (En toute rigueur logique, pour obtenir ce corollaire,il faut ajouter la condition (�evidente en fait) que le pr�eordre collectif d'unepopulation constitu�ee d'un seul individu est identique au pr�eordre de pr�ef�erenceindividuelle de cet individu.)5Propri�et�e 5 ou principe de compensation. Pour tout couple d'individusde S et pour tous nombres r�eels x, y et z, il existe un nombre r�eel w (d�ependant�eventuellement aussi des deux individus) tel que les vecteurs (x; y) et (z; w)repr�esentent des �etats �equivalents pour le pr�eordre collectif de la populationconstitu�ee par les deux individus. Selon la propri�et�e de Pareto, ce nombre west unique.Commentaire. Ce principe de compensation apparâ�t comme une variante d'unepropri�et�e de continuit�e parfois suppos�ee dans la litt�erature (Voir, par exemple,[6] pour des d�etails). Tout en �etant raisonnable, il ne parâ�t pas s'imposerde mani�ere absolument �evidente. D'ailleurs, un pr�eordre de choix collectif quia �et�e propos�e ne v�eri�e pas ce principe (comme le lecteur pourra le v�eri�erais�ement) : il s'agit du leximin de Rawls ([7] cit�e dans [6]). Le leximin (\lexi-cographique minimum") classe les �eventualit�es dans l'ordre lexicographique desniveaux pr�ealablement rang�es dans l'ordre croissant : autrement dit, il �evaluechaque �eventualit�e en fonction, en premier lieu, du niveau qu'elle atteint surl'�echelle de l'individu qu'elle d�efavorise le plus, puis, en cas d'�egalit�e, du niveauatteint pour le deuxi�eme plus d�efavoris�e, et ainsi de suite. (Ce leximin a �et�epropos�e comme un pr�eordre \tr�es �egalitaire".)Nous allons maintenant d�emontrer notre r�esultat, en commen�cant par unlemme, puis en prouvant le th�eor�eme proprement dit.4Ce principe de partition est une variante de l'axiome de s�eparabilit�e qui, dans nos nota-tions, s'exprime ainsi (R d�esigne toujours la pr�ef�erence-ou-indi��erence) :(X1; X2)R (Y1; X2), (X1; Y2)R (Y1; Y2)(Voir par exemple [6], p.40.)5Suivant la terminologie classique en �economie, nous appelons optimum de Pareto dans unensemblede solutionsadmissibles, un vecteur admissible tel que toute autre solutionadmissiblesoit plus mauvaise que ce vecteur pour au moins un individu. Le corollaire exprime qu'unoptimum sous contrainte, pour notre pr�eordre, sera un optimum de Pareto. D'o�u le nom icidonn�e au corollaire. Cette propri�et�e de Pareto, souvent exig�ee d'embl�ee, apparâ�t ici seulementcomme une cons�equence particuli�ere d'une propri�et�e plus g�en�erale.14



Lemme de sym�etrie : Pour tout pr�eordre de pr�ef�erence collective v�eri�ant lespropri�et�es 1 �a 5 sur une population S de n � 3 individus, et pour chacun de cesindividus, il existe une transformation de son �echelle de pr�ef�erences individuellepar une application bijective et croissante, telle que, exprim�e dans les nouvelles�echelles de pr�ef�erences individuelles, le pr�eordre de pr�ef�erence collective soitsym�etrique, c'est-�a-dire invariant par permutations d'individus.D�emonstration : Soit un nombre r�eel u �x�e pour toute la suite. Pour toutindice i di��erent de n et tout xi, il existe (selon le principe de compensation etle principe de partition) un et un seul xn tel que les �etats(u; u; :::; xi; u; :::; u; u) et (u; u; :::; u; u; :::; u; xn)soient �equivalents pour le pr�eordre. Soit  i l'application d�e�nie par  i(xi) = xnpour tout i di��erent de n. Nous prenons pour  n l'identit�e. On remarqueais�ement que  i est bijective et croissante et que  i(u) = u. Par compositionde nos �echelles fxig avec les applications  i, nous obtenons ainsi n nouvelles�echelles de pr�ef�erences individuelles { la ni�eme �etant inchang�ee { telles que,exprim�ee dans ces �echelles, la pr�ef�erence collective est sym�etrique lorsque n� 1des n niveaux �egalent u . Il nous reste �a montrer que cette sym�etrie est g�en�erale.Faisons-le dans le cas n = 3 ; la d�emonstration se g�en�eralise facilement �a unnombre plus grand d'individus.Pour la suite de la d�emonstration, exprimons les niveaux de pr�ef�erencesindividuelles dans les nouvelles �echelles. Nous avons donc obtenu, pour toutr�eel v (I d�esignant, comme pr�ec�edemment, l'indi��erence collective) :(v; u; u) I (u; v; u) I (u; u; v)Par cons�equent, selon le principe de partition, pour tout r�eel w :1. (v; u; u) I (u; v; u) donne (v; u; w) I (u; v; w)2. (u; v; u) I (u; u; v) donne (w; v; u) I (w; u; v)3. (u; u; v) I (v; u; u) donne (u;w; v) I (v; w; u)En �echangeant les rôles de v et w, qui sont ici sym�etriques, nous ajoutonsles �equivalences :4. (w; u; v) I (u;w; v)5. (v; w; u) I (v; u; w)6. (u; v; w) I (w; v; u)Ainsi, (u; v; w) �equivaut �a (v; u; w) selon 1 , et �a (w; v; u) selon 6 ; ces deuxderniers �equivalent �a (v; w; u) et (w; u; v) , respectivement selon 5 et 2 . En�n,3 ou 4 donne l'�equivalence avec la sixi�eme permutation (u;w; v) . Nous avonsdonc la propri�et�e de sym�etrie recherch�ee, d�es lors que l'un des trois nombres�egale u . Il est alors ais�e de passer au cas g�en�eral, en utilisant de nouveau le15



principe de partition, la partition consid�er�ee se faisant cette fois entre u et lesdeux autres niveaux. Par exemple, pour tout r�eel z ,(u; v; w) I (u;w; v) donne (z; v; w) I (z; w; v) ,et de même pour les autres �equivalences. Ceci termine la d�emonstration dulemme.Bien entendu, ces transformations des �echelles de pr�ef�erences individuellesn'�etant g�en�eralement pas identiques pour les di��erents individus, les nouvelles�echelles ne pr�esentent plus la propri�et�e de comparabilit�e.Nous pouvons maintenant �enoncer et d�emontrer notre r�esultat.Th�eor�eme 1 : Soit un ensemble S de n � 3 individus, pour lesquels existentdes �echelles num�eriques de pr�ef�erences individuelles ordinales et comparablesfxigi2S . Pour tout pr�eordre de choix collectif pr�esentant les propri�et�es 1 �a 5 ,il existe des applications �i strictement croissantes de R dans R telles que cepr�eordre soit repr�esent�e par l'application :f(fxig) =Xi2S �i(xi)R�eciproquement, tout pr�eordre repr�esent�e ainsi v�eri�e les propri�et�es 1 �a 5 .Par ailleurs, pour tout sous-ensemble non vide T de S, le seul pr�eordrecollectif sur T compatible avec ce pr�eordre sur S est repr�esent�e par cette mêmesomme, restreinte �a T .D�emonstration : Nous consid�erons les �echelles de pr�ef�erences individuelles sousleur forme transform�ee selon le lemme pr�ec�edent, de mani�ere �a avoir la propri�et�ede sym�etrie. Soient fyigi2S les nouvelles �echelles (qui ne sont plus comparables).En raison du principe de partition, le pr�eordre sur S induit un pr�eordre sur toutcouple d'individus de S , et en raison de la sym�etrie, ce pr�eordre ne d�ependpas du couple consid�er�e et est lui-même sym�etrique. u �etant toujours le nom-bre r�eel pr�ec�edemment choisi, pour tous y1 et y2 r�eels, d'apr�es le principe decompensation, il existe un w unique tel que :(y1; y2) I (u;w)I d�esignant toujours l'indi��erence.Notons : w = y1 � y2 . L'op�eration � est commutative, en raison de lasym�etrie du pr�eordre dans les �echelles yi ; elle est associative, d'apr�es le principede partition, car : (a; b; c) I (u; [a � b]; c) I (u; u; [[a � b] � c])et : (a; b; c) I (a; u; [b � c]) I (u; u; [a � [b � c]])16



d'o�u l'�egalit�e de [[a � b] � c] et [a � [b � c]] . (On remarque ici, incidemment,que a � b � c, en tant qu'application de R3 dans R, repr�esente le pr�eordre dansR3 . Cela se g�en�eralise, bien sûr, �a Rn.) L'op�eration � a un �el�ement neutre, u .Chaque r�eel a un inverse, d'apr�es le principe de compensation : pour tout a, ilexiste b tel que (u; u) et (a; b) soient �equivalents pour le pr�eordre.Il s'ensuit que R est un groupe commutatif pour l'op�eration � . En outre,x � y est croissant strictement en x et en y , d'apr�es la propri�et�e de Pareto. A y�x�e, x 7! x�y est une bijection de R sur R, d'apr�es la propri�et�e de groupe. x�y�etant monotone et bijectif en x , ainsi qu'en y , est donc continu en chacune desdeux variables, selon la propri�et�e connue, qu'une bijection croissante de R surR est continue.Ici, intervient un lemme que l'on peut �enoncer ainsi : Soit � une op�erationde groupe commutatif continu sur R , telle que x� y soit croissant en x (et doncen y). Il existe un isomorphisme de groupe � de (R; �) sur (R;+), croissant(donc continu). Ce lemme se d�emontre facilement6.Selon une remarque pr�ec�edemment faite, fyig �etant toujours nos �echellesde pr�ef�erences individuelles sym�etriques, le pr�eordre collectif est repr�esent�e parl'application : y1 � y2 � ::: � ynIl est donc aussi bien repr�esent�e par toute composition de cette applicationavec une application croissante de R sur R , par exemple avec � . Or, par lapropri�et�e d'isomorphie de groupe :�(y1 � y2 � ::: � yn) = �(y1) + �(y2) + :::+ �(yn)Les �echelles yi avaient �et�e obtenues, dans le lemme de sym�etrie, �a partir des�echelles ordinales comparables xi, par des applications  i ( n �etant l'identit�e).Les applications �i que nous recherchons sont donc obtenues par la composition :�i = � o  ice qui d�emontre la premi�ere partie (la principale) du th�eor�eme. La r�eciproqueest facile �a v�eri�er. La troisi�eme partie, concernant le pr�eordre induit dans lessous-ensembles, se d�emontre ais�ement en utilisant le principe de partition.6Id�ee de la d�emonstration : Pour tout r�eel x et tout entier positif p , on note : x�p =x � x � ::: � x p fois. L'application x 7! x�p est, on le v�eri�e, bijective croissante de R sur R .Donc, pour tout x, il existe un y unique tel que y�p = x ; on note y = x� 1p . On d�e�nit alors,pour p et q entiers positifs : x�pq = (x�1q )�pet x��pq = l'inverse de x� pq . Fixons maintenant x1 sup�erieur �a u . Pour tout rationnel a ,nous posons : �(x1�a) = a . Il est alors ais�e de montrer que � est ainsi d�e�ni sur une partiedense de R et se prolonge par continuit�e en l'isomorphie cherch�ee.17



On peut examiner ce que donne une propri�et�e suppl�ementaire de sym�etrie(autrement appel�ee parfois anonymit�e dans la litt�erature) de la proc�edure dechoix collectif entre les individus :Propri�et�e 6 ou principe de sym�etrie. Le pr�eordre collectif est invariant parpermutation des individus : exprim�e en fonction des �echelles comparables, il estsym�etrique.Commentaire. Cette propri�et�e de sym�etrie traduit une condition d'�egalit�e entreles individus vis-�a-vis du pr�eordre collectif. Bien entendu, elle n'a de sens iciqu'en raison de l'hypoth�ese de comparabilit�e.Il est ais�e de voir que, si l'on impose cette propri�et�e suppl�ementaire, lesapplications �i doivent être identiques.Pour tout pr�eordre de choix collectif correspondant �a notre th�eor�eme 1, surnotre population S, et pour tout individu i de S, posons : yi = �i(xi) . Lepr�eordre collectif est alors repr�esentable par l'expression :f(fyig) =Xi2S yiCela conf�ere aux �echelles fyig un certain aspect d'�echelles cardinales, parla forme purement additive que pr�esente alors le pr�eordre, et qui nous rappelleles pr�eordres utilitaristes apparaissant sous d'autres hypoth�eses plus exigeantes(x 5). (Ces �echelles \cardinales", cependant, ne sont comparables que sousl'hypoth�ese de sym�etrie.) D'ailleurs, cette forme purement additive n'est con-serv�ee, naturellement, que par composition des �echelles yi avec une applicationa�ne.C'est l�a le point �a remarquer dans notre r�esultat : nous nous sommes plac�esdans un cadre ordinal comparable, ne supposant donc, a priori, aucun caract�erede cardinalit�e. Les propri�et�es que nous avons requises ne contiennent pas da-vantage, du moins explicitement, un tel caract�ere. Or, voici que ce caract�erede cardinalit�e surgit dans notre r�esultat, en fait, comme un aspect sous lequell'expression de notre pr�eordre est \la plus simple" dans un certain sens.Il est int�eressant de mentionner une analogie avec une situation connue enphysique. Les choses apparâ�tront plus clairement avec l'hypoth�ese de sym�etrie,sous laquelle les \�echelles cardinales induites" sont comparables. Nous avonsdonc suppos�e l'existence, dans notre population S, d'�echelles ordinales compa-rables fxig. Toute composition de ces �echelles avec une bijection croissantede R dans R redonne des �echelles ordinales comparables. Or, tout pr�eordresym�etrique ob�eissant �a nos propri�et�es 1 �a 5 privil�egie, parmi ces repr�esentationspossibles des �echelles, l'une d'entre elles { �a une application a�ne pr�es { aveclaquelle l'expression du pr�eordre est \plus simple" qu'avec les autres repr�esenta-tions. Il y a l�a une certaine analogie avec les �echelles de temp�eratures enthermodynamique. Il est connu que la temp�erature n'est pas une grandeur18



sommable : une �echelle thermodynamique, a priori, ne fait qu'exprimer unerelation de pr�eordre (\être plus chaud que"). Toute composition d'une �echellede temp�erature avec une application croissante donne une autre �echelle de tem-p�erature \correcte". Cependant, les �echelles de type Celsius-Kelvin { les �echellesreli�ees \a�nement" �a l'�echelle Kelvin { se r�ev�elent privil�egi�ees pour des raisonsde repr�esentation : certaines lois thermodynamiques s'expriment \plus sim-plement" dans ces �echelles : par exemple la loi des gaz parfaits et la loi durendement thermique de Carnot.Cet aspect de cardinalit�e, qui apparâ�t �a travers notre r�esultat, est encorerenforc�e par l'extension probabiliste que nous allons examiner maintenant.7 Une extension probabilisteConsid�erant un ensemble E d'�eventualit�es possibles, on peut envisager des com-binaisons probabilistes de ces �eventualit�es. L'extension probabiliste de E seral'ensemble des �eventualit�es d�e�nies ainsi :\pour chaque e de E, probabilit�e �e d'obtenir e."o�u les �e sont des nombres r�eels compris entre 0 et 1 , nuls sauf un nombre �ni,et de somme 1 . On pourra noter : Xe2E �eeL'usage de cette notation est justi��e par certaines propri�et�es alg�ebriques,qu'il serait ais�e de d�etailler7. Par exemple :�1(�1e1 + �2e2) + �3e3 = (�1�1)e1 + (�1�2)e2 + �3e3Nous allons mentionner deux propri�et�es d'extension probabiliste, suscepti-bles d'être pr�esent�ees par nos �echelles, puis nous caract�eriserons les pr�eordrescollectifs v�eri�ant ces deux propri�et�es en sus des propri�et�es 1 �a 5 pr�ec�edemmentmentionn�ees.Propri�et�e 7 : extension probabiliste des �echelles individuelles. Soit iun individu quelconque de S , soient 2 �eventualit�es e0 et e1 �evalu�ees pour i �ades niveaux : xi(e0) = v0 < xi(e1) = v1Toute combinaison probabiliste e� = (1��)e0+�e1 (� 2]0; 1[) est �evalu�ee surl'�echelle xi ; le niveau v� = xi(e�) est compris entre v0 et v1 , crô�t strictementavec � et d�epend seulement de v0 , v1 , � et �eventuellement de l'individu i .7Ce formalisme d'extension probabiliste semble avoir �et�e introduit par Von Neumann etMorgenstern dans leur th�eorie du choix al�eatoire. (Se reporter, par exemple, �a [5].) Le r�esultatd'extension probabiliste qui suit n'est donc vraisemblablement pas original.19



Cela est suppos�e aussi, r�ecursivement, si e0 et e1 sont elles-mêmes des com-binaisons probabilistes d'�eventualit�es ; les niveaux obtenus sont identiques pourdes combinaisons probabilistes alg�ebriquement �equivalentes.Commentaire. La croissance stricte suppos�ee de v� avec � est manifestementraisonnable : en pr�esence d'une �eventualit�e incertaine, il est �evidemment avan-tageux de voir crô�tre la probabilit�e de la composante la plus avantageuse...Par ailleurs, on remarque que cette propri�et�e 7 est invariante par compositionde l'�echelle xi avec une bijection croissante : elle est intrins�eque au pr�eordreindividuel, non d�ependante de sa repr�esentation.Propri�et�e 8 : indi��erence probabiliste. Le pr�eordre collectif connâ�t uneextension probabiliste telle que, quelles que soient deux �eventualit�es e0 et e1�equivalentes pour ce pr�eordre, toute combinaison probabiliste de ces deux �even-tualit�es leur soit �equivalente pour ce même pr�eordre.Commentaire. Cette hypoth�ese semble tout �a fait raisonnable �a premi�ere vue.Elle pourrait pourtant être critiqu�ee, pour la raison suivante : supposons unesituation o�u e0 et e1 sont des �eventualit�es tr�es in�egalitaires et \injustes", fa-vorisant des individus di��erents : on pourrait juger souhaitable qu'un hasardd�ecide qui sera favoris�e. La prise en compte de cette consid�eration conduirait �aexiger une propri�et�e de convexit�e probabiliste. Mais nous nous en tiendrons ici�a notre hypoth�ese d'indi��erence probabiliste.Si nous supposons ces deux propri�et�es, nous obtenons un r�esultat qui com-pl�ete le th�eor�eme pr�ec�edent.Th�eor�eme 2 : Soit un ensemble S de n � 3 individus, pour lesquels existentdes �echelles num�eriques de pr�ef�erences individuelles ordinales et comparablesfxigi2S , v�eri�ant de plus la propri�et�e 7 d'extension probabiliste. S'il existeun pr�eordre collectif v�eri�ant les propri�et�es 1 �a 5 , ainsi que la propri�et�e 8d'indi��erence probabiliste, les applications �i associ�ees (selon le th�eor�eme 1)ont la propri�et�e d'extension probabiliste lin�eaire :8e0; e1 2 E; 8� 2 ]0; 1[; (on pose e� = (1� �)e0 + �e1),�i[xi(e�)] = (1 � �)�i[xi(e0)] + ��i[xi(e1)]Les pr�eordres collectifs recherch�es sont alors les pr�eordres repr�esent�es par lesapplications de la forme : f(fxig) =Xi2S pi�i(xi)(pi positifs �x�es).Si l'on impose de surcrô�t l'hypoth�ese de sym�etrie (propri�et�e 6), le pr�eordrecollectif demand�e est unique : les �i pr�ec�edents �etant alors identiques et not�es�, ce pr�eordre collectif est repr�esentable par :20



f(fxig) =Xi2S �(xi)D�emonstration : Soit donc un pr�eordre collectif v�eri�ant les propri�et�es 1 �a 5 ,ainsi que la propri�et�e 8 , et �i les applications associ�ees. Pour all�eger l'�ecriture,notons yi = �i(xi) . Le pr�eordre collectif est alors repr�esentable par : Pi2S yi .Nous devons d�emontrer que l'�echelle yi , qui a la propri�et�e d'extension proba-biliste, l'a sous une forme lin�eaire. Soient deux �eventualit�es e0 et e1 de E�evalu�ees, par les individus 1 et 2 de S, ainsi :y1(e0) = v0 ; y1(e1) = v1 ;y2(e0) = v1 ; y2(e1) = v0 ;les autres individus de S �etant indi��erents entre les deux �eventualit�es. Le pr�eor-dre collectif, repr�esentable par la somme des yi, est donc indi��erent entre e0 ete1 . D'apr�es la propri�et�e 8 d'indi��erence probabiliste, il est donc indi��erententre toutes les combinaisons :e� = (1 � �)e0 + �e1pour tout � 2 [0; 1] . Consid�erons e 12 . Notons ui = yi(e 12 ) pour i = 1 et i = 2 .u1 et u2 sont bien d�e�nis, selon la propri�et�e 7 d'extension probabiliste. e 12 et e0�etant indi��erents pour le pr�eordre, nous avons :u1 + u2 = v0 + v1Si l'on consid�ere un troisi�eme individu de S , et le u3 associ�e, on peutremplacer 1 ou 2 par 3 ci-dessus, et nous obtenons :u1 + u2 = u2 + u3 = u1 + u3 = v0 + v1Il en r�esulte que les ui sont tous �egaux entre eux, et �egaux �a 12v0 + 12v1 .Nous avons donc la relation lin�eaire souhait�ee pour le cas particulier � = 12 . Pardes dichotomies successives, cette relation peut ais�ement être �etendue �a tous lesnombres de ]0; 1[ qui sont des fractions binaires. Ces fractions constituent unepartie dense de ]0; 1[ ; par cons�equent, la relation lin�eaire se g�en�eralise �a toutl'intervalle, en utilisant le fait que, selon la propri�et�e 7, yi(e�) est monotone en� . Nous avons donc trouv�e que, pour tout pr�eordre collectif v�eri�ant les pro-pri�et�es demand�ees, les �echelles �i(xi) associ�ees �a ce pr�eordre ont la propri�et�ed'extension probabiliste lin�eaire. Pour chaque i, on v�eri�e ais�ement que les21



�echelles ayant cette propri�et�e se d�eduisent toutes les unes des autres par destransformations a�nes. Par cons�equent, les applications �i associ�ees, pour i �x�e,aux di��erents pr�eordres collectifs possibles, se d�eduisent les unes des autres partransformations a�nes. Dans ces transformations, la constante additive peutêtre n�eglig�ee ici, car la repr�esentation d'un pr�eordre se d�e�nit �a une constanteadditive pr�es. Il reste donc �a consid�erer la partie multiplicative : les applicationsassoci�ees aux di��erents pr�eordres possibles, pour i �x�e, sont proportionnelles lesunes aux autres : elles sont toutes de la forme pi�i (�i d�esignant l'une d'entreelles, associ�ee �a l'un des pr�eordres), avec des poids pi positifs, pour maintenirla croissance stricte en chaque variable. On remarque ici que, pour chaquepr�eordre possible, ces poids sont d�e�nis �a une constante multiplicative pr�es.Si maintenant nous exigeons la propri�et�e de sym�etrie, les applications �i,nous l'avons vu, sont identiques : nous les notons � . Alors, les �echelles �(xi)sont comparables. L'exigence de sym�etrie implique alors que les poids pi soient�egaux. Etant d�e�nis �a une constante multiplicative pr�es, ils peuvent donc êtrepris tous �egaux �a 1 . D'o�u, dans ce cas, un seul pr�eordre collectif possible.Ceci termine la d�emonstration du th�eor�eme.On peut ici noter que l'existence d'un pr�eordre collectif ob�eissant aux hy-poth�eses du th�eor�eme 2, hypoth�eses qui portent sur la collectivit�e consid�er�ee,implique l'existence d'�echelles ordinales ayant la propri�et�e d'extension proba-biliste lin�eaire, qui est une propri�et�e purement individuelle, ind�ependante del'appartenance de l'individu �a une collectivit�e ou �a une autre.8 ConclusionApr�es avoir examin�e le c�el�ebre th�eor�eme d'impossibilit�e d'Arrow, nous avonsabord�e le probl�eme de l'agr�egation d'�echelles de pr�ef�erences individuelles sousdes hypoth�eses di��erentes de celles envisag�ees par Arrow : nous avons suppos�el'existence d'�echelles num�eriques de pr�ef�erences individuelles ordinales et com-parables (x 5). Sous cette hypoth�ese, nous avons �etabli la forme g�en�erale despr�eordres de pr�ef�erence collective ob�eissant �a un certain nombre de propri�et�es\raisonnables", notamment �a un principe de partition (x 6) : nous avons trouv�eque, pour tout tel pr�eordre, il existe une repr�esentation de chaque �echelle depr�ef�erences individuelle (c'est-�a-dire une transformation de celle-ci par compo-sition avec une bijection croissante) telle que ce pr�eordre se repr�esente alors parla somme des niveaux individuels sur les �echelles ainsi repr�esent�ees.En outre, supposant deux autres propri�et�es d'extension probabiliste, nousavons compl�et�e ce r�esultat en mettant en �evidence (x 7) une propri�et�e proba-biliste caract�erisant ces repr�esentations d'�echelles individuelles pr�ec�edemmentmentionn�ees.Circonstances ; remerciements. C'est �a propos de probl�emes philosophiques que j'ai �et�econduit, vers 1978, �a r�e
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professeurHerv�e Moulin, alors au laboratoire d'�econom�etriede l'Ecole Polytechnique, de s'êtreint�eress�e �a mes r�e
exions (vers 1983) et de m'avoir donn�e des indications bibliographiques.Bibliographie[1] Kenneth J. Arrow. Choix collectif et pr�ef�erences individuelles.Calmann-L�evy, 1974.[2] Douglas Blair & Robert Pollak. La logique du choix collectif. Pour la scien-ce, octobre 1983.[3] Georges Bordes. Individualisme, ordinalisme et bien-être social. Annales del'INSEE no41 1981.[4] G�erard Debreu. Topological methods in cardinal utility theory. dans :Mathematical methods in the social sciences, �edit�e par Arrow, Kar-lin & Suppes. Proceedings of the �rst Stanford Symposium, 1959. StanfordUniversity Press, 1960.[5] Peter C. Fishburn. Expected utility theories : a review note. dans :Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems. 141 :Mathematical Economics and Game Theory. Springer Verlag, 1977.[6] Herv�e Moulin. Choix social cardinal : r�esultats r�ecents. Laboratoired'Econom�etrie de l'Ecole Polytechnique, cahier A242 0482, avril 1982.[7] J. Rawls. A theory of justice. Belknap Press, Cambridge, Mass., 1971.[8] Amartya K. Sen. On weights and measures : informational constraints insocial welfare analysis. Econometrica, vol.45 no7. 1977.[9] Amartya K. Sen. Collective Choice and Social Welfare. San Fran-cisco : Holden Day & Edinburgh : Oliver & Boyd. 1970.
23


