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AbstractThis paper is the result of some work done about Constraint Logic Programming. After asurvey of two languages | ALICE and CHIP | CLP++ , a C++ library on �nite domains, isdescribed. An object-oriented approach of constraints is proposed. Some new concepts used for ourimplementation are introduced: weak operations on �nite domains which lead to a smarter andmore general handling of domain reduction, an extension of the active behaviour of a constraint anda notion of strategic behaviour dealing with some non algebraic constraints such as the cardinalityoperator . Finally, we claim for a fast and powerful language like C++ packaged with a CLP library,rather than a dedicated language like CHIP.R�esum�eLe pr�esent rapport expose les r�esultats d'un travail sur la Programmation Logique avec Con-traintes (CLP). Apr�es un aper�cu de deux langages existants | ALICE et CHIP | nous pr�esentonsCLP++ , une biblioth�eque C++ sur les domaines �nis. Nous proposons une organisation hi�erarchi-que orient�ee objet des contraintes. Nous introduisons des concepts originaux : des op�erations faiblessur les domaines �nis permettant un traitement �el�egant et plus g�en�eral des r�eductions de domaines,une extension du rôle actif des contraintes et une notion de rôle strat�egique des contraintes tenantcompte des possibilit�es de contraintes non alg�ebriques telles que l'op�erateur de cardinalit�e. En�n,nous pensons que l'approche de type biblioth�eque pour un langage imp�eratif puissant et rapidecomme C++ est vraisemblablement pr�ef�erable �a celle d'un langage d�edi�e �a la programmation parcontraintes.



IntroductionL'objectif initial du travail de stage dont nous pr�esentons ici les r�esultats �etait d'appr�ehender lesdi�cult�es soulev�ees par l'impl�ementationd'un langage de ProgrammationLogique avec Contraintes(CLP) sur les domaines �nis.ALICE est avant tout un langage pour poser des probl�emes math�ematiques. Toutefois lam�ethode sp�eci�que de r�esolution d�ecrite par Lauri�ere est riche d'id�ees sur le traitement des con-traintes. Nous y consacrons donc un court chapitre.L'�etude du langage CHIP d�evelopp�e �a l'ECRC nous semble un point d�epart quasi oblig�e pourl'approche d'un CLP. C'est pourquoi, dans un deuxi�eme chapitre, nous d�eveloppons les conceptsde generate and test , standard-backtracking , forward-checking et looking-ahead et d�etaillons leurincarnation en CHIP. L'exemple classique des huit reines nous servira �a comprendre l'utilit�e etla puissance de ces concepts. Nous terminons le chapitre par une confrontation entre ALICE etCHIP.Le troisi�eme et dernier chapitre est consacr�e �a CLP++ , une maquette de solveur de contraintessur les domaines �nis r�ealis�ee en C++. Le d�eveloppement de CLP++ a �et�e l'occasion d'introduire desconcepts originaux, notamment ceux d'op�erations faibles entre domaines �nis et de rôle strat�egiqued'une contrainte. Nous comparons CLP++ �a CHIP, puis, apr�es un rapide expos�e de certains d�etailsd'impl�ementation, nous �etudions quelques applications : : : avant de conclure.
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Chapitre 1ALICEDans ce chapitre, nous pr�esentons ALICE en tant que langage pour poser desprobl�emes math�ematiques. Nous expliquons ensuite ce que la m�ethode de r�esolutionimpl�ement�ee par Lauri�ere a de sp�eci�que, et surtout les id�ees qu'elle apporte en mati�eretraitement des contraintes.ALICE [Lau78] est un solveur capable de r�esoudre des probl�emes dont l'�enonc�e est pos�e en ter-mes math�ematiques usuels. Bas�e sur la th�eorie des ensembles, la logique du premier ordre et des no-tions de th�eorie des graphes, il est plutôt sp�ecialis�e dans les probl�emes de recherche op�erationnelle.De nombreuses techniques d�evelopp�ees dans ALICE sont bas�ees sur une manipulation astucieusedes contraintes et sur l'id�ee de r�eduction a priori de l'arbre de recherche.Les objets connus d'ALICE sont:� Les ensembles (�nis).� Les op�erateurs sur les ensembles.� Les produits d'ensembles.� Les vecteurs et les matrices.� Les graphes et les chemins dans les graphes.� Les fonctions.Les contraintes sur ces objets sont �ecrites en termes logiques ou alg�ebriques, �a l'aide de symbolestels que:� +;�; �; =;=;�; <� P;modulo� 9; 8� 2� );, 3



4 CHAPITRE 1. ALICE� \;[;�;�� _;^;:� bijection, injection, surjection, chemin, circuit, : : :� min;max� cardinal,: : :Voyons comment quelques probl�emes usuels s'expriment en ALICE.1.1 Enonc�e des probl�emes1.1.1 Les cryptogrammes arithm�etiquesCe sont les probl�emes du type:Trouver le n-uplet (S;E;N;D;M;O;R; Y ) tel queS E N D+ M O R E= M O N E Ychaque lettre �etant mise pour un chi�re, deux lettres di��erentes valant un chi�re di��erent .Dans le cas d'une addition, l'�enonc�e math�ematique se fait g�en�eralement en introduisant desvariables pour les retenues1 . Ce qui peut se poser de la fa�con suivante:Soient:� nc 2 N, le nombre de lignes.� nl 2 N, le nombre de colonnes.� L = [1; nl]N, l'ensemble des indices de toutes les lignes.� L0 = [1; nl � 1]N, l'ensemble des indices des lignes sauf la derni�ere.� C = [1; nc]N, l'ensemble des indices des colonnes.� Let, un ensemble de symboles (les lettres, plus un symbole sp�ecial � dont la valeursera nulle)� Chi = [0; 9]N, l'ensemble des chi�res.� Chi0 = [0; nl � 2]N, l'ensemble des valeurs des retenues.� Car = [1; nc]N, l'ensemble des indices des retenues.� A, la matrice �a indices dans L�C et �a valeurs dans Let d�ecrivant l'addition pos�ee2.1Les retenues ne sont pas n�ecessaires en CHIP. Elles se sont en simple MU-Prolog. Pour ce qui est d'ALICE, un�enonc�e sans les retenues est automatiquement traduit en �enonc�e avec retenues:: :2Pour en faire une matrice, on remplace les vides par un � puis on impose f(�) = 0.Ex: A =  Z S E N DZ M O R EM O N E Y ! avec Z = 0



1.1. ENONC�E DES PROBL�EMES 5GIVEN CST NL NCSET LIN = INT 1 NLCOL = INT 1 NCLIG = LIN / NLLET = OBJCHI = INT 0 9CHG = INT 0 NL - 2CAR = INT 1 NCMAT A -> PDT LIN COL LETFIND INJ F -> LET CHIFUN R -> CAR CHGWITH ALL J IN COL ( SUM I IN LIG ( F A( I J ) ) + R J = F A (NL J ) + 10 * R ( J - 1 )WITH F A ( NL 1 ) DIF 0WITH R 0 = 0WITH F Z = 0WITH R NC = 0END3,5S,E,N,D,M,O,R,Y,ZZ,S,E,N,DZ,M,O,R,EM,O,N,E,Y Figure 1.1: Send + More = Money en ALICETrouver:1. Une injection3 f , Let f�! Chi2. Une fonction r, Car r�! Chi0Telles que:� 8 j 2 C Pi2L0 f(A(i; j)) + r(j) = f(a(nl; j)) + 10r(j � 1)� f(A(nl ; 1)) 6= 0� r(0) = 0� f(�) = 0� r(nc) = 0A la syntaxe pr�es, certes un peu r�ebarbative, le probl�eme se programme en mêmes termesavec ALICE (Figure 1.1). Ce sera le cas pour tous les probl�emes suivants, dont seul l'�enonc�emath�ematique sera donn�e.3C'est plus exactement la restriction de f �a Let n f�g qui est une injection. Pour des soucis de clart�e, ignoronscette petite erreur, d�ej�a pr�esente dans [Lau78]



6 CHAPITRE 1. ALICE1.1.2 Les huit reinesIl s'agit de placer n reines sur un �echiquier n�n, sans qu'aucune d'elles ne soit en prise. En g�en�eral,on choisit n = 8. Deux formulations math�ematiques sont possibles.Formulation alg�ebriqueSoient:� n 2 N.� L = [1; n]N, l'ensemble des lignes.� C = [1; n]N, l'ensemble des colonnes.Trouver:1. Toutes les bijections f , L f�! CTelles que:� 8(i; j) 2 L2; i 6= j ) � f(j) 6= f(i) + j � if(j) 6= f(i) + i � jPar les graphesSoient:� n 2 N.� C = [1; n2]N, l'ensemble des cases.� G � C2, le graphe4 des cases en disjonction.Trouver:1. Tous les sous-ensembles F � C.de degr�e minimum n et respectant les disjonctions G, c'est-�a-dire tels que:� jF j � n� 8(i; j) 2 F 2; i 6= j ) (i; j) =2 GCe deuxi�eme �enonc�e est plus e�cace en ALICE, ce qui n'a rien d'�etonnant puisque son algo-rithme sp�ecialis�e dans la recherche d'un sous graphe respectant les disjonctions est plus rapide quecelui traitant les contraintes num�eriques.C'est l�a une des grandes forces d'ALICE par rapport aux syst�emes de r�esolution de contraintesen programmation logique, qui, jusqu'�a pr�esent, ne travaillent que sur des formulations alg�ebriques.D'une mani�ere g�en�erale, d�es qu'un probl�eme peut se poser un termes de propri�et�es sur des graphesou des fonctions (bijectivit�e, injectivit�e, etc.), ALICE pose le probl�eme de mani�ere plus �el�egante,et le r�esout plus e�cacement que CHIP.4Qui dans ALICE doit être donn�e explicitement: pour chaque c 2 C, on pr�ecise la liste des d 2 C en disjonctionavec c, ce qui pour les huit reines est quelque peu �epuisant.



1.1. ENONC�E DES PROBL�EMES 7
Figure 1.2: Une solution du Cavalier d'Euler1.1.3 Le cavalier d'EulerIl s'agit de passer par toutes les cases d'un �echiquier une et une seule fois avec un cavalier (�-gure 1.2). Ici, la di��erence entre ALICE et CHIP �a son comble:� ALICE utilise un algorithme sp�ecialis�e sur ce probl�eme. Autant dire que l'�enonc�e du probl�emen'a rien de g�en�eral.� En CHIP, ce probl�eme est impossible �a traiter. A moins de programmer compl�etement unalgorithme de r�esolution { ce qui reviendrait �a n'utiliser CHIP que comme un simple Prolog.Bref, l'�enonc�e en ALICE se r�eduit �a:Soient:� n 2 N.� C = [1; n2]N, l'ensemble des cases.� G � C2, le graphe sym�etrique des successeurs possibles.Trouver:1. Toutes les bijections f , C f�! CDont le graphe, inclus dans G, d�ecrit un chemin circulaire � dans C, c'est-�a-dire tellesque:� 8c 2 C; (c; f(c)) 2 G� 9 � = (c1; : : : ; cn2) 2 Cn2;� 8i; 1 � i < n2 ) f(ci) = f(ci+1)f(cn2) = c1



8 CHAPITRE 1. ALICE1.1.4 Le voyageur de commerceUn voyageur de commerce doit passer une et une seule fois dans chacune des villes qu'il doit visiter.Le probl�eme est de minimiser la distance parcourue, les distances entre les villes �etant donn�ees. L�aencore, ALICE fait appel �a un algorithme particulier: : :Soient:� n 2 N� X = [1; n]N, l'ensemble des noeuds.� val une valuation, X2 val�! N.Trouver:1. Une bijection f , X f�! X.Dont le graphe d�ecrit un chemin circulaire sur X, minimal sur la valuation val, c'est-�a-dire telle que: Xx2X val(x; f(x)) = ming;X g�!X Xx2X val(x; g(x))1.2 M�ethodes employ�eesALICE est �ecrit en Fortran sous un syst�eme aujourd'hui disparu. Il semble qu'il soit d�esormaisimpossible de se le procurer, ni-même d'en voir une d�emonstration. C'est pourquoi son �etude estun peu 
oue et ne repose que sur un article ([Lau78]). Bien des comportements d'ALICE telsqu'ils y sont d�ecrits peuvent sembler �etranges et non justi��es. Il n'en reste pas moins que l'articleintroduit des id�ees importantes en mati�ere de r�esolution de syst�emes de contraintes.1.2.1 La m�ethode g�en�erale[Lau78] fait un expos�e th�eorique des m�ethodes utilis�ees dans ALICE. Ces m�ethodes sont ensuiteappliqu�ees sur des exemples trait�es en d�etail. En fait, l'expos�e th�eorique n'est pas assez pr�ecispour être compris, et le lecteur essaie rapidement de se raccrocher aux exemples. Or, �a maintesreprises, les exemples utilisent des raisonnements originaux qui n'�etaient pas pr�evus par la m�ethodeg�en�erale. Parfois même, certaines manipulations de contraintes semblent le fait d'une intelligencequi n'a rien d'automatique. On a plusieurs fois l'impression que les probl�emes sont r�esolus \�a lamain" et non par un automate.Avant de citer quelques-uns de ces passages \choquants" de l'article, il est tout de même bond'exposer le principe de base d'ALICE. Ce principe , clef de voûte d'ALICE, constitue le pointcommun r�euni�ant les di��erents algorithmes plus ou moins sp�ecialis�es qui se cachent derri�ere lui.Derri�ere une abondance de r�egles d�etaill�ees entre lesquelles il est di�cile de faire un lien et dontle lecteur ne peut extraire une m�ethode globale, voici ce qu'il faut retenir:� ALICE poss�ede une double repr�esentation interne du probl�eme: sous forme de graphe et sousforme alg�ebrique. Les autres solveurs adoptent l'une seulement de ces deux repr�esentations.� Le graphe ne comporte pas seulement une repr�esentation des ensembles de d�epart et d'arriv�eedes fonctions �a trouver, mais des informations suppl�ementaires du type: cliques de disjonction,degr�es minimumet maximumdes images, valuations des arcs, valeurs extrêmes des valuationsdes arcs partant d'un ensemble ou y arrivant, images ou ant�ec�edents possibles des �el�ements,etc.



1.2. M�ETHODES EMPLOY�EES 9� Les deux repr�esentations dialoguent , s'enrichissant mutuellement.� Les probl�emes �a r�esoudre sont vari�es. Certains doivent trouver une solution satisfaisant unensemble de contraintes, d'autres sont plutôt des probl�emes d'optimisation. ALICE r�esout laquestion en proposant un algorithme en trois phases, certaines phases �etant �eventuellementinutiles suivant le probl�eme �a traiter:1. Recherche d'un solution admissible pour les contraintes.2. Recherche d'une \bonne" solution tenant compte de la fonction de coût.3. Recherche de l'optimum.1.2.2 ExemplesLe but de cette section n'est pas de pr�esenter la r�esolution d'un probl�eme particulier par ALICE,mais de citer quelques-uns des passages peu convaincants des exemples donn�es dans [Lau78].Cas 1En ce qui concerne les �equations ou in�equations lin�eaires sur les entiers naturels, ALICE r�eduitles domaines des variables de la même mani�ere que CHIP (voir section 2.4.3). Comment alorsexpliquer ce passage? x1 2 Nx3 2 N0 � �2 + 2x1 + 5x3 9=;) (x1; x3) = (0; 1) ou (1; 0)Avec la m�ethode expos�ee, ALICE aurait du simplement en d�eduire que x1 � 1 et x3 � 1.Eliminer (0; 0) et (1; 1) pour (x1; x3) n'est a priori possible qu'en parcourant l'arbre de recherche.Or, Lauri�ere pr�esente bien l'implication ci-dessus comme une r�eduction de contraintes: : :Cas 2Pour ce qui est des substitutions entre �equations, ALICE choisit toujours la bonne au bon moment,sans qu'aucune r�egle ne soit mentionn�ee. Ainsi, on a:N 6= EN = E +R2 �) R2 6= 0Ou mieux: M1 �M2 +M3 �M4 = 0M1 +M2 +M3 +M4 = 3 �) 2(M1 +M3) = 3) ImpossibleRemarquons au passage la d�eduction sur la parit�e, qui, si elle peut être automatisable, n'est pascit�ee comme m�ethode employ�ee: : :Cas 3En�n, certaines choses font vraiment trop \cas particulier":Lorsqu'ALICE rep�ere(!) un cryptogramme arithm�etique dont l'�enonc�e n'utilise pas lesretenues, elle le repose avec les retenues.



10 CHAPITRE 1. ALICEou encore:Dans le cas du carr�e magique5, voyant que la fonction assignant un entier �a chaque casedu carr�e est une bijection sur [1; n]N, ALICE rajoute au syst�eme l'�equation Pf(i) =n(n�1)=2, puis par addition des contraintes sur les lignes du carr�e, en d�eduit la valeurde la somme, et en�n par substitution de contraintes convenablement choisies, trouvela valeur de la case centrale du carr�e6.On n'aurait pas mieux fait �a la main!1.3 Pourquoi s'int�eresser �a ALICE?Apr�es avoir l�eg�erement malmen�e ALICE, on peut se demander pourquoi s'y être int�eress�e!Certes l'article [Lau78] est 
ou sur bien des points. Certes ALICE ne peut plus être montr�ee.Il n'en reste pas moins qu'ALICE a exist�e et que, même si les m�ethodes employ�ees de mani�ereinterne s'ins�eraient mal dans un cadre th�eorique global, l'article regorge de bonnes id�ees �a glaner�ca et l�a. C'est sans doute la raison pour laquelle cet article reste une r�ef�erence.Commentmettre �a pro�t toutes ces id�ees? L�a est le probl�eme. Concevoir un syst�eme les utilisanttoutes reviendrait �a comprendre ALICE: : :En�n, [Lau78] pr�esente ALICE comme \un langage pour poser les probl�emes et un programmepour les r�esoudre". Ce qui est certain, c'est que le premier but est atteint.

5Soit �a placer dans un carr�e les n premiers entiers de sorte que les sommes sur les lignes, sur les colonnes et lesdiagonales soient toutes �egales.6Pour un carr�e de cot�e impair



Chapitre 2CHIPNous �etudions maintenant le langage CHIP d�evelopp�e �a l'ECRC. Nous pr�esentonsles concepts de generate and test, standard-backtracking, forward-checking et looking-ahead ainsi que leur incarnation en CHIP. L'exemple des huit reines nous sert ensuite�a comprendre l'utilit�e de ces concepts et la puissance de CHIP. Nous terminons lechapitre par une confrontation entre ALICE et CHIP.2.1 Programmation Logique avec ContraintesPour r�esoudre un probl�eme combinatoire discret, on peut:� Traduire le probl�eme en programmation enti�ere, puis utiliser les algorithmes usuels. Cettem�ethode introduit en g�en�eral un nombre important de variables secondaires et de contraintessuppl�ementaires, ce qui rend le probl�eme insoluble en pratique. Cette d�emarche n'utilise pasd'heuristique propre au probl�eme. Beaucoup d'informations sont perdues dans la traduction.� Utiliser un solveur comme ALICE, bas�e sur des techniques de consistance. C'est en g�en�eraltr�es e�cace, mais il faut que le probl�eme puisse être pos�e sous une forme connue du solveur.Cette solution manque de 
exibilit�e, le solveur �etant une boite noire dont il est impossiblede modi�er le comportement.� Repartir de z�ero, et �ecrire un programme sp�eci�que en langage imp�eratif tel que C. Ce quiest �evidemment tr�es e�cace mais aussi tr�es long. On exploite toutes les particularit�es duprobl�eme mais il est di�cile de retoucher au programme apr�es coup: : :[JL87] et [JM87] ont introduit la notion de Programmation Logique avec Contraintes (CLP).Pr�esentant la Programmation Logique usuelle comme un cas particulier de CLP sur l'univers deHerbrand, cette th�eorie rend naturel le traitement des contraintes alg�ebriques en ProgrammationLogique.Le langage CHIP s'appuie sur les id�ees apport�ees par cette th�eorie. Il travaille sur les \domaines�nis", c'est-�a-dire sur les sous-ensembles �nis de N.Par r�eaction aux trois m�ethodes ci-dessus, CHIP se veut:11



12 CHAPITRE 2. CHIP� D�eclaratif (puisqu'il s'agit d'un langage de Programmation Logique).� Apportant des m�ethodes et des outils g�en�eraux mais sans imposer la fa�con de les utiliser.� Fournissant des m�ethodes sp�ecialis�ees, impl�ementations e�caces des m�ethodes g�en�erales dansdes cas souvent rencontr�es.� Num�erique et symbolique.� Lib�erant le programmeur des tâches de propagation des contraintes, et de recherche arbores-cente.En fait, il semble que le but ne soit pas totalement atteint. Lorsque les impl�ementationssp�ecialis�ees ne su�sent plus, quand le programmeur a recours aux m�ethodes g�en�erales, CHIPn'est plus tr�es e�cace. Mais pouvait-il en être autrement?2.2 Th�eorie g�en�eraleLe but de cette section est d'introduire les termes de generate and test , standard-backtracking ,forward-checking et looking-ahead . Leur signi�cation est ici donn�ee dans un sens g�en�eral. La sectionsuivante exposera comment ils doivent être entendus en programmation sous CHIP.2.2.1 Le probl�eme en contraintes binairesSoient x1; : : : ; xn les variables intervenant dans le probl�eme de satisfaction de contraintes, etD1; : : : ; Dn les domaines dans lesquels elles prennent respectivement leurs valeurs. On supposeque le probl�eme est d�ecompos�e en contraintes binaires: Cij(xi; xj) pour (i < j).2.2.2 La proc�edure de backtrackOn peut concevoir la r�esolution du probl�eme de satisfaction de contraintes comme la tâche de trou-ver tous les (v1; : : : ; vn) satisfaisant un certaine propri�et�e Pn(v1; : : : ; vn), v�eri��ee si les contraintessont satisfaites pour x1 = v1; : : : ; xn = vn.La proc�edure g�en�erale de backtrack consiste alors �a trouver une suite de propri�et�es interm�ediai-res Pk(hv1; : : : ; vki; hdk+1; : : : ; dni) o�u hv1; : : : ; vki repr�esente les valeurs assign�ees aux x1; : : : ; xk ethdk+1; : : : ; dni les domaines au sein desquels peuvent encore prendre leur valeur les xk+1; : : : ; xn.Les Pk doivent satisfaire les propri�et�es suivantes:1. 8 k + 1� l�n; dl 6= ; et dl � Dl2. Si vk+1 2 dk+1 et ek � dl (k + 2� l�n) alors:Pk+1(hv1; : : : ; vk+1i; hek+2; : : : ; eni)) Pk(hv1; : : : ; vki; hdk+1; : : : ; dni)Autrement dit, s'il n'existe pas de domaines dk+1 � Dk+1,: : : , dn � Dn non vides satisfaisantPk(hv1; : : : ; vki; hdk+1; : : : ; dni), alors on ne peut �etendre cette solution partielle en un vk+1 2 dk+1et des ek+2 � dk+2; : : : ; en � dn non vides v�eri�ant Pk+1(hv1; : : : ; vk+1i; hek+2; : : : ; eni).D'o�u une proc�edure d'obtention de (v1; : : : ; vn) par induction:1. [Initialisation] Assigner k �a 0. Trouver d1; : : : ; dn tels que P0(hi; hd1; : : : ; dni) soit v�eri��ee,puis aller en 2. Si aucun d1; : : : ; dn ne peut être trouv�e, terminer (Pas de solution).



2.2. TH�EORIE G�EN�ERALE 132. [Calcul des successeurs] (A ce stade, Pk(hv1; : : : ; vki; hdk+1; : : : ; dni) est v�eri��ee, et 0 � k < n)Calculer l'ensemble Sk de tous les hvk+1; ek+2; : : : ; eni tels que:(a) ei � di (k + 2 � i � n)(b) Pk+1(hv1; : : : ; vk+1i; hek+2; : : : ; eni) est vraie(c) Pour tout fk+2 � dk+2; : : : ; fn � dn,Si Pk+1(hv1; : : : ; vk+1i; hfk+2; : : : ; fni) est vraiealors fi � ei (k + 2 � i � n)3. [Tous les successeurs ont-ils �et�e essay�es?] Si Sk est vide aller en 6.4. [Avancer en profondeur] Choisir un �el�ement hwk+1; ek+2; : : : ; eni de Sk, le d�etruire de Sk,assigner hvk+1; dk+2; : : : ; dni �a cet �el�ement, et augmenter k de 15. [Solution?] (A ce stade Pk(hv1; : : : ; vki; hdk+1; : : : ; dni) est vraie et 0 < k � n). Si k < n alleren 2. Sinon a�cher la solution (v1; : : : ; vn) et continuer en 6.6. [Backtrack] (Toutes les extensions de (v1; : : : ; vk) ont �et�e explor�ees). D�ecrô�tre k de 1. Sik � 0, retourner en 3, sinon terminer.2.2.3 Les di��erentes m�ethodesLe choix des propri�et�es Pk d�etermine la m�ethode employ�ee.Generate and testEn generate and test , Pk(hv1; : : : ; vki; hdk+1; : : : ; dni) est vraie pour k < n ssi:1. vi 2 Di(1 � i � k)On ne teste les contraintes que lorsque toutes les variables ont �et�e assign�ees.Standard-backtrackingEn standard-backtracking , Pk(hv1; : : : ; vki; hdk+1; : : : ; dni) est vraie pour k < n ssi:1. vi 2 Di(1 � i � k)2. 8 i; j (1 � i < j � k); Cij(vi; vj) est vraieIci, on v�eri�e que chaque variable nouvellement assign�ee est consistante avec celles d�ej�a assign�ees.Forward-checkingEn forward-checking , Pk(hv1; : : : ; vki; hdk+1; : : : ; dni) est vraie pour k < n ssi:1. vi 2 Di(1 � i � k)2. 8 i; j (1 � i < j � k); Cij(vi; vj) est vraie3. 8 l (k < l � n); dl = fvl 2 Dl j C1l(v1; vl); : : : ; Ckl(vk; vl) sont vraiesgEn plus du standard-backtracking , on v�eri�e que chaque variable non encore assign�ee poss�ede aumoins une valeur consistante avec les variables d�ej�a assign�ees.



14 CHAPITRE 2. CHIPLooking-aheadEn looking-ahead , Pk(hv1; : : : ; vki; hdk+1; : : : ; dni) est vraie pour k < n ssi:1. vi 2 Di(1 � i � k)2. 8 i; j (1 � i < j � k); Cij(vi; vj) est vraie3. 8 l (k < l � n); dl = fvl 2 Dl j(a) C1l(v1; vl); : : : ; Ckl(vk; vl) sont vraies(b) 9 wk+1; : : : ; wl�1; wl+1; : : : ; wn 2 Dk+1; : : : ; Dl�1; Dl+1; : : : ; Dn qui satisfont les con-traintes Ck+1l(wk+1; vl); : : : ; Cl�1l(wl�1; vl); Cll+1(vl; wl+1); : : : ; Cln(vl; wn) gEn plus du forward-checking , on v�eri�e que chaque variable non encore assign�ee poss�ede aumoins une valeur consistante avec les autres variables non assign�ees.2.2.4 ComparaisonsDans le generate and test , tout l'arbre de recherche est explor�e, puisqu'on ne v�eri�e la consistancede la solution que lorsque toutes les variables sont assign�ees.Dans le standard-backtracking , l'arbre de recherche est restreint par une utilisation a posteriorides contraintes. Si la recherche d'un vk+1 pour �etendre la solution partielle hv1; : : : ; vki en unhv1; : : : ; vk+1i �echoue, alors l'arbre de recherche est coup�e �a cet endroit. Si le gain est consid�erablepar rapport au generate and test , c'est malgr�e tout apr�es avoir assign�e les variables qu'on d�ecouvrel'�echec, d'o�u un comportement non optimum en ce sens que:� On red�ecouvre plusieurs fois les mêmes faits: le fait que certaines valeurs des variables nesatisfont pas une certaine contrainte est red�ecouvert �a chaque assignation de ces variables �aces valeurs, ce qui peut arriver plusieurs fois au cours de la recherche.� Les �echecs sont d�etect�es trop tardivement, en particulier apr�es des assignations de variablesinutiles (non impliqu�ees dans la contrainte non satisfaite).� Le point de backtrack est mal choisi: �a la d�ecouverte d'un �echec, on revient sur le choix dela derni�ere assignation, qui n'est pas n�ecessairement responsable de l'�echec.Le forward-checking et plus encore le looking-ahead r�eduisent �evidemment davantage l'arbre derecherche. Ils sont fond�es sur l'id�ee souvent fructueuse1 qu'il vaut mieux limiter l'arbre de recherche,quitte �a perdre du temps en chacun de ses n�uds.2.2.5 Application en PrologEn Prolog, le probl�eme des huit reines se programme de mani�ere naturelle en generate and test(voir �gure 2.1). Le pr�edicat eight_queens est bien construit sur une g�en�eration (permutation)puis un test (safe).Dans le cas des huit reines, il n'est pas tr�es compliqu�e de modi�er le programme pour faire dustandard-backtracking (�gure 2.2). Toutefois, ce dernier exemple requiert un e�ort suppl�ementaire1Mais �a toujours contrôler! Le forward-checking est d'ailleurs souvent plus rapide que le looking-ahead , ce dernier�etant pour certaines contraintes trop coûteux �a mettre en �uvre.



2.2. TH�EORIE G�EN�ERALE 15eight_queens([X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8]) :-permutation([X1,X2,X3,X4,X5,X6,X6,X7,X8],[1,2,3,4,5,6,7,8]),safe([X1,X2,X3,X4,X5,X6,X6,X7,X8]).permutation([],[]).permutation([X|Xs],Ls) :-delete(X,Ls,Rs),permutation(Xs,Rs).delete(X,[X|Xs],Xs).delete(X,[Y|Ys],[Y|Rs]) :-delete(X,Ys,Rs).safe([]).safe([X|Xs]) :-noattack(X,Xs),safe(Xs).noattack(X,Xs) :-noattack(X,Xs,1).noattack(X,[],Nb).noattack(X,[Y|Ys],Nb) :-X != Y - Nb,X != Y + Nb,Nb1 is Nb + 1,noattack(X,Ys,Nb1).Figure 2.1: Les huit reines en generate and testdu programmeur. En g�en�eral, les probl�emes rencontr�es se prêtent moins facilement que le cas deshuit reines �a l'impl�ementation en standard-backtracking . Il faut souvent imbriquer les phases deg�en�eration et de test, ce qui rend le programme peu clair.Certains Prologs, tels que MU-Prolog ou Prolog-II, poss�edent un m�ecanisme de d�elai . Lorsqu'unpr�edicat est rencontr�e en cours d'ex�ecution, il peut être endormi si ses arguments ne sont passu�samment instanci�es. C'est le cas de la non-�egalit�e qui est endormie tant que ses deux argumentsne sont pas instanci�es. Un m�ecanisme est alors mis en place pour r�eveiller les pr�edicats endormislorsque les assignations ult�erieures le permettent, ceci sans perte d'e�cacit�e (pointeurs entre lesvariables et les pr�edicats endormis qu'elles peuvent r�eveiller).Dans un Prolog muni d'un m�ecanisme de d�elai , il est redevient naturel de programmer enstandard-backtracking : c'est le coroutining . Ainsi, dans l'exemple des huit reines, il su�t d'�echangerl'ordre d'appel de la g�en�eration et du test pour obtenir un comportement de standard-backtracking(�gure 2.3). L'appel de safe va g�en�erer toutes les contraintes sur les Xi, contraintes qui serontendormies. Puis lorsque permutation va assigner les Xi, ces contraintes seront progressivementr�eveill�ees, et d�etecteront d�es que possible une incompatibilit�e entre les variables d�ej�a instanci�ees,coupant aussitôt l'arbre de recherche.Pour ce qui est du forward-checking , il est possible de le programmer en Prolog standard dansle cas des huit reines, mais cela n'a plus rien de tr�es d�eclaratif (voir dans [Van89])! C'est même



16 CHAPITRE 2. CHIPeight_queens(X) :-queens(X,[],[1,2,3,4,5,6,7,8]).queens([],Placed,[]).queens([X|Xs],Placed,Values) :-delete(X,Values,New_values),noattack(X,Placed),queens(Xs,[X|Placed],New_values).delete ...noattack ...Figure 2.2: Les huit reines en standard-backtrackingeight_queens([X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8]) :-safe([X1,X2,X3,X4,X5,X6,X6,X7,X8]).permutation([X1,X2,X3,X4,X5,X6,X6,X7,X8],[1,2,3,4,5,6,7,8]),safe ....permutation ...Figure 2.3: Les huit reines avec coroutiningassez compliqu�e: : :2.3 S�emantique de CHIPL'objectif de cette section est de pr�esenter de mani�ere pr�ecise le comportement du forward-checkinget du looking-ahead dans CHIP. Seules les r�egles d'inf�erence relatives au forward-checking et aulooking-ahead sont donn�ees, telles qu'elles apparaissent dans [Van89]. Une connaissance des r�eglesd'inf�erence usuelles de Prolog et du cadre th�eorique s'y rapportant est donc n�ecessaire pour pro�terde ce qui suit: : :2.3.1 Forward-checkingLa d�e�nition suivante pr�ecise quels sont les pr�edicats concern�es par la R�egle d'inf�erence du forward-checking (FCIR).D�e�nition 2.1 (Forward-checkable) Soit p(t1; : : : ; tn) un atome. p(t1; : : : ; tn) est dit forward-checkable ssi:1. p est une contrainte.



2.3. S�EMANTIQUE DE CHIP 172. Un et un seul des ti est une variable de domaine, les autres �etant d�ej�a instanci�es2. Ce termeest appel�e la forward-variable.La r�egle d'inf�erence est alors:D�e�nition 2.2 (FCIR) Soit P un programme, Gi = A1; : : : ; Am; : : : ; Ak un but. Le but Gi+1est d�eriv�e par la FCIR du but Gi et du programme P en utilisant la substitution �i+1 ssi:1. Am est forward-checkable et xd est la forward-variable, de domaine d.2. e = fa 2 d j P j= Amfxd=agg 6= ;:3. �i+1 est la substitution:� fxd=cg si e = fcg;� fxd=zeg o�u ze est une nouvelle variable de domaine e sinon.4. Gi+1 est le but  (A1; : : : ; Am�1; Am+1; : : : ; Ak)�i+1.La FCIR traite les contraintes de mani�ere active:� Elle r�eduit a priori l'arbre de recherche puisque certaines valeurs impossibles de la forward-variable ne seront plus reconsid�er�ees.� Elle instancie la forward-variable lorsque son domaine se restreint �a une valeur.2.3.2 Looking-aheadLes pr�edicats concern�es par la R�egle d'inf�erence du looking-ahead (LAIR) sont d�e�nis par:D�e�nition 2.3 (Lookahead-checkable) Soit p(t1; : : : ; tn) un atome. p(t1; : : : ; tn) est dit look-ahead-checkable ssi:1. p est une contrainte.2. Un au moins des ti est une variable de domaine, les autres �etant d�ej�a instanci�es ou desvariables de domaine. Ceux des ti qui sont des variables de domaine sont appel�es les look-ahead-variables.La r�egle d'inf�erence du looking-ahead est:D�e�nition 2.4 (LAIR) Soit P un programme, Gi = A1; : : : ; Am; : : : ; Ak un but. Le but Gi+1est d�eriv�e par la LAIR du but Gi et du programme P en utilisant la substitution �i+1 ssi:1. Am est lookahead-checkable et x1; : : : ; xn sont les lookahead-variables, de domainesd1; : : : ; dn.2. Pour chaque xj, ej = fvj 2 dj j 9 v1 2 d1; : : : ; vj�1 2 dj�1; vj+1 2 dj+1; : : : ; vn 2 dn tels queP j= Am� avec � = fx1=v1; : : : ; xn=vngg 6= ;:2\Ground".



18 CHAPITRE 2. CHIP3. zj est la constante c si ej = fcg, ou une nouvelle variable de domaine sur ej sinon.4. �i+1 = fx1=z1; : : : ; xn=zng.5. Gi+1 est, soit le but  (A1; : : : ; Am�1; Am+1; : : : ; Ak)�i+1 si au plus l'un des zi est unevariable de domaine, soit  (A1; : : : ; Ak)�i+1 sinon.La LAIR peut être vue comme une g�en�eralisation de la FCIR. Lorsqu'il n'y a qu'une lookahead-variable, la LAIR se comporte comme la FCIR, sinon, elle r�eduit le domaine des lookahead-variables, et instancie celles qui peuvent l'être. De plus, ses conditions d'application (lookahead-checkable) sont moins restrictives que pour la FCIR (forward-checkable).Toutefois, son impl�ementation est souvent trop coûteuse, voire impossible. [Van89] introduitdonc une notion restreinte: le looking-ahead partiel .2.3.3 Looking-ahead partielLes pr�edicats concern�es par la R�egle d'inf�erence du looking-ahead partiel (PLAIR) sont les mêmesque pour la LAIR (lookahead-checkable). La r�egle d'inf�erence devient:D�e�nition 2.5 (PLAIR) Soit P un programme, Gi = A1; : : : ; Am; : : : ; Ak un but. Le but Gi+1est d�eriv�e par la PLAIR du but Gi et du programme P en utilisant la substitution �i+1 ssi:1. Am est lookahead-checkable et x1; : : : ; xn sont les lookahead-variables, de domainesd1; : : : ; dn.2. Pour chaque xj, dj � ej � fvj 2 dj j 9 v1 2 d1; : : : ; vj�1 2 dj�1; vj+1 2 dj+1; : : : ; vn 2 dntels que P j= Am� avec � = fx1=v1; : : : ; xn=vngg 6= ;:3. zj est la constante c si ej = fcg, ou une nouvelle variable de domaine sur ej sinon.4. �i+1 = fx1=z1; : : : ; xn=zng.5. Gi+1 est le but  (A1; : : : ; Ak)�i+1.La PLAIR ne pr�ecise pas le choix des ej. Notion interm�ediaire entre la FCIR et la LAIR, elle estintroduite pour rendre compte de l'impl�ementation des contraintes sp�ecialis�ees \built-in"en CHIP.2.4 En pratiqueLa pr�esente section d�ecrit trois pr�edicats \built-in":� La non-�egalit�e, (X != Y), sp�ecialisation de la FCIR.� Le maximum, (max(X,Y,Z)), sp�ecialisation de la LAIR.� Les �equations ou in�equations lin�eairesa1X1 + � � �+ anXn + a> b1Y1 + � � �+ bmYm + bavec > � (`=', `<' ou `�'), ai 2 N; a 2 N; bj 2 N; b 2 Nsp�ecialisations de la PLAIR.



2.4. EN PRATIQUE 19lookahead max(d,d,d).max(X,Y,X) :- X >= Y.max(X,Y,Y) :- X < Y. Figure 2.4: Le pr�edicat max red�e�ni2.4.1 La non-�egalit�eEn CHIP, la non-�egalit�e est impl�ement�ee en forward-checking . Le pr�edicat X != Y est donc r�eveill�elorsqu'il est forward-checkable, c'est-�a-dire quand l'un des deux termes X ou Y est d�ej�a assign�e,l'autre �etant une variable de domaine. La s�emantique op�erationnelle est la suivante:� Si X est une variable de domaineD, et Y un entier naturel, on pose D0 = Dn{Y} . Si D0 ={e},alors X est li�ee �a e, sinon X est li�ee �a une nouvelle variable Z de domaine D0. Dans les deuxcas la contrainte n'�echoue pas.� Si Y est une variable de domaine et X un entier, on traite le cas de la même fa�con.� Si X et Y sont tous deux entiers naturels, la contrainte �echoue s'ils sont �egaux, sinon elle estsatisfaite.2.4.2 Le pr�edicat maximumLe pr�edicat max(X,Y,Z), vrai si Z = max(X;Y ), est un bon candidat pour la LAIR. On peut demani�ere non ambigu�e r�eduire les domaines des param�etres (choix des ej dans la d�e�nition 2.4).Max(X,Y,Z) pourrait être programm�e en CHIP en utilisant la d�eclaration lookahead qui rend unpr�edicat sujet �a la LAIR en d�e�nissant sous quelles conditions il devient lookahead-checkable (Onpr�ecise par un d quels param�etres doivent au moins être des variables de domaine, les autres devantêtre enti�erement assign�es). Ce qui donnerait le programme de la �gure 2.4, si on veut d�eclencherla LAIR sur max(X,Y,Z) d�es que X,Y et Z sont des variables de domaine.Toutefois, la LAIR est tr�es coûteuse en CHIP sur les pr�edicats non \built-in" 3. Dans le cas demax, une impl�ementation sp�eci�que respectant la LAIR est r�ealis�ee. Supposons par exemple que X,Y et Z soient trois variables de domaine, on peut alors retirer du domaine de Z les valeurs inf�erieures�a max(min(X);min(Y )) et celles sup�erieures �a min(max(X);max(Y )). Des consid�erations ana-logues �a peine un peu plus compliqu�ees sont appliqu�ees �a X et Y.Permettons nous �a ce propos une remarque importante: on raisonne trop souvent sur lesdomaines en s'imaginant des intervalles de N, alors qu'il s'agit de parties �nies de N. Ainsi, onpeut supposer que c'est par soucis de limiter son expos�e et non par oubli, que l'auteur de [Van89]ne pr�ecise pas qu'il faut dans l'exemple ci-dessus retirer du domaine de Z les valeurs qui ne sontpas dans l'union des domaines de X et de Y: : : Sinon ce n'est plus de la LAIR mais de la PLAIR.Je n'ai pas eu l'honneur d'utiliser CHIP pour v�eri�er: : :3Du coup elle n'est pas tr�es souvent utilisable! En fait son impl�ementation se veut g�en�erale et respecte parfaite-ment la d�e�nition 2.4. Pour ce faire, on est amen�e �a r�eellement essayer toutes les valeurs possibles de chacune deslookahead-variables , puis �a voir celles qui sont consistantes avec un jeu quelconque des autres variables, ce qui peutentrâ�ner loin: : :



20 CHAPITRE 2. CHIP2.4.3 Les �equations ou in�equations lin�eairesLes cas des �equations ou in�equations lin�eairesa1X1 + � � �+ anXn + a> b1Y1 + � � �+ bmYm + bavec > � (`=', `<' ou `�'), ai 2 N; a 2 N; bj 2 N; b2 Nest un cas tr�es important et tr�es fr�equemment utilis�e. Le comportement de CHIP se base sur desid�ees d�ej�a appliqu�ees par ALICE.Prenons le cas de l'�egalit�e:a1X1 + � � �+ anXn + a = b1Y1 + � � �+ bmYm + bOn peut (d�es que la contrainte est lookahead-checkable) calculer les intervalles de variationrespectifs [mina;maxa]Net [minb;maxb]Nde a1X1 + � � �+ anXn + a et de b1Y1 + � � �+ bmYm + b.Puis r�eduire les domaines des variables avec des in�egalit�es telles que:max(mina;minb)� ( nXk=1;k 6=i(akmax(Xk)) + a) � XiXi � min(maxa;maxb)� ( nXk=1;k 6=i(akmin(Xk)) + a)Cette r�eduction des domaines n'entre pas dans le cadre de la LAIR4 , d'o�u l'introduction de laPLAIR comme justi�cation th�eorique.2.5 ApplicationA l'aide d'un seul exemple, celui des huit reines, on peut voir que le forward-checking se programmesimplement en CHIP: : : si toutefois on a bien compris le m�ecanisme de r�eveil.CHIP se veut unlangage souple mettant �a la disposition de l'utilisateur les outils n�ecessaires �a la r�esolution de sonprobl�eme, sans pour autant lui imposer de strat�egie. Il est donc du ressort du programmeur dechoisir la bonne m�ethode.2.5.1 Une premi�ere versionConsid�erons le programme \na��f" donn�e �gure 2.5. La d�eclaration domain eight_queens(1..8)d�e�nit le domaine des variables de la liste pass�ee en argument comme �etant [1; 8]N. Le pr�edicatindomain(X) fait prendre �a la variable X toutes les valeurs encore dans son domaine au momentde l'appel.Ce programme est correct et r�esout le probl�eme des huit reines en forward-checking . Pourtantson comportement n'est pas optimum. Suivons le d�ebut de son ex�ecution pas �a pas.Le pr�edicat indomain(X1) choisit tout d'abord d'assigner 1 �a la variable X1. Puis l'appel dupr�edicat r�ecursif noattack(X1,[X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8]) retire des domaines des autres variables4Une manipulation plus �ne des domaines peut r�eduire davantage l'arbre de recherche. C'est ce qui a �et�e test�edans la maquette CLP++ pr�esent�ee au chapitre 3.



2.5. APPLICATION 21domain eight_queens(1..8).eight_queens([X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8]) :-queens([X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8]).queens([]).queens([X|Y]) :-indomain(X),noattack(X,Y),queens(Y).noattack(X,Xs) :-noattack(X,Xs,1).noattack(X,[],Nb).noattack(X,[Y|Ys],Nb) :-X != Y,X != Y - Nb,X != Y + Nb,Nb1 is Nb + 1,noattack(X,Ys,Nb1).Figure 2.5: Les huit reines en forward-checking na��fles valeurs rendues impossibles du fait du placement de X1 en 1. On est dans la situation de la�gure 2.6, o�u les cases en gris sont des cases impossibles. Aucune des contraintes de non-�egalit�eg�en�er�ees par noattack n'a �et�e endormie puisque toutes �etaient forward-checkable (X entier naturelet Y, Y-Nb, Y+Nb variables de domaine). Au contraire, elles ont jou�e un rôle actif de r�eduction dedomaine.L'appel de indomain(X2) la valeur 3 va tout de suite être consid�er�ee pour X25. Puis le pr�edicatnoattack(X2,[X3,X4,X5,X6,X7,X8]) va retirer les valeurs impossibles des variables restantes, etainsi de suite: : :Apr�es le choix de X3 pour laquelle 5 est la premi�ere valeur permise, la situation est celle de la�gure 2.7. On voit alors qu'il n'y a plus que 4 comme valeur permise pour X6, ce qui revient �a avoird�ej�a plac�e la sixi�eme reine.Toutefois, aucune des contraintes entre X6 et les variables restantes X4,X5,X7 et X8 n'est r�eveill�eepar l'assignation de X6, pour la simple raison que ces contraintes ne sont pas encore g�en�er�ees.Ainsi, il faudra attendre au tour suivant l'assignation de X4 �a la valeur 2 pour g�en�erer le contrainteX4 != X6 - 2 et constater un �echec. Le programme suivant fait mieux: : :2.5.2 Une version am�elior�eeLa bonne m�ethode consiste �a:5Notons qu'en standard-backtracking �a la MU-Prolog, les valeurs 1 et 2 auraient �et�e test�ees, puisque le r�eveil de lanon-�egalit�e ne se fait qu'une fois les deux arguments assign�es: les contraintes jouent un rôle passif: elles v�eri�ent lacoh�erence d�es que possible mais n'interviennent pas sur la g�en�eration des variables en retirant par exemple certainesvaleurs de leur domaine. D'o�u le quali�catif d'actif donn�e aux contraintes de CHIP.
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Figure 2.6: Forward-checking \na��f" apr�es un choix1. G�en�erer toutes les contraintes.2. Puis explorer l'arbre de recherche.En fait, le programme de la �gure 2.5 pensait na��vement g�en�erer convenablement les contraintesau fur et �a mesure, d�es qu'elles devenaient utiles, tel qu'on le faisait en MU-Prolog: : :Le programme de la �gure 2.8, qui applique la m�ethode ci-dessus est de loin plus e�cace. Lepr�edicat safe g�en�ere et endort toutes les contraintes puis label6 explore l'arbre.La di��erence d'e�cacit�e entre les deux versions du programme se constate d�es le troisi�eme choix(voir �gure 2.9) puisque plus aucun choix n'est ensuite �a faire! En e�et, l'assignation X6=4 r�eveilleles contraintes o�u X6 intervient, ce qui notamment restreint le domaine de X8 �a la seule valeurX8=7, d'o�u de nouveaux r�eveils, puis X4=8, X7=2 et en�n constatation de l'�echec puisque X5 seretrouve avec un domaine vide. Ainsi, la branche (X1,X2,X3)=(1,3,5) est constat�ee infructueusesans nouveau choix de variable.2.5.3 First-fail principleLe pr�edicat label ci-dessus g�en�ere les variables dans l'ordre de la liste qui lui est pass�ee en argu-ment. Il existe un pr�edicat \built-in" en CHIP rendant possible l'application du �rst-fail principle:Pour v�eri�er la coh�erence d'une solution, mieux vaut d'abord consid�erer ce qui ale plus grand risque d'�echouer.Ce qui dans notre cas peut se traduire en:G�en�erer en priorit�e les variables dont le domaine est le plus restreint.6Qui est une proc�edure g�en�erale, utilisable dans tous probl�emes o�u la m�ethode ci-dessus est appliqu�ee
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Figure 2.7: Forward-checking \na��f" apr�es trois choixNombre de reines Programme na��f Test and Generate First-Fail Principle4 0.10s 0.09s 0.09s6 0.46s 0.25s 0.29s8 1.53s 0.74s 0.77s10 1.70s 0.91s 0.57s12 4.22s 2.08s 1.74s14 34.03s 12.26s 1.73s16 185.78s 70.07s 1.09sTableau 2.1: Temps d'ex�ecution pour les n reinesLe pr�edicat deleteff(X,Vars,Remain) assigne �a X celle des variables de la liste Vars dont ledomaine est le plus restreint, et place dans Remain la liste des variables restantes. D'o�u la simplemodi�cation de label pour appliquer le �rst-fail principle (�gure 2.10).Dans le cas des n reines, l'application de ce principe donne de tr�es bons r�esultats (voir tableau2.1).



24 CHAPITRE 2. CHIPdomain eight_queens(1..8)eight_queens([X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8]) :-safe([X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8]),label([X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8]).safe([]).safe([F|T]) :-noattack(F,T),safe(T).label([]).label([X|Y]) :-indomain(X),label(Y).noattack ....Figure 2.8: Les huit reines en forward-checking
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Figure 2.9: Forward-checking \am�elior�e" apr�es trois choixlabel([]).label([F|T]) :-deleteff(X,[F|T],Ls),indomain(X),label(Ls).Figure 2.10: \First-fail principle" pour les huit reines



2.6. ALICE ET CHIP 252.6 ALICE et CHIPIl est d�elicat de vouloir comparer CHIP et ALICE, notamment �a cause du 
ou qui r�egne autourd'ALICE. Ce qui est sûr, c'est que les deux programmes adoptent des philosophies totalementoppos�ees:� ALICE se veut un solveur e�cace et complet. Tout est mis en �uvre pour atteindre cettee�cacit�e. La coh�erence th�eorique et la souplesse d'utilisation passent en second. ALICE n'estpas un v�eritable langage, en ce sens qu'on ne peut l'utiliser pour d�evelopper une applicationcompl�ete. J.L. Lauri�ere en est conscient en pr�esentant ALICE comme:{ Un langage pour poser les probl�emes.{ Un programme pour les r�esoudre.et non comme un langage �a part enti�ere.� CHIP est avant tout un langage de Programmation Logique, poss�edant toute la puissanced'un Prolog avec d�elai . C'est dans le cadre naturel de [JL87], qu'il travaille sur les domaines�nis et r�esout un certain nombre de probl�emes avec contraintes sur ces domaines �nis. Lecôt�e solveur n'est qu'un plus, certes important puisque c'est ce plus qui fait de CHIP unlangage commercial comp�etitif.Pour ce qui est du nombre de probl�emes trait�es, il est �a peu pr�es �evident qu'ALICE est pluspuissant. Même en supposant que tous les probl�emes annonc�es dans [Lau78] n'ont pas �et�e r�eellementtrait�es, il est certain que tous sont exprimables en ALICE, ce qui n'est pas le cas en CHIP(\cavalierd'Euler" par exemple).Toutefois, CHIP n'est pas �g�e dans son d�eveloppement. Un certain nombre de contraintes\built-in" peuvent être et sont rajout�ees par ses concepteurs au fur et �a mesure des besoins. Ainsi,d�es le d�epart, CHIP poss�edait un algorithme de branch-and-bound lui permettant de r�esoudre desprobl�emes d'optimisation du type minmax. Evidemment, ces contraintes ne s'ins�erent pas dans lesch�ema th�eorique g�en�eral7.En fait, le programmeur qui utilise CHIP se heurte �a deux cat�egories de probl�emes:1. Les contraintes ou strat�egies de r�esolution qui n'existent pas en \built-in", mais qu'il peutreprogrammer avec les m�ethodes g�en�erales de CHIP - ce qui n'est pas tr�es e�cace - ou dez�ero en utilisant CHIP comme un Prolog.2. Les contraintes ou strat�egies qui n'existent pas en \built-in", et qu'il est impossible de repro-grammer sans toucher aux sources de CHIP.On peut esp�erer que la majorit�e des probl�emes se situent dans la premi�ere cat�egorie. Ce quisigni�e que dans la pratique il faudra faire un e�ort de programmation suppl�ementaire, mais onpourra toujours obtenir une maquette. Parfois le manque d'e�cacit�e de la maquette sera sup-portable, parfois il faudra retoucher aux sources de CHIP pour une impl�ementation directe en\built-in"; dans ce cas, la maquette aura au moins servi �a valider le mod�ele.Prenons l'exemple de deleteff qui est utilis�e pour appliquer le �rst-fail principle. Le probl�emeest de trouver dans une liste de variables celle dont le domaine est le plus restreint. En son absence,impl�ementer un tel pr�edicat en CHIP aurait �et�e possible, mais vraisemblablement tr�es ine�cace.On aurait pu malgr�e tout v�eri�er l'utilit�e du �rst-fail principle sur le probl�eme des n reines.7D�ej�a alourdi par l'introduction d'un looking-ahead partiel : : :



26 CHAPITRE 2. CHIPA l'oppos�e, il est quelquefois n�ecessaire8 de disposer d'un pr�edicat signi�ant que parmi une listede contraintes, exactement n d'entre elles sont vraies, et les autres fausses. Une impl�ementation �abase de variables bool�eennes9 est en th�eorie possible mais elle introduit beaucoup trop de variablessecondaires pour pouvoir aboutir. Certains pr�edicats ont donc du être rajout�es �a CHIP:� Le pr�edicat atmost impose qu'au plus n contraintes sont vraies. Bien que d�ecrit dans aucunepublication, ce pr�edicat existe en CHIP. Il a du être impl�ement�e quand le besoin s'en est faitsentir.� Plus r�ecemment, l'op�erateur de cardinalit�e introduit par Van Hentenryck dans [VY91], g�en�e-ralise un peu le probl�eme (\entre n et p contraintes sont vraies", g�en�eration �a un meta-niveaude la liste des contraintes,: : : ). Il fera vraisemblablement partie d'une future version de CHIP.En conclusion, on peut dire que, du cadre th�eorique initial au langage �nal, un certain nombrede concessions est in�evitable, et �a trois titres:1. Certains op�erateurs ne peuvent raisonnablement suivre qu'une version a�aiblie de la th�eorie(ex: PLAIR).2. D'autres sont bien plus e�caces impl�ement�es directement \en dur". D'o�u beaucoup de casparticuliers, qui ont tendance �a devenir les op�erateurs les plus utilis�es en pratique.3. En�n, pour r�esoudre les probl�emes se posant dans une application r�eelle, il faut rajouter desop�erateurs sp�ecialis�es sans rapport avec le reste (ex: min-max).Peut-être CHIP est-il encore un peu jeune. La d�emarche pour concevoir un tel langage serait donc:1. Concevoir un cadre th�eorique solide, le plus large possible.2. Impl�ementer la langage sur ces bases th�eoriques.3. Confronter la langage �a la r�ealit�e, et impl�ementer ce qui fait d�efaut.4. Quand le tout est stabilis�e, concevoir un nouveau cadre th�eorique tenant compte de tous lesrajouts, puis �eventuellement revoir l'impl�ementation si elle peut b�en�e�cier de ces nouvellesid�ees.Il est probable que:� Beaucoup de langages s'arrêtent �a l'�etape 1, �eventuellement �a la 2.� Certains sont confront�es �a la r�ealit�e, mais rien de plus n'est impl�ement�e.� Un langage qui a r�eussi est un langage ayant pass�e l'�etape 3. Mais une fois le tout stabilis�e,aucun cadre th�eorique uni�cateur n'est recherch�e. D'ailleurs est-ce bien utile?� En�n, l'�etape 4 est souvent r�eductrice et non uni�catrice, d'o�u retour �a l'�etape 2.� De toute fa�con, si l'�etape 4 est pass�ee avec succ�es, l'utilisateur devient plus exigeant. Retouren 1! Ce qui est somme tout rassurant: : :8Voir le cas de la multiplication �a la section 3.7.4.9Au même titre que les domaines �nis, CHIP connâ�t les bool�eens et les traite de mani�ere sp�eci�que.



Chapitre 3CLP++Nous pr�esentons ici CLP++, une maquette de solveur de contraintes sur les domaines�nis r�ealis�ee en C++. Destin�e �a appr�ehender les probl�emes pos�es par la programmationd'un tel syst�eme, CLP++ a �et�e l'occasion d'introduire des concepts originaux, notam-ment ceux d'op�erations entre domaines �nis et de rôle strat�egique d'une contrainte.Nous comparons CLP++ �a CHIP. En�n, apr�es un rapide expos�e de certains d�etailsd'impl�ementation, nous �etudions quelques applications avant de conclure.CLP++ n'est pas un �eventuel CLP(X ) am�elior�e. Il s'agit simplement d'une maquette en C++1impl�ementant un solveur de contraintes sur les domaines �nis. Le but de cette maquette est double:1. P�edagogique: rien ne remplace l'exp�erience d'une impl�ementation. C'est �evidemment le seulmoyen de d�ecouvrir les probl�emes qui se posent in�evitablement quand on passe de la th�eorie�a la pratique. Mais c'est aussi un des meilleurs moyens de prendre du recul par rapport �aune th�eorie appr�ehend�ee au travers d'articles.Sur le papier, on ne peut que comprendre passivement une th�eorie informatique. Cen'est qu'en impl�ementant qu'on red�ecouvre les choix qui ont �et�e ceux des auteurs,choix qui, alors seulement, peuvent être adopt�es ou rejet�es.2. Exp�erimental: seule une maquette personnelle permet de tester facilement di��erents algo-rithmes originaux, et de comparer leur e�cacit�e �a ceux employ�es par les auteurs.En�n, il n'est jamais mauvais de programmer un petit peu: : :3.1 Les caract�eristiques de CLP++Ont �et�e impl�ement�es dans CLP++ :1D'o�u le nom: : : 27



28 CHAPITRE 3. CLP++� Les domaines �nis sur N. Il apparâ�t que certaines parties de l'algorithme de r�esolutions'impl�e-mentent plus facilement avec des variables interm�ediaires sur les entiers relatifs.Toutefois, les contraintes d'in�egalit�e ne sont exploitables que sur les entiers naturels. CLP++travaillent de mani�ere interne sur Ztout en gardant une s�emantique sur N.� Des op�erations originales sur ces domaines:{ Intersection, union, r�eductions, etc.{ Mais aussi addition, soustraction et multiplication avec seuil2.{ Enum�eration de domaines3.� Des contraintes:{ Consid�er�ees comme des objets jouant un rôle passif ou actif:� Passif: capables de dire si elles sont vraies, fausses, ou seulement possibles.� Actif: capables de r�eduire les domaines suivant une s�emantique ajustable4entre le looking-ahead et le looking-ahead partiel , ou d'injecter des nou-velles contraintes au syst�eme.{ Sur les domaines �nis:� L'op�erateur cardinal introduit dans [VY91].� Egalit�e, in�egalit�es et non-�egalit�e sur les polynômes de degr�e partiel un enchacune des variables (ex: X*Y+2*Z mais pas X*X+1).� Une recherche avec backtrack, m�ecanisme de d�elai et �rst-fail principle.3.2 Algorithme de r�esolutionVoici, d�ecrit succinctement, le principe de l'algorithme de r�esolution.1. Les contraintes poss�edent deux comportements correspondant aux deux rôles, actif et passif:(a) Un comportement \Preuve" correspondant au rôle passif. Il d�etecte si la contrainte estvraie ou fausse et retourne:� \Vraie" si la contrainte est v�eri��ee.� \Fausse" si la contrainte est fausse.� \Possible" sinon.(b) Un comportement \Action" correspondant au rôle actif. Il cherche �a r�eduire le domainedes variables, et �eventuellement d�etecte en cours le caract�ere vrai ou faux de la con-trainte. Il retourne:� \Vraie" si la contrainte devient v�eri��ee.� \Fausse" si la contrainte devient fausse.� \Active" si des domaines ont �et�e r�eduits.� \Inactive" sinon.2Voir la section 3.3.23Voir section 3.6.24Rôle du seuil de la section 3.3.2



3.2. ALGORITHME DE R�ESOLUTION 29Lorsque des domaines sont r�eduits, c'est �a la charge de la contrainte de r�eveiller lescontraintes n�ecessaires.2. Les contraintes poss�edent trois �etats:(a) Un �etat \Vraie" pour une contrainte d�ej�a v�eri��ee.(b) Un �etat \Active" pour une contrainte encore susceptible de jouer un rôle.(c) Un �etat \Endormie" pour une contrainte �a r�eveiller.NB: Il n'y a pas d'�etat \Fausse" puisqu'une contrainte fausse termine imm�ediatement larecherche.3. Une structure de pile de sauvegarde (trail) m�emorise les modi�cations des variables, des �etatsdes contraintes, etc.� A l'ouverture, elle s'initialise.� Jusqu'�a l'ouverture d'un trail de niveau inf�erieur, elle m�emorise les modi�cations.� A la fermeture, elle r�etablit ce qui a �et�e m�emoris�e.4. L'algorithme de r�esolution est compos�e de trois modules:(a) Un module de propagation des contraintes.(b) Un module de choix.(c) Un module de r�esolution.5. Le module de propagation utilise les contraintes pour r�eduire le domaine des variables et�eventuellement d�etecter un �echec ou une r�eussite. Il retourne:� \Echec" si une contrainte fausse est d�etect�ee.� \R�eussite" si toutes les contraintes sont v�eri��ees.� \Termin�e" sinon (plus de propagation possible).Il est construit sur le sch�ema suivant:� Tant qu'il existe une contrainte \Active"� Pour toutes les contraintes \Actives" faire� \Prouver" la contrainte� Si la preuve retourne \Fausse" alors� Retourner \Echec".� Si la preuve retourne \Vraie" alors� Marquer la contrainte comme \Vraie"� Si la preuve retourne \Possible" alors� Faire \Agir" la contrainte� Si l'action retourne \Fausse" alors� Retourner \Echec"� Si l'action retourne \Vraie" alors� Marquer la contrainte comme \Vraie"� Si l'action retourne \Inactive" alors� Marquer la contrainte comme \Endormie"� Si toutes les contraintes sont \Vraies" alors� Retourner \R�eussite"� Retourner \Termin�e"



30 CHAPITRE 3. CLP++6. Le module de choix intervient quand la propagation est �epuis�ee. Il �emet des suppositions, quipour l'instant5 portent sur la valeur d'une variable, qu'il choisit en accord avec le �rst-failprinciple.Il ne retourne pas de valeur. Son sch�ema est le suivant:� Choisir la variable X �a �enum�erer� Si plus de variable alors� Retourner� Pour toutes les valeurs du domaine de X� Initialiser une pile de sauvegarde (ouvrir un trail)� Assigner cette valeur �a X� Propager les contraintes� Si la propagation retourne \R�eussite" alors� Imprimer la solution� Si la propagation retourne \Termin�e" alors� Appeler le module de choix (r�ecursion)� R�etablir les valeurs (fermer le trail)� Retourner7. Le module de r�esolution initialise les contraintes et lance le module de choix. Il se composedes �etapes suivantes:� Marquer toutes les contraintes comme actives� Ouvrir un trail� Propager les contraintes� Si la propagation retourne \R�eussite" alors� A�cher la solution.� Si la propagation retourne \Termin�e" alors� Initialiser le choix des variables (labeling)� Lancer le module de choix� Fermer le trail� Retourner8. Le module de propagation est am�enag�e pour aussi r�esoudre certains probl�emes d'ordon-nancement (voir section 3.7.5).3.3 Les domaines �nis3.3.1 Sur les entiers relatifsLes domaines �nis sont ici les parties �nies de l'ensemble des entiers relatifs (Z). Si les variablesde domaines seront suppos�ees positives pour la r�esolution des contraintes d'in�egalit�e, il est ene�et int�eressant de disposer de domaines sur Zpour mener les calculs pendant les r�eductions dedomaines. Ce petit d�etail n'a pas d'e�et sur l'e�cacit�e de l'impl�ementation (section 3.6.2).5Mais d'autres suppositions seraient utiles. Voir section 3.5.3.



3.3. LES DOMAINES FINIS 313.3.2 Op�erations sur les domaines �nisOutre les op�erations usuelles:� Ajout ou destruction d'un �el�ement.� Test d'appartenance au domaine.� Union, intersection et di��erence de domaines.il sera utile de disposer d'op�erations arithm�etiques:� Addition.� Soustraction.� Multiplication.Une premi�ere d�e�nition de ces op�erations aurait pu être la suivante:D�e�nition 3.1 (Op�erations fortes sur les domaines) Soit X et Y deux domaines surZ, soit> un op�erateur arithm�etique sur Z( > 2 f+;�;�g ), on pose:X>Y = fn 2Zj 9 (x; y) 2 X � Y; n = x>ygEn fait, il est coûteux d'�enum�erer les domaines X et Y pour calculer X>Y si X et Y sontimportants. Du fait de l'impl�ementation des domaines par des tableaux de bits, l'�enum�eration estune op�eration peu e�cace (mais d�ej�a am�elior�ee par des \�enum�erateurs" - cf section 3.6.2). Ona�aiblit alors la d�e�nition pr�ec�edente.L'id�ee est de travailler sur les intervalles complets si le coût de l'op�eration d�epasse un certainseuil. Il convient donc de d�e�nir d'abord des op�erations sur les intervalles.D�e�nition 3.2 (Op�erations sur les intervalles) Soit I et J deux intervalles de Z, soit > unop�erateur arithm�etique sur Z( > 2 f+;�;�g ), on pose:I>J = le plus petit intervalle contenant fn 2Zj 9 (i; j) 2 I � J; n = i>jgCe qui �evidemment s'impl�emente sans �enum�erer les intervalles; si I = [i1; i2]Z, J = [j1; j2]Z:� I + J = [i1 + j1; i2 + j2]Z� I � J = [i1 � j2; i2 � j1]Z� I � J = [min(ikjl);max(ikjl)]ZOn peut ensuite d�e�nir ces mêmes op�erations sur les domaines.D�e�nition 3.3 (Intervalle d'un domaine �ni) Soit X un domaine �ni, on d�esigne parmin(X) le plus petit �el�ement de X, et par max(X) son plus grand �el�ement. On d�e�nit alorsl'intervalle de X par: interv(X) = [min(X);max(X)]Z



32 CHAPITRE 3. CLP++D�e�nition 3.4 (Op�erations faibles sur les domaines �nis) Soit D(Z) l'ensemble des domai-nes �nis sur Z, soit > un op�erateur arithm�etique sur Z( > 2 f+;�;�g ), soit 
 une fonctionr�eelle associant �a chaque domaine son coût d'�enum�eration (D(Z) 
�! R), et � 2 R un seuil, alorson d�e�nit l'op�erateur > sur D(Z) par:8 X;Y 2 D(Z)2; X>Y = � fn 2Zj 9 (x; y) 2 X � Y; n = x>yg si 
(X)
(Y ) < �:interv(X) > interv(Y ) sinon:Dans la suite, on fera, sauf mention contraire, toujours r�ef�erence aux op�erations faibles sur lesdomaines.3.4 Contraintes alg�ebriquesCLP++ peut traiter les contraintes d'�egalit�e, in�egalit�e ou non-�egalit�e entre deux polynômes deQ1(Z)c'est-�a-dire de degr�e partiel maximum un en chacune des variables et �a coe�cients entiers relatifs(ex: X*Y+2*Z mais pas X*X+1). Ces contraintes sont donc du type P > Q avec > 2 f=; <;�; 6=g etP;Q 2 Q1(Z).Muni des op�erations faibles sur les domaines, il est facile d'impl�ementer ces contraintes.3.4.1 Domaines d'un polynômeD�e�nition 3.5 (Domaine d'un polynôme) Soit P 2 Q1(Z), on appelle domaine de P le do-maine �ni domain(P ) 2 D(Z) d�e�ni par:� domain(z) = fzg 8 z 2 Z.� domain(X) = son domaine de variation 2 D(N) � D(Z) si X est une variable6.� domain(P>Q) = domain(P ) > domain(Q) 8 P;Q 2 Q1(Z);> 2 f+;�;�gD�e�nition 3.6 (Domaines d'un polynôme par rapport �a une variable) Soit P 2 Q1(Z),soit X une variable (non n�ecessairement dans P ), alors P s'�ecrit de mani�ere unique P = X:Q+Ro�u Q;R 2 Q1(Z) et Q;R ne contiennent pas X. On appelle domaines de P par rapport �a X lesdeux domaines Qdomain(P;X) et Rdomain(P;X) d�e�nis par:� Qdomain(P;X) = domain(Q).� Rdomain(P;X) = domain(R).3.4.2 Intervalles d'un polynômeOn d�e�nit de la même fa�con, en prenant pour une variable son intervalle de variation au lieu deson domaine:� interv(P ).� Qinterv(P;X)� Rinterv(P;X)6Toutes les variables du polynôme sont des variables du probl�eme, toutes d�ej�a instanci�ees �a une variable dedomaine.



3.4. CONTRAINTES ALG�EBRIQUES 333.4.3 Rôle passifSoit la contrainte (C) P1>P2 avec P1; P2 2 P1(Z). On peut maintenant v�eri�er facilement si (C)est vraie, fausse ou de valeur ind�etermin�ee:1. Si > � =� Si interv(P1) � interv(P2) = [0; 0]Z7 alors (C) est vraie8.� Si domain(P1) \ domain(P2) = ; alors (C) est fausse.� Sinon (C) est de valeur ind�etermin�ee.2. Si > � 6=� Si domain(P1) \ domain(P2) = ; alors (C) est vraie.� Si interv(P1) � interv(P2) = [0; 0]Zalors (C) est fausse.� Sinon (C) est de valeur ind�etermin�ee.3. Si > � <� Si interv(P2) � interv(P1) � [1;+1[Zalors (C) est vraie.� Si interv(P2) � interv(P1) �]�1; 0]Zalors (C) est fausse.� Sinon (C) est de valeur ind�etermin�ee.4. Si > � �� Si interv(P2) � interv(P1) � [0;+1[Zalors (C) est vraie.� Si interv(P2) � interv(P1) �]�1;�1]Zalors (C) est fausse.� Sinon (C) est de valeur ind�etermin�ee.L'utilisation des intervalles au lieu des domaines d'a�aiblit pas la s�emantique, mais acc�el�ere lescalculs. Lorsque les domaines peuvent être utilis�es, le comportement passif est plus puissant quecelui qui existe en CHIP (sauf si � = 0, cf sections 3.4.5 et 3.4.6).3.4.4 Rôle actifLe contraintes alg�ebriques ont un rôle actif de r�eduction de domaine. Soit toujours la contrainte(C) P1>P2 avec P1; P2 2 Q1(Z). Soit X une variable de P1 ou de P2. On pose:� Qd = Qdomain(P1; X) �Qdomain(P2; X).� Rd = Rdomain(P2; X) �Rdomain(P1; X).� Qi = Qinterv(P1; X)� Qinterv(P2; X).� Ri = Rinterv(P2; X)� Rinterv(P1; X).Suivant >, la r�eduction de domaine se fera par:7Ce qui signi�e que les intervalles sont �egaux et r�eduits �a un �el�ement.8Il ne s'agit pas de l'a�aiblissement d'une �eventuelle notion utilisant les domaines: avec domain(P1) �domain(P2) = f0g la s�emantique est la même, et les calculs plus coûteux.



34 CHAPITRE 3. CLP++� Si > � =8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: Si 
(Qd)
(Rd) < � alors X = X \ f rq j q 2 Qd; r 2 Rd; q divise rg:Sinon8>>>>>><>>>>>>: min(Qi) > 0) X = X n [ bmax(Ri)min(Qi) c + 1 ;+1[Zmin(Qi) < 0) X = Xn ]�1; dmax(Ri)min(Qi) e � 1 ]Zmax(Qi) < 0) X = X n [ bmin(Ri)max(Qi)c + 1 ;+1[Zmax(Qi) > 0) X = Xn ]�1; dmin(Ri)max(Qi)e � 1 ]Z (3:1)� Si > � 6= Qi = [q; q]ZRi = [r; r]Zq 6= 0q divise r 9>>=>>;) X = X n frqg� Si > � < 8<: min(Qi) > 0) X = X n [ dmax(Ri)min(Qi) e ;+1[Zmin(Qi) < 0) X = Xn ]�1; bmax(Ri)min(Qi) c ]Z� Si > � � 8<: min(Qi) > 0) X = X n [ bmax(Ri)min(Qi) c + 1 ;+1[Zmin(Qi) < 0) X = Xn ]�1; dmax(Ri)min(Qi) e � 1 ]Z3.4.5 Rôle du seuilOn aurait pu concevoir des algorithmes de r�eduction de domaine ou de contrôle de v�erit�e sur lescontraintes alg�ebriques utilisant les op�erations fortes sur les domaines (d�e�nition 3.1). Il aurait fallurajouter un m�ecanisme basculant sur des consid�erations d'intervalle quand les domaines deviennenttrop importants. Le but du seuil � est en fait de r�ealiser cette bascule de mani�ere automatique encours d'algorithme.3.4.6 Par rapport �a CHIPSi � est nul alors les contraintes se comportent comme en CHIP. Sinon, le comportement este�ectivement plus puissant qu'en CHIP dans certains cas d'�egalit�e et de non-�egalit�e9:� Les contraintes peuvent jouer un rôle actif et passif d�es qu'elles sont lookahead-checkable,même l'�egalit�e et la non-�egalit�e. Par exemple:{ 2X = 3) Faux{ X + Y 6= 2Z + 1X = f1; 3; 5gY = f3; 9g 9=;) V rai9En fait dans tous les cas o�u les domaines sont utilis�es �a la place des intervalles.



3.5. OP�ERATEUR CARDINAL 35{ 2X = YX = f1; 2; 3gY = f1; 2; 3g 9=;) � X = f1gY = f2g� Les produits de variables sont possibles: les polynômes sont dans Q1(Z) et non dans P1(Z)(polynômes de degr�e total maximum un). Quand CHIP rencontre un produit de variables, ilattend que l'une des deux soit instanci�ee pour pouvoir continuer10. Par exemple:{ XY = 13X = f2; 4; 8g �) Faux{ XY = Z � 1X = f2; 3gY = f1; 2gZ = f2; 3; 5; 6;7; 8g 9>>=>>;) Z = f3; 5; 7gToutefois, les temps de r�eponse ne sont pas toujours am�elior�es en raison du coût suppl�ementaireapport�e par les calculs sur les domaines l�a o�u CHIP n'utilise que les intervalles. Quand la r�eductionde l'arbre de recherche est importante, CLP++ fait mieux que CHIP. Sinon il faut baisser � pourêtre aussi rapide que CHIP.3.5 Op�erateur cardinalIl s'agit de la contrainte #(n; hC1; : : : ; Cpi) o�u les Ci sont des contraintes, et n 2 N, qui est vraiessi: n exactement des contraintes Ci sont vraies, les p� n autres �etant fausses.3.5.1 Rôle passifSoit t le nombre de contraintes Ci vraies, et f les nombre de contraintes fausses, alors on a lesimplications:� t > n ou f > p� n ) #(n; hC1; : : : ; Cpi) est fausse.� t = n et f = p� n ) #(n; hC1; : : : ; Cpi) est vraie.3.5.2 Rôle actifL'op�erateur cardinal n'a pas un rôle actif de r�eduction de domaine, mais il rajoute des contraintesau syst�eme. Contraindre davantage un syst�eme est bien jouer un rôle actif dans sa r�esolution. Ainsi:� Si t = n alors #(n; hC1; : : : ; Cpi) est retir�ee du syst�eme et remplac�ee par la n�egation descontraintes Ci non encore d�ecid�ees.� Si f = p� n alors #(n; hC1; : : : ; Cpi) est retir�ee du syst�eme et remplac�ee par les contraintesCi non encore d�ecid�ees.10Voir cas de la multiplication section 3.7.4.



36 CHAPITRE 3. CLP++3.5.3 Notion de rôle strat�egiqueL'op�erateur cardinal pourrait jouer un rôle suppl�ementaire qu'on pourrait quali�er de rôle strat�egi-que. Il pourrait guider l'algorithme de r�esolution qui se contente pour l'instant de choisir unenouvelle variable �a g�en�erer ( \labeling") quand la phase de propagation n'a pas su�. Une autrestrat�egie possible serait d'injecter de nouvelles contraintes fournies par une contrainte de typeop�erateur cardinal. Par exemple:� Si t = n� 1 alors l'une des contraintes encore ind�ecid�ees est vraie et les autres fausses.� Si f = p� n� 1 alors l'une des contraintes encore ind�ecid�ees est fausse et les autres vraies.On pourrait cr�eer, soit un point de choix sur la valeur d'une variable, soit un point de choix surla valeur d'un jeu de contraintes. Il su�rait comme d'habitude de commencer par le choix le plusrestreint.3.6 Impl�ementationLe but de cette section n'est pas d'�etudier en d�etail l'impl�ementation de CLP++ ni même de donnerles informations n�ecessaires �a une compr�ehension globale de sa programmation. Il s'agit plutôt deciter en vrac:� Certains probl�emes qui se sont pos�es et auxquels on ne pense pas forc�ement.� Certaines solutions adopt�ees, ou certaines organisations hi�erarchiques des classes C++.Quelques passages de listing sont donn�es, principalement extraits des �chiers d'entête du C++d�ecrivant la structure des classes, leur organisation et leurs m�ethodes.Les passages omis sont marqu�es /.../, �a ne pas confondre avec les ... d'une d�eclaration deproc�edure avec nombre d'arguments variable.3.6.1 Les intervallesPas de probl�eme particulier ni de choix crucial �a faire pour programmer les intervalles de Z. Lesop�erations pr�ecis�ees par la d�e�nition 3.2 sont impl�ement�ees ainsi que l'union (Figure 3.1).3.6.2 Les domaines �nisLes domaines �nis sont impl�ement�es �a l'aide d'un tableau de bits (voir �gures 3.2 et 3.3):� Le premier bit du tableau correspond �a un certain entier relatif (origin), les bits suivantsaux entiers successifs. Un bit lev�e signi�e l'appartenance de l'entier qui lui correspond.� Ce tableau de bit est m�emoris�e sur des mots de quatre octets (entiers longs).� Le nombre d'�el�ements dans le domaine est m�emoris�e pour:{ Rep�erer un domaine vide.{ Calculer facilement le coût d'�enum�eration du domaine (voir ci-dessous).



3.6. IMPL�EMENTATION 37/...//** Intervalle*/class interval {private:integer a,b; // [a,b]public:interval() /.../ // Constructeur videinterval(integer x) /.../ // Constructeur [x,x]interval(integer x, integer y) /.../ // Constructeur [x,y]integer MinValue() const /.../ // Renvoie borne infinteger MaxValue() const /.../ // Renvoie borne supint HasValue(integer i) // Teste l'appartenancefriend interval operator+(const interval &,const interval &);// Sommefriend interval operator-(const interval &,const interval &);// Soustrac.friend interval operator|(const interval &,const interval &);// Unionfriend interval operator*(const interval &,const interval &);// Produitfriend int operator==(const interval &x, const interval& y) // Egalite/.../friend ostream& operator<<(ostream &s,const interval& i) // Impression/.../};
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Figure 3.1: interv.h (1/1)Intersection, union, appartenanceL'appartenance est une op�eration �a coût minime puisqu'il su�t de regarder si un bit est lev�e.Rappelons toutefois des r�egles de calcul trop souvent ignor�ees, et pourtant essentielles lorsqu'ontravaille sur les bits:� Petit rappel pour comprendre:{ D�ecalage �a gauche: <<{ D�ecalage �a droite: >>{ Et arithm�etique: &{ Ou arithm�etique: |{ Ou exclusif arithm�etique: ^{ Compl�ement �a deux: ~{ Modulo: %



38 CHAPITRE 3. CLP++/.../typedef unsigned long word; // Tableau de bits: par mots de 4 octets// Un mot = 32 bits#define wordShift 5 // Pour une division rapide: n/32 = n>>5#define wordMask 0x1f // Pour un modulo rapide: n%32 = n&0x1f/...//** Domaine*/class domain {friend class trail; // Le trail accede aux domaines pour// les memoriser rapidementfriend class enumerator; // Les enumerateurs de domaine doivent// aussi etre rapidesprivate:integer cardinal; // Nombre d'elements du domaineinteger minValue; // Le plus petit elementinteger maxValue; // Le plus grandword *bitString; // Tableau de bitsint size; // Nombre d'octets du tableau de bitsinteger origin; // Entier relatif correspondant au 1er// bit du 1er motpublic:domain() /.../ // Constructeur domaine videdomain(integer i) /.../ // Constructeur domaine [i,i]domain(integer l,integer h) /.../ // Constructeur domaine [l,h]domain(const domain &d) /.../ // Constructeur-Assignation~domain() /.../ // Destucteurvoid operator=(const domain &d) /.../ // Assignationvoid DeleteValue(integer); // Retire un elementvoid DeleteOver(integer); // Retire au dessus d'un entiervoid DeleteUnder(integer); // Retire en dessous d'un entierint HasValue (integer) const; // Teste l'appartanceint IsVoid() const /.../ // Vide?integer Cardinal() const /.../ // Nombre d'elementsfloat EnumCost() const /.../ // Cout de l'enumerationinteger MinValue() const /.../ // Le plus petitinteger MaxValue() const /.../ // Le plus grandinterval Interval () const; // L'intervalle le contenantvoid SetTo() /.../ // Assigne au videvoid SetTo(integer i) /.../ // Assigne a [i,i]void SetTo(integer l,integer h) /.../ // Assigne a [l,h]friend int operator==(const domain&,const domain &); // Egalite
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Figure 3.2: domain.h (1/2)



3.6. IMPL�EMENTATION 39friend domain operator&(const domain &,const domain &); // Intersectionfriend domain operator|(const domain &,const domain &); // Unionfriend domain operator^(const domain &,const domain &); // Differencefriend domain operator+(const domain &,const domain &); // Sommefriend domain operator-(const domain &,const domain &); // Soustractionfriend domain operator*(const domain &,const domain &); // Multiplicationfriend ostream& operator<<(ostream&,const domain&); // Impressionprivate:/.../};/...//** Enumerateur de domaine*/class enumerator{private:int i,i1; // Indices dans le tableau de bitsint bit; // Le bit actuelinteger origin; // Entier du 1er bit du 1er motword *bitString; // Tableau de bitpublic:enumerator() {} // Constructeurinteger Start(domain const &); // Initialisationinteger NextValue(); // Renvoie l'element suivant};/.../
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Figure 3.3: domain.h (2/2)� Savoir si le bit n11 de l'entier i est lev�e12:if ( i & (1 << n) ) {/.../}� Lever le bit n de l'entier i:i |= (1 << n) ;� Baisser le bit n de l'entier i:i &= ~(1 << n) ;� Basculer le bit n de l'entier i:11Bit 0 = bit de droit12Souvent, puisque n varie entre 0 et 31, on m�emorise les (1 << n) (puissances de 2) dans un tableau.



40 CHAPITRE 3. CLP++i ^= (1 << n) ;� Diviser l'entier i par 32 (ne surtout pas faire i/32;) :i >> 5; // Shifter de n <=> Diviser par 2^n� Prendre le modulo 32 de l'entier i (ne surtout pas faire i%32;) :i & 0x1F; // Prendre les n derniers bits <=> Modulo 2^nL'union et l'intersection de domaines sont rapides, puisqu'elles se ram�enent �a un ET et unOU arith-m�etiques. Il faut toutefois mettre les bons mots les uns en face des autres (origines etlongueurs des tableaux di��erentes). Mais surtout il ne faut pas avoir �a d�ecaler les bits ausein des mots. Pour cela il faut de prendre comme origine un multiple de 32.Enum�eration de domaines �nisPour les op�erations faibles d�ecrites par la d�e�nition 3.4, comme dans bien d'autres occasions, ilest n�ecessaire d'�enum�erer un domaine, c'est-�a-dire de g�en�erer tous ses �el�ements. La structure entableau de bits n'est pas du tout faite pour cela! Un objet d'�enum�eration a �et�e cr�e�e pouressayer de rem�edier au probl�eme. La m�ethode consiste �a se promener de bit et bit, de mot en mottout en d�etectant rapidement par des masques:� Qu'il n'y a plus de bits lev�es dans le mot courant.� Que le prochain mot est vide.D'o�u un gain d'un facteur de 32 dans les zones vides!L'utilisation de ces objets �enum�erateurs est alors tr�es simple:domain d;/.../integer i;enumerator en;/.../for (i=en.start(d); i!=noMoreValue ; i=en.NextValue()) {/.../}3.6.3 Les listesLa structure de listes a du être impl�ement�ee en C++. Deux points �a signaler (voir �gures 3.4et 3.5):1. Une classe de base, liste de pointeurs. Des classes d�eriv�ees pour lesquelles les objets point�essont d'un type sp�eci�que. D'o�u des comportements sp�ecialis�es suivant les objets (entr�ee/sortieet autres).2. Une utilisation des proc�edures �a nombre d'arguments variable permettant des commandesdu type:



3.6. IMPL�EMENTATION 41/.../#include <stdarg.h> // Nombre d'argument variable/.../ // Pour repasser les arguments variables a une// sous-procedure (compiler-dependant!)#ifdef ATT#define arguments (va_list)(&va_alist)#else#ifdef BORLAND#define arguments ...#else/.../#endif#endiftypedef void *pointer;/** Liste de base*/class list {protected:int size; // Taille de la listepointer *table; // Vers les elementspublic:list() /.../ // Constructeur videlist(const list &x) /.../ // Constructeur-Assignation
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Figure 3.4: list.h (1/2)domainList l(d1,d2,d3);/.../l.append(domainList(d4,d5));Notons �a ce propos un manque dans la sp�eci�cation ANSI de C (ou C++): une proc�edure peutrecevoir des arguments en nombre variable (utilisation de va_list) mais ne peut les repasserfacilement �a une autre proc�edure (sauf manipulations tordues d�ependant du compilateur, cequi a �et�e fait: : :)3.6.4 Les expressions\Expression" d�esigne ici toute entit�e syntaxique du type entier, variable, polynôme ou contrainte.Les mots-cl�es reconnus sont ceux qui correspondent aux contraintes d�ecrites plus haut (plus lacontrainte sp�eci�que aux pentominos - voir section 3.7.6).� Un mini-analyseur lexical est impl�ement�e pour faciliter l'entr�ee des donn�ees. Mais rappelonsque CLP++ n'est qu'une maquette. La syntaxe adopt�ee est donc de type pr�e�xe (*(X,2)).



42 CHAPITRE 3. CLP++list(pointer, ...); // Constructeur-Listevirtual ~list(); // Destructeurvoid operator=(const list &x) /.../ // Assignationint Size() const /.../ // Renvoie la taillepointer& operator[](int i) const /.../ // Element (left-value)pointer Ith(int i) const /.../ // Element (right-value)void Add(pointer); // Ajout elementvoid Delete(pointer); // Retire un elementvoid UniqAdd(pointer); // Ajout element sans duplicationvoid Append(const list &); // Concatene une listevoid UnAppend(const list &); // Retire les elementsvoid UniqAppend(const list &); // Concatene sans duplicationvoid CutString(char *s); // Liste des champs d'une chaineint HasValue(pointer); // Test d'appartenancefriend ostream &operator<<(ostream &,const list &); // Impressionprotected: // Impression d'un elementvirtual void outHandle(ostream & ,const pointer) const;/.../private:/.../};
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Figure 3.5: list.h (2/2)� C'est aussi �a ce niveau que sont impl�ement�es les calculs des domaines et intervalles d'unpolynôme (sections 3.4.1 et 3.4.2).� Remarquer la classe \liste d'expressions" d�eriv�ee de la classe liste.� Petit probl�eme rencontr�e en C++: on ne peut d�e�nir une union contenant une classe poss�e-dant un constructeur (ici, une liste). Ce qui se comprend, mais est embêtant (voir remarquedans le listing).3.6.5 Les variablesRien de sp�ecial pour l'impl�ementation des variables. Elles sont d�esign�ees par un identi�cateurchâ�ne de caract�eres pour pouvoir les utiliser dans l'analyseur syntaxique, mais se manipulent biencomme des variable C++.� Classe d�eriv�ee des domaines (puisque pour l'instant toutes les variables sont des variables dedomaine).� Un identi�cateur et une liste de contraintes �a r�eveiller (voir �gure 3.8).



3.6. IMPL�EMENTATION 43/.../#define tokenNb 8 // Nombre de mots-cles#define TOKEN_CODES { tokMult, tokPlus, tokEqual , // Codes internestokLessOrEqual, tokLess, tokDiff,tokCardinal, tokPento}#define TOKEN_NAMES { "*", "+", "=" , // Mots-cles"<=", "<", "!=", "#" ,"Pento"}/...//** Liste d'expression*/class expressionList:public list {friend class expression; // No comment!public:expressionList():list() /.../ // Liste videexpressionList(expressionList &l):list(l) /.../ // Construc-assignationexpressionList(expressionPointer x, ...); // Constructeur-Liste~expressionList(); // Destructeurvoid operator=(const expressionList &); // AssignationexpressionPointer Ith(int i) const /.../ // Element (right-value)void Parse(variableList&,const string); // Analyseurvoid outHandle(ostream &,const pointer) const; // Impression elementprivate:/.../};enum exprToken TOKEN_CODES;enum exprType {exprValue, exprVariable, exprTree }; // Type d'expression/** Expression*/class expression{friend class expressionList; // No comment!private:exprType type; // Type d'expression// REM: une union sur les trois cas aurait ete bienvenue mais// mais une union ne peut (et pour cause) contenir un type// de classe avec constructeur (ici la liste des fils)integer val; // Si exprValue: la variablevariablePointer vr; // Si exprVariable: la variableexprToken token; // Si exprToken: le mot-cleexpressionList l; // et les filspublic:
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Figure 3.6: expr.h (1/2)



44 CHAPITRE 3. CLP++expression() /.../ // Constructeur videexpression(integer i) /.../ // Constructeur valeurexpression(variablePointer d) /.../ // Constructeur variableexpression(const expression& e)/.../ // Constructeur-assignationexpression(exprToken,expressionPointer, ...); // Constructeur-Listevirtual ~expression(); // Destructeur par defautvoid Parse(variableList&,const string); // Analyseurvoid operator=(const expression &e) /.../ // Assignationfriend ostream &operator<<(ostream &,const expression &); // Impressionvoid FindVars(variableList &) const; // Toutes les variablesvoid Domain(domain&); // Resolution par les domainesvoid QRDomains(variablePointer, domain &,domain &); // Idemvoid Interval(interval&); // Resolution par les intervallesvoid QRIntervals(variablePointer, interval &,interval &); // IdemexprType Type() /.../ // Renvoie le typeinteger Value() /.../ // Renvoie la valeurvariablePointer Variable() /.../ // Renvoie la variableexpressionPointer Child(int i) const /.../ // Renvoie un filsint NbOfChild() const /.../ // Nombre de filsconstraint *BuildConstraint() const; // Transforme en contrainteconstraint *BuildNegatedConstraint() const; // Idem contrainte nieeprotected:/.../private:/.../};
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Figure 3.7: expr.h (2/2)3.6.6 Les contraintesEn ce qui concerne les contraintes (�gure 3.9), une classe de base poss�ede les comportements depreuve et d'action.� Cette classe de base est elle même d�eriv�ee de la classe expression.� Elle poss�ede une m�ethode d'initialisation appel�ee par le solveur en d�ebut de recherche, etune m�ethode appel�ee �a la �n de la r�esolution. Ces deux m�ethodes permettent �a la contraintede r�ealiser un travail interne qui lui est propre, puis de le d�efaire �eventuellement si besoinest (d�esallocations, etc.) Elles sont utilis�ees par les contraintes de type op�erateur cardinal (etpar la contrainte pentomino).Hi�erarchieComme on peut le voir sur les �gures 3.10 �a 3.12:



3.6. IMPL�EMENTATION 45/...//** Variable*/class variable:public domain {private:constraintList constraints; // Les contraintes a reveillerchar ident[10]; // Identificateurpublic:variable():domain() /.../ // Construc. videvariable(char *s):domain() /.../ // Construc. domaine videvariable(char *s, integer i):domain(i) /.../ // Construc. domaine [i,i]variable(char *s, integer l,integer h):domain(l,h) // Cons. [l,h]/.../variable(const variable &v):domain(v) /.../ // Construc.-assignationvoid operator=(const variable& v) /.../ // Assignation// Recherche les contraintesvoid UpdateConstraints(const constraintList &);char *Ident() const /.../ // Renvoie l'identif.constraintList &Constraints() const // Renvoie les contraintesfriend ostream& operator<<(ostream &s,const variable &v) // Impression/.../};/.../
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Figure 3.8: var.h (1/1)� Les contraintes d'�egalit�e, de non-�egalit�e et d'in�egalit�e sont d�eriv�ees d'une même classe \con-trainte alg�ebrique", elle même d�eriv�ee de la classe de base contrainte.� La classe interm�ediaire algebricRelation regroupe ce qui est commun aux quatres classes�nales:{ Une preuve se d�ecomposant en deux m�ethodes: vraie? et fausse?{ Une syntaxe similaire (P>Q).{ Une action du type r�eduction de domaines.� La classe �egalit�e est un peut plus complexe que les autres, sa r�eduction de domaines appelantune m�ethode sp�eci�que, SolveEquation, correspondant �a l'�equation (3.1) de la page 34.� La contrainte op�erateur cardinal utilise les m�ethodes d'initialisation et de fermeture au coursdesquelles elle cr�ee les contraintes Ci (voir section 3.5) (et leurs n�egations, puisque c'est�eventuellement elles qu'il faudra injecter au syst�eme). Pendant ses m�ethodes de preuve etd'action, elle g�ere ces listes de m�ethodes, et marque celles qui sont d�ej�a vraies ou fausses:{ Une contrainte peut appeler d'autres contraintes et chercher �a les prouver.



46 CHAPITRE 3. CLP++/.../enum { activeState, asleepState, // Etats d'un contraintetrueState , reservedState, trueReservedState, falseReservedState };enum { activeOk, activeFailed, // Retour de DoAct()activeTrue, activeAsleep };enum { prooveFalse, prooveTrue, // Retour de Proove()prooveDontKnow };/...//** Contrainte de base*/class constraint:public expression{protected:variableList vars; // Liste des variableschar state; // Etatpublic:constraint():expression() {} // Contructeur videconstraint(const constraint& c):expression(c) /.../ // Contruc-assign{ vars=c.vars; }void operator=(const constraint &c) /.../ // Assignationconstraint(const expression& e):expression(e) /.../ // Conversion(expr)variableList &Variables() const /.../ // Les variablesvoid SetState(char s) /.../ // Assigne l'etatchar State() const /.../ // Renvoie l'etatchar *GetStatePointer() /.../ // Renvoie l'adresse de l'etat// (pour le trail)friend ostream&operator<<(ostream &,const constraint&); // Impressionvirtual void InitialPhase (clp&) /.../ // Phase initiale par defautvirtual void ClosePhase (clp&) {} /.../ // Phase finale par defautvirtual int DoProve(clp&) /.../ // Preuve par defautvirtual int DoAct(clp&) /.../ // Comportement actifprivate:/.../};/.../
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Figure 3.9: constr.h (1/1)



3.6. IMPL�EMENTATION 47/...//** Classe de base*/class algebricRelation:public constraint {protected:interval interv; // Variable temporairepublic:algebricRelation(exprToken token, // ConstructeurexpressionPointer e1,expressionPointer e2):constraint(token,e1,e2,NULL) /.../algebricRelation(const expression &e):constraint(e) // Construc-assign./.../int DoAct(clp&); // Comportement actifint DoProve(clp&); // Comportement passifprivate:virtual void ReduceDomain(variablePointer,domain&) /.../ // Reducteurvirtual int IsTrue() /.../ // Vrai?virtual int IsFalse()/.../ // Faux?void VerifySyntax(); // Verifie la syntaxe si assignation};/** Egalite*/class equal:public algebricRelation {public:equal(expressionPointer e1,expressionPointer e2) // Contructeur:algebricRelation(tokEqual,e1,e2) /.../equal(const expression& e):algebricRelation(e) /.../ // Constr-Assign.private:int IsTrue(); // Vrai?int IsFalse(); // Faux?void ReduceDomain(variablePointer,domain &); // Reducteurint SolveEquation(domain&,domain&,domain&); // Procedure privee};class diff:public algebricRelation {public:diff(expressionPointer e1,expressionPointer e2) // Constructeur:algebricRelation(tokDiff,e1,e2) /.../diff(const expression &e):algebricRelation(e) /.../ // Constr-Assign.private:int IsTrue(); // Vrai?
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Figure 3.10: algeb.h (1/2)



48 CHAPITRE 3. CLP++int IsFalse(); // Faux?void ReduceDomain(variablePointer,domain &); // Reducteur};/** Inferieur ou Egal*/class lessOrEqual:public algebricRelation {public:lessOrEqual(expressionPointer e1,expressionPointer e2) // Constructeur:algebricRelation(tokLessOrEqual,e1,e2) /.../lessOrEqual(const expression &e):algebricRelation(e)/.../// Constr.Assign.private:int IsTrue(); // Vrai?int IsFalse(); // Faux?void ReduceDomain(variablePointer,domain &); // Reducteur};/** Inferieur*/class less:public algebricRelation {public:less(expressionPointer e1,expressionPointer e2) // Constructeur:algebricRelation(tokLess,e1,e2) /.../less(const expression &e):algebricRelation(e) /.../ // Constr.Assign.private:int IsTrue(); // Vrai?int IsFalse(); // Faux?void ReduceDomain(variablePointer,domain &); // Reducteur};
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Figure 3.11: algeb.h (2/2){ Une contrainte peut utiliser le trail pour m�emoriser ce qu'elle veut. C'est ce que faitl'op�erateur cardinal pour marquer les Ci vraies et fausses.La �gure 3.13 r�esume l'organisation des classes de contraintes.3.6.7 Le solveurRien de sp�ecial en ce qui concerne le solveur (�gures 3.14 �a 3.16):� Une classe r�ealisant le trail. Rien de compliqu�e.



3.7. APPLICATIONS 49/...//** Operateur cardinal*/class cardinalOperator:public constraint {private:int n; // Nombre de contraintes a verifierint p; // Nombre total de contraintesint trueOnes; // Nombre de contraintes deja verifieesint falseOnes; // Nombre de contraintes deja faussesconstraintList constraints, // Les contraintes annexesnegatedConstraints; // Et leur negationpublic:cardinalOperator(const expression &e) // Constructeur:constraint(e) /.../~cardinalOperator() /.../ // Destructeurvoid InitialPhase(clp&); // Phase Initialevoid ClosePhase(clp&); // Phase de fermetureint DoProve(clp&); // Comportement passifint DoAct(clp&); // Comportement actifprivate:void CreateConstraints(); // Cree les contraintes annexesvoid DeleteConstraints(); // Les detruit};
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Figure 3.12: cardin.h (1/1)� Une classe contenant le probl�eme �a traiter (classe clp) poss�edant les m�ethodes de r�esolution,propagation, etc.13� Une classe r�ealisant l'op�eration de labeling, choix des variables, etc.3.7 ApplicationsCette section pr�esente quelques applications test�ees en CLP++ . Leur �enonc�e n'est pas toujours tr�es\esth�etique" puisque l'interface entre le langage et le solveur ne se fait que par l'interm�ediaire durudimentaire analyseur lexical. Ce qui signi�e que la g�en�eration de contraintes par une proc�edure(ex: AllDifferent()) passe par la g�en�eration des châ�nes de caract�eres. Encore une fois, le but dela maquette �etait de tester des algorithmes de r�esolution, et non de pr�esenter un ensemble completlangage+solveur.13Dont une m�ethode pour les probl�emes d'ordonnancement: DoPert() (voir section 3.7.5).
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(i.e. pour les sous-classes)Figure 3.13: Organisation des contraintes3.7.1 Send+More=MoneyLe probl�eme �a r�esoudre est celui d�ej�a pr�esent�e section 1.1.1. L'�enonc�e en CLP++ est pr�esent�e�gure 3.17.� Il est programm�e sans les retenues: la contrainte(1000S+100E+10N+D)+(1000M+100O+10R+E) = 10000M+1000O+100N+10E+Yest directement inject�ee, ce qui ne gêne pas le solveur.� La proc�edure AllDifferent(pb,var_names) ajoute au probl�eme pb les contraintes imposantque toutes les variables de var_names sont di��erentes. Elle travaille comme annonc�e avec deschâ�nes de caract�eres. Remarquer la proc�edure CutString(s) qui construit une liste dont les�el�ements sont les sous-châ�nes de s s�epar�ees par des virgules.Apr�es une premi�ere propagation, les variables sont r�eduites �a:M = f1g; O = f0g; S = f9g; E;N;D;R; Y = f2; 3; 4; 5; 6;7;8gLe solveur cr�ee un point de choix sur E. Pour chaque valeur de E, une nouvelle propagation su�t�a d�ecouvrir l'�echec (E = 2; 3; 4; 6; 7;8) ou la solution S;E;N;D;M;O;R; Y = 9; 5; 6; 7; 1; 0;8;2(E = 5). Soit au total un seul point de choix et six �echecs. Rien n'est gagn�e sur CHIP. R�eponseinstantan�ee, �evidemment.



3.7. APPLICATIONS 51/** Trail*/class trail {private:byte *stack; // Pilelong pc; // Pointeur de pilelong size; // Taille de la pile (pour re-allocation)public:trail() /.../ // Contructeur~trail() /.../ // Destructeurvoid Init(); // Initialisationvoid Close(); // Fermeture et retablissement des valeursvoid Memorize(domainPointer); // Empile un domainevoid Memorize(byte *); // Empile un octetprivate:/.../void RestoreDomain(); // Retablit un domainevoid RestoreByte(); // Retablit un octet};
trail.h09/11/92 Page 1/1

Figure 3.14: trail.h (1/1)3.7.2 Les huit reinesLe probl�eme des huit reines se programme de fa�con analogue (�gure 3.18). Toutes les solutionssont obtenues en une dizaine de secondes! Avec � = 0, 172 �echecs. Avec � 6= 0, 155 �echecs, ce quin'est pas tr�es inf�erieur: : :3.7.3 O�u est le z�ebre?Il s'agit du c�el�ebre probl�eme pos�e en ces termes:Cinq hommes de nationalit�es di��erentes vivent dans cinq maisons voisines. Ils exercent cinq pro-fessions di��erentes, ont chacun un animal familier di��erent, une boisson pr�ef�er�ee di��erente. Lesmaisons sont aussi de couleurs di��erentes. Sachant que:1. L'Anglais vit dans la maison rouge.2. L'Espagnol a un chien.3. Le Japonais est peintre.4. L'Italien boit du th�e.5. Le Norv�egien vit dans la maison de gauche.6. L'habitant de la maison verte boit du caf�e.7. La maison verte est �a droite de la maison blanche.



52 CHAPITRE 3. CLP++/** Classe pour generer les choix ("labeling")*/class label {private:variablePointer labeled_var; // La variable choisiedomain labeledDomain; // Son domaine explore'enumerator enm; // Pour enumerer le domaine/.../public:void Init(variablePointer); // Initialiseint NextValue(clp&,int); // Valeur suivante};/** Classe du probleme a resoudre
solve.h09/11/92 Page 1/2

Figure 3.15: solve.h (1/2)8. Le sculpteur �el�eve des escargots.9. Le diplomate vit dans la maison jaune.10. On boit du lait dans la maison du milieu.11. Le Norv�egien habite �a côt�e de la maison bleue.12. Le violoniste boit du jus de fruits.13. Il y a un renard �a côt�e de la maison du docteur.14. Il y a un cheval �a côt�e de la maison du diplomate.La question est:\Qui boit de l'eau et qui poss�ede un z�ebre?"La solution est: 1 2 3 4 5Nationalit�e Norv�egien Italien Anglais Espagnol JaponaisAnimal Renard Cheval Escargot Chien Z�ebreCouleur Jaune Bleu Rouge Blanc VertBoisson Eau Th�e Lait Jus Caf�eM�etier Diplomate Docteur Sculpteur Violoniste PeintreSimple �a r�esoudre en Prolog14, ce probl�eme pose en g�en�eral des di�cult�es aux syst�emes decontraintes puisqu'il contient des disjonctions (la proposition `voisin de' se traduit par un `ou').14Mais bien moins rapidement



3.7. APPLICATIONS 53*/class clp {friend class label;// Les classes de contraintes doivent etre amies ...friend class constraint;friend class algebricRelation;friend class cardinalOperator;friend class pentomino;private:constraintList constraints; // Les contraintesvariableList vars; // Les variablesint nbOfChoices; // Compteursint nbOfFails; // ""int nbOfSols; // ""trail *trl; // Le trail actuel/.../public:clp() /.../ // Constructeur~clp(); // Destructeurvoid AddVariables(char *,integer,integer); // Ajoute des variablesvoid AddConstraints(char *); // Ajoute des contraintesvoid DoPert(char *); // Resout en ordonnancementvoid DoSolve(); // Recherche les solutionsvariablePointer Variable(char*); // Renvoie une variablevoid SetVariable(char *,integer); // Assigne une variable [i,i]void SetVariable(char *,integer,integer); // Assigne une variable [l,h]friend ostream &operator<<(ostream &,const clp &); // Impressionprivate:void SetDomainTo(domainPointer d) /.../ // Change une variablevoid SetDomainTo(domainPointer d,integer i) /.../ // Idemvoid SetDomainTo(domainPointer d,integer l,integer h) /.../ // Idemvoid SetDomainTo(domainPointer d,const domain &e) /.../ // Idemvoid SetState(constraintPointer c,char st) // Change l'etat d'une contrainte/.../void InitConstraints(); // Initialise les contraintesvoid close_constraints(); // Referme les contraintesint DoPropagate(); // Propagationvoid InitVariableLabeling(); // Initialise le labelingint ChooseNextVar(variablePointer &); // Choisit la variable a enumerervoid Choose(int ); // Enumere la variable/.../};
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Figure 3.16: solve.h (2/2)



54 CHAPITRE 3. CLP++void AllDifferent(clp &pb, char *var_names){ list vars;string dif;vars.CutString(var_names);for (int i=0; i<vars.Size()-1; i++)for (int j=i+1; j<vars.Size(); j++) {sprintf(dif,"!=(%s,%s)",vars[i],vars[j]);pb.AddConstraints(dif);}}void Sendmory(){ clp sendmory;sendmory.AddVariables("S,E,N,D,M,O,R,Y",0,9);sendmory.AddConstraints("!=(M,0),!=(S,0)");AllDifferent(sendmory,"S,E,N,D,M,O,R,Y"));sendmory.AddConstraints("=(+(*(1000,S),*(100,E),*(10,N),D,*(1000,M),*(100,O),*(10,R),E),+(*(10000,M),*(1000,O),*(100,N),*(10,E),Y))"););sendmory.DoSolve();}

sendmory.c09/11/92 Page 1/1

Figure 3.17: sendmory.c (1/1)Avec l'op�erateur cardinal, la disjonction15 est un probl�eme r�esolu (voir �gure 3.19).C1 ou C2 , #(1; hC1; C2i)La r�eponse est encore instantan�ee. Avec � = 0, 11 suppositions sont faites. Avec � 6= 0, 8seulement.3.7.4 MultiplicationCe probl�eme est consid�er�e comme le cryptogramme arithm�etique le plus di�cile16 par [Lau78]. Ils'agit de r�esoudre la multiplication:15Il s'agit ici d'un `ou' exclusif. Mais un `ou' inclusif se traite avec l'op�erateur cardinal un peu plus g�en�eral: \Entren et p contraintes sont vraies".16Il faut bien plusieurs jours �a la main: : :



3.7. APPLICATIONS 55void NoDiagonalAttack(clp &pb, char *var_names,int inc){ list vars;string dif;vars.CutString(var_names);for (int i=0; i<vars.Size()-1; i++)for (int j=i+1; j<vars.Size(); j++) {sprintf(dif,"!=(+(%s,%d),%s)",vars[i],inc*(i-j),vars[j]);pb.AddContraints(dif);}}void Queens(){ clp queens;char *vars="X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X8";queens.AddVariables(vars,1,8);AllDifferent(queens,vars);NoDiagonalAttack(queens,vars,1);NoDiagonalAttack(queens,vars,-1));queens.DoSolve();}
queens.c09/11/92 Page 1/1

Figure 3.18: queens.c (1/1). . .� . . .. . .. . .. . .. . . . .o�u chacun des points repr�esente un chi�re de 0 �a 9, et o�u au total il apparâ�t exactement chaquechi�re deux fois.Initialement impossible �a programmer en CHIP du fait de l'impossibilit�e d'exprimer la con-trainte: \exactement deux fois chaque chi�re", cette multiplication est tr�es simple �a �enoncer enALICE (nombre d'ant�ec�edents = 2). L'op�erateur de cardinalit�e sauve CHIP pour ce qui est de lapossibilit�e de poser le probl�eme. Mais les contraintes contiennent des multiplications de variableset il est probable que CHIP ne s'en sorte pas tr�es bien.En CLP++ , le programme de la �gure 3.20 trouve la solution:1 7 9� 2 2 47 1 63 5 83 5 84 0 0 9 6



56 CHAPITRE 3. CLP++void Zebra(){ clp zebra;zebra.AddVariables("N1,N2,N3,N4,N5,P1,P2,P3,P4,P5,C1,C2,C3,C4,C5,D1,D2,D3,D4,D5,A1,A2,A3,A4,A5",1,5);AllDifferent(zebra,"N1,N2,N3,N4,N5"));AllDifferent(zebra,"P1,P2,P3,P4,P5"));AllDifferent(zebra,"C1,C2,C3,C4,C5"));AllDifferent(zebra,"D1,D2,D3,D4,D5"));AllDifferent(zebra,"A1,A2,A3,A4,A5"));zebra.AddConstraints("=(N1,C2),=(N2,A1),=(P1,N3),=(D3,N4),=(N5,1),=(C1,D4),=(C1,+(C5,1)),=(P5,A4),=(P2,C3),=(D5,3),#(1,=(N5,+(C4,-1)),=(N5,+(C4,1))),=(P3,D1),#(1,=(P4,+(A3,-1)),=(P4,+(A3,1))),#(1,=(P2,+(A5,-1)),=(P2,+(A5,1)))");zebra.DoSolve();}

zebra.c09/11/92 Page 1/1

Figure 3.19: zebra.c (1/1)en moins d'une minute17, et prouve son unicit�e en douze minutes. (On a ici une id�ee de la puissanced'ALICE qui annonce sur une machine de 1978 un temps de quatre minutes!).3.7.5 OrdonnancementCet exemple montre comment on peut utiliser le sch�ema de CLP++ , et notamment le m�ecanismede propagation des contraintes pour r�esoudre certains probl�emes d'ordonnancement. Ici, il s'agit17sur une Sun SparcStation 2



3.7. APPLICATIONS 57char *AllEqualTo(char *var_names,integer x){ static string allEq;string eq;list vars;vars.CutString(var_names);for (int i=0; i<vars.Size(); i++) {sprintf(eq,",=(%s,%ld)",vars[i],x);strcat(allEq,eq);}return(allEq);}void N_EqualTo(clp &pb,char *var_names,integer n,integer x){ string card;sprintf(card,"#(%ld %s)",n,AllEqualTo(var_names,x));pb.AddConstraints(card);}void Multiply(){ clp mult;char *vars="A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,M,N,O,P,Q,R,S,T";mult.AddVariables(vars,0,9);mult.AddConstraints("!=(A,0),!=(D,0),!=(G,0),!=(J,0),!=(M,0)");for (integer i=0;i<=9;i++)N_EqualTo(mult,vars,2,i));mult.AddConstraints("=(+(*(100,A,F),*(10,B,F),*(C,F)),+(*(100,G),*(10,H),I)),=(+(*(100,A,E),*(10,B,E),*(C,E)),+(*(100,J),*(10,K),L)),=(+(*(100,A,D),*(10,B,D),*(C,D)),+(*(100,M),*(10,N),O)),=(+(*(10000,M),*(1000,N),*(100,O),*(1000,J),*(100,K),*(10,L),*(100,G),*(10,H),I),+(*(10000,P),*(1000,Q),*(100,R),*(10,S),T))");mult.DoSolve();}

multiply.c09/11/92 Page 1/1

Figure 3.20: multiply.c (1/1)



58 CHAPITRE 3. CLP++void Pert(){ clp pert;pert.AddVariables("A,B,C,D,E,F,G,H,J,K,S",0,28);pert.AddConstraints("<=(+(A,7),B),<=(+(A,7),D),<=(+(B,3),C),<=(+(C,1),E),<=(+(D,8),E),<=(+(C,1),G),<=(+(D,8),G),<=(+(D,8),F),<=(+(C,1),F),<=(+(F,1),H),<=(+(H,2),J),<=(+(G,1),K),<=(+(E,2),K),<=(+(J,1),K),<=(+(K,1),S)");pb.DoPert("S");}
pert.c09/11/92 Page 1/1

Figure 3.21: pert.c (1/1)d'un petit probl�eme se ramenant �a:min(S) pour 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
A+ 7 � BA+ 7 � DB + 3 � CC + 1 � ED + 8 � EC + 1 � GD + 8 � GC + 1 � FF + 1 � HH + 2 � JG+ 1 � KE + 2 � KJ + 1 � KK + 1 � SLa m�ethode DoPert(EndVar) de la classe clp r�esout ce type de probl�emes. Son principe est lesuivant18: � Propager les contraintes.� Assigner EndVar �a sa plus petite valeur possible18En fait, une m�ethode plus complexe permettant de r�esoudre des probl�emes un peu plus g�en�eraux (avec disjonc-tions) a �et�e impl�ement�ee.



3.7. APPLICATIONS 59� Repropager les contraintes.� A�cher les variables et les contraintes non encore r�esolues.Pour notre exemple, programm�e �gure 3.21, la premi�ere propagation donne:� A = [0; 8]; B = [7; 19]; C = [10; 22]; D = [7; 15]; E = [15; 27]; F = [15; 23]G = [15; 28]; H = [16; 24]; J = [19; 27]; K = [21; 29]; S = [22; 30]puis, apr�es avoir forc�e S = 22, la deuxi�eme propagation aboutit �a:8<: A = 0; B = [7; 11]; C = [10; 14]; D = 7; E = [15; 19]; F = 15G = [15; 20]; H = 16; J = 19; K = 21; S = 22B + 3 � Cqui est bien la solution. Certaines variables peuvent encore varier librement dans un domainerestreint. D'autres, comme B et Cne peuvent varier qu'en respectant une certaine contrainte:B + 3 � C3.7.6 PentominosEn�n, CLP++ a �et�e utilis�e pour r�esoudre le probl�eme consistant �a placer dans une boite (20 � 3par exemple) les douze pentominos (assemblages plans de cinq cubes). Le probl�eme a d'abord �et�etraduit en contraintes alg�ebriques. Le r�esultat obtenu a �et�e catastrophique (trop de contraintes,arbre de recherche trop profond), ce qui n'a pas �et�e une surprise. Puis la cr�eation d'une contraintesp�ecialis�ee a r�esolu le probl�eme. Cette nouvelle contrainte:� travaille avec une variable par pi�ece sur un domaine [0; 60� 4� 2� 1]Ncodant:{ La position de la pi�ece (60 cases){ Son orientation dans le plan (4 choix){ Son retournement dans l'espace (2 choix)� R�eduit trivialement les domaines des pi�eces poss�edant des sym�etries.� Cr�ee ses propres structures de raisonnement (tableau repr�esentant la boite, etc.)� Poss�ede une phase active de r�eduction de domaine.� Poss�ede une phase passive de v�eri�cation utilisant les crit�eres suivants:{ Les pi�eces ne d�ebordent pas de la boite.{ Elles ne se chevauchent pas.{ La taille des composantes connexes de l'ensemble des cases encore vides doit être mul-tiple de cinq. (di�cile �a coder avec des contraintes usuelles!) Ce crit�ere est �evidemmentessentiel.Si CLP++ est vu comme une biblioth�eque de m�ecanismes et de contraintes mettant �a la dis-position du programmeur le moyen de cr�eer de nouvelles contraintes, l'ajout d'une contraintepentominos est coh�erent avec la philosophie du syst�eme. Finalement, dans ce cas extrême, le pro-grammeur pro�te de CLP++ pour ses m�ecanismes de propagation et de recherche avec backtrack.On trouve rapidement les deux solutions �gure 3.22, plus les sym�etriques.



60 CHAPITRE 3. CLP++
Figure 3.22: Solutions du probl�eme des pentominos3.8 ConclusionLes d�efauts de CLP++ sont nombreux, et le but n'�etait pas de rivaliser avec ALICE et CHIP. Onpeut tirer plusieurs enseignements de la r�ealisation de cette maquette:� Le traitement des contraintes alg�ebriques peut être vu sous un jour di��erent en introduisantdes op�erateur sur les domaines. Les r�eductions de domaines sont alors plus �nes, mais parfoistrop coûteuses. Il en reste que c'est sans perte d'e�cacit�e que l'on peut traiter les contraintesentre polynômes de Q1(Z), sans se limiter comme CHIP aux polynômes de P1(Z).� Si la Programmation Logique int�egre naturellement la Programmation par Contraintes dansson sch�ema ([JL87]), on peut tr�es bien utiliser les contraintes comme un simple outil der�esolution de probl�emes. Dans cette optique, la r�ealisation d'une biblioth�eque C++ de r�esolu-tion de probl�emes peut tr�es bien se justi�er, tant du point de vue de l'utilit�e que du point devue th�eorique. Il n'est d'ailleurs pas exclus qu'un langage tel que CHIP ne soit en pratiqueutilis�e que comme un solveur autour duquel on d�eveloppe des applications, c'est-�a-dire niplus ni moins qu'un Prolog muni d'une biblioth�eque de r�esolution. Pourquoi alors ne pasdisposer d'un langage imp�eratif similaire?� Il reste encore du travail si l'on veut pouvoir d�ecrire facilement les probl�emes en C++. Iln'est pas impossible que la syntaxe de C++ ne su�se pas. Il faudrait alors, soit concevoirCLP++ comme une couche suppl�ementaire et r�ealiser un traducteur de CLP++ vers C++,soit retoucher directement le compilateur C++. C'est le même choix qui s'est pos�e lors dupassage de C �a C++.� Bien des probl�emes usuels n�ecessitent l'utilisation d'algorithmes sp�eci�ques et ne peuvent setraiter �a l'aide de contraintes.En r�esum�e, nous avons:1. introduit le concept d'op�eration sur les domaines permettant de traiter simplement les r�educ-tions de domaines pour des contraintes alg�ebriques, notamment des op�erations dites faiblesassorties d'un seuil r�eglant leur e�cacit�e.2. constat�e que les contraintes entre polynômes de Q1(Z) se traitaient avec notre m�ethode aussisimplement que dans P1(Z) | cas auquel CHIP se restreint.



3.8. CONCLUSION 613. �etendu la notion de rôle actif des contraintes qui ne consiste plus uniquement en une diminu-tion du domaine des variables. Dans sa phase active, une contrainte peut aussi g�en�erer denouvelles contraintes.4. introduit | sans toutefois impl�ementer | une notion de rôle strat�egique pour une contrainte.Une contrainte peut proposer un ensemble de contraintes possibles dont une seule est vraie.Un point de choix de l'arbre de recherche consiste alors:� soit �a �enum�erer une variable de domaine (strat�egie habituelle)� soit �a supposer vraie une des contraintes possibles (et fausses les autres).5. impl�ement�e les contraintes comme une biblioth�eque d'objets �a partir desquels il est ais�e deprogrammer de nouvelles classes de contraintes. En particulier, une nouvelle classe:� pro�te des comportements de la classe dont elle d�erive.� peut faire appel �a d'autres contraintes. Ainsi l'op�erateur cardinal interroge-t-il ses souscontraintes en utilisant des m�ethodes a priori con�cues pour être appel�ees par le solveur!� peut cr�eer s'il le faut son propre trail mais aussi utiliser le trail courant du solveur pourm�emoriser un �etat qui sera automatiquement r�etabli au backtrack.
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Table des Mati�eres 633.3.2 Op�erations sur les domaines �nis : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 313.4 Contraintes alg�ebriques : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 323.4.1 Domaines d'un polynôme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 323.4.2 Intervalles d'un polynôme : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 323.4.3 Rôle passif : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 333.4.4 Rôle actif : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 333.4.5 Rôle du seuil : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 343.4.6 Par rapport �a CHIP : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 343.5 Op�erateur cardinal : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 353.5.1 Rôle passif : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 353.5.2 Rôle actif : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 353.5.3 Notion de rôle strat�egique : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 363.6 Impl�ementation : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 363.6.1 Les intervalles : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 363.6.2 Les domaines �nis : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 363.6.3 Les listes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 403.6.4 Les expressions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 413.6.5 Les variables : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 423.6.6 Les contraintes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 443.6.7 Le solveur : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 483.7 Applications : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 493.7.1 Send+More=Money : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 503.7.2 Les huit reines : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 513.7.3 O�u est le z�ebre? : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 513.7.4 Multiplication : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 543.7.5 Ordonnancement : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 563.7.6 Pentominos : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 593.8 Conclusion : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60
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