
EULERIAN MODEL FORDISPERSED TWO-PHASE FLOWSAND UPWIND NUMERICAL SOLUTIONLionel Sainsaulieu1 and Bernard Larrouturou2AbstractWe consider a non conservative hyperbolic model describing dispersed two-phase 
ows. Weintroduce a simpli�ed approximate model, based on an analysis of the shock waves for thetwo-phase system. This allows us to derive an upwind method for two-phase 
ow simulation,which is very close to the usual second-order Roe method for pure gas 
ows.MODELISATION EULERIENNE DES ECOULEMENTSDIPHASIQUES DISPERSES ET RESOLUTION PAR UNEMETHODE DECENTREER�esum�eNous consid�erons un mod�ele hyperbolique non conservatif qui d�ecrit les �ecoulements diphasiquesdispers�es. Nous introduisons un mod�ele approch�e, bas�e sur l'analyse des ondes de choc pr�esentesdans l'�ecoulement diphasique. En utilisant ce mod�ele simpli��e, nous proposons pour les �ecoule-ments diphasiques une m�ethode d�ecentr�ee qui est tr�es proche de la m�ethode de Roe d'ordredeux appliqu�ee �a un �ecoulement purement gazeux.
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-1-1. INTRODUCTIONNous nous int�eressons dans ce rapport �a la mod�elisation Eul�erienne d'�ecoulementsdiphasiques dans lesquels la phase liquide est pr�esente sous forme de petites gouttesau sein du gaz. Suivant les travaux de la th�ese du premier auteur [7], et dans l'optiqued'une simulation de ces ph�enom�enes par une m�ethode num�erique d�ecentr�ee de typeMUSCL (Monotone Upwind Schemes for Conservation Laws), nous utilisons la mod-�elisation d�evelopp�ee dans [7], o�u l'�ecoulement diphasique est d�ecrit par un syst�emehyperbolique non conservatif.Consid�erant ensuite l'approximation num�erique de ce mod�ele, nous ajoutons plu-sieurs commentaires ou am�eliorations aux travaux de la th�ese [7]. Nous proposonsnotamment une m�ethode de type MUSCL, plus simple et moins coûteuse que les m�etho-des utilis�ees dans [7]. On se limite ici �a consid�erer des sch�emas d'int�egration explicites�a pas stationnaires.Pour terminer, nous illustrons la m�ethode propos�ee en montrant son comporte-ment d'une part pour le calcul de la propagation d'une onde acoustique dans unm�elange diphasique, d'autre part pour un calcul bidimensionnel de l'�ecoulement d'unm�elange diphasique dans une tuy�ere.2. MODELISATION DES ECOULEMENTS DIPHASIQUES2.1. Un mod�ele hyperboliqueNous consid�erons un �ecoulement diphasique constitu�e d'un brouillard de gouttessuspendues dans une atmosph�ere gazeuse. On suppose que l'�ecoulement gazeux com-pressible autour des gouttes et l'�ecoulement liquide incompressible �a l'int�erieur desgouttes sont r�egis par les �equations de Navier-Stokes. Cependant les nuages de gouttesrencontr�es dans de tels �ecoulements, par exemple dans les moteurs de fus�ees, contenanttypiquement de 109 �a 1012 gouttes par m�etre cube, le probl�eme de fronti�ere libre asso-ci�e n'est pas soluble. De plus nous ne sommes pas int�eress�es par la position pr�ecise dechaque goutte mais par des caract�eristiques moyennes de l'�ecoulement. C'est pourquoion s'int�eresse �a une mod�elisation Eul�erienne dans laquelle chaque phase est consid�er�eecomme un 
uide continu d�ecrit par des quantit�es macroscopiques.Nous notons � la fraction volumique de la phase gazeuse, �g la masse volumiquede la phase gazeuse, �l la masse volumique constante de la phase liquide, ug et ulles vitesses moyennes des phases gazeuse et liquide, et "g et "l les �energies sp�eci�quesinternes de la phase gazeuse et de la phase liquide respectivement.Remarque 1. Pour les �ecoulements diphasiques qui nous int�eressent, la fraction vo-lumique de la phase gazeuse sera proche de 1. Tel est souvent le cas en pratique. Par



-2-exemple, dans un moteur de fus�ee, l'oxyg�ene liquide et l'hydrog�ene gazeux sont intro-duits dans la chambre du moteur dans des proportions proches de la stoechiom�etrie,si bien que les masses d'oxyg�ene et d'hydrog�ene inject�ees sont comparables. La massevolumique du liquide �l �etant tr�es grande devant la masse volumique �g du gaz, onvoit alors que � est proche de 1 (au moins apr�es l'atomisation secondaire). �Le syst�eme macroscopique d�ecrivant cet �ecoulement est obtenu par un proces-sus de moyenne �a partir des �equations de Navier-Stokes qui d�ecrivent l'�ecoulementau niveau microscopique; ce processus utilise certaines hypoth�eses simpli�catrices, etnotamment la remarque pr�ec�edente. Dans [7], on obtient ainsi le syst�eme suivant quir�egit l'�evolution des quantit�es introduites ci-dessus:@t(��g) +r � (��gug) = � ;(2:1:i) @t(��gug) +r � (��g(ug 
 ug)) + �rp� div�0 = I ;(2:1:ii) @t(��geg) +r � (��gegug + @pug) + pr � ((1� �)ul)(2:1:iii) �r � (�0ug)�r � (�gr"g) = H ;@t((1 � �)�l) +r � ((1� �)�lul) = �� ;(2:1:iv) @t((1� �)�lul) +r � ((1� �)�l(ul 
 ul)) + (1� �)rp+r� = �I ;(2:1:v) @t((1� �)�lel) +r � ((1� �)�lelul) + (1� �)ul � rp = �H :(2:1:vi)On a �ecrit successivement les �equations de conservation de la masse, de la quantit�ede mouvement et de l'�energie pour la phase gazeuse puis pour la phase liquide. Dansce syst�eme, les �energies sp�eci�ques totales du gaz et du liquide sont :eg = "g + u2g=2 et el = "l + u2l =2 ;alors que les pressions p et � sont donn�ees parp = (
 � 1)�g"g et � = �0(1� �)� :Nous avons en g�en�eral pour un �ecoulement diphasique � = 4=3. En�n le tenseur descontraintes visqueuses �0 est donn�e par�0 = � �rug +ruTg �+ ��0 � 23�� (r � ug)1 ;o�u � = �0(1+5(1��)=2). Dans ces �equations, �0 et �0 sont les coe�cients de viscosit�edu gaz et �g = �0g� est la conduction thermique du 
uide diphasique.Les termes source �, I et H qui apparaissent dans le membre de droite de (2.1)repr�esentent respectivement les �echanges de masse, impulsion et �energie entre les deuxphases. Nous ne les d�ecrirons pas en d�etail ci-dessous (voir [7]).



-3-Nous envisageons la r�esolution du syst�eme (2.1) dans le cadre de la m�ethode despas fractionnaires : les termes de convection, de production et de di�usion sont trait�essuccessivement �a chaque pas de temps. Nous nous limiterons dans la suite aux seulstermes de convection, puisque c'est dans le traitement de ces termes que r�eside lasp�eci�cit�e des m�ethodes d�ecentr�ees de type MUSCL [10], et nous omettrons toujoursles termes alg�ebriques de production et les termes de di�usion.En se limitant aux termes de convection, nous observons que le syst�eme (2.1),tir�e de [7], est tr�es proche des mod�eles couramment utilis�es pour la description d'�e-coulements diphasiques dispers�es, si ce n'est la pr�esence du terme de pression r�dans l'�equation de conservation de la quantit�e de mouvement du liquide. Dans lamod�elisation d�evelopp�ee dans [7], ce terme suppl�ementaire provient du fait que lapression e�ective de l'�ecoulement diphasique di��ere de la pression du gaz p. En e�etl'�equation de conservation de l'impulsion totale s'�ecrit (sans les termes de di�usion):@t(��gug + (1 � �)�lul) +r � (��g(ug 
 ug) + (1� �)�l(ul 
 ul)) +rpe� = 0 ;o�u la pression e�ective est : pe� = p+ �0(1� �)4=3;la constante �0 caract�erisant la pression d'arrêt du gaz sur les gouttes. La correction depression � est petite devant la pression p du gaz: l'ajout du terme correspondant dans(2.1) est donc peu important du point de vue quantitatif. Mais il joue un rôle crucialdu point du vue math�ematique et pour la mise en oeuvre de m�ethodes de r�esolutionnum�erique, notamment dans le cadre des m�ethodes MUSCL. En e�et, si on omet leterme r� dans les �equations (2.1), le syst�eme cesse d'être hyperbolique; il pr�esente desvitesses caract�eristiques complexes, le probl�eme aux valeurs initiales devient mal pos�e,et la m�ethodologie MUSCL ne peut être employ�ee. Au contraire, le syst�eme (2.1) �ecritci-dessus, en l'absence des termes source et des termes de di�usion, est un syst�emehyperbolique non conservatif, au moins dans la limite �! 1: il poss�ede lorsque l'�ecartde vitesses entre les deux phases est subsonique, i..e si jug � ulj < cg o�u cg est lavitesse du son dans le gaz, six vitesses caract�erisque r�eelles dont on peut calculer und�eveloppement limit�e en 1� � :(2:2) 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:�1 = ug � cg + o �(1� �)��1� ;�2 = ug + cg + o �(1� �)��1� ;�3 = ul ����0(�)�l �1=2 + o�(1� �) ��12 � ;�4 = ul +���0(�)�l �1=2 + o�(1� �) ��12 � ;�5 = ug ;�6 = ul :



-4-On notera parfois ci-dessous:�u = ��gug + (1� �)�lul ;�e = ��geg + (1� �)�lel ;"el = "l � �0(1� �)��1(� � 1)�l :Remarque 2. Pour simpli�er, nous n'avons pas introduit dans le syst�eme (2.1)d'�equations permettant de traiter les r�eactions chimiques en phase gazeuse. Il fautcependant noter qu'il est possible d'introduire des �equations de conservation pour lesfractions massiques des di��erents constituants de la phase gazeuse. Ces nouvelles�equations ne posent pas de probl�eme particulier tant du point de vue de l'analysemath�ematique que de l'analyse num�erique (voir par exemple [1,3,4]). �2.2. Un mod�ele simpli��eDans sa th�ese [7], le premier auteur a introduit un solveur num�erique de type Roepour r�esoudre num�eriquement le syst�eme (2.1) ci-dessus. Plus pr�ecis�ement, la m�ethodeutilis�ee dans [7] est un \Q-sch�ema", c'est-�a-dire qu'elle utilise comme \matrice de Roe"une matrice Jacobienne �evalu�ee �a la demi-somme des deux �etats consid�er�es. Cettem�ethode a �et�e am�elior�ee dans [5], o�u une matrice de Roe est d�eduite de conditions deRankine-Hugoniot approch�ees.Ces relations de Rankine-Hugoniot approch�ees sont tir�ees de l'�etude des solutionsdu syst�eme de convection extrait de (2.1) : @t(��g) + @x(��gug) = 0 ;(2:3:i) @t(��gug) + @x(��gu2g) + �@xp = 0 ;(2:3:ii) @t(��geg) + @x(��gegug + �pug) + p@x((1 � �)ul) = 0 ;(2:3:iii) @t((1 � �)�l) + @x((1� �)�lul) = 0 ;(2:3:iv) @t((1� �)�lul) + @x((1� �)�lu2l ) + (1� �)@xp + @x� = 0 ;(2:3:v) @t((1� �)�lel) + @x((1 � �)�lelul) + (1� �)ul@xp+ @x(�ul) = 0 :(2:3:vi)Les solutions onde de choc de ce syst�eme non-conservatif peuvent être d�e�niescomme les limites de pro�ls visqueux solutions de (2.1) lorsque la viscosit�e tend vers 0(voir [7]). L'analyse des solutions obtenues montre que ces ondes de choc sont de deuxtypes : ou bien elles portent essentiellement sur les variables d�ecrivant la phase gazeuse(�g ; ug et "g) et les quantit�es �, ul et "l restent presque constantes �a la travers�ee del'onde de choc, ou bien elles a�ectent essentiellement les quantit�es �, ul et "l alors quela masse volumique, la vitesse et l'�energie interne du gaz varient peu �a la travers�ee de



-5-l'onde de choc. Nous dirons que ces derni�eres ondes sont des ondes de taux de vide. Ladistinction entre ces deux types d'ondes est rendue possible par le faible couplage entrela phase gazeuse et la phase liquide lorsque le taux de vide � est proche de 1. Nouspouvons donner un exemple de ces deux types d'ondes de choc solutions de (2.3). Toutd'abord un choc entre deux �etats wl et wR qui a�ecte essentiellement les grandeursde la dynamique des gaz (choc de vitesse �egale �a 250m:s�1) :�g � ug ul Tg TlwL 1.000 0.990000 0.00 0.000 300.00 300.00wR 0.564 0.990008 -192.84 -0.192 233.39 299.99et d'autre part une onde de taux de vide (de vitesse 6m:s�1) :�g � ug ul Tg TlwL 1.0000 0.9900 100.00 10.00 300.00 300.00wR 0.9981 0.9714 101.98 7.397 299.81 300.01C'est sur cette classi�cation des ondes de choc que repose la m�ethode utilis�eedans [5]. Cependant cette m�ethode, aussi bien que celle employ�ee dans [7], n�ecessite�a chaque pas de temps et pour chaque 
ux d'espace la d�ecomposition d'un vecteursur les vecteurs propres d'une matrice lin�earis�ee de Roe dont les valeurs et vecteurspropres ne sont pas explicitement connus et doivent être �evalu�es num�eriquement. Ceciconduit �a une m�ethode num�erique stable mais trop coûteuse.Pour introduire une m�ethode plus �economique, nous cherchons �a tirer parti dud�ecouplage partiel mis en �evidence ci-dessus pour nous ramener �a un mod�ele dont onconnaisse explicitement les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice deconvection. Pour cela, nous introduisons le mod�ele simpli��e suivant:@t(��g) + @x(��gug) = 0 ;(2:4:i) @t(��gug) + @x(��gu2g) + @x(�p) = 0 ;(2:4:ii) @t(��geg) + @x(��gegug) + @x(�pug) = 0 ;(2:4:iii) @t((1� �)�l) + @x((1 � �)�lul) = 0 ;(2:4:iv) @t(�lul) + @x��lu2l2 + ��0(1� �)��1(� � 1) � = 0 ;(2:4:v) @t((1 � �)�l"el ) + @x((1� �)�lul"el ) = 0 :(2:4:vi)Seules les �equations (2:4:ii), (2:4:iii) et (2:4:v) de ce syst�eme sont approch�ees,les trois autres �equations conservatives (2:4:i), (2:4:iv) et (2:4:vi) �etant exactementsatisfaites par les solutions du syst�eme (2.3). Le syst�eme approch�e (2.4) peut-êtreobtenu par un d�eveloppement formel �a partir de (2.3) dans le cas o�u le rapport � = �g�lest suppos�e petit, en �etudiant la limite distingu�ee d�e�nie par 1� � = O(�) (voir [8]).



-6-Insistons aussi sur le fait que le syst�eme (2.4) repose sur l'�etude des ondes de chocpour le syst�eme non conservatif (2.3). On montre en e�et dans [7] que, si les termes dedi�usion associ�es au syst�eme (2.3) sont ceux de (2.1), alors les relations de Rankine-Hugoniot pour les ondes de choc du syst�eme (2.3) sont identiques aux relations deRankine-Hugoniot pour le syst�eme conservatif suivant:@t(��g) + @x(��gug) = 0 ;(2:5:i) @t(�u) + @x(��gu2g + (1� �)�lu2l + p+ �) = 0 ;(2:5:ii) @t(�e) + @x(�(�geg + p)ug + (1� �)(�lel + p)ul + �ul) = 0 ;(2:5:iii) @t((1� �)�l) + @x((1� �)�lul) = 0 ;(2:5:iv) @t(�lul) + @x��lu2l2 + p+ ��0(1 � �)��1(� � 1) � = 0 ;(2:5:v) @t((1� �)�l"el ) + @x((1 � �)�lul"el ) = 0 ;(2:5:vi)tr�es proche de (2.4).Une des di��erences entre (2.4) et (2.5) concerne l'omission du terme de pressionp dans l'�equation de conservation de l'impulsion de la phase liquide (2:4:v). Ceci estlicite car les ondes de taux de vide sont en g�en�eral d'intensit�e beaucoup plus faibleque les ondes de choc du gaz si bien qu'elles ne peuvent être observ�ees que lorsquela pression p du gaz est essentiellement constante (typiquement dans une directionperpendiculaire �a une d�etente quasi unidimensionnelle du gaz).Notons en�n que, si la pression p est donn�ee par la loi d'un gaz parfait, le premiersyst�eme de trois �equations est exactement le syst�eme de la dynamique des gaz danslequel la masse volumique �g du gaz a �et�e remplac�ee par la quantit�e ��g. En e�et,pour un gaz parfait, nous avons :�p = (
 � 1)���geg � 12 (��gug)2��g � ;qui est analogue �a la relation entre pression, �energie totale, impulsion et masse volu-mique pour la dynamique des gaz usuelle.L'avantage de la m�ethode que nous proposons ici, qui consiste �a remplacer lesyst�eme (2.3) par le syst�eme plus simple (2.4), est donc de donner deux syst�emesenti�erement d�ecoupl�es dont l'un est celui de la dynamique des gaz et l'autre un p-syst�eme plus une �equation sur l'�energie de la phase liquide. Il est tr�es facile de voir quele syst�eme (2.4) est hyperbolique, et de calculer analytiquement les valeurs et vecteurspropres de la matrice Jacobienne correspondante.Remarque 3. Comme on l'a dit, le syst�eme (2.4) est obtenu par un d�eveloppementlimit�e pour les petites valeurs de 1 � �. Si l'on souhaite, comme c'est parfois le casdans des simulations d'�ecoulements industriels, utiliser le mod�ele pour des taux de vide



-7-� assez �eloign�es de 1, il est possible de rajouter les termes manquants dans le membrede droite du syst�eme (2.4) (comme par exemple le terme p�x au membre de droite del'�equation (2:4:ii)). On obtient alors un syst�eme qui reste consistant avec (2.3) mêmepour des valeurs de � �eloign�ees de 1, et dont le membre de gauche, identique �a celuide (2.4), est un syst�eme hyperbolique constitu�e de deux sous-syst�emes d�ecoupl�es, dontla r�esolution num�erique est beaucoup plus simple que celle de (2.3). Le syst�eme ainsicompl�et�e, �etudi�e dans [8], ressemble d'une certaine fa�con �a celui que propose Toro [9],qui �ecrit lui aussi un mod�ele dont le membre de gauche est hyperbolique sous formeconservative, rejetant quelques termes au membre de droite; cette ressemblance n'estque partielle, puisque le syst�eme (2.4), �a la di��erence du mod�ele de Toro [9], reposesur une analyse d�etaill�ee du mod�ele non conservatif (2.3), et notamment sur (2.5). �Remarque 4. Le syst�eme simpli��e (2.4) o�re aussi l'avantage, du fait du d�ecouplageentre les deux phases, de simpli�er les di�cult�es pos�ees par la d�eg�en�erescence dumod�ele lorsque � tend vers 1. En e�et, dans le syst�eme (2.4), les valeurs li�ees aux gazne sont plus concern�ees par cette singularit�e. Pour le liquide, on utilise simplement unecoupure: si 1� � est inf�erieur �a une certaine valeur (10�8 en pratique), on ne r�esoudplus les �equations de la phase liquide dans (2.4) (les termes de train�ee, qui agissentalors seuls, rapprochent la vitesse du liquide de celle du gaz, ce qui est satisfaisant danscette situation). �3. RESOLUTION NUMERIQUENous consid�erons maintenant la solution num�erique du syst�eme (2.4). Nous intro-duisons pour cela un solveur de Riemann approch�e de type Roe.Commen�cons par exposer la m�ethode dans le cas monodimensionnel. Nous tra-vaillerons dans le syst�eme de variables u d�e�ni par:uT = (��g; ��gug; ��geg ; 1� �; ul; "el ) ;et nous noterons le syst�eme conservatif (2.4) sous la forme(3:1) @tu+ @xf (u) = 0 :Soit A(u) = d f (u), la matrice jacobienne de la fonction 
ux f en u. Le solveur deRoe repose sur une lin�earisation des relations de saut:(3:2) �(uD � uG) = f (uD)� f (uG) ;sous la forme(3:3) �(uD � uG) = eA(uG;uD)(uD � uG) ;



-8-o�u la fonction matricielle (uG;uD) 7! A(uG;uD) est choisie de sorte que les relations(3.2) et (3.3) soient �equivalentes. Nous imposons d'autres part �a cette derni�ere fonctionmatricielle de v�eri�er d'une part que, pour tous uG et uD, la matrice eA(uG;uD) a 6valeurs propres r�eelles et que ses vecteurs propres engendrent R6, d'autre part que,pour tout u, on a eA(u;u) = A(u), pour assurer la consistance du sch�ema num�erique.S'inspirant de la lin�earis�ee de Roe pour la dynamique des gaz [6], nous pouvonsconstruire une lin�earis�ee des relations de saut (3.2) qui satisfait ces deux derni�eresconditions sous la forme(3:4) eA(uG;uD) = A(u) ;o�u l'�etat moyen u est construit de la fa�con suivante:(3:5:i) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: (��g)1=2 = ��D�Dg �1=2 + ��G�Gg �1=22 ;ug = ��D�Dg �1=2 uDg + ��G�Gg �1=2 uGg��D�Dg �1=2 + ��G�Gg �1=2 ;hg = ��D�Dg �1=2 hDg + ��G�Gg �1=2 hGg��D�Dg �1=2 + ��G�Gg �1=2 ;o�u: hg = eg + p�g = 
"g + 12u2gest l'enthalpie sp�eci�que du gaz, et:(3:5:ii) 8>>>>>><>>>>>>: 1� � = (1� �G) + (1� �D)2 ;ul = uGl + uDl2 ;"el = ("el )G + ("el )D2 :Le sch�ema num�erique (�ecrit ici sous forme non-conservative) prend la forme:(3:6)un+1j = unj � �t�x ��eA(unj ;unj+1)�� (unj+1 � unj ) + �eA(unj�1;unj )�+ (unj � unj�1)� ;o�u unj est une approximation de la solution u(xj; tn) de (2.4) au point xj = j�x,tn = n�t et o�u eA+ = 12 �eA+ j eAj� ; eA� = 12 �eA � j eAj� :



-9-Remarque 5. Pour le syst�eme conservatif (2.4), il est facile de v�eri�er que le sch�emanum�erique (3.6) ci-dessus coincide avec la m�ethode conservative bas�ee sur le solveurde Roe. Cette similitude est encore vraie pour l'extension au second ordre (3.10)ci-dessous. Nous avons pr�ef�er�e �ecrire cette m�ethode sous forme non conservativecar les approximations d'ordre sup�erieur du syst�eme (2.4) s'�ecrivent sous forme non-conservative (voir Remarque 3 et [8]). �Nous cherchons ensuite �a obtenir une approximation du second ordre qui conduit�a des pro�ls de choc plus raides et nous introduisons pour cela un sch�ema MUSCL,suivant les id�ees de Van Leer [10], utilisant notre solveur approch�e de type Roe. Etantdonn�ee une approximation �unj �j2Z de la fonction u(x; tn), nous calculons les pentes:(3:7) snj = unj+1 � unj�12�x ;qui sont corrig�ees avec un limiteurmin-mod et nous introduisons une pr�ediction lin�eairede u(�; tn) de chaque cot�e des interfaces xj+1=2, au temps tn:(3:8) unj�1=2;� = unj � �x2 snj ;puis en tn+1=2:(3:9) un+1=2j�1=2;� = unj�1=2;�� �t2�x eA(unj�1=2;+;unj+1=2;�)(unj+1=2;� � unj�1=2;+) :Le sch�ema num�erique devient alors:un+1j = unj � �t�x � �eA(un+1=2j+1=2;�;un+1=2j+1=2;+)�� (un+1=2j+1=2;+ � un+1=2j+1=2;�)(3:10) +�eA(un+1=2j�1=2;�;un+1=2j�1=2;+)�� (un+1=2j�1=2;+ � un+1=2j�1=2;�)+ eA(un+1=2j�1=2;+;un+1=2j+1=2;�)(un+1=2j+1=2;� � un+1=2j�1=2;+) � :Venons-en maintenant �a la description de la m�ethode utilis�ee en deux dimensionsd'espace. La forme bidimensionnelle des �equations (2.4) est:@t(��g) + @x(��gug) + @y(��gvg) = 0 ;(3:11:i) @t(��gug) + @x(��gu2g) + @y(��gvg) + @x(�p) = 0 ;(3:11:ii) @t(��gvg) + @x(��gugvg) + @y(��gv2g) + @y(�p) = 0 ;(3:11:iii)@t(��geg) + @x(��gegug) + @y(��gegvg) + @x(�pug) + @y(�pvg) = 0 ;(3:11:iv) @t((1� �)�l) + @x((1� �)�lul) + @y((1� �)�lvl) = 0 ;(3:11:v) @t(ul) + @x�u2l2 �+ @y �ulvl2 �+ @x���0(1� �)��1�l(� � 1) � = 0 ;(3:11:vi) @t(�lvl) + @x �ulvl2 �+ @y �v2l2 �+ @y ���0(1� �)��1�l(� � 1) � = 0 ;(3:11:vii) @t((1 � �)�l"el ) + @x((1� �)�l"el ul) + @y((1� �)�l"el vl) = 0 :(3:11:viii)



-10-Ces derni�eres �equations sont invariantes par rotation et nous tirons parti de cettepropri�et�e pour nous ramener lors de la formulation volumes �nis �a la solution deprobl�emes de Riemann unidimensionnels (voir par exemple [4]). La m�ethode pr�esent�eeci-dessus s'�etend donc sans di�cult�e.Pr�ecisons cependant quelques d�etails, en �ecrivant d'abord le sch�ema bidimension-nel �a l'ordre un. On cherche une approximation un de la solution u de (3.11) �a la datetn = n�t qui est constante dans chaque cellule polygonale K du maillage. On calculeun+1 �a partir de un par:(3:12) un+1K = unK � �tjKj XA�@K jAj ��K;A(unK ;unK;A) :Ici, K d�esigne un polygône de la triangulation, la somme porte sur les di��erentesarêtes A de K, unK;A d�esigne la valeur de un dans le polygône voisin de K ayant Apour arête, et �K;A est la normale ext�erieure �a K sur l'arête A. On note que le sch�emanum�erique (3.12) repose uniquement sur la r�esolution de probl�emes unidimensionnelsdans la direction des normales �K;A, �a l'aide de la fonction de 
ux ��K;A (voir [4]).Pour passer �a l'ordre deux, nous construisons maintenant une approximation dela solution qui, �a chaque pas de temps, est a�ne dans chaque �el�ement K de la trian-gulation et, en g�en�eral, discontinue �a travers les arêtes. Nous suivons ici une m�ethodeintroduite par Jouve et Le Floch [2].Dans chaque �el�ement K, nous �ecrivons:(3:13) ûK(x; y) = unK + pK(x� xK) + qK(y � yK)o�u GK = (xK ; yK) est le barycentre du polygône K. Le gradient (ru)K = (pK ; qK)Test calcul�e par:(3:14) pK = 1jKj XA2@K jAjunA�xK;A qK = 1jKj XA2@K jAjunA�yK;A ;o�u �K;A = (�xK;A; �yK;A)T et o�u les valeurs moyennes unA au centre des arêtes sontcalcul�ees comme les �etats moyens (d�e�nis par (3.5)) entre les �etats unK et unK;A.Les valeurs de ûK aux milieux des arêtes sont utilis�ees comme arguments desfonctions de 
ux ��K;A. Auparavant, les pentes pK et qK calcul�ees ci-dessus sontlimit�ees de fa�con �a ce que, dans chaque polygône K, on ait:minK0 voisin de K unK0 � ûK � maxK0 voisin de K unK0 :Pour cela, on remarque qu'une fonction a�ne sur un polygône atteint ses extrema auxsommets, et on corrige chaque composante des pentes pK et qK en les multipliant parun coe�cient ad-hoc. Pour la composante i, posons:ûMK;i = sup(x;y)2K ûK;i(x; y) ; ûmK;i = inf(x;y)2K ûK;i(x; y) ;



-11-et: uMK;i = supK 0 voisin de K unK0;i ; umK;i = infK0 voisin de K unK0;i :Nous posons maintenant:�MK;i = sup 0; uMK;i � unK;iûMK;i � unK;i! ; �mK;i = sup 0; umK;i � unK;iûmK;i � unK;i! ;et: �K;i = inf �1; �mK;i; �MK;i� ;et nous rempla�cons les pentes pK;i et qK;i par �K;ipK;i et �K;iqK;i respectivement.4. ILLUSTRATION NUMERIQUENous pr�esentons ci-dessous les r�esultats obtenus avec la m�ethode pr�esent�ee plushaut pour deux types d'�ecoulement diphasique.4.1. Propagation d'une onde acoustiqueLa vitesse du son dans un milieu diphasique est modi��ee par les �echanges demasse et d'impulsion entre les deux phases. En consid�erant uniquement les �echangesd'impulsion, nous donnons ci-dessous une expression de la vitesse du son dans un milieudiphasique modi��ee par l'inertie des particules, avant de comparer ce r�esultat �a celuid'une simulation num�erique.Nous supposerons que les particules sont tr�es �nes. Du fait des forces de train�ee,les vitesses du gaz et des particules sont tr�es proches: nous les supposerons �egales dansle raisonnement qui suit. En n�egligeant la correction de pression due �a la pr�esencedes gouttes, la conservation de la masse totale et de l'impulsion totale de l'�ecoulementdiphasique s'�ecrivent alors: @t�+ div�u = 0 ;@t�u+ div�u
 u+rp = 0 :Lin�earisant ce syst�eme autour d'un �etat constant (�0;0), nous posons � = �0 + �0,p = p0 + p0, et obtenons: @t�0 + �0divu = 0 ;@tu+ 1�0rp = 0 ;d'o�u: @2t �0 ��p0 = 0 :



-12-Pour d�eterminer la vitesse du son dans ce milieu diphasique, nous allons relier lesvariations p0 de la pression du gaz aux variations �0 de la masse volumique totale.Nous obtiendrons une �equation des ondes sous la forme:@2t p0 � c2�p0 = 0 ;pour la vitesse du son c donn�ee par:(4:1) c = cgs�2 + �(1� �)�l�g ;o�u cg est la vitesse du son dans le gaz.Pour obtenir cette formule, consid�erons une onde acoustique dans le milieu dipha-sique. Nous notons �0g et �0 les variations de la masse volumique du gaz et du tauxde vide: �g = �0g + �0g et � = �0 + �0. Sous l'e�et de l'onde acoustique, un �el�ementde volume v0 du milieu diphasique va changer de volume; notons v0 sa variation. Laconservation de la masse de la phase liquide s'�ecrit:�l(1� �0)v0 = �l(1� �0 � �0)(v0 + v0) ;d'o�u, au premier ordre: v0(1� �0) � �0v0 = 0 :De même, la conservation de la masse de la phase gazeuse s'�ecrit:�0�0g = (�0 + �0)(�0g + �0g)(v0 + v0) ;soit: �0�0gv0 + �0g�0v0 + v0�0�0g = 0 :Eliminant v0 entre ces deux �equations, nous obtenons:�0 = ��0(1� �0)�0g�0g :Alors, la variation de lamasse volumique totale � = ��g+(1��)�l (on omet maintenantles indices 0 pour simpli�er) s'exprime en fonction de la variation de la masse volumiquede la phase gazeuse, car:�0 = ��0g + �0�g � �0�l = ��2 + �(1� �)�l�g ��0g :



-13-Nous pouvons en�n relier les variations de la pression du gaz aux variations dela masse volumique totale �. En e�et les ondes acoustiques sont isentropiques, si bienque: p0 = � @p@�g�s �0g = c2g�0g ;d'o�u: p0 = 0BB@ c2g�2 + �(1� �)�l�g 1CCA �0 ;ce qui donne la formule annonc�ee pour la vitesse du son dans le milieu diphasique.Nous avons compar�e la valeur fournie par cette formule au r�esultat d'une simula-tion num�erique de la propagation du son dans un milieu diphasique. Pour cela, nousavons simul�e un tube unidimensionnel dont la condition aux limites �a gauche est uneoscillation de pression de faible amplitude �a 1 kHz. On peut ensuite mesurer tr�essimplement la vitesse du son �a l'aide d'un double d�ecim�etre sur un pro�l instantan�e dela pression dans le tube (voir Figures 1 �a 3; le tube a une longueur de 50 centim�etres).Nous avons e�ectu�e les calculs pour di��erentes valeurs du taux de vide et du diam�etredes gouttes. Les r�esultats obtenus montrent une d�ependance de la vitesse du son parrapport au taux de vide � qui correspond tr�es bien au mod�ele analytique (4.1). Onobserve de plus sur les planches que le signal s'amortit d'autant plus que le rayon rdes gouttes est plus grand (au moins tant que l'approximation d'�egalit�e des vitessesdes deux phases est valable).



-14-Figure 1: Propagation d'une onde acoustique dans un m�elange diphasique (� =0:999, r = 10�7 m): vitesse du son observ�ee: 247m=s, vitesse du son pr�edite par (4.1):245 m=s.
Figure 2: Propagation d'une onde acoustique dans un m�elange diphasique (� =0:99, r = 10�11 m): vitesse du son observ�ee: 105 m=s, vitesse du son pr�edite par (4.1):105 m=s.



-15-Figure 3: Propagation d'une onde acoustique dans un m�elange diphasique (� =0:99, r = 10�7 m): vitesse du son observ�ee: 106:5 m=s, vitesse du son pr�edite par(4.1): 105 m=s.
4.2. Ecoulement dans une tuy�ereNous consid�erons maintenant deux situations d'�ecoulement d'un m�elange dipha-sique dans une tuy�ere.Le premier cas de calcul, pr�esent�e sur les Figures 4 �a 6, correspond �a des gouttesextr�emement �nes (de rayon 10�9 m). Le gaz et les gouttes sont inject�es dans latuy�ere �a la vitesse de 20 m�etres par seconde. Les gaz sont acc�el�er�es par la d�etente quise forme �a la sortie du col. Les forces de trâ�n�ee sont dans ce cas tr�es importantes parrapport �a l'inertie des gouttes, si bien que les vitesses des gouttes et du gaz s'�egalisenttr�es rapidement. On observe que les isovaleurs de la pression du gaz et les vitessesdu gaz sont semblables �a celles que l'on aurait obtenues pour un �ecoulement gazeuxmonophasique. Les isovaleurs du taux de vide montrent que le taux de vide diminuetr�es l�eg�erement sur la partie sup�erieure de la tuy�ere juste avant le col : en cet endroit,le gaz est plus comprim�e et comparativement, les gouttes incompressibles occupent unplus grand volume.



-16-Figure 4: Ecoulement diphasique dans une tuy�ere (r = 10�9 m): champ depression du gaz.
Figure 5: Ecoulement diphasique dans une tuy�ere (r = 10�9 m): champ desvitesses du gaz.
Figure 6: Ecoulement diphasique dans une tuy�ere (r = 10�9 m): isovaleurs dutaux de vide �.
Le second cas de calcul est plus int�eressant du point de vue des aspects diphasiques.Ici les gouttes ont un rayon de 50 microm�etres, le gaz est inject�e �a la vitesses de 300m:s�1 alors que les gouttes sont inject�ees �a 20 m:s�1. Les isovaleurs de la pressiondu gaz et les vitesses du gaz sont �a nouveau semblables �a celles d'un �ecoulementmonophasique. Par contre les isovaleurs du taux de vide et le �chier de vitesse dela phase liquide montrent un comportement propre pour les gouttes : les gouttes quiviennent du haut du convergent sont d�evi�ees par l'�ecoulement gazeux et la g�eom�etrie



-17-du convergent. Au niveau du col, du fait de leur inertie, ces gouttes ont tendance �acontinuer tout droit et au col, leurs vitesses ne sont pas align�ees avec l'axe de la tuy�erecomme pour le gaz. On observe que le taux de vide au col est plus important sur lapartie sup�erieure de la tuy�ere que sur l'axe : les gouttes s'�etant regroup�ees au centre,la fraction volumique de gaz sur la paroi de la tuy�ere est plus importante que sur l'axe.(Figures 7 �a 10).Ces r�esultats num�eriques montrent que le mod�ele propos�e permet de reproduiredes comportements physiques attendus dans ce type de g�eom�etrie.Figure 7: Ecoulement diphasique dans une tuy�ere (r = 50 �m): champ depression du gaz.
Figure 8: Ecoulement diphasique dans une tuy�ere (r = 50 �m): agrandissementdu champ des vitesses du gaz au col.



-18-Figure 9: Ecoulement diphasique dans une tuy�ere (r = 50 �m): isovaleurs dutaux de vide �, avec agrandissement au col.
Figure 10: Ecoulement diphasique dans une tuy�ere (r = 50 �m): agrandissementdu champ des vitesses du liquide au col.

5. CONCLUSIONSNous avons pr�esent�e une mod�elisation Eul�erienne des �ecoulements diphasiquesconstitu�es d'un brouillard de gouttes suspendu dans une atmosph�ere gazeuse, bienpos�ee d'un point de vue math�ematique. Pour simpli�er la r�esolution num�erique de cemod�ele par rapport aux m�ethodes �etudi�ees dans des travaux pr�ec�edents, nous avonsintroduit un mod�ele approch�e qui d�ecrit de fa�con satisfaisante les ondes de choc rencon-tr�ees dans de tels �ecoulements diphasiques. De plus, ce mod�ele simpli��e est constitu�e



-19-de deux syst�emes hyperboliques �a trois �equations qui sont d�ecoupl�es, et dont le pre-mier est analogue au syst�eme de la dynamique des gaz. La r�esolution de ce mod�ele parune m�ethode d�ecentr�ee de type MUSCL peut donc se faire par l'insertion de modulessimples dans un code de calcul d'�ecoulements gazeux d�ej�a existant.BIBLIOGRAPHIE[1] L. FEZOUI, B. LARROUTUROU, \On the equations of multi-componentperfect or real gas 
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