
DIVERSES FORMULATIONS DU COUPLAGE ENTREM�ETHODE VOLUMIQUE ET M�ETHODE INT�EGRALEPOUR L'�EQUATION DE HELMHOLTZ ETL'�ELECTROMAGN�ETISMEArmel de La BourdonnayeCERMICSINRIA06902 Sophia-Antipolis CedexFranceAbstractDans ce rapport nous analysons le couplage entre �equations int�egrales et m�ethodes volumiquespour deux probl�emes de propagation en r�egime harmonique. Nous montrons que celui-ci peut setraiter par analogie avec les m�ethodes de sous-domaines en utilisant le compl�ement de Schur. Deplus, l'expression de la partie du compl�ement qui vient des �equations int�egrales peut s'exprimerde fa�con exacte en fonction des op�erateurs int�egraux de la th�eorie de la di�raction. Ceci nouspermet de pr�edire le comportement de la m�ethode de Schur tant primale que duale du pointde vue du conditionnement. Nous joignons en annexe une note qui souligne le comportementdi��erent de l'�electromagn�etisme et de l'acoustique de ce point de vue.SOME FORMULATIONS COUPLING VOLUMIC ANDINTEGRAL EQUATION METHODS FOR HELMHOLTZEQUATION AND ELECTROMAGNETISMR�esum�eIn this paper, we study the coupling between integral equations and volumic methods for twoproblems of propagation in frequency domain. We show that it can be viewed as a multidomainproblem and we treat it using the Schur complement technique. The complement coming fromthe integral equation part is expressed with the integral operators of the scattering theory.This allows us to predict the behavior of the Schur method, either primal or dual, as far as itsconvergence speed is concerned. We add in appendix a note which explains the di�erence ofbehavior between electromagnetism and acoustics from this point of view.



IntroductionDans les probl�emes de di�raction par un objet born�e d'une onde acoustique ou electroma-gn�etique de fr�equence donn�ee, plusieurs m�ethodes sont utilisables. Lorsque l'objet est complexe,on peut d�ecomposer le probl�eme en un probl�eme volumique qui tienne compte de l'h�et�erog�en�eit�edu mat�eriau et un probl�eme surfacique qui prenne en compte tout l'ext�erieur de l'objet �a l'aided'une formulation utilisant des �equations int�egrales . Des travaux dans ce sens sont pr�esent�esdans [4] ou [7] . Cette mani�ere de proc�eder ressemble �a de la d�ecomposition de domaine. Ene�et, nous avons ici deux domaines; l'un est born�e et contient l'objet di�ractant et l'autre estson compl�ementaire. L'utilisation de la m�ethode du compl�ement de Schur d�ecrite par exempledans [6] est dans ce cas int�eressante. Nous montrons ici que l'on peut exprimer la partie dece compl�ement qui traite le probl�eme ext�erieur de mani�ere tr�es simple �a l'aide des propri�et�esconnues du projecteur de Calderon. On peut même agir de mani�ere �a modi�er ce compl�ementpour esp�erer am�eliorer la vitesse de convergence de l'algorithme de r�esolution sous-jacent. Nousallons commencer par faire l'expos�e dans le cadre de l'acoustique. Nous verrons ensuite le casde l'�electromagn�etisme.1 Position du probl�emeNous allons ici pr�esenter le travail dans le cadre de la di�raction acoustique sur un objetdur. Soit 
i un ouvert born�e dont le bord � est r�egulier. Cet ouvert est plac�e �a l'int�erieur d'une
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Fig. 1 - La situation g�eom�etriquesurface �0 sur laquelle s'exercera le couplage. L'ouvert entre les deux surfaces est not�e 
, celui�a l'ext�erieur de �0 est not�e 
e. Pour l'acoustique le probl�eme s'�ecrit :Soit g dans H�1=2(�).Trouver u dans H1loc(
[ �0 [ 
e) v�eri�ant{ l'�equation de Helmholtz �u+ k2u = 0{ la condition aux limites @u@n = g sur �{ la condition de radiation de Sommerfeld @u@r + iku = o(1r ) pour r tendant vers l'in�ni.Ici, g 2 H�1=2(�) est donn�e. A l'int�erieur de 
 l'op�erateur peut être un peu plus compliqu�e.Par exemple k peut varier. De même on peut remplacer la condition aux limites de Neumann1



par une condition de Dirichlet. On peut même envisager un probl�eme non-lin�eaire �a l'int�erieurde 
.Le probl�eme est d�ecoup�e en deux sous-probl�emes. L'un dans 
 et l'autre dans 
e. Il y a�evidemment plusieurs fa�cons de faire ce d�ecoupage. On peut par exemple r�esoudre de chaquecôt�e un probl�eme de Dirichlet avec même donn�ee sur �0 et dire que sur l'interface les d�eriv�eesnormales co��ncident, on peut aussi faire le contraire. Nous allons �etudier ces deux mani�eres defaire du point de vue de leur formulation math�ematique et leur e�cacit�e attendue sur le plannum�erique. Auparavant nous allons rappeler quelques r�esultats sur les �equations int�egrales etles projecteurs de Calderon.2 Rappels sur des op�erateurs int�egrauxSoit G(r) = eikr4�r le noyau de Green de l'�equation de Helmholtz. Nous d�e�nissons alorsquatre op�erateurs int�egraux.D�e�nition 1Pour p 2 H�1=2(�); Sp(x) = Z�G(jx� yj)p(y)dyPour p 2 H�1=2(�); Kp(x) = Z� @G@nx (jx� yj)p(y)dyPour � 2 H1=2(�); K0�(x) = Z� @G@ny (jx� yj)�(y)dyPour � 2 H1=2(�); D�(x) = I� @2@nx@nyG(jx� yj)�(y)dyOn sait que S, K, K' sont des op�erateurs pseudo-di��erentiels d'ordre -1 et que D est un op�erateurpseudo-di��erentiel d'ordre +1 (cf. [2]). Il est facile de voir que K et K0 sont transpos�es l'un del'autre et que D et S sont sym�etriques.Nous allons rappeler quelques propri�et�es des projecteurs de Calderon. On d�e�nit les deuxop�erateurs P+ et P� comme suit, ils sont deux projecteurs compl�ementaires de H1=2(�) �H�1=2(�) sur lui-même. Ces deux op�erateurs sont couramment appel�es dans la litt�eratureProjecteurs de Calderon.D�e�nition 2 Les projecteurs de Calderon P+ et P� sont d�e�nis par :P� = 0@ I2 �K 0 �S�D I2 �K 1A : (1)On sait que ce sont deux projecteurs compl�ementaires de H1=2(�) � H�1=2(�) sur lui-même(i.e. P+ + P� = I , P�2 = P�). Il en d�ecoule que8>>>><>>>>: SD = K 02 � I4DS = K2 � I4K 0S = SKDK 0 = KD 2



Ces deux projecteurs sont associ�es aux probl�emes ext�erieurs et int�erieurs de l'�equation deHelmholtz. Plus pr�ecisement, l'image de P+ est l'ensemble des couples �u; @u@n� trace et tracenormale d'une solution au probl�eme de Helmholtz ext�erieur alors que son noyau est l'ensembledes couples �u; @u@n� trace et trace normale d'une solution au probl�eme de Helmholtz int�erieur.On a la situation sym�etrique pour P�. Ainsi, (�; �) 2 H1=2(�)�H�1=2(�) est le couple traceet trace normale d'une solution du probl�eme de Helmholtz ext�erieur si et seulement siP+  �� ! =  �� ! : (2)Toutes ces propri�et�es sont rappel�ees dans ([2]) par exemple.3 Formulation primale du couplageDans cette formulation on r�esout d'abord un probl�eme de Dirichlet pour chacun des deuxsous-probl�emes avec la même donn�ee sur �0, puis on �ecrit que les d�eriv�ees normales des solutionsext�erieures et int�erieures sont les mêmes. A�n de revenir �a un probl�eme homog�ene, notons u0la solution de l'�equation de Helmholtz dans 
 v�eri�ant�u0 + k2u0 = 0 (3)u0j�0 = 0 (4)@u0@n j� = g (5)Alors @u@n j�0 = @u0@n j�0 + Si(u) = Si(u+ u0) (6)o�u Si est l'op�erateur de Steklov-Poincar�e int�erieur qui, �a u 2 H1=2(�0) associe la d�eriv�eenormale de la solution de l'�equation de Helmholtz dans 
 avec 0 comme condition de Neumannsur � et u0 comme condition de Dirichlet sur �0 :Si : H1=2(�0) ! H�1=2(�0) (7)u 7! @v@n (8)o�u v v�eri�e : v 2 H1(
) (9)�v + k2v = 0 dans 
 (10)vj�0 = u (11)@v@n j� = 0 (12)De même, pour le probl�eme ext�erieur, on a@u@n j�0 = Se(u): (13)3



O�u Se �a une d�e�nition similaire �a Si mais pour le probl�eme ext�erieur. Grâce aux rappels de lasection pr�ec�edente on peut �ecrireSe = �S�1(I2 �K 0) = (I2 +K)�1D = D � (I2 �K)S�1(I2 �K 0): (14)Le couplage s'exprime alors par :Z�0(Se � Si)(u)v = Z�0 @u0@n j�0v8v 2 H1=2(�0) (15)On a la proposition suivante :Proposition 1 La formulation (15) est sym�etrique.En e�et, Se est sym�etrique d'apr�es la derni�ere �egalit�e de la formule (14) et Si l'est comme onpeut le v�eri�er en utilisantZ�0 Si(u)v = Z
rurv +�uv = Z
rurv � k2uv (16)La sym�etrie de la formulation est importante, comme il a �et�e montr�e par V. Levillain dans [7],pour la bonne qualit�e des solutions num�eriques en particulier au voisinage des fr�equences sin-guli�eres du probl�eme int�erieur. Pour la discr�etisation du probl�eme, on va utiliser la propositionsuivante.Proposition 2 La formulation (15) est la condensation sur �0 de la formulation variationnellesuivante : trouver (u; �); 8(v; �) 2 H1(
)�H�1=2(�0),Z
 ��ru:rv + k2uv�+ Z�0(I2 �K)�v+ Z�0 Duv + Z�0(I2 �K0)u�+ Z�0 S�� = Z� gv(17)Preuve :Pour le voir il su�t d'�eliminer dans la formule (17) la variable � et ce qui concerne u �a l'int�erieurde 
 en int�egrant par parties. En int�egrant par parties sur 
 il vientZ
 ��ru:rv + k2uv�� Z� gv = � Z�0 @u@nv = � Z�0 @u0@n v � Si(u)v (18)D'autre part, en prenant � = S�1(I2 �K 0)v, il vient :Z�0(I2 �K)�v = Z�0 S�� (19)= � Z�0(I2 �K 0)u� (20)= � Z�0(I2 �K)S�1(I2 �K 0)uv (21)= Z�0(Se �D)uv (22)En prenant maintenant � = 0, on retrouve �nalement bien l'expression (15). 2Pour discr�etiser Si nous allons utiliser cette formulation variationnelle. La m�ethode utilis�eeest celle des �el�ements �nis. La matrice qui repr�esente l'int�egrale sur 
 est  A BBT C ! o�u la4



premi�ere colonne repr�esente les degr�es de libert�e de 
 qui ne sont pas sur l'interface �0 et ladeuxi�eme colonne repr�esente ceux de l'interface. Alors, il est facile de voir que la matrice quidiscr�etise Si est C�BTA�1B. Cette matrice est donc sym�etrique. Elle est appel�ee compl�ementde Schur dans la litt�erature (cf. [1] ou [6] par exemple).Pour Se on pourrait raisonner de la même mani�ere et, en confondant la notation des op�erateurset des matrices qui les repr�esentent on aurait le compl�ement de Schur du probl�eme ext�erieurSe = D� (I2 �K)S�1(I2 �K 0). Cependant, vu le coût de calcul et de stockage de ces matricesd'�equations int�egrales il vaut mieux directement utiliser Se = �S�1(I2 �K0) et discr�etiser cetteformule. On ne calcule en e�et que deux matrices d'�equations int�egrales au lieu de trois. De pluscette mani�ere de faire permet de calculer S�1e plus facilement si c'est n�ecessaire. Cependantil faut faire attention au fait que la matrice n'est plus sym�etrique même si elle discr�etise unop�erateur sym�etrique. On peut donc être amen�e �a la sym�etriser de force. Du point de vue del'e�cacit�e num�erique on est amen�e �a faire la remarque suivante :Remarque 1 Comme Si et Se sont continus de H1=2(�0) dans H�1=2(�0) et d'inverses conti-nus, la matrice de couplage est de spectre tr�es dense dans sa partie sup�erieure. Il en r�esulte queles m�ethodes it�eratives utilis�ees pour r�esoudre le probl�eme �a l'interface vont converger de fa�contr�es lente si elles ne sont pas pr�econditionn�ees.On peut se r�ef�erer �a [8] pour la justi�cation d'une telle assertion dans le cas d'op�erateurselliptiques. Nous avons donn�e pour notre part dans [4] un r�esultat allant aussi dans ce senspour l'acoustique. Pour pr�econditionner, on peut multiplier par S la formulation du couplage,on a alors un op�erateur du type Fredholm qui est d�ej�a mieux conditionn�e. Cependant, il fautfaire attention �a ne pas perdre la sym�etrie par cette multiplication. D'autre part le syst�emerisque d'être singulier lorque k est une fr�equence de r�esonance du probl�eme int�erieur �a �0.Cette remarque nous am�ene �a rechercher une autre mani�ere de formuler le couplage que nousnommerons duale.4 Formulation duale du couplageNous allons ici faire le contraire de ce que nous avions fait dans la section pr�ec�edente. Nousr�esolvons donc dans chaque sous-domaine un probl�eme de Neumann et le couplage est r�ealis�een disant que les traces des solutions int�erieures et ext�erieures co��ncident. Le terme de dualvient du fait que la variable de couplage n'est plus dans H1=2(�0), mais dans son dual. Enreprenant les notations de la section pr�ec�edente, nous avons comme formulation du couplage :pour tout � 2 H�1=2(�0),Z�0(S�1e � S�1i )(�)� = Z�0 u0� (23)Cette formulation est �evidemment sym�etrique pour les mêmes raisons que la formulation pri-male. Pour calculer num�eriquement S�1i �, le plus simple est de r�esoudre le probl�eme de Neu-mann ce qui revient �a inverser la matrice  A BBT C ! de la section pr�ec�edente et de ne conser-ver que les degr�es de libert�e situ�es sur �0. Pour S�1e on peut utiliser la formule discr�etis�eeS�1e = �(I2 � K 0)�1S en prenant soin d'assurer la sym�etrie num�erique. Pour le conditionne-5



ment, on peut faire la remarque suivante :Remarque 2 Comme Si et Se sont bicontinus de H1=2(�0) dans H�1=2(�0) la matrice decouplage est de spectre creux dans sa partie sup�erieure. Il en r�esulte que les m�ethodes it�erativesutilis�ees pour r�esoudre le probl�eme �a l'interface vont converger de fa�con assez rapide.5 Application �a l'�electromagn�etismeNous gardons ici la même con�guration g�eom�etrique. Nous supposerons que 
i est un corpsm�etallique. Pour toute cette partie nous nous appuyons fortement sur les travaux de V. Levillain[7] et M. Cessenat [3]. Pr�ecisons quelques notations.Hrot(
) = nF; F 2 L2(
)3; rotF 2 L2(
)3oH�1=2div (�0) = nj; j 2 TH�1=2(�0); div�0j 2 TH�1=2(�0)oH�1=2rot (�0) = nj; j 2 TH�1=2(�0); rot�0j 2 TH�1=2(�0)oNotons que les deux derniers espaces sont duaux l'un de l'autre au sens du produit scalairesL2. Le probl�eme �a r�esoudre est :Trouver (F;H) dans Hrot;loc(IR3 � 
i) v�eri�ant :rotF �H = 0 hors de 
i; (24)rotH � k2F = 0 hors de 
i; (25)H ^ n = �Hinc ^ n sur �0; (26)n ^ F = �n ^ Finc sur �0 et �; (27)limr!+1 r(@F@r � ikF ) = 0 �a l0in�ni: (28)Comme dans le cas de l'acoustique nous allons d�e�nir quelques op�erateurs.P1 : H�1=2div (�0)! H1=2div (�0)j ! n ^ Z�0 ryG(jx� yj) ^ jdyetP2 : H�1=2div (�0)! H�1=2div (�0)j ! n ^ �Z�0 G(jx� yj) ^ jdy + r�0k2 Z�0 G(jx� yj)div�0jdy�Nous d�e�nissons alors de même deux projecteurs de Calderon.P� = 0B@ I2 � P1 �k2P2�P2 I2 � P1 1CA (29)Ces deux projecteurs agissent de (H�1=2div )2 dans lui-même. Le fait que ce soient des projecteursimplique en particulier queP1P2 + P2P1 = 0 (30)6



et I4 = P 21 + k2P 22 : (31)Lorsque l'on note m = n ^ F et j = H ^ n sur �0, les solutions du probl�eme ext�erieur sontcaract�eris�ees par : jm ! = P+  jm ! (32)Le couplage s'�ecrit alors, lorsque l'on prend la formulation S de Levillain (cf. [7] p.22)�rotrotF + k2F = 0 sur 
 (33)rotF ^ n� k2P2(n ^ F ) + (I2 � P1)(j) = �Hinc ^ n (34)�(I2 + P1)(n^ F )� P2(j) = �n ^ Finc (35)Les deux derni�eres �equations se r�esument en : rotF ^ n0 !+  j0 !� P+  jn ^ F ! =  �Hinc ^ n�n ^ Finc ! : (36)Nous allons encore appliquer la m�ethode de Schur, en �ecrivant une �equation en n ^ F . Leterme rotF ^ n s'�ecrit sous la forme Si(n ^ F ) o�u Si est encore un op�erateur du type Steklov-Poincar�e. Il va de H�1=2div (�) dans lui même et associe au courant magn�etique m le courantelectrique j pour un probl�eme int�erieur. Ensuite nous �eliminons j. Nous obtenons alors, ennotant m = n ^ F ,Si(m)� k2P2(m)� (I2 � P1)P�12 (I2 + P1)(m) = �Hinc ^ n� (I2 � P1)P�12 (n ^ Finc)(37)Compte tenu des relations (30) et (31), la relation pr�ec�edente s'�ecrit :Si(m)� P�12 (I2 + P1)(m) = �Hinc ^ n� P�12 (I2 + P1)(n ^ Finc) (38)La formulation utilis�ee ici n'est ni primale ni duale. En e�et, les champs F et H jouent lesmêmes rôles et sont dans les mêmes espaces. Pour les probl�emes de conditionnement les chosesse passent de mani�ere assez di��erente du cas de l'acoustique. En e�et l'op�erateur P1 est compactet P2 va de H�1=2div dans lui-même(cf [7] ou [3]). On pourrait alors croire que l'op�erateur decouplage a un spectre born�e et sans point d'accumulation en 0. Hors il n'en est rien. Ene�et, nous avons montr�e dans [5] que le spectre de P2 avait deux branches, l'une tendant versl'in�ni et l'autre vers 0 (nous reproduisons en annexe le texte de la note). Ceci fait que leconditionnement de l'op�erateur de couplage est tr�es mauvais. D'autre part, rien ne sert derechercher une formulation duale puisque l'on remplacerait alors le spectre de P2 par celui deP�12 qui a le même inconv�enient. Il faut donc pr�econditionner.7



6 ConclusionNous avons ici r�eussi �a exprimer, aussi bien dans le cadre de l'acoustique que dans celuide l'electromagn�etisme, le compl�ement de Schur pour le probl�eme ext�erieur de mani�ere simplegrâce aux projecteurs de Calderon. Nous avons de plus donn�e quelques indications sur la ma-ni�ere d'am�eliorer le conditionnement du syst�eme. Cette technique laisse entrevoir de nouvellesm�ethodes num�eriques pour la r�esolution des syst�emes coupl�es \ �el�ements �nis - �equations int�e-grales" qui soient plus adapt�ees �a la structure du probl�eme continu que les m�ethodes classiques,que ce soient des inversions par m�ethodes directes sur la totalit�e du syst�eme ou des m�ethodesit�eratives globales.R�ef�erences[1] V. Agoshkov, Poincar�e-Steklov operators and domain decompositio n methods in �nitedimensional spaces, in Domain decomposition methods for partial di�erential equations,R. Glowinski, G. H. Golub, G. A. Meurant, an d J. P�eriaux, eds., SIAM, Philadelphia,1988, pp. 73{112.[2] A. Bamberger and T. Ha Duong, Di�raction d'une onde acoustique par une paroiabsorbante: nouvelles �equations int�egrales, Math. Meth. i n the Appl. Sci., 9 (1987), pp. 431{454.[3] M. Cessenat, Resolution de probl�emes de Maxwell en r�egime harmonique par des m�ethodesint�egrales, Tech. Rep., CEA, juin 1987.[4] A. de La Bourdonnaye, Acc�el�eration du traitement num�eriqu e de l'�equation de Helm-holtz par �equations int�egrales et parall�elisation., Th�ese de doctorat, Ecole polytechnique,Palaiseau, France, 1991.[5] , D�ecomposition de H�1=2div (�) et nature de l'op�erateur de Steklov-Poincar�e du probl�emeext�erieur de l'�electromagn�etisme , Note aux C.R.A.S., t. 316, S�erie I (1993), pp. 369{372.[6] Y. H. de Roeck, R�esolution sur ordinateurs multiprocesseurs de probl�emes d'�elasticit�e pard�ecomposition de domaines, PhD thesis, Universit�e Paris IX Dauphine, 1991.[7] V. Levillain, Couplage �el�ements �nis-�equations int�egrales pour la r�esolution des �equationsde Maxwell en milieu h�et�erogene., Th�ese de doctorat, Ecole polytechnique, 1991.[8] F.X. Roux, Spectral analysis of the interface operators associated with the preconditionedsaddle-point principle domain decomposition method, in Domain Decomposition Conference(Norfolk), 1991.
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AnnexeEquations aux d�eriv�ees partielles/Partial Di�erential equationsD�ecomposition de H�1=2div (�) et nature de l'op�erateur de Steklov-Poincar�e duprobl�eme ext�erieur de l'�electromagn�etisme.Armel de La BourdonnayeR�esum�e. Nous montrons que si � est di��eomorphe �a S2, H�1=2div (�) peut s'�ecrire r�(H3=2(�)) ?� rot�(H1=2(�)).Nous montrons ensuite que l'op�erateur de Steklov-Poincar�e du probl�eme de l'�electromagn�etisme qui associe �a latrace tangentielle E^n du champ �electrique le courant �electrique j est, �a un op�erateur r�egularisant pr�es, la sommedirecte d'un op�erateur allant de r�(H3=2(�)) dans rot�(H1=2(�)) et d'un op�erateur allant de rot�(H1=2(�)) dansr�(H3=2(�)).Decomposition of H�1=2div (�) and Steklov-Poincar�e operator of outsideelectromagnetism problemAbstract. We show that, if � is di�eomorphic to S2, then H�1=2div (�) is splitted in r�(H3=2(�)) ?� rot�(H1=2(�)).Then we show that the Steklov-Poincar�e operator for the outside electromagnetism problem, which maps thetangential component E^n of the electric �eld to the electric current j is the direct sum of an operator going fromr�(H3=2(�)) to rot�(H1=2(�)) and an operator going from rot�(H1=2(�)) to r�(H3=2(�)) modulo a regularizingoperator.6.1 IntroductionNous nous proposons d�etudier le probl�eme de di�raction �electromagn�etique et de pr�eciserla nature des op�erateurs qui rentrent en compte lorsque l'on utilise des m�ethodes d'�equationsint�egrales. Ici � sera une surface C1 de IR3 di��eomorphe �a S2. Nous notons THs(�) l'espacede Sobolev des vecteurs tangents �a � qui sont composante par composante dans Hs(�). Nousutilisons une notation similaire pour TL2(�). De même,H�1=2div (�) = fv 2 TH�1=2(�); div�v 2 H�1=2(�)g. Nous allons tout d'abord d�ecomposer l'es-pace TL2(�) puis utiliser un raisonnement de densit�e pour d�ecomposer TH�1=2(�). La d�ecom-position de H�1=2div (�) suivra.La deuxi�eme partie consiste �a analyser les op�erateursP1(j) = n ^ Z�ryG(jx� yj) ^ j(y)dy (39)P2(j) = n ^ (Z�G(jx� yj)j(y)dy+ r�k2 Z�G(jx� yj)div�j(y)dy) (40)o�u G est le noyau de Green de l'�equation de Helmholtz : G(r) = eikr4�r .6.2 D�ecomposition des espacesNous commen�cons par pr�eciser quelques notations. r� : H1(�) ! TL2(�) est le gradientsurfacique. rot� : H1(�) ! TL2(�) est le rotationnel surfacique appliqu�e aux fonctions. On al'identit�e : n ^ r� = rot�. L'op�erateur div� : TL2(�) ! H�1(�) est le transpos�e du gradient.On d�e�nit de même rot�� : TL2(�)! H�1(�) comme le transpos�e de rot�. C'est le rotationnel9



appliqu�e aux vecteurs. On a alors l'identit�e rot��(u) = div�(n ^ u) qui est la duale de lapr�ec�edente.Nous allons d'abord d�emontrer le lemme suivant qui justi�e la restriction faite sur la topo-logie de �.Lemme 1 Si � est di��eomorphe �a S2, alors Imr� = Ker rot��.Nous montrons d'abord ce r�esultat pour les fonctions de C1(�). C'est alors un r�esultat directdu fait que le groupe de cohomologie IH1(�) = IH1(S2) = 0 (on peut se r�ef�erer �a [2] pource r�esultat). En e�et ce groupe est le quotient du noyau de rot�� par l'image du gradient, cesop�erateurs �etant ici pris au sens C1. Pour conclure, il su�t d'utiliser la densit�e de C1(�) dansles espaces de Sobolev. 2Le point suivant est de montrer leLemme 2 Sous l'hypoth�ese du lemme (1),TL2(�) = rot�(H1(�)) ?� r�(H1(�)) (41)Nous avons au sens de la dualit�e, Im(rot�) = Ker(rot��)> car rot�� est d�e�ni comme le transpos�ede rot�. Comme TL2(�) est identi��e �a son dual et que Ker(rot��) est ferm�e,TL2(�) = Im(rot�) ?� Ker(rot��): (42)Alors il su�t d'utiliser le lemme 1 pour conclure. 2Nous allons utiliser un argument de densit�e pour montrerLemme 3 Sous les mêmes hypoth�eses, TH�1=2(�) = rot�(H1=2(�))�r�(H1=2(�))Soit u 2 TH�1=2(�). Par densit�e de TL2(�) dans TH�1=2(�), on a u = limH�1=2 un avec undans TL2(�). On d�ecompose un = r�vn + rot�wn en utilisant le lemme 2. Alors, div�un =div�(r�vn). On utilise le fait que div�un = ��vn tend dans H�3=2(�) vers div�u pour a�rmerque vn �a une limite v dans H1=2(�) quotient�e par les constantes. Alors r�vn tend vers r�vdans TH�1=2(�). On proc�ede de même avec rot�wn pour montrer que cette suite converge versrot�w dans TH�1=2(�). Alors on peut �ecrire u = r�v+rot�w. Ceci ach�eve la preuve du lemme.2Ici, nous ne pouvons plus �ecrire l'orthogonalit�e des deux espaces car le produit scalaire L2 n'apas de sens sur TH�1=2.Nous pouvons en�n donner la d�ecomposition de H�1=2div (�).Proposition 3 Sous les hypoth�eses du lemme (1), nous avonsH�1=2div (�) = r�(H3=2(�)) ?� rot�(H1=2(�)) (43)Il su�t pour cela de constater, �a partir du lemme pr�ec�edent, que la divergence ne contrôle quel'image du gradient. Si u 2 TH�1=2(�) s'�ecrit u = r�v+rot�w avec v et w dans H1=2(�), alorsdiv�u = ��v. La condition div�u 2 H�1=2(�) impose alors v 2 H3=2(�):2Ici, on r�ecup�ere l'orthogonalit�e des deux sous-espaces.Les r�esultats pr�ec�edents donnent en particulier une base hilbertienne des espaces de Sobolevdes champs tangents. En e�et, si (en)n2IN est la base form�ee des fonctions propres de l'op�erateurde Laplace-Beltrami, et e0 la fonction constante qui correspond �a la valeur propre nulle, alors(r�en)n2IN� ; (rot�en)n2IN� est une base hilbertienne de THs(�) pour tout s. De plus cesvecteurs sont vecteurs propres de l'op�erateur de Laplace-Beltrami vectoriel.10



6.3 Etude des op�erateurs int�egrauxNous allons maintenant �etudier les op�erateurs P1 et P2 mentionn�es ci-dessus. Nous rappelons(cf. [1] ou [3]) que P1 agit de H�1=2div (�) dans H1=2div (�) et P2 de H�1=2div dans lui-même. Si l'on noteP+ =  I2 + P1 k2P2P2 I2 + P1 !, alors P+ agit de (H�1=2div (�))2 dans lui-même. C'est le projecteurde Calderon associ�e au probl�eme ext�erieur. Ainsi, si (j; n^E) est un couple courant �electrique,trace du champ �electrique, il v�eri�e (P+ � I)(j; n^ E) = 0. L'op�erateur de Steklov-Poincar�equi associe j �a E ^ n, s'�ecrit alors Su = P�12k2 (I2 � P1) = (I2 � P1)�1P2.Pour l'op�erateur P1, les choses sont assez claires :Lemme 4 Avec les notations pr�ec�edentes, on a les inclusions suivantes,(i) P1(r�(H3=2(�)) � TH3=2(�);(ii) P1(rot�((H1=2(�)) � TH1=2(�)Et P1 est un op�erateur continu de H�1=2div (�) dans H1=2div (�), et compact sur chacun des deuxsous espaces de d�ecomposition.Il su�t de noter que la singularit�e du noyau est en r�1. Pour P2, on a le lemme suivant.Lemme 5 L'op�erateur P2 se d�ecompose de la mani�ere suivante : P2 = (A + B)(I +K) o�u Aop�ere continûment de r�(H3=2(�)) dans rot�(H1=2(�)), B op�ere continûment de rot�(H1=2(�))dans r�(H3=2(�)) et K est un op�erateur compact. Il s'en suit que, modulo un op�erateur com-pact, P2 est la somme de deux op�erateurs �a supports disjoints, l'un compact et l'autre nonborn�e.Preuve :Soit u 2 H1=2(�). AlorsP2(rot�u) = n ^ (Z�G(jx� yj)rot�udy) = n ^ (Z� rot�yG(jx� yj)udy): (44)On e�ectue ensuite la transformation suivante :n ^ (Z� rot�yG(jx� yj)udy) = nx ^ (Z� ny ^ryG(jx� yj)u(y)dy): (45)On e�ectue alors la transformation rxG(jx � yj) = �ryG(jx � yj) et on d�ecompose ny ennx + (ny � nx). il vient alorsP2(rot�u) = r�(Z�G(jx� yj)u(y)dy) + nx ^ (Z�(ny � nx) ^rxG(jx� y)u(y)dy) (46)Le premier terme du membre de gauche est dans r�(H3=2(�)). Le second est un terme qui estnul si nx � ny est proportionnel �a x � y, ce qui est le cas si � est plane ou est une sph�ere (lacourbure doit être isotrope). Dans le cas g�en�eral, la singularit�e du noyau est une discontinuit�een 0. L'op�erateur envoie continûment Hs(�) dans THs+2(�).Prenons maintenant u 2 H3=2(�). Alors,P2(r�u) = n ^ (Z�G(jx� yj)r�udy + r�k2 Z�G(jx� yj)��u(y)dy) (47)En raisonnant comme ci-dessus, on obtient :P2(r�u) = rot�(Z�G(jx� yj)(I + ��k2 )u(y)dy) + R(u) (48)11



o�u R(u) = nx ^ Z�(�x � �y)rxG(jx� yj)u(y)dy (49)avec �x; �y les projections orthogonales sur les plans tangents �a � en x et y. Comme auparavant,R envoie continûment Hs(�) dans THs+2(�).Ainsi, en notantA(r�u) = rot�(Z�G(jx� yj)(I + ��k2 )u(y)dy) (50)et B(rot�u) = r�(Z�G(jx� yj)u(y)dy) (51)on a bien le r�esultat annonc�e. 2On en d�eduit �nalement la proposition suivante pour l'op�erateur de Steklov-Poincar�e :Proposition 4 En reprenant les d�e�nitions de A et B �enonc�ees ci-dessus, Su = (A+B)(2I+K 0) o�u K0 est un autre op�erateur compact.Il su�t d'utiliser l'expression de S donn�ee en d�ebut de section et le fait que P1 est compact.26.4 ConclusionNous avons montr�e, �a l'aide de la d�ecomposition de H�1=2div (�), que l'op�erateur de Steklov-Poincar�e du probl�eme ext�erieur se s�epare en deux op�erateurs, l'un compact et l'autre nonborn�e. Dans le cas de la sph�ere, il est possible d'être plus pr�ecis. En utilisant la remarque dela �n de la section 2 avec les harmoniques sph�eriques, il est facile de montrer que A = B�1 etK 0 = 0. Une des cons�equences de ce r�esultat est que, lorsque l'on veut r�esoudre le probl�emed'�equations int�egrales sur le plan num�erique par une m�ethode it�erative, on est dans la plusmauvaise situation qui soit puisque le spectre de la matrice tend vers 0 et l'in�ni et est tr�esdense aux deux extr�emit�es. Cependant la d�ecomposition utilis�ee doit permettre de construiredes pr�econditionneurs e�caces en tenant compte de la nature math�ematique des op�erateursqui entrent en jeu.R�ef�erences[1] M. Cessenat, Resolution de probl�emes de Maxwell en r�egime harmonique par des m�ethodesint�egrales, Tech. Rep., CEA, juin 1987.[2] C. Godbillon, El�ements de topologie alg�ebrique, Hermann, Paris, 1971.[3] V. Levillain, Couplage �el�ements �nis-�equations int�egrales pour la r�esolution des �equationsde Maxwell en milieu h�et�erogene., Th�ese de doctorat, Ecole polytechnique, 1991.CERMICS-INRIABP 9306902 Sophia-Antipolis Cedex12


