
PARTICLE ALGORITHMS FORMASSIVELY PARALLEL MACHINESDidier Issautier 1 ; 2AbstractWe describe in this paper a strategy for parallelising a weighted particle methodfor solving the Boltzmann (B.G.K.) equation on MIMD and SIMD machines. Theperformance results obtained on two parallel machines, the Meiko Concerto and theConnection Machine are presented and compared with those obtained on a Cray-YMP. ALGORITHMES PARTICULAIRESPOUR DES CALCULATEURS AARCHITECTUREMASSIVEMENT PARALLELESR�esum�eNous pr�esentons une strat�egie pour impl�ementer sur des calculateurs massivementparall�eles de type SIMD et MIMD, une m�ethode particulaire d�eterministe pourr�esoudre l'�equation de Boltzmann (mod�ele B.G.K.). Des r�esultats de performanceobtenus sur la machineMeiko Concerto 3 et sur la Connection Machine3 sont pr�esen-t�es et compar�es aux performances obtenues sur un Cray-YMP. 3.
1Laboratoire J.-A. Dieudonn�e, U.R.A. 168 du CNRS Universit�e de Nice Sophia-Antipolis Parc Valrose, BP 71, 06108 NICE C�edex 022CERMICS, Sophia-Antipolis3Les machines utilis�ees appartiennent au centre de calcul de la r�egion P.A.C.A.



IntroductionLa simulation num�erique d'�equations cin�etiques de type Boltzmann, par desm�ethodes statistiques de type Monte-Carlo ou des m�ethodes d�eterministes, a connuun int�erêt croissant au cours des derni�eres ann�ees. Cependant, pour simuler desph�enom�enes physiques complexes, de telles m�ethodes n�ecessitent un nombre tr�esimportant de particules, ce qui se traduit par des temps calcul qui peuvent êtreprohibitifs. L'av�enement r�ecent de machines massivement parall�eles suscite l'espoirde simuler ce type de ph�enom�enes en des temps raisonnables. De nombreux travaux,parmi lesquels nous pouvons citer L.N.Long, M.Kamon et J.Myczkowski [6], F.Coron,P.Homsi [7], ont permis des avanc�ees dans ce domaine.Dans un pr�ec�edent rapport nous rapportions les premiers r�esultats de performanceobtenus sur une machine massivement parall�ele de type SIMD, la Connection Ma-chine [2]. Depuis lors, nous avons impl�ement�e ce type de m�ethode sur une machineparall�ele de type MIMD, la Meiko-CS1. Le but de ce rapport est de comparer lesperformances obtenues sur ces deux types de machine qui repr�esentent les deuxgrands mod�eles existant �a ce jour dans le parall�elisme massif.Dans la premi�ere partie nous rappellerons bri�evement le mod�ele physique ainsi quela m�ethode num�erique utilis�ee. Ensuite nous pr�esenterons pour chacune des ma-chines parall�eles utilis�ees ses principales caract�eristiques ainsi que l'algorithme em-ploy�e. En�n nous pr�esenterons, dans la derni�ere partie, les r�esultats de performanceobtenus pour les machines ci-dessus et les comparerons �a ceux obtenus sur un Cray-YMP.1 Mod�ele physique et approximation num�erique1.1 Le mod�ele B.G.K.Le mod�ele B.G.K. pour l'�equation de Boltzmann est un mod�ele cin�etiquesimpli��e pour d�ecrire l'�evolution d'un gaz [1]. En d�epit de sa relative simplicit�e, cemod�ele contient la plupart des propri�et�es fondamentales de la dynamique des 
uidestelles que la conservation de la masse, de l'impulsion et de l'�energie. L'�etat du gazest mod�elis�e �a l'aide d'une fonction de distribution donnant la densit�e f(t; x; v) departicules qui �a l'instant t > 0 et �a la position x 2 IRN se d�eplacent �a la vitessev 2 IRN . L'�evolution de la densit�e f(t; x; v) est d�ecrite par l'�equation suivante :@f@t + v:rxf = 1� (M(f)� f) ; (1)o�u � est un temps de relaxation,M(f) est une Maxwellienne locale et peut s'�ecrire :M(f) = �(2�T )N2 exp(�(v � U)22T ) : (2)1



La densit�e �, la vitesse U , la temp�erature T sont obtenues �a l'aide des moments dela fonction de distribution f :0B@ �(t; x)�U(t; x)E(t; x) 1CA = ZIRN 0BBB@ 1vj v j22 1CCCA f(t; x; v) dv : (3)La temp�erature est simplement d�eduite de l'�energie totale des mol�ecules par la for-mule : E = � j U j22 + N2 �T: (4)1.2 Approximation num�eriquePour r�esoudre num�eriquement cette �equation, nous avons utilis�e une m�ethodeparticulaire d�eterministe introduite par S.Mas-Gallic [4]. Nous rappelons ici bri�eve-ment la m�ethode, le lecteur pourra se r�ef�erer �a [4] et [5] pour une description pluspr�ecise.Etant donn�e une distribution initiale f0 sur un ensemble de points (x0i ; v0i )i2I�Z del'espace des phases, on cherche fi(t); xi(t) et vi(t) de telle fa�con que la mesure :fh =Xi2Iwifi(t)�(x� xi(t))
 �(v � vi(t)) (5)soit une approximation de la solution f au sens des mesures; wi repr�esente le poidspositif de la particule d'indice i. A partir de (5), on introduit, pour une fonction gcontinue en (x; v), la formule de quadrature suivante :Z Z g(t; x; v) d x d v � Xi2Iwig(t; xi(t); vi(t)) (6)o�u les particules servent de points de quadrature.La m�ethode se d�ecompose principalement en deux phases :� Une phase de convection prenant en compte le d�eplacement des particulessuivant les caract�eristiques.� Une phase de collision o�u l'on �evalue l'op�erateur de collision M(f)� f .Phase de ConvectionPour chaque particule indic�ee i, xi(t) et vi(t) sont solutions du syst�eme di��erentielsuivant : 8>>><>>>: d xid t (t) = vi ; xi(0) = x0i ;d vid t (t) = 0 ; vi(0) = v0i : (7)2



Phase de CollisionPour calculer l'op�erateur de collisionM(f)�f , il faut d'abord calculer les quantit�esmacroscopiques �; �U et E qui d�eterminent la Maxwellienne (2). Ces quantit�es sontobtenues en int�egrant la fonction de distribution f sur l'espace des vitesses (3). Or(6) d�e�nit une formule de quadrature dans l'espace des phases. Il est donc n�ecessairede transformer, �a l'aide d'une fonction cut-o�, les int�egrales dans (3) en int�egralessur l'espace des phases tout entier, int�egrales que nous �evaluerons �a l'aide de laformule de quadrature (6). Cette fonction cut-o� que nous noterons � doit v�eri�erles propri�et�es suivantes :8>>>>>><>>>>>>: ZIRN�(x) d x = 1 ;ZIRN j xl j �(x) d x = 0 1 � l � k � 1 ; k � 2 ;ZIRN j xk j j �(x) j d x < +1 :On pose : ��(x) = 1�N �(x� ) pour � > 0. Les valeurs approch�ees des quantit�esmacroscopiques, �a l'instant t, sont d�e�nies par :0BBB@ �h(t; x)(�U)h(t; x)Eh(t; x) 1CCCA = Xj2I wj 0B@ 1vjj vj j2 1CA fj �� (x� xj(t)) (8)En utilisant (4) et (8), la valeur approch�ee de la Maxwellienne (2), �a l'instant t,est donn�ee par la formule: Mh(t; x; v) = M(�h; �Uh; Eh)(t; x; v) et on pose: Mi(t) =Mh(t; xi(t); vi(t)). Par la suite nous supposerons que la fonction �� est �a supportcompact dans [��; �]. Par cons�equent les particules intervenant dans le calcul desquantit�es macroscopiques sont celles situ�ees dans la boule de rayon � centr�ee en x.Int�egration en tempsLe sch�ema en temps que nous proposons r�epond �a deux crit�eres essentiels. Il restestable pour des temps de relaxation petits (r�egime collisionnel) et grands (transportlibre) et surtout il est explicite, ce qui conduit �a un algorithme plus facilementparall�elisable. Ce sch�ema utilise l'expression semi-implicite de la solution du mod�eleB.G.K. �a l'instant t+�t o�u �t est le pas d'int�egration en temps :f(t+�t; x; v) = f(t; x��tv; v) exp(��t� )+1� Z �t0 M(t + s; x� (�t� s)v; v) exp(��t� s� )ds : (9)Par la suite nous noterons : M(t+ s) =M(t + s; x� (�t� s)v; v).On �ecrit maintenant (9) pour t = tn = n�t :fn+1 = exp(��t� )fn + 1� Z �t0 M(t+ s) exp(��t� s� )ds :3



Pour calculer l'int�egrale pr�ec�edente on va supposer que la Maxwellienne M resteconstante entre tn et tn+1. Par cons�equent le sch�ema s'�ecrit :f0i = f0(x0i ; v0i )fn+1i = exp(��t� )fni + (1 � exp(��t� ))Mni (10)Le lecteur int�eress�e pourra trouver une analyse plus d�etaill�ee de ce sch�ema dans [3].2 Parall�elisme SIMD et MIMDDans cette partie nous pr�esentons deux machines utilis�ees au cours de cette �etude,repr�esentant les deux grands mod�eles qui existent aujourd'hui dans le parall�elismemassif.2.1 Parall�elisme SIMDNous rappelons tout d'abord que le type SIMD (Single Instruction MultipleData) met en jeu des processeurs qui, �a un instant donn�e, ex�ecutent la même ins{truction sur des donn�ees di��erentes. La Connection Machine CM200 est un cal-culateur �a architecture massivement parall�ele de type SIMD �a m�emoire distribu�eecomprenant de 4K �a 64K processeurs (1K=1024 processeurs) disposant chacund'une m�emoire locale. Ces processeurs sont physiquement regroup�es par noeuds (1noeud est constitu�e de 32 processeurs, d'une interface de calcul et d'une unit�e decalcul 
ottant 32 ou 64 bits). Ces noeuds sont reli�es entre eux par un r�eseau decommunication de type hypercube. Il existe essentiellement deux types de commu-nication :- NEWS (North-East-West-South) : m�ecanisme permettant de faire communi-quer des processeurs voisins dans une grille d�e�nie par l'utilisateur.- Le Router : m�ecanisme g�en�eral permettant de faire communiquer des pro-cesseurs quelconques. Ce mod�ele de communication est n�eanmoins plus coûteuxque le pr�ec�edent.Le syst�eme de la Connection Machine permet de simuler un nombre de processeurssup�erieur au nombre de processeurs physiques, par une division de la m�emoire localede chaque processeur. Le rapport du nombre de processeurs �a simuler sur le nom-bre de processeurs physiques est appel�e VPR (Virtual Processor Ratio). Parmiles langages de haut niveau existant sur la Connection Machine, nous avons utilis�edurant ce travail le CM Fortran, qui est bas�e sur le Fortran 77 standard mais quireprend certaines extensions vectorielles du Fortran 90. Le lecteur qui le souhaitepourra trouver des renseignements plus pr�ecis dans [8].Description de l'algorithmeIl s'agit tout d'abord de choisir la mani�ere d'organiser la r�epartition des donn�eesentre les processeurs. Le choix optimal est celui qui minimise les communications4



entre processeurs, n'entrâ�ne pas d'op�erations redondantes et ne n�ecessite pas destockage suppl�ementaire en n�emoire. Une telle r�epartition n'existe pas toujours, ondoit alors trouver un compromis entre ces trois contraintes.Pour le mod�ele B.G.K., il y a essentiellement deux mani�eres de r�epartir les donn�ees:1. Le choix naturel semble être d'associer une particule �a un processeur. Lapartie convection de l'algorithme est ainsi parfaitement parall�elis�ee, et aucunecommunication n'est n�ecessaire pour d�eterminer les nouvelles positions desparticules. Cependant une telle r�epartition est moins bien adapt�ee �a la phasede collision car cette phase fait intervenir des particules associ�ees �a des pro-cesseurs di��erents et donc n�ecessitera des communications. Comme de pluscette phase de collision est tr�es coûteuse du point de vue des op�erations un telchoix de r�epartition des donn�ees conduirait �a un algorithme tr�es peu e�cacesur la Connection Machine. Par cons�equent nous avons pr�ef�er�e faire un autrechoix concernant la r�epartition des donn�ees.2. Comme nous venons de le voir il est n�ecessaire que la structure de donn�eeschoisie se prête bien �a la phase de collision. Il faut donc faire en sorte que du-rant la phase de collision aucune communication inter-processeurs n'intervienne.Une mani�ere possible de respecter cette contrainte consiste �a associer �a chaqueprocesseur les informations n�ecessaires au calcul de l'op�erateur de collision.Cependant un tel choix va entrâ�ner un stockage redondant en m�emoire etpourrait donc conduire �a une limitation concernant le nombre de particules.Nous rappelons que nous avons choisi une fonction cut-o� �a support compact dans[��; �], on introduit ainsi une discr�etisation �ctive de l'espace physique en cellulesde même taille (�). Chaque cellule ainsi d�e�nie sera associ�ee �a un processeur virtuel.Par cons�equent, pour calculer l'op�erateur de collision sans qu'aucune communicationn'intervienne, il est n�ecessaire de stocker dans la m�emoire locale de chaque processeurvirtuel les donn�ees des cellules voisines (2 en dimension 1, 8 en dimension 2), voirFigure 1.Ainsi il ne sera n�ecessaire de communiquer qu'apr�es la phase de convection des
CELLULE

( I , J )Figure 1: Cellule (I,J) et ses voisinesparticules. Apr�es chaque pas de temps, la nouvelle position de la particule i estdonn�ee par : xn+1i = xni + �tv0i5



Sans contrainte sur �t, une particule peut quitter sa cellule initiale et atteindre uneautre cellule non n�ecessairement voisine. Dans ce cas, le m�ecanisme de communi-cation le plus g�en�eral (Router) sera utilis�e et le coût des communications peut êtrealors tr�es important.Pour minimiser le coût des communications, on choisit �t de telle fa�con qu'uneparticule ne puisse atteindre en un pas de temps qu'une des cellules avoisinantes(Figure 1). Ainsi les communications n'ont lieu qu'entre processeurs voisins et onpeut donc utiliser NEWS pour communiquer et diminuer ainsi de fa�con signi�cativele coût des communications.L'algorithmeL'algorithme peut se r�esumer ainsi :A chaque pas de temps �t :1. Phase de convection2. Prise en compte des conditions aux limites3. Phase de communication4. Calcul de l'op�erateur de collision5. Mise �a jour des solutions2.2 Parall�elisme MIMDContrairement au type SIMD, le type MIMD (Multiple Instruction MultipleData) met en jeu plusieurs processeurs ind�ependants pouvant ex�ecuter des tâchesdi��erentes sur des donn�ees di��erentes. Nous d�ecrivons bri�evement les caract�eris-tiques de la machine utilis�ee.La Meiko "Concerto" est une machine parall�ele �a m�emoire distribu�ee de type MIMD.La con�guration utilis�ee comprend 16 processeurs Intel 860 (pour les calculs 
ot-tants). Chacun de ces processeurs est reli�e �a 2 transputers T800 (ayant chacun 4liens physiques) pour les communications. Il est �a noter que pour des raisons tech-niques, seuls 14 processeurs i860 �etaient disponibles durant nos simulations. Nousavons utilis�e, au cours de cette �etude, le compilateur Fortran Greenhills (g860apx).D�ecomposition du domaine de calculLa parall�elisation du code s'e�ectue en d�ecomposant le domaine de calcul en plusieurssous-domaines et en associant chaque sous-domaine �a un processeur. L'algorithmeutilis�e ici ressemble beaucoup au pr�ec�edent.En e�et apr�es la phase de convection il y a une phase de communication o�u lesprocesseurs s'�echangent les informations concernant les particules ayant quitt�e lesous-domaine o�u elles se trouvaient. Notons au passage que comme pr�ec�edemmenton s'impose une contrainte sur le pas de temps �t de telle fa�con qu'une particule6



ne puisse atteindre en un pas de temps qu'un sous-domaine voisin.Concernant la phase de collision, nous rappelons que le choix d'une fonction cut-o��a support compact dans une boule de rayon �, entrâ�ne que seules les particulessitu�ees dans la boule de centre x et de rayon � interviennent dans le calcul de laMaxwellienne au point x. Par cons�equent pour qu'aucune communication ne soitn�ecessaire durant la phase de collision, il faut associer �a chaque processeur un sous-domaine d�e�ni pr�ec�edemment ainsi qu'un voisinage de longueur � autour de ce sousdomaine (Figure 2). On parlera alors de recouvrement des sous-domaines.
2ε

Figure 2: D�ecomposition du domaine de calculUtilisation de PARMACSPour assurer une portabilit�e maximale entre di��erentes machines parall�eles de typeMIMD et pour adapter facilement un code s�equentiel sur une de ces machines nousavons utilis�e le logiciel PARMACS qui contient des librairies de communication.L'utilisation de ces librairies permet de g�erer plus facilement les �echanges de mes-sage, d'une part et d�echarge l'utilisateur de l'assignation des tâches aux processeursd'autre part. L'utilisation de ce logiciel rend ainsi le programme moins d�ependantde la machine utilis�ee.3 R�esultats de performancesNous donnons ici des r�esultats de performance obtenus en consid�erant le mod�eleB.G.K. (1) en dimension N=2. Plus pr�ecis�ement, nous consid�erons l'�evolution departicules dans un domaine rectangulaire, d�ecompos�e en sous-domaines de mêmetaille ce qui assure une r�epartition quasi �equitable des tâches entre processeurs.Pour une description plus pr�ecise du cas test ainsi qu'une pr�esentation des solutionsphysiques obtenues, nous renvoyons le lecteur �a [2]. Nous comparons les r�esultatsobtenus sur les trois machines suivantes: la CM200 (avec 8K ou 16K processeurs),la Meiko-CS1 avec 14 processeurs i860 et le Cray-YMP mono-processeur. Nousdonnons des r�esultats en simple et en double pr�ecision (respectivement not�ee S.P etD.P) pour les deux premi�eres machines. Notons que nous avons utilis�e les librairies7



de vectorisation VAST, pour optimiser les performances sur la Meiko-CS1. Nouspr�esentons aussi les r�esultats obtenus avec et sans vectorisation sur les �gures 3 et4. Le gain obtenu en vectorisant est de l'ordre de 40% en moyenne.Nous donnons dans les tables ci-dessous, le temps CPU par it�eration, les M
ops enfonction du nombre de particules. Nous avons fait varier ce nombre tout en laissantconstant le nombre de particules par cellule.Nous tenons �a pr�eciser que le seul crit�ere objectif de comparaison entre les dif-Nb Machine Nb M
ops Temps CPUparti. procs s/iter101376 Meiko CS1 14 234 9.1101376 CM200 8K 748 7.8202752 Meiko CS1 14 230.2 18.7202752 CM200 8K 879 13.2405504 Meiko CS1 14 220.4 39.2405504 CM200 8K 966 24811008 Meiko CS1 14 219 78.9811008 CM200 8K 1017 45.6811008 CM200 16K 1950 23.81216512 Meiko CS1 14 217 119.51216512 CM200 8K 1036 67.2Table 1: R�esultats de performance en simple pr�ecisionf�erentes machines nous parait être le temps CPU, car les algorithmes sont l�eg�ere-ment di��erents (notamment entre la Meiko CS1 et la CM200), bien que le nombred'it�erations pour atteindre la solution physique soit identique pour toutes les ma-chines. Il apparâ�t qu'en double pr�ecision, la CM200 8K est environ 1; 5 fois plusrapide que la Meiko-CS1 et 1; 8 fois plus rapide que la Cray-YMP. En simple pr�eci-sion ces rapports deviennent respectivement 1; 7 et 2; 5. Nous remarquons �egalementque lorsqu'on multiplie le nombre de particules et le nombre de processeurs par unmême rapport, le temps CPU par it�eration reste �a peu pr�es constant, aussi bien pourla CM200 que pour la Meiko-CS1. D'autre part, le coût des communications est tr�esfaible: environ 5% du temps CPU sur la Connection Machine et de l'ordre de 1%8



Nb Machine Nb M
ops Temps CPUparti. procs s/iter101376 Meiko CS1 7 87.8 24.6101376 Meiko CS1 14 174.2 12.4101376 Cray YMP 1 150.8 14.2101376 CM200 8K 400 10.9202752 Meiko CS1 7 86.9 49.7202752 Meiko CS1 14 174.2 24.8202752 Cray YMP 1 150.2 28.7202752 CM200 8K 540 18.9405504 Meiko CS1 7 86.7 99.6405504 Meiko CS1 14 173.8 49.7405504 Cray YMP 1 150 57.6405504 CM200 8K 646 35.9811008 Meiko CS1 14 172.9 99.9811008 Cray YMP 1 149.8 117811008 CM200 8K 707 65.6Table 2: R�esultats de performance en double pr�ecision
9



sur la Meiko-CS1. Ces deux remarques montrent le tr�es haut niveau de parall�elismede la m�ethode.
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Figure 3: Temps CPU par it�eration
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Figure 4: Temps CPU par particuleConclusionLes r�esultats de performance montrent, aussi bien sur la Connection Machineque sur la Meiko-CS1, le haut niveau de parall�elisme de la m�ethode. On noteraque les performances obtenues sur la Connection Machine sont sup�erieures �a cellesobtenues sur la Meiko-CS1 et ce en simple et double pr�ecision. D'autre part, lesperformances enregistr�ees sur ces deux machines sont sup�erieures �a celles obtenuessur un ordinateur vectoriel : le Cray-YMP mono-processeur. Nous tenons �a pr�eciserque l'impl�ementation de la m�ethode a �et�e plus rapide sur la Meiko-CS1 et qued'autre part avec l'utilisation du logiciel PARMACS, il est possible de porter lecode sur d'autres machines parall�eles de type MIMD, comme nCUBE ou l'iPSC860,10



par exemple. De tels r�esultats sont encourageants et montrent tout l'int�erêt duparall�elisme massif. Ces premiers r�esultats incitent �a l'extension de ces m�ethodes,d'une part, �a des g�eom�etries plus complexes et, d'autre part, �a des �ecoulementstri-dimensionnels.RemerciementsL'auteur tient �a remercier Loula Fezoui du CERMICS Sophia-Antipolis et MarkLoriot de SIMULOG pour leurs pr�ecieux conseils.References[1] P.L. BHATNAGAR, E.P. GROSS and M. KROOK, A model for Collision Processesin Gases, Phys.Rev.,94, (1954) p.511.[2] D. ISSAUTIER, F. POUPAUD, L. FEZOUI, J.P. CIONI, A parallel weighted par-ticle algorithm for solving the Boltzmann (B.G.K.) equation on the ConnectionMachine, Rapport CERMICS 93-14, (1993).[3] D. ISSAUTIER, Convergence of a weighted particle method for solving the Boltz-mann (B.G.K.) equation, �a parâ�tre.[4] S. MAS{GALLIC, A deterministic particle method for the linearized BoltzmannEquation, Trans.Theory Stat.Phys., 16, (1987) pp.885-887.[5] S. MAS{GALLIC and F. POUPAUD, Approximation of the Transport Equation bya weighted particle method, Trans.Theory Stat.Phys., 17, (1988) pp.311-345.[6] L.N. LONG, M. KAMON and J.MYCZKOWSKI, A Massively Parallel Algorithmto solve the Boltzmann (B.G.K.) Equation, AIAA Paper, 92{0563.[7] F. CORON,P. HOMSI, Utilisation du Parall�elisme Massif en calcul d'�ecoulementsrar�e��es, Contrat DRET, 90/587.[8] Technical summary, Thinking Machines Corporation, Version 6.0 (1990).
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