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AN EXACT RIEMANN SOLVERFOR THE NUMERICAL APPROXIMATIONOF MAXWELL EQUATIONSIN A ONE-DIMENSIONAL HETEROGENEOUS MEDIAGuillaume Gimonet 1, Jean-Pierre Cioni 1,Loula Fezoui 1 et Fr�ed�eric Poupaud 2AbstractWe are here concerned with the numerical approximation of Maxwell equations in a one-dimensional heterogeneous media. We propose an accurate solver both in time and space(Godunov's scheme) which insures discrete conditions at the interface of di�erent materi-als. Numerical solutions are compared to the ones obtained with an another solver basedon an extension of the Steger and Warming scheme as well as to exact solutions for dif-ferent test cases. Simulations involving high material indices (of values around hundred)are presented. APPROXIMATION NUMERIQUEDES EQUATIONS DE MAXWELLEN MILIEU HETEROGENE MONODIMENSIONNELPAR UN SOLVEUR DE RIEMANN EXACTR�esum�eNous nous int�eressons ici �a la r�esolution num�erique du syst�eme de Maxwell monodimen-sionnel pour des milieux h�et�erog�enes. Nous proposons un solveur pr�ecis en temps et enespace (sch�ema de Godunov) qui assure les conditions discr�etes �a l'interface de mat�eriauxdi��erents. Les solutions num�eriques sont ici compar�ees �a celles obtenues �a l'aide d'unautre solveur bas�e sur une extension du sch�ema de Steger et Warming ainsi qu'aux solu-tions exactes pour di��erents cas tests. Des simulations faisant intervenir des mat�eriauxd'indice �elev�e (de l'ordre de la centaine) sont pr�esent�ees.1CERMICS-INRIA, BP 93, 06 902 Sophia-Antipolis Cedex2Laboratoire J.-A. Dieudonn�e, U.R.A. 168 du CNRS, Universit�e de Nice Sophia-Antipolis,Parc Valrose, BP 71, 06108 NICE Cedex 02
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IntroductionL'objet de ce travail est l'�etude de la propagation des ondes �electromagn�etiques dansun milieu lin�eaire isotrope h�et�erog�ene �a une variable d'espace, mod�elis�ee par le syst�emede Maxwell. Des exp�eriences num�eriques r�ealis�ees avec diverses m�ethodes (m�ethodes devolumes �nis, di��erences �nies, �el�ements �nis) ont r�ev�el�e la di�cult�e d'approcher avecune grande pr�ecision les solutions, en particulier dans le cas de g�eom�etries complexes etpour des indices de milieux assez grands [9].Nous nous int�eressons ici aux sch�emas num�eriques dits conservatifs d�ecentr�es. Nousrappelons tout d'abord que dans le cas des milieux homog�enes (ie d'indices constants),tous les sch�emas d�ecentr�es se r�eduisent au sch�ema de Isaacson-Courant-Rees (ICR). Dansle cas d'un syst�eme lin�eaire �a coe�cients non constants, ce sch�ema peut s'�etendre dediverses mani�eres. Ainsi, nous rappelons dans la section 3 l'extension \naturelle" de laformulation de Steger et Warming d�ej�a utilis�ee par ailleurs [1, 2].Nous proposons ici, en alternative, une extension du sch�ema de Godunov bas�ee sur lar�esolution exacte de probl�emes de Riemann pos�es �a l'interface des cellules. L'id�ee qui sous-tend ce travail est de construire un sch�ema qui satisfasse intrins�equement les conditionsde saut �a l'interface des mat�eriaux ([~n ^ ~E] = 0 et [~n ^ ~H] = 0). Nous comparons lesr�esultats obtenus par les deux sch�emas pr�esent�es �a la solution exacte dans chaque cas testconsid�er�e.1 Syst�eme de Maxwell sous forme conservativeOn note t le temps et ~x la variable d'espace du probl�eme : ~x 2 IRp; p = f1; 2; 3g.Les champs �electriques et magn�etiques sont not�es classiquement ~E = ~E(~x; t) et ~H =~H(~x; t) (respectivement ~D et ~B pour les inductions �electriques et magn�etiques).Nous consid�ererons dans cette �etude des mat�eriaux dits simples, caract�eris�es par deslois constitutives lin�eaires de la forme:~D = "(~x) ~E et ~B = �(~x) ~H ; (1)o�u " et � sont respectivement les tenseurs de permittivit�e �electrique et de perm�eabilit�emagn�etique du milieu. Ces tenseurs sont a priori complexes, anisotropes et d�ependent dela variable d'espace.Dans le cas de milieux charg�es, � = �(~x; t) et ~j = ~j(~x; t) d�esignent les densit�es decharge et de courant �electrique.L'ensemble des ph�enom�enes �electromagn�etiques est mod�elis�e par le syst�eme de Max-well qui s'�ecrit: 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: @ ~B@t + ~rot � ~E� = 0 ;@ ~D@t � ~rot � ~H� = �~j ;div � ~D� = � ;div � ~B� = 0 :2



Formulation du syst�eme de Maxwell en syst�eme hyperboliqueconservatifOn suppose d�es maintenant que les milieux �etudi�es sont h�et�erog�enes, lin�eaires, iso-tropes, non polarisables, non magn�etiques, c'est �a dire que les tenseurs " et � sont r�eduits�a des facteurs multiplicatifs d�ependant de la variable d'espace dans les lois de comporte-ment (1). Notons qu'une extension au cas de matrices complexes est �egalement possible.On consid�ere des milieux sans charge ni courant et des champs ~B et ~D d�ependantuniquement de la variable d'espace not�ee ici y. Le syst�eme de Maxwell monodimensionnelpeut alors s'�ecrire sous la forme conservative suivante:@ ~W@t + @@y (A(y) ~W ) = 0 ;avec ~W = t(Bx; Bz; Dx; Dz) et A(y) = 26664 0 0 0 1"0 0 �1" 00 �1� 0 01� 0 0 0 37775 .La matrice A admet deux valeurs propres r�eelles � = � c (o�u c = 1p"�) de multiplicit�edeux. Le syst�eme de Maxwell d�e�nit donc un syst�eme hyperbolique lin�eaire conservatif.On rappelle que c d�esigne la vitesse de propagation de la lumi�ere dans le milieu.L'adimensionnement du syst�eme s'e�ectue en introduisant la permittivit�e "0 et la per-m�eabilit�e �0 du vide. On pose alors "r = ""0 , �r = ��0 et nous ferons par la suite les abusde notation " := "r et � := �r.Le syst�eme adimensionn�e s'�ecrit alors:@ ~Q@� + @@y (A(y) ~Q) = 0 ;en e�ectuant le changement de variable � = c0t et en posant ~Q = t(Bx; Bz; Z0Dx; Z0Dz).L'imp�edance du vide Z0 est donn�ee par Z0 = �0c0 = 1"0c0 = 1Y0 o�u c0 est la vitesse depropagation de la lumi�ere dans le vide et Y0 l'admittance. Les quantit�es intervenant dansla matrice A sont maintenant sans dimension.R�eduction de l'�etude aux modes (TE) et (TM)Consid�erons la matrice A d�e�nie pr�ec�edemment.Pour j = f1; : : : ; 4g, notons �j le j�eme vecteur de la base canonique de IR4.Nous avons d'une part, A�1 = 1"�4 ; A�4 = 1��1et d'autre part, A�2 = �1" �3 ; A�3 = �1� �2 .3



Les deux sous-espaces de IR4, engendr�es par les vecteurs �1 et �4 d'une part, et, �2 et �3d'autre part, sont donc deux sous-espaces suppl�ementaires et stables par A, qu'on notera(TM) et (TE).Soit ~A la restriction de A au sous-espace (TM). Alors, ~A s'�ecrit dans la base canoniquede IR2 : ~A(y) = " 0 1"1� 0 # .La restriction de A au sous-espace (TE) vaut alors � ~A. On peut donc se restreindre �al'�etude du syst�eme de Maxwell dans le cas (TM) et retrouver ensuite le cas (TE) en chan-geant la matrice ~A en � ~A, aux changements pr�es que cela comporte pour les conditionsaux limites. Par la suite, on fera syst�ematiquement l'abus de notation A := ~A, ceci a�nde ne pas surcharger l'�ecriture.2 Un mod�ele de r�e
exion-transmission2.1 Domaine de propagationSoit un domaine de propagation 
 h�et�erog�ene constitu�e de deux sous-domaines homo-g�enes 
+ et 
�. On consid�ere dans cette �etude que 
 est monodimensionnel, c'est �a direqu'il est assimilable �a la portion de l'espace IR3 comprise entre les plans (y = a; a < 0) et(y = b; b > 0), que ~ey est la seule direction de propagation possible et que sa permittivit�e" et sa perm�eabilit�e � v�eri�ent :8>>>>><>>>>>: "(x; y; z) = "(y) = ( "� si y < 0"+ si y � 0�(x; y; z) = �(y) = ( �� si y < 0�+ si y � 0 : (2)Le probl�eme est d'�etudier la propagation de l'onde �electromagn�etique �emise par un signalt(E(y; t = 0); H(y; t = 0)) polaris�e dans le plan (~ex; ~ez) (�g. 1) . -6������	6��	 ~E~H(y=a) (y=b)x
z y0


Fig. 1 - Milieu de propagation monodimensionnel (mode TM).4



Conditions aux limitesNous pr�esentons ici tr�es bri�evement les conditions aux limites utilis�ees car le cas mo-nodimensionnel ne pr�esente aucune di�cult�e d'ordre num�erique pour leur prise en compteet sont de plus exactes. On pourra cependant se r�ef�erer �a [6] pour plus de d�etails �a cesujet.Nous consid�erons dans cette �etude deux types de conditions aux limites:{ Conditions aux limites de type m�etal parfait: ~n ^ ~Ej@
 = 0 ;{ Conditions aux limites absorbantes d'ordre un (condition de radiation de Silver-M�uller): ~n ^ ~E = Z~n^ �~n ^ ~H� sur @
o�u ~n est la normale ext�erieure (�egale ici �a ~ey) et Z l'imp�edance locale du milieu.Conditions d'interfaceLes conditions d'interface expriment la continuit�e des composantes tangentielles deschamps �electrique et magn�etique �a l'interface mat�erielle [5]:8><>: h~n ^ ~Ei@
+\@
� = 0 ;h~n ^ ~Hi@
+\@
� = 0 : (3)2.2 D�etermination de la solution exacte du probl�emeLe champ �electromagn�etique exact t( ~E; ~H) dans le cas (TM)z est solution du probl�emede Cauchy suivant :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: �@H@t + @E@y = 0 ;"@E@t + @H@y = 0 ;E(y; t = 0) = E0(y) ;H(y; t = 0) = H0(y) ; 8y 2 
 = �
� [ 
+� [ �@
� \ @
+� ; (4)o�u t(E;H) = t(Ez; Hx). La perm�eabilit�e et la permittivit�e du milieu sont donn�ees par(2). On note classiquement c+ = 1p"+�+ , Z+ = q�+"+ , Y + = 1Z+ et c�; Z�; Y � avecdes d�e�nitions similaires. De part et d'autre de l'interface, le probl�eme hyperbolique sed�ecompose en deux probl�emes lin�eaires �a coe�cients constants:@ ~~W@t +A @@y ~~W = 0 (5)o�u ~~W = t(H;E) et A = " 0 1�1" 0 #. 5



On a �a r�esoudre deux probl�emes de Cauchy �a gauche et �a droite de y = 0 et l'unicit�ede la solution est assur�ee par les conditions d'interface (3) qui s'�ecrivent encore pour leprobl�eme monodimensionnel consid�er�e: E+H+ ! =  E�H� ! sur @
+ \ @
� ; (6)o�u t(E+; H+) est solution du probl�eme de Cauchy (4) sur 
+ et t(E�; H�) est solutiondu probl�eme de Cauchy (4) sur 
�. Les champs �electriques et magn�etiques sont donccontinus �a l'interface des mat�eriaux.Nous allons maintenant calculer la solution exacte du probl�eme (4) en appliquant lam�ethode des caract�eristiques de part et d'autre de l'interface. Le syst�eme (5) diagonalis�es'�ecrit �a gauche de l'interface : @@t ~U +� @@y ~U = 0 ; (7)o�u ~U = P�1 ~~W = t(u; v),� = � c� 00 �c� � , P = � 1 1Z� �Z� � , P�1 = 12 � 1 Y �1 �Y � � .La formulation est identique avec les quantit�es c+; Z+; Y + �a droite de l'interface.On note ~U0 = t(u0; v0) = P�1 t(E0; H0) la donn�ee de Cauchy du probl�eme.
t

y
0
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Fig. 2 - Courbes caract�eristiques du syst�eme.On a un ensemble de courbes caract�eristiques sur lesquelles les composantes u et v de lasolution du probl�eme de Cauchy (7) sont constantes et ne d�ependent que de la donn�eeinitiale t(u0; v0). On montre ce syst�eme de courbes (qui sont des demi-droites car le sys-t�eme est �a coe�cients constants) sur la �gure 2. La m�ethode des caract�eristiques permetalors de d�eterminer les expressions de E et H qui sont r�epertori�ees sur les tableaux 1 et2 par zone d'espace-temps. On note :{ E+av(y; t) = (E0 � Z+H0) (y + c+t) le champ �electrique avanc�e dans 
+,6



{ E+ret(y; t) = (E0 + Z+H0) (y � c+t) le champ �electrique retard�e dans 
+,{ H+av(y; t) = (H0 � Y +E0) (y + c+t) le champ magn�etique avanc�e dans 
+,{ H+ret(y; t) = (H0 + Y +E0) (y � c+t) le champ magn�etique retard�e dans 
+,{ Les champs sont not�es de mani�ere identique dans 
�.Zone 2E(y; t)y > c+t E+av(y; t) +E+ret(y; t)c+t > y > 0 E+av(y; t) + 
E+av(�y; t) + �E�ret( c�c+ y; t)0 > y > �c�t E�ret(y; t) + �E�ret(�y; t) + �E+av( c+c� y; t)y < �c�t E�av(y; t) +E�ret(y; t)Tab. 1 - Solution exacte du syst�eme de Maxwell : champ �electrique.Zone 2H(y; t)y > c+t H+av(y; t) +H+ret(y; t)c+t > y > 0 H+av(y; t) + �H+av(�y; t) + �H�ret( c�c+ y; t)0 > y > �c�t H�ret(y; t) + 
H�ret(�y; t) + �H+av( c+c� y; t)y < �c�t H�av(y; t) +H�ret(y; t)Tab. 2 - Solution exacte du syst�eme de Maxwell : champ magn�etique.
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Les coe�cients �; �; 
 et � sont d�etermin�es de mani�ere unique par la condition decontinuit�e (6) et sont explicit�es sur le tableau 3.� � 
 �Z+�Z�Z++Z� 2Z�Z++Z� Z��Z+Z++Z� 2Z+Z++Z�Tab. 3 - Coe�cients.La polarisation (TE)zSignalons que dans le cas (TE)z, le probl�eme de Maxwell s'�ecrit sous la forme duprobl�eme de Cauchy suivant:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: �@H@t � @E@y = 0 ;"@E@t � @H@y = 0 ;E(y; t = 0) = E0(y) ;H(y; t = 0) = H0(y) : 8y 2 
 = �
� [ 
+� [ �@
� \ @
+� (8)La r�esolution de ce probl�eme est rigoureusement identique �a celle qui est pr�esent�ee plushaut. Il su�t, pour obtenir les expressions des champs E et H solutions du probl�eme (8),de prendre des champs avanc�es de la forme Eav(y; t) = (E0 + ZH0) (y+ ct) et Hav(y; t) =(H0 + Y E0) (y+ct) , et des champs retard�es de la forme : Eret(y; t) = (E0 � ZH0) (y�ct)et Hret(y; t) = (H0 � Y E0) (y � ct).On a ainsi d�etermin�e la solution pour les deux types de polarisation dans la totalit�e dudomaine. Notons que cette m�ethode peut s'appliquer de mani�ere analogue dans le cas deplusieurs discontinuit�es.Coe�cients de r�e
exion et de transmissionSoit une onde incidente r�ef�erenc�ee par inc se propageant dans un milieu constitu�e dedeux mat�eriaux homog�enes di��erents. D'apr�es les solutions th�eoriques des tableaux 1 et2, on peut facilement retrouver les coe�cients de r�e
exion et de transmission associ�esaux ondes r�e
�echie et transmise (r�ef�erenc�ees respectivement par ref et trans) cr�e�ees �al'interface des mat�eriaux.Les d�e�nitions des coe�cients de re
exion et de transmission sont donn�ees par:Cref(H) = j Href jj H inc j ; Ctrans(H) = j Htrans jj H inc j8



pour le champ magn�etique etCref(E) = j Eref jj Einc j ; Ctrans(E) = j Etrans jj Einc jpour le champ �electrique (cf. [5] par exemple).A partir des tableaux 1 et 2, on obtient pour le champ magn�etique:Cref (H) = � = Z+ � Z�Z+ + Z� ; Ctrans(H) = � = 2Z+Z+ + Z� :De même, on a pour le champ �electrique:Cref(E) = 
 = Z� � Z+Z+ + Z� ; Ctrans(E) = � = 2Z�Z+ + Z� :De plus, la conservation de l'�energie totale de l'onde incidente se traduit ici par:( � � � = 1 ;� � 
 = 1 :3 Approximation num�eriqueOn pr�esente ici dans un premier temps la discr�etisation du probl�eme et sa formulationen volumes �nis. Ensuite, nous traitons num�eriquement ce probl�eme �a l'aide de deux sch�e-mas. Le premier est �ecrit �a partir d'une r�esolution approch�ee d'un probl�eme de Riemann �al'interface entre les cellules (sch�ema de Steger-Warming) et l'autre �a partir de la r�esolutionexacte de ce probl�eme de Riemann (sch�ema de Godunov) [4]. En milieu homog�ene, cessch�emas sont tous �equivalents au sch�ema ICR. Le domaine 
 �etant divis�e en deux sous-domaines homog�enes, la di��erence entre les sch�emas n'apparâ�tra qu'�a l'interface entreces sous-domaines.3.1 Discr�etisation du probl�eme �a l'ordre unOn �etudie le syst�eme conservatif hyperbolique lin�eaire suivant :@ ~W@� + @@y (A ~W ) = 0 ; (9)avec ~W : [a; b]� IR+ �! IR2(y; �) �! ~W (y; �) et A : [a; b] �! M2(IR)y �! A(y) :On rappelle que, dans le cas (TM), ~W et A sont d�e�nis par :~W =  BxZ0Dz ! et A = " 0 1"1� 0 # .Soit un maillage de [a,b] d�e�ni par (yi)fi=0;:::;Ng , y0 = a, yN = b et une discr�etisation entemps de la forme �n = n�� (n 2 IN) o�u �� est le pas de temps. On note �yi l'aire de9



la cellule (Ci)i2f0;:::;Ng.On consid�ere alors les sch�emas num�eriques explicites, conservatifs, �a trois points d'espacede la forme: ~W n+1i � ~W ni�� �yi + (~Fni+ 12 � ~Fni� 12 ) = 0 ;o�u ~F est une approximation des 
ux continus �a l'interface de la cellule yi� 12 .Nous proposons maintenant deux approximations d�ecentr�ees pour le calcul des 
ux.3.1.1 Solveur de Steger et WarmingPour des syst�emes non lin�eaires o�u la matrice jacobienneA ne d�epend que de l'inconnue~W (cas des �equations d'Euler par exemple), la fonction de 
ux propos�ee par Steger etWarming s'�ecrit en y = yi+ 12 :~Fni+ 12 = A+( ~W ni ) ~W ni +A�( ~W ni+1) ~W ni+1 ;et respectivement pour y = yi� 12 . On d�e�nit A� = P��P�1 o�u �+ = diag(max(�k; 0)),�� = diag(min(�k; 0)), �k �etant les valeurs propres de A. Dans cette �etude, A ne d�ependpas de l'inconnue mais de la variable d'espace. Nous avons propos�e par analogie [1] une�ecriture de ce 
ux adapt�ee au cas consid�er�e:~Fni+ 12 = A+(yi) ~W ni + A�(yi+1) ~W ni+1 :Le 
ux ainsi construit r�esulte en fait de la r�esolution de probl�emes locaux pos�es aux in-terfaces des cellules. En y = yi+ 12 par exemple, le probl�eme de Riemann s'�ecrit:@ ~W@� + @@y (Ai+ 12 ~W ) = 0 ;avec la donn�ee initiale : ~W (y; � = �n) = 8<: ~W ni si y < yi+ 12~W ni+1 si y > yi+ 12 (10)o�u Ai+ 12 = 12 (Ai +Ai+1).Ce proc�ed�e r�ealise donc une interpolation sur le tenseur A(y) avant de r�esoudre un pro-bl�eme de Riemann et le champ approch�e par ce sch�ema ne satisfait pas �a la conditiond'interface du probl�eme continu.Il est licite si les variations de " et � sont assez r�eguli�eres, lipschitziennes par exemple.Cependant, nous avons appliqu�e ce sch�ema �a des fonctions constantes par morceaux maispour des sauts des fonctions " et � relativement faibles et des simulations num�eriquesseront pr�esent�ees pour de tels cas. 10



3.1.2 Solveur de GodunovLe 
ux de Godunov consiste �a prendre une approximation des 
ux continus de laforme: ~Fni+ 12 = Ai ~W ni+ 12 avec ~W ni+ 12 = ~w(0; ~W ni ; ~W ni+1) ;o�u l'on note ~w(y; �) = ~w( y�yi+12���n ; ~W ni ; ~W ni+1) la solution du probl�eme de Riemann local eny = yi+ 12 suivant : @ ~w@� + @@y (A~w) = 0 ; (11)avec la donn�ee initiale : ~w(y; � = �n) = 8<: ~W ni si y < yi+ 12~W ni+1 si y > yi+ 12 :R�esolution exacte du probl�eme de RiemannOn consid�ere deux cellules d'int�egration voisines Ci et Ci+1 :
-6�i; "i; Ai �i+1; "i+1; Ai+1Ci Ci+1� = �n +��
y� = �nyi yi+1yi+ 12Fig. 3 - Cellules voisines.Soit le syst�eme (9) avec la donn�ee initiale (10). On consid�ere alors le probl�eme de Cauchyde part et d'autre de la fronti�ere y = yi+ 12 , et pour commencer �a gauche.Le probl�eme de Riemann y est un probl�eme lin�eaire �a coe�cients constants :@ ~W@� + @@y (Ai ~W ) = 0 :Dans ce domaine, la solution du probl�eme de Riemann est constante de part et d'autrede la courbe caract�eristique (�i) d'�equation :y � yi+ 12� � �n = �1p�i"i = �ci :Ceci d�e�nit donc deux zones du demi-espace-temps (y < yi+ 12 ; � > 0), not�ees I et II,respectivement en dessous et au dessus de la droite (�i). De la même mani�ere, l'autredemi-espace-temps (y > yi+ 12 ; � > 0) est subdivis�e en deux zones, not�ees III et IV,11



respectivement au dessus et en dessous de la droite caract�eristique (�i+1) d'�equation :y � yi+ 12� � �n = 1p�i+1"i+1 = +ci+1 ;correspondant au probl�eme de Riemann lin�eaire �a coe�cients constants �a droite de lafronti�ere. En r�esum�e, nous obtenons quatre zones o�u la solution du probl�eme de Riemannlocal est constante, r�eparties comme le montre la �gure 4 :
-6@@@@@@@@@ ���������I II III IVy�yi+12���n = �1p�i"i y�yi+12���n = 1p�i+1"i+1� = �n +��yi yi+1yi+ 12

�
y� = �nFig. 4 - Probl�eme de Riemann local.La solution du probl�eme de Riemann ne d�epend que des �etats initiaux ~W ni et ~W ni+1 etest constitu�ee de quatre �etats constants ~WI;i ; ~WII;i ; ~WIII;i+1 ; ~WIV;i+1 (cf. [7]). Les indicesi et i+1 seront omis dans la suite des calculs a�n de ne pas surcharger le texte. Les �etats~WI et ~WIV sont respectivement �egaux aux donn�ees de Cauchy ~W ni et ~W ni+1. Les �etats ~WIet ~WII ainsi que les �etats ~WIII et ~WIV sont s�epar�es par des discontinuit�es de contact,donc par des �etats propres correspondant aux valeurs propres associ�ees �ci et ci+1, tandisque les �etats ~WII et ~WIII sont s�epar�es par l'interface entre deux mat�eriaux �el�ementairesconstitu�ee par la fronti�ere entre les cellules Ci et Ci+1.Les sauts entre les zones I et II, et les zones III et IV sont donn�es par les conditions deRankine-Hugoniot, terme habituellement employ�e en m�ecanique des 
uides pour d�esignerles relations entre deux �etats s�epar�es par une surface de discontinuit�e. L'op�erateur A �etantconstant dans chaque sous-domaine, on obtient:Ai( ~WII � ~W ni ) = �ci( ~WII � ~W ni ) ;Ai+1( ~W ni+1 � ~WIII ) = +ci+1( ~W ni+1 � ~WIII ) : (12)Les �etats ~WII et ~WIII sont alors d�etermin�es de mani�ere unique par les conditions d'inter-face (3) qui s'�ecrivent pour le probl�eme discret:Ai+1 ~WIII � Ai ~WII = 0 : (13)Ceci traduit qu'�a l'interface des mat�eriaux, le saut de A ~W est nul. On voit donc que latroisi�eme condition de saut est encore une condition de Rankine-Hugoniot, correspondant12



�a une valeur propre arti�cielle �egale �a z�ero.L'op�erateur A est un tenseur antisym�etrique et v�eri�e, par sa construction:A ~BZ0 ~D ! = 1c0~n ^  ~E�Z0 ~H !Avec la troisi�eme condition de saut (13), la r�esolution exacte du probl�eme de Riemannau bord des cellules donne des champs ~E et ~H constants de part et d'autre de l'interfaceet ils v�eri�ent les conditions d'interface discr�etes:h~n ^ ~Eiij = 0 et h~n ^ ~Hiij = 0 ;o�u ij d�esigne l'interface entre deux cellules voisines Ci et Cj. Cette condition exprime lacontinuit�e des parties tangentielles des champs approch�es ~E et ~H.Il est alors possible de r�esoudre (12,13) alg�ebriquement mais les tableaux (1,2) r�epertoriantles solutions exactes permettent d'�ecrire directement la solution du probl�eme de Riemann :8>>>><>>>>: W1;II = �2 �i�i+1 (W n1;i+1 � Zi+1W n2;i+1) + �2 (W n1;i + ZiW n2;i) ;W2;II = �2(W n2;i + YiW n1;i) + �2 "i"i+1 (W n2;i+1 � Yi+1W n1;i+1) :On a �egalement: W1;III = �i+1�i W1;II et W2;III = "i+1"i W2;II :Ceci ach�eve la r�esolution exacte du probl�eme de Riemann aux interfaces des cellules cequi permet d'expliciter compl�etement le sch�ema de Godunov:En y = yi+ 12 : ~Fni+ 12 = Ai ~W ni+ 12soit ~Fni+ 12 = Ai ~W ni � ci( ~WII;i � ~W ni ) :En y = yi� 12 : ~Fni� 12 = Ai ~W ni� 12soit ~Fni� 12 = Ai ~W ni � ci( ~W ni � ~WIII;i) ::Remarque:L'expression en fonction des variables E et H de la solution du probl�eme de Riemann �al'interface de deux cellules est:8>>>><>>>>: HII = HIII = �2(Hni+1 � Yi+1Eni+1) + �2 (Hni + YiEni ) ;EII = EIII = �2(Eni + ZiHni ) + �2 (Eni+1 � Zi+1Hni+1) ;o�u l'imp�edance et l'admittance sont ici non adimensionn�ees.D'apr�es les tableaux 1 et 2 o�u �gurent les solutions exactes du syst�eme de Maxwell, on13



peut facilement v�eri�er que le sch�ema de Godunov (spatio-temporel), conditionnellementstable, est exact pour un nombre de Courant (CFL) maximum et �egal �a un sur tout ledomaine. Nous utilisons ici un maillage tel que nous ayons le même nombre de points parlongueur d'onde dans chaque couche de mat�eriaux pour r�ealiser cette condition de CFLmaximum.Bien que le sch�ema de Godunov, d'ordre un en temps et en espace, soit exact pour unCFL �egal �a un, une extension aux ordres sup�erieurs est n�ecessaire car cette condition estirr�ealisable dans le cas multidimensionnel.3.2 Extension aux ordres deux et troisOn peut r�e�ecrire les 
ux num�eriques (de Steger-Warming et de Godunov) sous la formesuivante: ~Fnij = �( ~W ni ; ~W nj ) ;o�u l'indice ij d�esigne l'interface des cellules Ci et Cj (j = i+ 1 et j = i� 1).De telles approximations aboutissent �a des solveurs pr�ecis au premier ordre seulement.Van Leer [8] a propos�e une m�ethode (appel�ee MUSCL) pour accrô�tre la pr�ecision dusch�ema sans modi�er la fonction de 
ux num�erique �. Cette m�ethode est bas�ee sur uneinterpolation lin�eaire par morceaux au lieu d'une approximation constante par morceauxcomme dans le cas d'un sch�ema d'ordre un.L'extension du 
ux num�erique aux ordres deux et trois en espace est ici obtenue en uti-lisant un �-sch�ema qui r�ealise une combinaison convexe des pentes centr�ees et d�ecentr�eesde la solution aux noeuds i et j du maillage:8>>>>>>><>>>>>>>: ~Fnij = �( ~W nij ; ~W nji) ;~Wij = ~Wi + 12f (1� 2�)( ~Wj � ~Wi) + 2��!r ~WHi :~lij g~Wji = ~Wj � 12f (1� 2�)( ~Wj � ~Wi) + 2��!r ~WHj :~lij g ; ; � 2 (0; 1) ;o�u ~lij est le vecteur associ�e au segment [yi; yj], �!r ~WHi repr�esente les gradients de Galerkinet � le param�etre de d�ecentrage. D'autre part, nous avons choisi un sch�ema explicite deRunge-Kutta �a trois pas pour obtenir un sch�ema d'int�egration en temps d'ordre trois.Nous rappelons que le sch�ema spatio-temporel r�esultant est d'ordre trois en temps et enespace pour � = 1=3 (cf. [3]).4 Exp�eriences num�eriques4.1 Domaine d'exp�erimentationOn consid�ere dans un premier temps un milieu de propagation compos�e de deux ma-t�eriaux : �a droite de y = 0, le vide dont les caract�eristiques sont pr�ecis�ees plus loin, et�a gauche, un mat�eriau de caract�eristiques " et �. Pour tester num�eriquement les deux14



sch�emas, nous allons d'une part envisager la propagation d'une onde plane de pulsation! = 2�f (f = 0; 3 GHz) �emise �a l'instant t = 0 dans le vide par un signal de type pulse.En mode (TM)z, ce pulse est un signal sinusoidal tronqu�e de la mani�ere suivante :8<: ~E(y; t = 0) = E0cos( !c0 (y � y0))�[y0��04 ;y0+�04 ](y)~ez ;~H(y; t = 0) = H0cos( !c0 (y � y0))�[y0��04 ;y0+�04 ](y)~ex :o�u �[a;b](y) est la fonction caract�eristique du segment [a; b]. On impose aux amplitudesalg�ebriques E0 et H0 de v�eri�er E0 = �Z0H0, ce qui permet de ne s'int�eresser qu'au signalsuivant (se propageant �a une vitesse n�egative):8<: ~E(y; t = 0) = +cos( !c0 (y � y0))�[y0��04 ;y0+�04 ](y)~ez ;~H(y; t = 0) = �cos( !c0 (y � y0))�[y0��04 ;y0+�04 ](y)~ex :En pratique, on prendra y0 = �0 = 1 m. Notons que ce pulse (not�e C0 par la suite) estcontinu mais non d�erivable sur IR au sens des fonctions. La �gure 5 repr�esente le champ�electrique �a l'instant initial t = 0.Nous consid�ererons �egalement un pulse incident deux fois continûment d�erivable not�e C2de la forme:8>><>>: ~E(y; t = 0) = �0 + 3Xn=1�n cos(2n !c0 (y + y04 )) �[y0��04 ;y0+�04 ](y)~ez ;~H(y; t = 0) = � ~E(y; t = 0) ;avec �0 = +0:43750 ; �1 = �0:53125 ; �2 = +0:06250 et �3 = +0:03125.Le champ �electrique C2 �a l'instant initial est repr�esent�e sur la �gure 6.
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Fig. 5 - Signal pulse incident C0.Dans tous les cas tests pr�esent�es par la suite, le pas du maillage correspond �a 30 points parlongueur d'onde pour le pulse C0 tandis qu'il correspond �a environ 15 points par longueurd'onde pour la plus haute fr�equence contenue dans le pulse C2 (n=3).15
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Fig. 6 - Signal pulse incident C2.4.2 Mat�eriaux d'exp�eriencePour tester la �abilit�e de la m�ethode, nous avons consid�er�e di��erents indices de ma-t�eriaux ne corrrespondant pas n�ecessairement �a des mat�eriaux existants. On donne dansles tableaux suivants une liste de mat�eriaux r�eels dont les indices varient entre 1.6 et 26.On rappelle les valeurs des caract�eristiques du vide:8>>>><>>>>: "0 � (36�:109)�1 SI ;�0 � 4�:10�7 SI ;c0 � 0; 3 m=ns ;Z0 � 120� Ohm :Mat�eriaux di�electriquesLes mat�eriaux di�electriques servent de substrat pour les mat�eriaux ferro-�electriques etferro-magn�etiques, qui sont d'indices beaucoup plus forts. On donne les caract�eristiquesrelatives au vide de quelques di�electriques dans le tableau ci-dessous.MATERIAU PERMITTIVITE PERMEABILITE INDICER�esine 2.65 1 1.628Verre 3.80 1 1.949Epoxy 3.85 1 1.961Alumine 10 1 3.162Mat�eriaux ferro-�electriquesPour de tels mat�eriaux, la permittivit�e " est complexe : " = "0 + i"00; (i2 = �1). Dansles mat�eriaux ferro-�electriques, la propagation des ondes �electromagn�etiques s'accompagned'une dissipation d'�energie �electromagn�etique, li�ee �a la partie imaginaire de ".Ces mat�eriaux servent d'activateurs �elastiques, et sont utilis�es sur des �epaisseurs tr�es16



faibles (de l'ordre du �m au mm). Leurs indices peuvent atteindre des valeurs tr�es fortes(de l'ordre de plusieurs milliers). On donne un exemple de mat�eriau ferro-�electrique : lePZT pour Plomb Zirconium Titanate.PERMITTIVITEMATERIAU R�eelle Imaginaire PERMEABILITE INDICEPZT 700 � 1 1 26.457Mat�eriaux ferro-magn�etiquesPour de tels mat�eriaux, la permittivit�e " et la perm�eabilit�e � sont complexes :" = "0 + i �"0! ; � = �0 + i�00 (�00 � �0). Il y a dissipation d'�energie en conductivit�e. Unexemple de mat�eriau ferro-magn�etique est le mat�eriau dont sont constitu�ees les bandesmagn�etiques. Nous consid�ererons dans nos exp�eriences un mat�eriau semblable aux bandesmagn�etiques, �a savoir "0 � 100 et �0 � 100, mais qui ne dissipe pas d'�energie.4.3 Indice constant (milieu homog�ene)Nous avons v�eri��e formellement et num�eriquement que dans un milieu homog�ene, lessch�emas de Steger-Warming et de Godunov sont rigoureusement �equivalents �a l'ordre unet �a l'ordre trois de pr�ecision au sch�ema Isaacson-Courant-Rees.En particulier, les sch�emas d'ordre un sont exacts pour un nombre de Courant (CFL) �egal�a un et ceci quelque soit la r�egularit�e de la solution initiale. Cependant, cette conditionoptimale pour le nombre de Courant est irr�ealisable en dimension deux ou trois d'espaceet l'utilisation d'un sch�ema au moins d'ordre deux en espace est alors n�ecessaire. Ence qui concerne le sch�ema d'ordre un, un nombre de Courant �x�e �a 0.8 est en fait plusrepr�esentatif de son comportement en dimension deux ou trois d'espace. Les comparaisonsdes champs �electriques calcul�es et de la solution exacte sont montr�ees sur les �gures 7(CFL=1) et 8 (CFL=0.8). On peut noter un fort taux de dissipation de la solution obtenuepour un CFL inf�erieur �a un. Les solutions obtenues au même temps avec le sch�ema d'ordretrois sont report�ees pour les deux pulses consid�er�es sur les �gures 9 et 10 (CFL = 1.4 pourle sch�ema d'ordre trois).On peut remarquer que la pr�ecision de la solution d�epend fortement pour le sch�ema d'ordretrois de la r�egularit�e de la solution initiale. En e�et, ce sch�ema utilise les gradients de lasolution pour r�ealiser l'interpolation de la solution aux bords des cellules et ceux-ci nesont pas d�e�nis en tous points pour le pulse de r�egularit�e C0. On notera a contrario latr�es bonne ad�equation entre les solutions num�erique et exacte pour le pulse de r�egularit�eC2 (�g 10).
17
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Fig. 7 - t=5 ns : Ordre un, CFL=1, solveurs vs solution exacte, pulse C0.
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Fig. 8 - t=5 ns : Ordre un, CFL=0.8, solveurs vs solution exacte, pulse C0.18
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Fig. 9 - t=5 ns : Ordre trois, CFL=1.4, solveurs vs solution exacte, pulse C0.
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Fig. 10 - t=5 ns : Ordre trois, CFL=1.4, solveurs vs solution exacte, pulse C2.4.4 Saut d'indice petitOn prend ici " = 4 et � = 1 ce qui correspond �a un mat�eriau d'indice �egal �a deux.Cela correspondrait �a un mat�eriau assez transparent, type verre.Test des solveurs de Riemann sur des �etats constantsPour valider le solveur de Riemann exact, nous allons dans un premier temps consid�e-rer des champs initiaux �electriques et magn�etiques constants sur l'ensemble du domaineet �egaux �a un. La solution est alors stationnaire.On s'int�eresse �a l'�evolution du champ d'induction �electromagn�etique dans le milieu h�et�ero-g�ene. Ainsi, le champ d'induction �electrique initial est pris �egal �a " �a gauche de l'interfaceet �egal �a un �a droite (de même pour le champ d'induction magn�etique avec �).19



On repr�esente sur la �gure 11 l'induction �electrique obtenue avec le sch�ema de Stegeret Warming apr�es deux it�erations. Ce champ comporte des oscillations au voisinage del'interface entre le vide et le mat�eriau qui se traduisent par une discontinuit�e du champ�electrique �a l'interface des mat�eriaux. En revanche, le sch�ema de Godunov redonne �al'ordre un la solution exacte (�g. 12)." = 4 ; � = 1
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Fig. 11 - Ordre un : sch�ema de Steger et Warming.
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Fig. 12 - Ordre un : sch�ema de Godunov.20



Test sur un signal pulseLe signal �electrique �emis �a t = 0 est repr�esent�e sur la �gure 6. Sur les �gures des pagesqui suivent, on donne la travers�ee de l'interface mat�erielle (au temps t = 3:75 ns) et led�ebut du transport (�a t = 5 ns) du champ �electrique dans le mat�eriau di�electrique pourles deux solveurs.Tout comme dans un milieu homog�ene, le sch�ema de Godunov est exact �a l'ordre un pourun nombre de Courant �egal �a un dans chaque sous-domaine. Nous avons donc repris toutcomme dans le cas de mat�eriaux homog�enes une valeur de 0.8 pour le CFL a�n d'illustrerle comportement du sch�ema d'ordre un en dimension sup�erieure (�g. 14,15). Les autresr�esultats ont �et�e obtenus �a l'aide d'un sch�ema d'ordre trois (CFL=1.4).On peut noter que le sch�ema de Steger-Warming g�en�ere des oscillations au voisinage del'interface quelque soit l'ordre de pr�ecision du sch�ema (�g. 14,16) Nous obtenons d'autrepart une tr�es bonne approximation de la solution par le sch�ema de Godunov d'ordre trois(�g. 18,19) pour un CFL sup�erieur �a un (CFL=1.4).On donne �egalement sur la �gure 13 l'�evolution chronologique des champs �electriques ap-proch�es par les deux solveurs et du champ exact au voisinage de l'interface. L'amplitudedu champ approch�e par le sch�ema de Steger-Warming est r�eguli�ere mais ne correspondpas �a celle de la solution exacte. Cette instabilit�e sur l'amplitude n'est que locale, pourde faibles indices toutefois.
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Fig. 13 - Evolution chronologique du champ E �a l'interface (temps en ns).
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" = 4 ; � = 1
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Fig. 14 - t=3.75 ns : Ordre un, sch�ema de Steger et Warming vs solution exacte.
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Fig. 15 - t=3.75 ns : Ordre un, sch�ema de Godunov vs solution exacte.
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Fig. 16 - t=3.75 ns : Ordre trois, sch�ema de Steger et Warming vs solution exacte.
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Fig. 17 - t=5 ns : Ordre trois, sch�ema de Steger et Warming vs solution exacte.
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Fig. 18 - t=3.75 ns : Ordre trois, sch�ema de Godunov vs solution exacte.
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Fig. 19 - t=5 ns : Ordre trois, sch�ema de Godunov vs solution exacte.
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4.5 Saut d'indice �elev�eNous prenons maintenant " = 100 et � = 100 soit un mat�eriau d'indice �egal �a 100.Nous nous int�eressons dans un premier temps au signal incident C0. Le sch�ema de Stegeret Warming d'ordre trois donne lieu ici �a de fortes oscillations (�g. 20). L'utilisation d'unlimiteur de pente n'apporterait rien de plus car ces irr�egularit�es apparaissent d�ej�a pourun sch�ema d'ordre un et proviennent du non respect des conditions de saut �a l'interface.Aucune technique de limiteurs consistant �a avoir localement un sch�ema d'ordre un nepeut donc annihiler ces oscillations num�eriques puisqu'elles ne sont pas li�ees �a la violationd'un principe de maximum discret par le sch�ema d'ordre trois. En revanche, le sch�ema deGodunov d'ordre trois se montre dans ce cas de �gure tr�es satisfaisant. Les oscillationsque l'on peut relever sur les �gures 21 et 22 sont dues �a la non-d�erivabilit�e du pulse auxbornes de son support.Les �gures 23 et 24 pr�esentent des vues au voisinage de l'interface du champ �electriquepour le pulse initial C2. Ces r�esultats, en tr�es bon accord avec la solution exacte, nepr�esentent pas de dissipation ni de dispersion.
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Fig. 20 - t=4 ns : Ordre trois, sch�ema de Steger et Warming vs solution exacte,vueglobale.
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" = 100 ; � = 100
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Fig. 21 - t=4 ns : Ordre trois, vue pr�es de l'interface, sch�ema de Godunov vs solutionexacte, pulse C0.
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Fig. 22 - t=5 ns : Ordre trois, vue pr�es de l'interface, sch�ema de Godunov vs solutionexacte, pulse C0.
26
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Fig. 23 - t=4 ns : Ordre trois, vue pr�es de l'interface, sch�ema de Godunov vs solutionexacte, pulse C2.
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Fig. 24 - t=5 ns : Ordre trois, vue pr�es de l'interface, sch�ema de Godunov vs solutionexacte, pulse C2.
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5 Synth�ese5.1 Coûts compar�es des solveursNous pr�esentons maintenant des s�eries de mesures du coût en temps CPU des deuxsolveurs �a l'ordre un (le passage �a l'ordre trois est le même pour les deux solveurs). Cesmesures ont �et�e r�ealis�ees sur une machine SUN SPARC Station 10.On pr�esente sur le graphique 25 les coûts en temps de calcul CPU des solveurs en �echellelogarithmique :{ en abscisse: nombre d'it�erations en temps (NITER).{ en ordonn�ee: temps de calcul CPU en secondes (T).SOLVEUR APPROCHE SOLVEUR EXACTNITER 102 103 104 105 102 103 104 105T (s) 0.230 1.478 14.093 141.20 0.235 1.505 14.126 141.86
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Fig. 25 - Comparaison du coût des solveurs.Il ressort de cette comparaison que, dans le cas monodimensionnel, le coût du sch�ema deGodunov (trac�e par points) est du même ordre que celui du sch�ema de Steger et Warming(trait plein). 28



5.2 Synth�ese des r�esultats num�eriques obtenusCes exp�eriences num�eriques montrent une certaine sup�eriorit�e du sch�ema de Godunovsur la g�en�eralisation du sch�ema de Steger et Warming pour l'approximation num�eriquedes �equations de Maxwell en milieu h�et�erog�ene, les deux sch�emas repr�esentant des coûtsde calcul du même ordre.Pour des sauts d'indice demeurant dans une gamme de valeurs comprises entre 1 et 25environ, outre la cr�eation d'une discontinuit�e �a l'interface mat�erielle, le sch�ema de Steger etWarming pr�esente des solutions assez proches de celles donn�ees par le sch�ema de Godunov.Mais pour des sauts plus importants (indice de 100 par exemple), la discontinuit�e cr�e�eeest d'autant plus forte que l'indice est �elev�e et le sch�ema de Steger et Warming g�en�eredes amplitudes divergeant de la solution exacte du probl�eme.L'importance de la pr�eservation de la condition d'interface est ainsi mise en �evidencepuisque c'est uniquement sur cette condition que les deux sch�emas di��erent.6 Probl�eme de couche6.1 Position du probl�emeNous consid�erons dans cette partie le probl�eme de Maxwell en milieu h�et�erog�ene, dansle cas o�u ce milieu est toujours monodimensionnel, et constitu�e d'une couche de mat�eriaud'indice �elev�e (PZT ou ferro-magn�etique) plac�ee sur un substrat di�electrique (verre our�esine polyester) d'indice faible (�g. 26). Cette couche est g�en�eralement d'une �epaisseur eallant du �m �a quelques mm.On ne regarde dans cette partie, dont le but est d'illustrer l'�etude qui pr�ec�ede, que le
-6��	 6��	 ~E~H(y = � e2) (y = + e2)x z y0couche d'indice fort"c; �csubstrat di�electrique"d; �d vide

Fig. 26 - Probl�eme de couche.comportement �a l'ordre trois du sch�ema de Godunov puisque le sch�ema de Steger War-ming est instable pour ce type de probl�eme.29



6.2 Applications num�eriquesA titre d'illustration, on consid�ere un mat�eriau ferro-magn�etique sans perte en conduc-tivit�e de permittivit�e �electrique "c = 100 et de perm�eabilit�e magn�etique �c = 100 (d'indiceNc = 100). Une couche d'�epaisseur ec = (1=Nc) m de ce mat�eriau est plac�ee sur un substratdi�electrique de verre ("d = 3:8 et �d = 1, indice Nd = 1:95) d'�epaisseur ed = (1=Nd) m. Deplus, ce mat�eriau composite est plac�e sur un support m�etallique parfaitement conducteur.Les �gures 27 �a 31 montrent le champ �electrique apr�es la travers�ee de la couche et lar�e
exion sur le m�etal. L'onde incidente est le pulse C2 d�e�ni auparavant mais centr�e eny = 0:5 �a l'instant initial. Le maillage utilis�e est uniforme dans les trois zones d�etermin�eespar les di��erents mat�eriaux et le pas d'espace correspond �a 30 points par longueur d'ondepour la plus haute fr�equence contenue dans ce pulse. Le nombre de Courant est pris �egal �a1.5 ce qui d�etermine un pas de temps raisonnable de l'ordre de 10�2 ns malgr�e la raideurdu probl�eme.En�n, la �gure 32 permet de v�eri�er que la condition aux limites absorbante issue dusch�ema de Godunov (en ne s�electionnant que les ondes sortantes) n'induit aucune r�e-
exion parasite pour une onde se propageant dans un mat�eriau di�electrique. Notons quece traitement �a la fronti�ere arti�cielle est exact seulement dans le cas monodimensionnel.
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"d = 3:8 ; �d = 1 ; "c = 100 ; �c = 100
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Fig. 27 - t=3,32 ns : Ordre trois, sch�ema de Godunov, vue d'ensemble.
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Fig. 28 - t=3,32 ns : Ordre trois, sch�ema de Godunov, vue dans la couche de mat�eriauferro-magn�etique.
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"d = 3:8 ; �d = 1 ; "c = 100 ; �c = 100
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Fig. 29 - t=6,63 ns : Ordre trois, sch�ema de Godunov, vue d'ensemble.
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Fig. 30 - t=6,63 ns : Ordre trois, sch�ema de Godunov, vue dans la couche de mat�eriauferro-magn�etique.
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"d = 3:8 ; �d = 1 ; "c = 100 ; �c = 100
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Fig. 31 - t=10 ns : Ordre trois, sch�ema de Godunov, vue d'ensemble apr�es r�e
exion surle m�etal.
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Fig. 32 - t=8 ns : Ordre trois, sch�ema de Godunov, vue d'ensemble pour une conditionaux limites absorbante �a gauche.
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Au bout de 3; 32 ns, l'onde �emise par le signal pulse a enti�erement travers�e l'interfacevide/couche de mat�eriau ferro-magn�etique. L'imp�edance du mat�eriau ferro-magn�etique�etant �egale �a celle du vide, cette travers�ee n'a engendr�e aucune r�e
exion dans le vide.L'onde est, �a cet instant, centr�ee en y = 0 au milieu de la couche d'indice �elev�e (�gures27 et 28). On peut v�eri�er que l'amplitude de l'onde reste inchang�ee apr�es la travers�ee del'interface (coe�cient de transmission th�eorique �egal �a 1).A l'instant t = 6; 63 ns, l'onde a enti�erement travers�e l'interface couche/verre. Cettetravers�ee a engendr�e une onde r�e
�echie dans la couche de mat�eriau ferro-magn�etique etune onde transmise dans le verre (�gures 29 et 30). On peut encore v�eri�er d'apr�es les�gures la bonne pr�ecision des amplitudes num�eriques des ondes transmise et r�e
�echie (coef-�cients de r�e
exion et de transmission th�eoriques �egaux �a -0.322 et 0.678 respectivement).A l'instant t = 10 ns, l'onde r�e
�echie �a l'interface verre/couche a travers�e l'interfacecouche/vide et a �et�e enti�erement transmise. D'autre part, l'onde transmise dans le verrea subi une r�e
exion totale sur le m�etal parfaitement conducteur et revient vers l'interfaceverre/couche (�gure 31).7 ConclusionNous avons �etudi�e ici le syst�eme de Maxwell instationnaire dans des milieux lin�eairesisotropes h�et�erog�enes �a une variable d'espace. Nous avons pr�esent�e deux extensions dusch�ema ICR au cas des syst�emes hyperboliques lin�eaires �a coe�cients non constants, res-pectivement appel�es sch�ema de Steger-Warming (ou solveur de Riemann approch�e), etsch�ema de Godunov (ou solveur de Riemann exact) par analogie au cas non lin�eaire o�uces sch�emas sont connus et utilis�es depuis longtemps.Les r�esultats pr�esent�es montrent que le sch�ema de Godunov donne des solutions prochesdes solutions physiques (ie v�eri�ant les conditions de saut �a l'interface entre les mat�e-riaux) voire exactes dans certains cas, et ce ind�ependamment de la variation d'indicedans le milieu. En e�et, le sch�ema de Godunov d'ordre un monodimensionnel est exactpour un nombre de Courant unitaire dans tout le domaine. Cependant, la constructiond'un sch�ema hautement pr�ecis en temps et en espace est n�ecessaire en vue d'une applica-tion aux cas multidimensionnels o�u cette condition est irr�ealisable.De plus, ce sch�ema reste stable dans des formulations d'ordre sup�erieur (ordre deux outrois) alors que le sch�ema dit de Steger-Warming cr�ee des oscillations parasites sur l'am-plitude et un d�ephasage, d'autant plus importants que les indices des mat�eriaux le sont(et ceci quelque soit l'ordre du sch�ema utilis�e). En�n, les coûts de calcul des deux sch�emassont du même ordre.En dimension d'espace sup�erieure �a un, en plus de l'amplitude de leurs discontinuit�es, lag�eom�etrie de la carte des " et � est une source de di�cult�es pour approcher les solutionsdu syst�eme de Maxwell. Les singularit�es des courbes ou surfaces d'interface mat�erielles,et la di�cult�e de bien repr�esenter celles-ci sur un maillage triangulaire ou t�etra�edriques'ajoutent alors aux probl�emes caus�es par l'irr�egularit�e des tenseurs de permittivit�e et de34



perm�eabilit�e.En dimension deux, un solveur bas�e sur l'extension du sch�ema de Steger-Warming a d�ej�a�et�e construit par J.P. CIONI et al. [1, 2] pour l'approximation des solutions des �equationsde Maxwell instationnaires en milieu h�et�erog�ene. Ce solveur a montr�e que, pour des g�eo-m�etries d'interface plus compliqu�ees que le cercle (qui peut être assimil�e �a un probl�ememonodimensionnel), le seuil d'amplitude des sauts de " et � �a partir duquel le solveur sed�et�eriore vraiment est atteint beaucoup plus tôt (indices inf�erieurs �a 10 au lieu de 25 enune dimension).Les r�esultats de cette �etude nous encouragent �a �etendre ce sch�ema de Godunov en dimen-sion sup�erieure et voir si ses qualit�es (pr�ecision, robustesse et coût de calcul raisonnable)sont e�ectivement pr�eserv�ees.R�ef�erences[1] J.P. CIONI, L. FEZOUI & H. STEVE, \A parallel time-domain Maxwell solverusing upwind schemes and triangular meshes", Impact in Computing in Science andEngineering, 5, pp. 215-247, (1993).[2] J.P. CIONI, L. FEZOUI & D. ISSAUTIER, \High-order upwind schemes for solvingtime-domain Maxwell equations", La Recherche A�erospatiale, 5, pp. 319-328, (1994).[3] J.A. DESIDERI, A. GOUDJO & V. SELMIN, \Third order numerical schemes forhyperbolic problems", Rapport de Recherche INRIA 607, (1987).[4] A. HARTEN, P.D. LAX & B. VAN LEER, \On upstream di�erencing and Godunov-type schemes for hyperbolic conservative laws", SIAM Review, 25, (1983).[5] J.D. JACKSON, \Classical Electrodynamics", second edition, John Wiley & Sons,New-York, (1975).[6] P. JOLY & B. MERCIER, \Une nouvelle condition transparente d'ordre deux pourles �equations de Maxwell en dimension trois", Rapport de Recherche INRIA 1047,(1989).[7] P.D. LAX, \Hyperbolic systems of conservative laws, and the mathematical theoryof shock waves", Regional Conference Series in Applied Math., SIAM, 11, (1973).[8] B. VAN LEER, \Towards the ultimate conservative di�erence schemes V: a secondorder sequel to Godunov's method", J. Comp. Physics, 32, (1979).[9] WORKSHOP, \Approximations and numerical methods for the solution of the Max-well equations", Washington, (Octobre 1993).
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