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Introduction.On s'intéresse, dans ce papier, au problème de la conservation des propriétés de diver-gence des champs électrique et magnétique. Les conditions de divergence (lois de Gauss)ainsi que la loi de conservation des charges sont redondantes dans le modèle continuavec les équations de Maxwell pour une donnée initiale les véri�ant. Numériquement,ces conditions ne sont pas prises en compte et peuvent donc ne pas être préservéesau cours du temps par le schéma. En l'absence de charges par exemple, les conditionsdiv(B) = div(E) = 0 ne sont préservées par certains schémas que dans le cas de grillesorthogonales. Dans le cas de grilles non structurées (maillages triangulaires), nous avonsremarqué que ces conditions n'étaient pas véri�ées exactement au cours du temps et quel'erreur dépendait d'une part du pas du maillage mais surtout de la précision du schéma[5]. Plus exactement, cette erreur semble être liée directement à la viscosité numériqueinhérente aux schémas utilisés. En l'absence de charges, les di�érents cas tests bidimen-sionnels considérés [5] n'ont révélé aucune in�uence trop importante de cette erreur surla solution pour des pas d'espace correspondant à 15-20 points par longueur d'onde. Ce-pendant, la préservation de ces conditions permettrait de réduire le nombre de noeudsdu maillage tout en gardant la même précision sur la solution et le gain en e�cacité dusolveur serait particulièrement importante en dimension trois. De plus, la conservationdes charges dans le cas de milieux chargés est beaucoup plus di�cile à assurer numéri-quement et une erreur même faible peut a�ecter considérablement la solution.Là encore, l'utilisation de maillages orthogonaux avec un schéma de Yee ou des sché-mas à direction alternée par exemple permet de satisfaire plus facilement ces conditions.Les grilles triangulaires (ou tétraédriques) qui permettent de mailler plus facilement unegéométrie complexe (meilleure approximation de l'obstacle, possibilité de ra�nement lo-cal,..) introduisent cependant une viscosité numérique supplémentaire dans le schéma(par rapport au même schéma sur une grille orthogonale).On propose, dans cette étude, une méthode de pénalisation consistant à ajouter un termede di�usion dans les équations de Maxwell a�n de véri�er les propriétés de divergencedu champ électromagnétique.Le papier est divisé en six parties. Dans les deux premières nous rappelons les équationsde Maxwell et l'approximation numérique utilisée. Dans la troisième partie nous présen-tons la méthode de pénalisation des contraintes pour le système de Maxwell, on montreradans quelle mesure la nouvelle formulation est équivalente au système de Maxwell sanscontraintes. Puis dans les parties quatre et cinq on cherchera à voir, par une étude de sta-bilité et d'équations équivalentes sur di�érents schémas, si numériquement, les relationsde divergence sont mieux préservées. En�n nous présentons, dans la dernière partie, desrésultats numériques où nous nous intéressons plus particulièrement à la véri�cation despropriétés de divergence.1 Système des équations de Maxwell.On considère le système de Maxwell écrit en trois dimensions d'espace:1



8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
@E@t � c2rot(B) = � j�0 (1:1)@B@t + rot(E) = 0 (1:2)div(E) = ��0 (1:3)div(B) = 0 (1:4)où E = E(t;x) et B = B(t;x) sont respectivement le champ électrique et l'inductionmagnétique, c est la vitesse de la lumière, �0 la permittivité du vide, et �0 la perméabilitémagnétique du vide. Ces quantités véri�ent la relation : �0�0c2 = 1.j = j(t;x) et � = �(t;x) représentent respectivement la densité de courant et la densitéde charge et sont reliées par la loi de conservation de la charge:@�@t + div(j) = 0 (2)Il est aisé de montrer que:div(E) = ��0 ; div(B) = 0 (3)sont redondantes pour des conditions initiales véri�ant ces contraintes, voir [7] parexemple.2 Approximation numérique des équations de Max-well.Le système de Maxwell est de forme conservative et de nature hyperbolique. Celajusti�e l'approximation numérique basée sur une méthode de volumes �nis. On s'intéressedans notre étude à des schémas décentrés d'ordre élevé en temps et en espace, sur desmaillages en tétraèdres et en parallélépipèdes.2.1 Formulation conservative et hyperbolicité.Les équations de Maxwell (1.1) et (1.2) peuvent s'écrire sous la forme suivante:Qt + F1(Q)x + F2(Q)y + F3(Q)z = J (4)où : 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: Q = t(E1; E2; E3; B1; B2; B3)F1(Q) = t(0; c2B3;�c2B2; 0;�E3; E2)F2(Q) = t(�c2B3; 0; c2B1; E3; 0;�E1)F3(Q) = t(c2B2;�c2B1; 0;�E2; E1; 0)J = � 1�0 t(j1; j2; j3; 0; 0; 0)2



ou sous forme condensée : Qt + �!r :IF (Q) = J (5)avec IF (Q) =t (F1(Q) ; F2(Q) ; F3(Q):)On montre facilement que le système (5) est hyperbolique.En e�et, considérons une combinaison linéaire des �ux:F(Q;�) = �:IF (Q)où �= (�1; �2; �3) est un vecteur non nul de IR3.La matrice jacobienne A dé�nie par :A(Q;�) = �:IF 0(Q) = �1A1 + �2A2 + �3A3 ; (Ai)i=1;:::;3 = @@QFi(Q)est diagonalisable pour tout vecteur non nul � de IR3 et pour tout vecteur Q de IR6.Ses trois valeurs propres avec une multiplicité double sont données par:8><>: �1 = cjj�jj�2 = �cjj�jj�3 = 0Cette propriété des équations de Maxwell nous conduit naturellement à utiliser des sché-mas décentrés connus pour être bien adaptés à la résolution numérique des systèmesconservatifs hyperboliques.2.2 Formulation variationnelle.Soit Th une discrétisation par éléments �nis du domaine 
h, approximation par despolyèdres (tétraèdres ou parallélépipèdes) du domaine de calcul
. A chaque noeud Si, estassociée une cellule Ci (voir Fig. 1). La réunion des cellules forme une nouvelle partitionde 
h. 
h = ns[i=1Cioù ns représente le nombre de noeuds du maillage.On considère le problème de Cauchy:8<: Qt + �!r :IF (Q) = J (x; t) 2 
� IR+Q(x; t = 0) = Q0(x) x 2 
 (6)où Q0 véri�e les conditions de divergence (1.3) et (1.4). On complète (6) avec des condi-tions aux limites. On utilise en général deux sortes de conditions sur � = @
 = �b[�1 :une condition de conducteur parfait sur �b et des conditions aux limites absorbantes sur�1.La formulation faible de (6) s'écrit pour chaque cellule Ci :3
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Fig. 1 - Construction d'une cellule pour un maillage tétraédrique.ZCi (Qt +�!r :IF (Q)) dx = ZCi J dx (7)En supposant (Qt) constant sur la cellule Ci, on obtient:V ol(Ci) (Qt)i + ZCi �!r :IF (Q) dx = ZCi J dx (8)En utilisant la formule de Green, l'équation (8) nous conduit à :V ol(Ci) (Qt)i = � Xj2K(i) Z@Cij IF (Q):�ij d� < 1 >� Z@Ci\�bIF (Q):n d� < 2 >� Z@Ci\�1IF (Q):n d� < 3 >+ ZCi J dx < 4 > (9)où �ij est la normale extérieure à l'interface @Cij entre deux cellules Ci et Cj, et K(i)l'ensemble des noeuds voisins d'un sommet i.D'autre part, l'invariance par rotation du système (1) nous permet d'utiliser une seulecomposante de F pour dé�nir les �ux tridimensionels.En e�et, soit R une rotation de IR3 qui transforme Q =t (B;E) en cQ =t (RB; RE), onpeut montrer facilement la relation suivante:F(Q;�) =k � k (R�1oF1)(cQ) (10)4



2.3 Schéma décentré d'ordre un.On décrit maintenant l'approximation du terme Z@Cij IF (Q):�ij d�.Cette intégrale est évaluée par: �ij = cIF (Q):�où � = (�1; �2; �3) = Z@Cij �ij d� et bIF (Q) est une approximation de IF (Q) sur l'interface@Cij. On introduit une fonction de �ux numérique �ij décentrée du premier ordre, quidépend des deux états (Q)i et (Q)j .En utilisant l'invariance par rotation (11), le �ux numérique décentré s'écrit :�ij = �(Qi;Qj;�) =k � k R�1(A+1cQi + A�1cQj) (11)où A+1 et A�1 sont dé�nies par: A�1 = T��T�1 avec �+ = diag(max(�k; 0))et �� = �� �+.On se référera à [6] pour le traitement des conditions aux limites.2.4 Approximation d'ordre supérieur.La méthode MUSCL (Monotonic Upwind Schemes for Conservation Laws) permetd'augmenter la précision des schémas en dé�nissant de nouvelles valeurs Qij et Qji auxinterfaces des cellules sans modi�er la fonction de �ux numérique �, toujours dé�niepar (11). Dans la méthode MUSCL [9], ces valeurs sont obtenues par une interpolationlinéaire sur chaque cellule. Nous utilisons ici, une formulation dite �-schéma pour dé�nirles valeurs aux interfaces :8>>>>>><>>>>>>: �ij = �ij(Qij ;Qji)Qij = Qi + 12f (1� 2�)(Qj �Qi) + 2��!rQHi :SiSj gQji = Qj � 12f (1� 2�)(Qj �Qi) + 2��!rQHj :SiSj g (12)où � est un paramètre de décentrage qui joue aussi un rôle déterminant dans la précisiondes schémas. En prenant � = 13 , on obtient un schéma du troisième ordre en espace pourdes maillages structurés [8].Le gradient (�!rQ)i;j peut être dé�ni de plusieurs façons: on utilise ici une approchede type éléments �nis.Dans le cas d'un maillage en parallèlépipèdes:�!rQHi R = 1V ol(Supp('i)) ZSupp('i)�!rQ dx= 1V ol(Supp('i)) XR;i2R 8Xk=1Qik ZR�!r'ikdx (13)5



où les ik (k = 1; :::; 8) sont les huit sommets du parallèlépipède R et �!r'ik le gradientde la fonction de base Q1 associée au noeud ik.Pour un maillage tétraédrique:�!rQHi T = 1V ol(Supp('i)) ZSupp('i)�!rQ dx= 1V ol(Ci) XT;i2T V ol(T )3 4Xk=1Qik�!r'ik(T ) (14)où les ik (k = 1; 2; 3; 4) sont les quatre sommets du tétraèdre T et �!r'ik(T ) le gradientconstant sur T de la fonction de base P1 associée au noeud ik.2.5 Intégration en temps.La précision en temps est importante pour les problèmes instationnaires, ce qui nousamène à choisir des schémas temporels explicites et hautement précis. Pour cela, nousutilisons la méthode explicite multi-pas de Runge-Kutta, dont le nombre de pas déter-minants pour la précision est à ajuster en fonction du paramètre �.On donne ici l'algorithme RK r (dans notre cas r=1,...,3) :8>>><>>>: Q0 = QnQl = Q0 � �t(r + 1� l)�(Ql�1) l = 1; 2; :::; rQn+1 = Qroù � représente la somme des �ux sur la cellule Ci, et �t véri�e : tn = n�t. Pour � = 13et r = 3, ce schéma est bien d'ordre trois en temps, du fait de la linéarité du système deMaxwell.3 Méthode de pénalisation des contraintes pour lesystème de Maxwell.3.1 Présentation de la méthode.En pratique, la loi de conservation de la charge (2) n'est pas véri�ée dans le cas dis-cret, par conséquent, les conditions sur la divergence (1.3) et (1.4) ne sont pas satisfaitesnon plus.Pour surmonter cette di�culté, on peut introduire des multiplicateurs de Lagrange etdé�nir une méthode d'éléments �nis qui véri�e les contraintes (1.3),(1.4) au niveau dis-cret. Cependant, cela conduit à résoudre une équation de Laplace à chaque pas de temps[1].Ici, on tient à conserver le caractère de type loi de conservation du système pour pouvoir6



appliquer une méthode de volumes �nis. Notre approche consiste à introduire un termede viscosité dans les équations de Maxwell (1.1) et (1.2).Soit �� et � deux constantes positives. On considère le nouveau problème:8>>>>><>>>>>: @E@t � c2rot(B) � 1��r(divE � ��0 ) = � 1�0 j (15:1)@B@t + rot(E) � 1�r(divB) = 0 (15:2)toujours complété par la condition de Cauchy véri�ant (3).Concernant les équations (15.1,15.2) on a les résultats suivants:Proposition 3.1 Les systèmes (1.1,1.2) et (15.1,15.2) sont équivalents si les donnéesinitiales E0 ; B0 véri�ent (3).Proposition 3.2 La nouvelle formulation (15.1,15.2) des équations de Maxwell préserveles estimations d'energie.Le lecteur intéressé pourra trouver une preuve de ces deux propositions dans [11].�� et � ont la dimension de l'inverse d'un coe�cient de viscosité, c'est à dire des s=m2.Le système (15.1,15.2) s'écrit alors en variables adimensionnées:8>>>>><>>>>>: @E@t � rot(B) � 1�r(divE � �) = �j (15:3)@B@t + rot(E) � 1r(divB) = 0 (15:4)3.2 Formulation faible.Les équations (15.3,15.4) peuvent s'écrire sous la forme:Qt + F1(Q)x + F2(Q)y + F3(Q)z = J+ G1(Q)x + G2(Q)y + G3(Q)z (16)où : 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Q = t(E1; E2; E3; B1; B2; B3)F1(Q) = t(0; B3;�B2; 0;�E3; E2)F2(Q) = t(�B3; 0; B1; E3; 0;�E1)F3(Q) = t(B2;�B1; 0;�E2; E1; 0)J = � t(j1; j2; j3; 0; 0; 0)G1(Q) = t( 1�(divE � �); 0; 0; 1divB; 0; 0)G2(Q) = t(0; 1� (divE � �); 0; 0; 1divB; 0)G3(Q) = t(0; 0; 1� (divE� �); 0; 0; 1divB)7



En utilisant les notations introduites précédemment, la formulation faible de (16) s'écrit:ZSi(Qt) i dx + ZSi (F1(Q)x +F2(Q)y + F3(Q)z) i dx = ZSi J i dx+ ZSi (G1(Q)x +G2(Q)y +G3(Q)z) i dx (17)où Si désigne le support de la fonction test  i. La formulation mixte volumes �nis-éléments �nis apparaît ici avec le choix des fonctions tests  i suivant les �ux intégrés.Pour les �ux convectifs et l'intégrale de courant nous utilisons comme fonction test lafonction caractéristique de la cellule Ci; pour les �ux di�usifs, nous prenons la fonctionde base 'i, associée au noeud i. On obtient ainsi:V ol(Ci) (Qt)i + ZCi �!r :IF (Q)dx = ZCi Jdx + ZSupp('i) (G1(Q)x +G2(Q)y +G3(Q)z)'i dx(18)En appliquant à (18) la formule de Green, il vient:V ol(Ci) (Qt)i + Xj2K(i) Z@Cij IF (Q):�ij d� + Z@Ci\(�b[�1)IF (Q):n d� = ZCi J dx� ZSupp('i) (G1(Q)@'i@x +G2(Q)@'i@y +G3(Q)@'i@z )dx+ Z@Ci\(�b[�1)(G1(Q) +G2(Q) +G3(Q)):nd� (19)Le terme de pénalisation dans le membre de droite est évalué d'après la méthode deséléments �nis et s'écrit pour un maillage en tétraèdres:XT;Si2T V ol(T )(G1(Q) jT @'Ti@x +G2(Q) jT @'Ti@y +G3(Q) jT @'Ti@z )où G1(Q) jT est la valeur de G1(Q) sur T (élément structuré ou non structuré). Plusprécisément: G1(Q) jT= t( 1 (divB) jT ; 0; 0; 1�((divE) jT �� jT ); 0; 0)avec: (divE) jT= ntXk=1(Ek1 @�Tk@x + Ek2 @�Tk@y +Ek3 @�Tk@z ) ; � jT = 1nt ntXk=1 �koù nt représente le nombre de sommets de l'élément T.Dans le cas bidimensionnel, qui sera notre cadre d'étude par la suite, les équations deMaxwell peuvent être découplées en deux sous-systèmes associés aux ondes transverseélectrique T.E et transverse magnétique T.M. Ces deux types d'ondes véri�ent respec-tivement E:ez = 0 et B:ez = 0. Dans le cas d'une onde T.E, le système (16) s'écritdonc: Qt + F1(Q)x + F2(Q)y = J+ G1(Q)x + G2(Q)y (20)8



avec : 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
Q = t(E1; E2; B3)F1(Q) = t(0; B3; E2)F2(Q) = t(�B3; 0;�E1)J = � t(j1; j2; 0)G1(Q) = t( 1�(divE � �); 0; 0)G2(Q) = t(0; 1� (divE � �); 0)4 Etude de stabilité des schémas.On s'intéresse dans ce paragraphe à l'étude de stabilité linéaire des schémas volumes�nis pour des maillages en rectangles et en triangles appliqués au système de Maxwellsans contraintes (1.1,1.2) et avec contraintes (15.3,15.4). On considérera tout d'abord lesschémas précis à l'ordre un. Puis dans un deuxième temps nous considérerons les schémasd'ordre supérieur pour lesquels on étudiera en particulier l'in�uence du paramètre dedécentrage � sur la stabilité.Nous utilisons une analyse de Fourier et posons :Qnj;k = Q̂nei(j�1+k�2)avec i2=-1. On obtient alors la relation:Q̂n+1 = G�1 ;�2 Q̂noù G�1 ;�2 est la matrice d'ampli�cation de dimension trois dépendant de �t, �1; �2.La condition nécessaire et su�sante de stabilité du schéma s'écrit:�(G�1;�2) � 1 8 (�1; �2) 2 [0; 2�] 2; (21)où �(G�1;�2) désigne le rayon spectral de G�1 ;�2 .4.1 Schémas précis à l'ordre un.On considère dans cette étude le système de Maxwell bidimensionnel sans courant nicharge (� =0, J =0). On pose G1 = G�1;�2 .4.1.1 Système de Maxwell sans contraintes.Le système d'équations de Maxwell (1.1,1.2) peut s'écrire sous la forme non conser-vative: Qt +AQx +BQy = 0où A et B sont les matrices jacobiennes des �ux F1(Q) et F2(Q).Il est aisé de voir que A et B ne se diagonalisent pas dans une même base pour les deux9



coordonnées d'espace. Ainsi, il n'est pas possible de ramener le système de Maxwell à unsystème dont chaque composante véri�e l'équation d'advection linéaire, pour laquelle onconnaît la loi de CFL.On e�ectue donc l'étude de stabilité par l'analyse de Fourier sur le schéma volumes �-nis appliqué au système de Maxwell (1.1,1.2). Dans le cas du maillage triangulaire leslimites de stabilité sont déterminées numériquement tandis que pour le maillage rectan-gulaire une étude analytique a pu être menée. Les �gures 2 et 3 montrent les domainesde stabilité des schémas pour des maillages rectangulaire et triangulaire : une façon dereprésenter ces domaines est de tracer les valeurs maximales du couple (�t�x , �t�y ), telleque 8 �1; �2; jG1j � 1. Pour tracer ce domaine, on choisit les variables: �1 = �t�x enabscisse, �2 = �t�y en ordonnée.� Cas d'un maillage rectangulaire.Proposition 4.1 Le schéma en volumes �nis d'ordre un pour un maillage rectangulaire,appliqué au système de Maxwell sans contraintes est stable si et seulement si:�t�x + �t�y � 1:�Pour la démonstration de cette proposition on pourra se référer à [4].
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

dt/dy

dt/dx

Stabilite du schema volumes finis d’ordre un rectangulaire.

Fig. 2 -Remarques: Bien qu'on ne puisse pas découpler les équations de Maxwell, on noteque la condition de stabilité obtenue est la même que celle obtenue pour un schémadécentré d'ordre un appliqué à l'équation d'advection scalaire bidimensionnelle :ut + ux + uy = 0. 10



De plus quand �x (resp. �y) tend vers l'in�ni, c'est à dire lorsqu'on étire le maillagedans une direction d'espace, on retrouve bien la condition de stabilité du cas monodi-mensionnel: �t�x � 1 (resp. �t�y � 1).� Cas d'un maillage triangulaire.
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Fig. 3 -On observe sur la �gure 3 que, dans le cas d'un maillage triangulaire, le domaine destabilité obtenu pour le système de Maxwell est plus petit que celui obtenu lorsqu'onconsidère l'équation d'advection scalaire ut + ux + uy = 0. D'autre part les domaines destabilité en triangles sont plus grands que celui obtenu en rectangles pour des valeursde �x proches de �y. Par contre, quand �x ou �y sont in�nis, c'est à dire quand onse ramène au cas monodimensionnel, la limite de stabilité est plus grande en rectanglesqu'en triangles.4.1.2 Système de Maxwell avec terme de pénalisation.L'étude de stabilité du schéma volumes �nis appliqué au système de Maxwell avecterme de pénalisation (15.3,15.4) a pour but de déterminer un paramètre optimal �qui minimiserait l'erreur sur la discrétisation des équations de divergence (1.3,1.4) touten n'entraînant aucune contrainte supplémentaire sur le pas de temps par rapport à lacondition de stabilité obtenue sur le système de Maxwell (1.1,1.2).On sait, en e�et, que le terme de viscosité a une grande in�uence sur la stabilité duschéma. En particulier, lorsque le coe�cient de di�usion (1/�) augmente, le domaine destabilité devient très réduit [10]. 11



� Cas d'un maillage rectangulaire.On représente sur la �gure 4 les domaines de stabilité en fonction de �t et de � pourdi�érentes valeurs de h = �x = �y. La valeur optimale �opt est celle à partir de laquellela valeur de �t est constante.
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Fig. 4 -On voit sur ces courbes qu'il existe une valeur de � optimale �opt au sens dé�niprécédemment. Ainsi pour des valeurs de � � �opt le terme de pénalisation n'impose pasde contraintes sur le pas de temps puisqu'on peut utiliser le même �t que dans le cashomogène (sans correction).On remarque que lorsque h devient grand, le pas de temps�t augmente et le �opt diminue:autrement dit pour des pas d'espace de plus en plus grands, on donne une importancede plus en plus grande au facteur de correction.On résume dans le tableau suivant les valeurs �opt obtenues pour di�érentes valeurs deh. h �tmax �opt1/20 2.5 10�2 201/30 1.66 10�2 301/40 1.25 10�2 401/60 8.33 10�3 601/250 2 10�3 250Table 1On a vu qu'à la valeur � = �opt correspond un pas de temps maximal, il s'agit dupas de temps véri�ant la condition: �1 + �2 = 1, ce qui peut encore s'écrire:�tmax = h212



.On observe numériquement (voir le tableau 1) que le coe�cient de di�usion (1/�opt) suitune loi linéaire en h. pour h � 120 ; �opt = 1h = 12�tmax� Cas d'un maillage triangulaire.On représente sur la �gure 5 les domaines de stabilité en fonction de �t et de � pourdi�érentes valeurs de h = �x = �y.
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Fig. 5 -On remarque sur la �gure 5 que pour h �xé, le pas de temps maximal obtenu est plusgrand que celui obtenu dans le cas rectangulaire. Cela s'explique par le fait que la limitede stabilité du schéma en triangles est nettement supérieure à celle obtenue dans le casrectangulaire, dans le cas �x=�y=h. D'autre part, à h �xé ou à �t �xé, on remarqueque la valeur de �opt est plus grande que pour le schéma en rectangles.h �tmax �opt1/15 4.4 10�2 451/20 3.3 10�2 601/30 2.2 10�2 901/40 1.6 10�2 1201/60 9 10�3 145Table 213



Le tableau 2 nous montre que, de même que pour un maillage rectangulaire, le coef-�cient de di�usion (1/�opt) suit une loi linéaire en h.pour h � 115 ; �opt = 3h4.2 Schémas précis à l'ordre trois.Dans le cas d'une méthode d'intégration en temps de type Runge-Kutta à trois pas,on introduit le polynôme caractéristique:g(z) = 1 + z + z22 + z36 :Pour z = A�t, on rappelle que le polynôme G(A �t) représente la matrice d'ampli�-cation de la méthode de Runge-Kutta appliquée à l'intégration du système d'équationsdi�érentielles ordinaires Qt = A Q où A est la matrice 3x3 du schéma.Si Q̂ désigne le vecteur des modes de Fourier, on obtient:Q̂n+1 = G�1;�2(A �t) Q̂net le théorème de Von Neumann (12) s'applique aussi à G�1;�2(A �t).4.2.1 Système de Maxwell sans contraintes.Les limites de stabilité sont obtenues numériquement aussi bien pour le schéma enrectangles que pour celui en triangles.� Cas d'un maillage rectangulaire.On représente sur la �gure 6 le domaine de stabilité pour di�érentes valeurs du pa-ramètre de décentrage � (avec �1 = �t�x en abscisse, �2 = �t�y en ordonnée.)On rappelle que pour � = 0 on obtient un schéma centré; pour � = 1, le schéma estdécentré, et pour � = 12 , on a un schéma demi-décentré.On note que plus le schéma est décentré (� proche de 1), plus la limite de stabilité de-vient petite, et donc plus le pas de temps maximal est petit.
14
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Fig. 6 -� Cas d'un maillage triangulaire.
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Fig. 7 -On observe sur les �gures 6 et 7 que les domaines de stabilité s'ordonnent de lamême manière en fonction de � pour un maillage en triangles que pour un maillage enrectangles.Pour �x proche de �y on note que la limite de stabilité obtenue avec un maillagetriangulaire est supérieure à celle obtenue avec un maillage en rectangles, excepté pour15



� = 0 où le domaine de stabilité est le plus grand en rectangles. En général le maillagetriangulaire privilégie la direction �x = �y en ce qui concerne la stabilité et le choix dupas de temps.Dans le cas où une des directions �x ou �y est grande devant l'autre alors il est plusavantageux d'utiliser le maillage en rectangles.4.2.2 Système de Maxwell avec terme de pénalisation.De même que précédemment, on cherche à déterminer le �opt nous permettant d'uti-liser le pas de temps le plus grand possible, dans le cas d'un schéma volumes �nis d'ordredeux au moins en espace et d'ordre trois en temps.� Cas d'un maillage rectangulaire.On �xe �x = �y = h = 120 . On représente sur la �gure 8 les domaines de stabilité enfonction de �t et � pour di�érentes valeurs du paramètre �.
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Fig. 8 -On voit sur la �gure 8 que plus on diminue � (ie plus on se rapproche d'un schématotalement centré), et plus le pas de temps optimal augmente; ce qui est en accord avecles limites de stabilité obtenues pour le système de Maxwell homogène. De même, plus� diminue, plus le �opt augmente, c'est à dire que pour un schéma centré l'in�uencedu terme de di�usion est moins forte que dans le cas d'un schéma décentré. On noteque pour un schéma rectangulaire, le pas de temps maximal varie linéairement avec �optquand on fait varier �. 16



On résume dans le tableau ci-après les valeurs de �opt pour di�érentes valeurs de �.� �tmax �opt0 6.9 10�2 451/3 4.7 10�2 301/2 3.1 10�2 201 1.5 10�2 10Table 3Maintenant, on pose � = 13 : on a alors un schéma exactement d'ordre trois en espaceet en temps. On représente sur la �gure 9 les domaines de stabilité en fonction de �t etde � pour di�érentes valeurs de h = �x = �y.
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Fig. 9 -On remarque que les courbes varient de la même manière en fonction de h à l'ordretrois et à l'ordre un: à �t �xé, plus h augmente, plus �opt diminue c'est à dire plus grandeest l'importance du facteur de correction.h �tmax �opt1/20 4.7 10�2 301/30 3.1 10�2 451/40 2.3 10�2 601/50 1.8 10�2 751/60 1.5 10�2 90Table 417



Les valeurs du tableau (4) montrent que le coe�cient de di�usion (1/�opt) suit uneloi linéaire en h. pour h � 120 ; �opt = 32h� Cas d'un maillage triangulaire.De même que dans le cas rectangulaire, nous �xons le pas d'espace h = 120 et on repré-sente sur la �gure 10 les domaines de stabilité en fonction de �t et � pour di�érentesvaleurs du paramètre �.
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Fig. 10 -Les courbes varient de la même manière pour un maillage rectangulaire ou triangu-laire. A � �xé, on remarque que le pas de temps maximal est plus grand dans le cas d'unmaillage triangulaire que pour un maillage en rectangles, sauf dans le cas d'un schémacentré (�=0). De plus, à � �xé, et pour un même pas de temps �t, on voit que la valeurde �opt est plus petite en rectangles qu'en triangles.Contrairement au schéma d'ordre trois en maillage rectangulaire, ici �t ne dépend paslinéairement de �opt quand on fait varier �.� �tmax �opt0 6.1 10�2 781/3 5.7 10�2 801/2 4.1 10�2 581 2.1 10�2 3018



Table 5Pour � = 13 , on représente sur la �gure 11 les domaines de stabilité en fonction de�t et de � pour di�érentes valeurs de h = �x = �y.
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Fig. 11 -h �tmax �opt1/20 5.7 10�2 801/30 3.8 10�2 1201/40 2.8 10�2 1601/50 2.2 10�2 200Table 6A h �xé, le pas de temps optimal est plus grand pour un maillage triangulaire quepour un maillage rectangulaire, ce quelle que soit la valeur de h. Toutefois, utiliser unschéma précis en temps s'avère plus intéressant en rectangles. En e�et,�tRK3�tRK1 = 1:8 en rectangles�tRK3�tRK1 = 1:7 en trianglesA l'ordre un comme à l'ordre trois, le coe�cient de di�usion (1/�opt) suit une loi linéaireen h: pour h � 110 ; �opt = 4h19



Cette étude de stabilité nous montre que les schémas en triangles permettent, à�x=�y=h �xé, un choix de pas de temps plus grand qu'en rectangles. Elle nous apermis de déterminer le � optimal en fonction des schémas et du maillage utilisés. Ona vu également, que, quel que soit l'ordre en temps et l'approximation spatiale choisis,le coe�cient de di�usion (1/�opt) suit une loi linéaire en h. La �gure 12 nous montrel'in�uence de ce paramètre sur les di�érents schémas en fonction de h. On voit que lavaleur de �opt est plus petite pour les schémas en rectangles que pour les schémas entriangles. De même la valeur de �opt devient plus grande quand on augmente la précisiondu schéma, aussi bien en triangles qu'en rectangles.
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Fig. 12 -5 Equations équivalentes.Les équations équivalentes, introduites par Warming and Hyett [16] permettent uneanalyse détaillée et précise des termes d'erreur de troncature; notamment des erreurs dedispersion et de dissipation.Pour obtenir ces équations, nous appliquons la méthode décrite dans [2] au système deMaxwell sans contraintes (1.1,1.2) et avec contraintes (15.3,15.4). Cette méthode simpli�econsidérablement les calculs dans le cas linéaire et a l'avantage de rester la même quelquesoit le schéma étudié (implicite ou explicite, schéma à plusieurs niveaux comme ceux deRunge-Kutta) et quelle que soit la dimension d'espace.Pour plus de détails sur cette méthode de calcul, on pourra se référer à [2].Nous allons, dans cette partie, établir les équations équivalentes des schémas présentésprécédemment (pour les champs électrique et magnétique ainsi que pour la divergencedu champ électrique) sur des maillages en rectangles et en triangles.20



5.1 Analyse et comparaison des termes d'erreur des schémasd'ordre un.5.1.1 Maillage rectangulaire.Nous rappelons que nous considérons le cas d'une onde TE. On donne ici les termesd'erreur pour la première composante E1, les équations équivalentes des autres compo-santes s'obtenant par symétrie par-rapport à �x, �y.Pour la valeur � = 1, on obtient l'équation équivalente du système sans contraintes(1.1,1.2). Pour � <1, on a :E1t +B3y = 12(�y ��t)E1yy + (�t2 + 1�)E2xy + E1xx� � �t2�2 (E1xxxx +E1xxyy +E2xyyy +E2xxxy)+O(�t;�x;�y)2On voit ici clairement que la méthode de pénalisation proposée consiste à ajouter destermes de di�usion d'ordre deux (E1xx� ,E2xy� ) et d'ordre quatre (� �t2�2 (E1xxxx + E1xxyy +E2xyyy +E2xxxy)).On cherche à savoir si la méthode de pénalisation va mieux conserver numériquement ladivergence. Pour cela nous établissons l'équation équivalente sur la divergence que nousobtenons aisément à partir des équations équivalentes du champ E.En e�et:(divE)t = E1tx +E2ty= �y2 E1xyy + �x2 E2xxy + E23y� + E1xyy� + E13x� + E2xxy�� �t2�2 (E1xxxxx + 2E1xxxyy +E1xyyyy +E2yyyyy +E2xxyyy + E2xxxxy)+O(�t;�x;�y)2ce qui peut encore s'écrire:(div E)t � 1� � divE = �y2 E1xyy + �x2 E2xxy � �t2�2 �2 divE +O(�t;�x;�y)2 (22)où�2 divE représente le bilaplacien de divE. Là encore on voit clairement que la méthodede pénalisation consiste pour �x et �y �xés à rajouter des termes de di�usion sur ladivergence du champ électrique.5.1.2 Maillage triangulaire.On proçède de la même manière que précédemment. Pour ne pas alourdir les calculs,on pose �x=�y=h.On obtient comme équation équivalente pour la première composante du champ élec-trique :E1t + B3y = (ah6 + 1�)E1xx + (ah6 � �t2 )E1yy + h3p2 E1xy + bh6 (E2xx + E2yy)+(� h3p2 + �t2 + 1� )E2xy � �t2�2 (E1xxxx + E1xxyy +E2xyyy +E2xxxy) +O(�t; h)221



où a = 1p2 + 1p5 , b = 2p5 � 1p2 , c = p2 +p5.On remarque que les termes en temps sont les mêmes pour le schéma en triangles quepour le schéma en rectangles. Seuls les termes liés à l'approximation spatiale di�èrent:le schéma est beaucoup plus dissipatif dans le cas d'un maillage triangulaire; en e�etparmi les termes d'erreur spatiale interviennent tous les termes de dissipation d'ordredeux pour les composantes E1 et E2 du champ électrique.L'équation équivalente sur la divergence du champ électrique s'écrit:(divE)t � 1� � divE = h6p2(E1xxx +E1xxy + E1yyy �E1xyy � E2xxx +E2yyy + E2xyy �E2xxy)+ h6p5(E1xxx + 2E1xxy + 2E1yyy +E1xyy + 2E2xxx +E2yyy + 2E2xyy + E2xxy)� �t2�2 �2 divE +O(�t; h)2 (23)Comme pour le maillage rectangulaire, on obtient dans le membre de gauche une équa-tion de la chaleur pour la divergence, avec dans le membre de droite les termes d'erreurd'ordre un en temps et en espace inhérents au schéma, ainsi que le terme � �t2�2 �2 divE.Les termes d'erreur en espace comprennent toutes les dérivées troisièmes de E: ces termesd'erreur proviennent des termes de di�usion spatiale du schéma.5.2 Analyse et comparaison des termes d'erreur des �-schémas.On se propose dans cette section d'écrire les équations équivalentes dans le cas d'uneapproximation spatiale au moins d'ordre deux et d'un schéma en temps RK3.5.2.1 Maillage rectangulaire.On donne les termes d'erreur du schéma pour la première composante du champélectrique:E1t +B3y = ��y26 (1� 3�)B3yyy � �4 (E1yyyy�y3 + E1xxyy�x2�y)��t324 (E1yyyy + E1xxyy �E2xyyy � E2xxxy) + E1xx� + E2xy�+ 112� (E1xxxx�x2 + 2E1xxyy�y2 + 2E2xxxy�x2 + 2E2xyyy�y2)� �t324�4 (E1xxxxxxxx + 3E1xxxxxxyy + 3E1xxxxyyyy +E1xxyyyyyy +E2xxxxxxxy+3E2xxxxxyyy + 3E2xxxxyyyy +E2xxxxxxyy ) +O(�t;�x;�y)4Cette équation équivalente nous montre que deux valeurs de � sont intéressantes quandon considère le système de Maxwell sans contraintes (� =1): la valeur � = 13 annule les22



termes de dispersion spatiale et permet ainsi d'avoir un schéma d'ordre trois en temps eten espace; avec la valeur �=0 on a toujours un schéma d'ordre deux, mais cette valeurpermet d'annuler les termes de dissipation en espace.En ce qui concerne le système de Maxwell avec contraintes (� <1), on remarque qu'onobtient des termes d'erreur en �x2� ,�y2� et également en �t324�4 , faisant intervenir respec-tivement les dérivées quatrièmes et huitièmes de E, c'est à dire des termes de dissipation.Comme précédemment, on recherche les termes d'erreur sur la divergence du champélectrique. Pour plus de simplicité on donne son équation équivalente dans le cas �x =�y = h.(divE)t � 1� � divE = �h26 (1� 3�) (B3xyyy � B3xxxy)� �h34 (E1xyyyy +E2xxxxy +E1xxxyy+E2xxyyy) + h26� �2divE� h212� (E1xxxxx + E2yyyyy)� �t324�4 �4divE +O(�t; h)4 (24)avec �4divE = �������(divE). Dans le cas du système de Maxwell sans contraintes(� =1), on remarque que l'erreur sur la divergence est a priori d'ordre deux en espace,sauf pour � = 13 , où elle est d'ordre trois. Dans ce cas, les termes d'erreur du secondmembre proviennent des termes de dissipation spatiale du schéma.Dans le cas du système de Maxwell avec contraintes (� < 1), on voit que les termesd'erreur liés à la pénalisation sont des termes de dissipation en temps et en espace. Làaussi la méthode proposée rajoute des termes de dissipation sur la divergence de E.5.2.2 Maillage triangulaire.On donne l'équation équivalente du �-schéma triangulaire pour la première compo-sante E1. On pose �x=�y=h.E1t +B3y = �h26 (1� 3�) (B3yyy + B3xxy +B3xyy)� �h3 g(:; :)��t324 (E1yyyy + E1xxyy �E2xyyy �E2xxxy) + E1xx� + E2xy�+ 112� (E1xxxx�x2 + 2E2xxxy�x2 + 2E2xyyy�y2)� �t324�4 (E1xxxxxxxx + 3E1xxxxxxyy + 3E1xxxxyyyy +E1xxyyyyyy+E2xxxxxxxy + 3E2xxxxxyyy + 3E2xxxxyyyy +E2xxxxxxyy ) +O(�t;�h)4où g dépend linéairement des dérivées quatrièmes en espace de E1 et E2.Dans le cas du système de Maxwell sans contraintes (� = 1), comme pour le schémaen rectangles, on voit que la valeur � = 13 permet d'annuler les termes de dispersionspatiale et que les termes de dissipation spatiale sont fonction de �.23



Comme à l'ordre un, les termes d'erreur de dispersion et de dissipation sont plus nom-breux en triangles qu'en rectangles. Ici interviennent des termes de dispersion croisésB3xxy , B3xyy, ainsi que tous les termes de dissipation spatiale des deux premières com-posantes E1, E2 dans g. On remarque que les termes en temps sont identiques à ceuxobtenus pour le �-schéma en rectangles.Le �-schéma en maillage triangulaire est donc plus dissipatif que celui en maillage rec-tangulaire; en e�et, l'approximation des �ux numériques pour le maillage triangulairechoisi fait intervenir 19 noeuds de calcul alors que le schéma en rectangles est un schémaà 9 noeuds.Dans le cas du système de Maxwell avec contraintes (� < 1), les termes liés à � sontdes termes de dissipation en temps et en espace, comme pour le schéma en rectangles.Nous écrivons l'équation équivalente de la divergence de E dans le cas �x=�y=h:(divE)t � 1� � divE = ��h3 k(:; :) + h26� �2divE� h212� (E1xxxxx + E2yyyyy + 2E1xxxyy+2E2xxyyy)� �t324�4 �4divE +O(�t; h)4 (25)où k dépend linéairement des dérivées cinquième en espace de E1 et E2. Dans le casparticulier �x=�y=h, les termes d'erreur provenant de la dispersion du schéma s'an-nihilent. Dans ce cas-là, l'erreur sur la divergence dans le cas du système de Maxwellsans contraintes est d'ordre trois. Les termes d'erreur proviennent alors des termes dedissipation du schéma.Dans le cas du système de Maxwell avec contraintes, on voit comme précédemment queles termes de pénalisation sont des termes de dissipation sur la divergence.Pour résumer, les équations équivalentes montrent que l'erreur sur la divergence esttrès sensible à la précision spatiale du schéma : en e�et dans le cas du système de Maxwellsans contraintes (� = 1), les termes d'erreur sur la divergence proviennent des termesde dispersion et de dissipation du schéma. La méthode de pénalisation proposée (� <1)consiste à augmenter la dissipation des schémas et ainsi obtenir une équation de la chaleurpour la divergence.6 Résultats numériquesDans cette partie on s'intéresse plus particulièrement à la véri�cation numérique desrelations de divergence (1.3),(1.4).Nous constaterons que l'introduction d'un terme de viscosité dans les équations de Max-well permet de mieux satisfaire numériquement les contraintes sur la divergence du champélectromagnétique.En l'absence de chargesOn considère le système (15.3,15.4) en deux dimensions d'espace pour une onde trans-verse électrique (T.E) sur 
 =]0; 1[�]0; 1[ avec des conditions aux limites périodiques.24



On initialise les composantes du champ électromagnétique par une combinaison linéaired'ondes sinusoïdales de diverses fréquences.On représente sur les �gures 13 et 14 la norme in�nie de la divergence du champ élec-trique jjdiv Ejj1 en fonction du temps à �x = �y �xé. Ceci est obtenu pour di�érentesvaleurs de � sur un maillage en rectangles pour les schémas d'ordre un et trois. Ona choisi la norme in�nie pour observer plus précisément les di�érences entre les diversschémas.
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FIG. 13 : schéma à l'ordre un FIG. 14 : schéma à l'ordre troisOn représente ensuite la même chose sur les �gures 15 et 16 pour un maillage triangulaire.
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On remarque que plus le paramètre de correction est petit, ce qui correspond à une in-�uence plus importante des termes de viscosité introduits dans les équations de Maxwell,plus la divergence du champ électrique E est petite. En contrepartie, le fait d'utiliser unparamètre de correction très petit va entraîner une contrainte sur le pas de temps �tpour des raisons de stabilité. Néanmoins, nous avons montré précédemment l'existenced'une valeur optimale du paramètre de correction qui n'introduit aucune contrainte sup-plémentaire sur le pas de temps �t. On remarque également que divh Eh ! 0 quandt! +1, ceci est dû au caractére dissipatif du système (15.3,15.4).On compare maintenant l'in�uence du maillage (triangulaire ou rectangulaire) sur la di-vergence du champ E.On représente sur les �gures 17 et 18, jjdivEjj1 en fonction du temps à �x = �y �xéavec la valeur optimale du paramètre de correction pour les schémas d'ordre un et trois.
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FIG. 17 : schémas à l'ordre un FIG. 18 : schémas à l'ordre troisOn remarque, pour les schémas précis à l'ordre un et à l'ordre trois, que la divergenceest plus petite lorsque l'on considère un maillage en rectangles. Ceci est dû au fait que lavaleur optimale du paramètre de correction est plus petite pour le schéma en rectangles,par conséquent l'in�uence des termes de viscosité est plus importante. Cependant il fautpréciser que l'on peut utiliser des pas de temps plus grands pour le schéma en triangleset donc diminuer le temps de calcul.On va maintenant étudier l'in�uence du paramètre de décentrage � sur la divergence duchamp E.Plus précisément on représente sur les �gures 19 et 20 la norme in�nie de la divergence duchamp électrique E en fonction du temps à �x = �y �xé. Ceci est obtenu en considérantla valeur optimale du paramètre de correction pour chaque valeur de � dans le cas desschémas en rectangles et en triangles. 26
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FIG 19 : schéma en rectangles FIG 20 : schéma en trianglesOn rappelle que lorque � = 0 le schéma est centré et lorsque � = 1 il est décentré.On remarque, aussi bien pour le schéma en triangles que pour le schéma en rectangles,que la divergence diminue lorsque � augmente. Ceci s'explique par le fait que lorsque �augmente, la valeur optimale du paramètre de correction diminue. On note cependantque la contrainte sur le pas de temps augmente avec �. Il semble au vu des résultats qu'ilvaut mieux prendre � = 1=3, valeur pour laquelle la divergence est petite, la contraintesur le pas de temps n'est pas importante, et surtout le schéma est d'ordre trois en espace.On s'intéresse maintenant à l'in�uence des termes de viscosité sur le champ électroma-gnétique. Pour ce faire on considère une onde plane (T.E) solution des équations deMaxwell du type : 8>><>>: Ex(t; x; y) = �cos(x+ y �p2t)Ey(t; x; y) = cos(x+ y �p2t)Bz(t; x; y) = p2cos(x+ y �p2t)On représente sur les �gures 21 et 22 la norme in�nie de l'erreur sur le champ magné-tique Bz en fonction du temps pour di�érentes valeurs du paramètre du correction et deh = �x = �y, pour les schémas précis à l'ordre un et trois en triangles.
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FIG 21 : schéma à l'ordre un FIG 22 : schéma à l'ordre troisOn remarque, notamment sur le schéma à l'ordre trois, que l'introduction d'un para-mètre de correction n'induit pas une erreur supplémentaire importante sur le champélectromagnétique. Rajouter un terme de viscosité dans les équations de Maxwell revientnumériquement à rajouter de la di�usion dans nos schémas, ce qui explique cette petiteerreur supplémentaire. D'autre part on remarque l'in�uence de la �nesse du maillage surla précision du champ électromagnétique. Lorsque l'on divise le pas de discrétisation pardeux, on divise l'erreur d'un facteur deux pour le schéma à l'ordre un et d'un facteurhuit pour le schéma à l'ordre trois.Il nous reste à étudier l'in�uence de la discrétisation en espace sur la divergence. On re-présente sur les �gures 23 et 24 jjdiv Ejj1 en fonction du temps pour di�érentes valeursde h = �x = �y en �xant le paramètre de correction, dans le cas du schéma d'ordretrois sur des maillages rectangulaires et triangulaires.
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FIG 23 : schéma en rectangles FIG 24 : schéma en trianglesOn remarque bien que lorsque l'on divise le pas de discrétisation par deux on diminuesensiblement l'erreur sur la divergence du champ E, aussi bien pour un maillage enrectangles que pour un maillage en triangles. On peut ainsi conclure que la �nesse dumaillage a une forte in�uence sur la divergence.En présence de chargesOn considère le problème (15.3,15.4) sur un domaine 
 =]0; 1[2. On suppose qu'àl'instant initial le champ électromagnétique est nul et que la frontière � = @
 est par-faitement conductrice : n� E = 0 sur �.On se donne une densité de charges et de courants:8>>>><>>>>: �(t; x; y) = sin(t)(sin(�y) + sin(�x))jx(t; x; y) = (cos(t) � 1)(� cos(�x) + �2x sin(�y)) � x cos(t) sin(�y)jy(t; x; y) = (cos(t) � 1)(� cos(�y) + �2y sin(�x)) � y cos(t) sin(�x)Pour de telles données, la solution exacte du système de Maxwell (1.1,1.2) est donnéepar: E = sin(t)0B@ x sin(�y)y sin(�x)0 1CA B = (cos(t) � 1)0B@ 00�y cos(�x) � �x cos(�y) 1CAOn considère ici le schéma à l'ordre trois pour un maillage en triangles du domaine decalcul 
. On représente sur les �gures 25 et 26, k divEh � � kL1(
) et k E � Eh kL1(
)en fonction du temps, pour di�érentes valeurs du pas de discrétisation h = �x = �y etpour une valeur très grande �xée du paramètre de correction.29
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FIG 25 : divEh � � en fonction de h FIG 26 : E� Eh en fonction de hOn remarque que l'utilisation de maillages �ns diminue notablement l'erreur sur le champélectromagnétique, de même la relation de divergence (1.3) est mieux véri�ée.On représente maintenant, dans le cas d'un maillage en triangles pour le schéma à l'ordretrois, sur la �gure 27 k divEh � � kL1(
) en fonction du temps à h = �x = �y �xé pourdi�érentes valeurs du paramètre de correction �. Sur la �gure 28, on représentek divEh � � kL1(
) en fonction du temps pour, h = 140 avec la valeur optimale du para-mètre de correction, et pour h = 180 sans correction.
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Comme en l'absence de charges, on note que lorsque la valeur du paramètre de correctiondiminue, ce qui correspond à une in�uence plus importante des termes de viscosité, larelation de divergence (1.3) est mieux véri�ée. On remarque sur la �gure 28 que l'erreursur divEh � � est du même ordre pour un maillage donné en utilisant la méthode depénalisation des contraintes que pour un maillage deux fois plus �n sans pénalisation.On compare maintenant sur la �gure 29 k divEh � � kL1(
) pour les schémas à l'ordreun et trois, à h = �x = �y �xé et pour une valeur �xée du paramètre de correction.
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FIG 29 : Schémas à l'ordre un et troisOn remarque que la précision du schéma a une très forte in�uence sur la relation dedivergence (1.3). Il est donc très intéressant d'utiliser un schéma précis à l'ordre trois.Temps de calculIl est intéressant d'évaluer le coût, en terme de temps calcul et de stockage, qu'entraînel'introduction d'un terme de viscosité dans les équations de Maxwell.La résolution numérique du système (15.1,15.2) nécessite environ 7% de temps calculsupplémentaire par rapport à la résolution du système de Maxwell. Le surcoût en termed'occupation mémoire est d'environ 4%. On peut donc, au vu de ces chi�res, conclureque la méthode de pénalisation des contraintes pour le système de Maxwell permet deprendre en compte les contraintes de divergence pour le champ électromagnétique à uncoût raisonnable.7 ConclusionCette étude nous montre que la méthode de pénalisation proposée permet que lesrelations de divergence (1.3,1.4) soient mieux véri�ées numériquement.31



On a vu dans l'étude de stabilité que l'on peut trouver un paramètre de di�usion optimalqui n'introduit aucune contrainte supplémentaire sur le pas de temps, quel que soit lemaillage utilisé, rectangulaire ou triangulaire.L'étude des équations équivalentes nous a permis de mettre en évidence les termes d'er-reur sur les schémas eux-mêmes et également sur la variation de la divergence au coursdu temps. La valeur � = 13 permet d'obtenir des schémas d'ordre trois en temps et enespace, ainsi qu'une erreur sur la divergence d'ordre trois; aussi bien pour les maillagesrectangulaires que triangulaires.Les schémas en triangles semblent introduire plus de dissipation numérique qu'en rec-tangles, et les relations de divergence sont mieux véri�ées dans le cas d'un schéma enrectangles. Cela peut provenir du fait que l'in�uence du terme de di�usion introduit estplus importante en rectangles qu'en triangles. Toutefois, dans notre étude nous avonsconsidéré des maillages triangulaires structurés, ce qui pénalise dans ce cas les schémaspar-rapport aux maillages rectangulaires.On a aussi remarqué l'in�uence du pas d'espace h sur la divergence. A ce sujet, cette mé-thode peut s'avérer intéressante dans le cas tridimensionnel, en permettant par exempled'utiliser un pas d'espace plus grand (moins de points) par longueur d'onde.8 Remerciements.Les auteurs tiennent à remercier Frédéric Poupaud (Université de Nice) ainsi queLoula Fézoui et Armel de la Bourdonnaye (CERMICS-INRIA) pour leur aide fructueuseconcernant l'élaboration de ce travail.
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