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Abstract

We present in this paper a new constrained formulation of the Maxwell equations in

order to better satisfy the divergence conditions divB = 0, divE = L We prove,
€0

using the modified equations, why these conditions are better satisfied by considering

this new formulation. We also study the stability of the presented schemes.
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Résumé

Nous présentons dans ce papier une nouvelle formulation des équations de Maxwell

afin de mieux vérifier les relations de divergence divB = 0, divE = —. Nous mon-
€0

trerons, en établissant les équations équivalentes, pourquoi ces relations sont mieux

vérifiées en considérant cette nouvelle formulation. Nous avons également étudié la

stabilité des schémas présentés.
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Introduction.

On s’intéresse, dans ce papier, au probléme de la conservation des propriétés de diver-
gence des champs électrique et magnétique. Les conditions de divergence (lois de Gauss)
ainsi que la loi de conservation des charges sont redondantes dans le modéle continu
avec les équations de Maxwell pour une donnée initiale les vérifiant. Numériquement,
ces conditions ne sont pas prises en compte et peuvent donc ne pas étre préservées
au cours du temps par le schéma. En ’absence de charges par exemple, les conditions
div(B) = div(E) = 0 ne sont préservées par certains schémas que dans le cas de grilles
orthogonales. Dans le cas de grilles non structurées (maillages triangulaires), nous avons
remarqué que ces conditions n’étaient pas vérifiées exactement au cours du temps et que
I’erreur dépendait d’une part du pas du maillage mais surtout de la précision du schéma
[5]. Plus exactement, cette erreur semble étre liée directement a la viscosité numérique
inhérente aux schémas utilisés. En I’absence de charges, les différents cas tests bidimen-
sionnels considérés [5] n’ont révélé aucune influence trop importante de cette erreur sur
la solution pour des pas d’espace correspondant & 15-20 points par longueur d’onde. Ce-
pendant, la préservation de ces conditions permettrait de réduire le nombre de noeuds
du maillage tout en gardant la méme précision sur la solution et le gain en efficacité du
solveur serait particuliéerement importante en dimension trois. De plus, la conservation
des charges dans le cas de milieux chargés est beaucoup plus difficile & assurer numeéri-
quement et une erreur méme faible peut affecter considérablement la solution.

La encore, 'utilisation de maillages orthogonaux avec un schéma de Yee ou des sché-
mas a direction alternée par exemple permet de satisfaire plus facilement ces conditions.
Les grilles triangulaires (ou tétraédriques) qui permettent de mailler plus facilement une
géométrie complexe (meilleure approximation de I'obstacle, possibilité de raffinement lo-
cal,..) introduisent cependant une viscosité numérique supplémentaire dans le schéma
(par rapport au méme schéma sur une grille orthogonale).

On propose, dans cette étude, une méthode de pénalisation consistant & ajouter un terme
de diffusion dans les équations de Maxwell afin de vérifier les propriétés de divergence
du champ électromagnétique.

Le papier est divisé en six parties. Dans les deux premiéres nous rappelons les équations
de Maxwell et ’approximation numérique utilisée. Dans la troisiéme partie nous présen-
tons la méthode de pénalisation des contraintes pour le systéme de Maxwell, on montrera
dans quelle mesure la nouvelle formulation est équivalente au systéme de Maxwell sans
contraintes. Puis dans les parties quatre et cinq on cherchera a voir, par une étude de sta-
bilité et d’équations équivalentes sur différents schémas, si numériquement, les relations
de divergence sont mieux préservées. Enfin nous présentons, dans la derniére partie, des
résultats numériques ot nous nous intéressons plus particuliérement a la vérification des
propriétés de divergence.

1 Systéme des équations de Maxwell.

On consideére le systéme de Maxwell écrit en trois dimensions d’espace:



OE j

e *rot(B) = o (1.1)
oB

o T rot(E) =0 (1.2)
div(E) = €ﬁ (1.3)
div(B) =0 (1.4)

ou E = E(t,x) et B = B(t,x) sont respectivement le champ électrique et I'induction
magnétique, c est la vitesse de la lumiére, ¢, la permittivité du vide, et pg la perméabilité
magnétique du vide. Ces quantités vérifient la relation: eyuoc? = 1.

J = j(t,x) et p = p(t,x) représentent respectivement la densité de courant et la densité
de charge et sont reliées par la loi de conservation de la charge:

88—'; + div(j) = 0 (2)

Il est aisé de montrer que:
divE) = £ | div(B) =0 (3)

€0

sont redondantes pour des conditions initiales vérifiant ces contraintes, voir [7] par
exemple.

2 Approximation numérique des équations de Max-
well.

Le systéme de Maxwell est de forme conservative et de nature hyperbolique. Cela
justifie ’approximation numérique basée sur une méthode de volumes finis. On s’intéresse
dans notre étude & des schémas décentrés d’ordre élevé en temps et en espace, sur des
maillages en tétraédres et en parallélépipédes.

2.1 Formulation conservative et hyperbolicité.

Les équations de Maxwell (1.1) et (1.2) peuvent s’écrire sous la forme suivante:

Q: + FI(Q)I + FZ(Q)'y + F3(Q)z =J (4)

ou:
( Q - t(E17E27E3aBl7B27B3)

Fl(Q) t(O7CQB37_CZBQ7O7_E37E2)
F2(Q) = {(—*Bs,0,¢* By, E3,0, —Ey)
Fs(Q) t(Csza —0231707 —FEs, E170)

J= - t(j17j27j3707070)

Sl



ou sous forme condensée:

avec F(Q) =" (F1(Q); F2(Q); F3(Q).)
On montre facilement que le systéme (5) est hyperbolique.
En effet, considérons une combinaison linéaire des flux:

F(Q,n) =nF(Q)

ott §= (11,72, 73) est un vecteur non nul de IR>.
La matrice jacobienne A définie par:

AQ,n) = ﬂ-F/(Q) =mAL +mAs + 343 , (Ai)iz13 = 7~ Fi(Q)

est diagonalisable pour tout vecteur non nul 1 de IR? et pour tout vecteur Q de IRS.
Ses trois valeurs propres avec une multiplicité double sont données par:

A= |l
Az = —c|[n]]
)\3 =0

Cette propriété des équations de Maxwell nous conduit naturellement & utiliser des sché-
mas décentrés connus pour étre bien adaptés & la résolution numérique des systémes
conservatifs hyperboliques.

2.2 Formulation variationnelle.

Soit 7;, une discrétisation par éléments finis du domaine 2, approximation par des
polyédres (tétragdres ou parallélépipédes) du domaine de calcul Q. A chaque noeud S;, est
associée une cellule C; (voir Fig. 1). La réunion des cellules forme une nouvelle partition

de Qh-

ol ns représente le nombre de noeuds du maillage.
On considére le probléme de Cauchy:

{ Q + VFQ =3 (xt)eQxR" -

Q(x,t=0) = Qy(x) x€Q

ol Q vérifie les conditions de divergence (1.3) et (1.4). On compléte (6) avec des condi-
tions aux limites. On utilise en général deux sortes de conditions sur I' = 02 = T, U :
une condition de conducteur parfait sur I'; et des conditions aux limites absorbantes sur
..

La formulation faible de (6) s’écrit pour chaque cellule C;:



FiGc. 1 - Construction d’une cellule pour un maillage tétraédrique.

/C(Qt+§>.]F(Q))dx - /@de (7)

i

En supposant (Q;) constant sur la cellule C;, on obtient:

Vol(C)(Qui + [ VF@dx = [ Jdx (8)

En utilisant la formule de Green, I’équation (8) nous conduit a:

ValC) (@) = -5 [ F(Quwgdo <1>
JEK(i) "oV
- / F(Q).n do <2>
aC;NTy,

- / F(Q).nds  <3>
0C;NI

+ / Jdx < 4>
C;

ol v;; est la normale extérieure a l'interface 0C;; entre deux cellules C; et C}, et K(i)
I’ensemble des noeuds voisins d’un sommet 1.

D’autre part, I'invariance par rotation du systéme (1) nous permet d’utiliser une seule
composante de F pour définir les flux tridimensionels. .

En effet, soit R une rotation de IR* qui transforme Q =! (B,E) en Q =! (RB, RE), on
peut montrer facilement la relation suivante:

F(Q,n) =] 7l (R 'oF1)(Q) (10)



2.3 Schéma décentré d’ordre un.

On décrit maintenant 'approximation du terme / F(Q).vi; do.

Cette intégrale est évaluée par:

ou = (m1,m2,m3) = / vijdo et F(Q) est une approximation de F(Q) sur linterface
ac;,;
0C;j. On introduit une fonction de flux numérique ®,; décentrée du premier ordre, qui
dépend des deux états (Q); et (Q);.

En utilisant I'invariance par rotation (11), le flux numérique décentré s’écrit:

@5 = @(Qi, Qum) = n || R (AT Qi + ATQ)) (11)

oit A7 et A7 sont définies par: A7 = TATT ! avec A* = diag(max (), 0))
et AT =A— AT,

On se référera a [6] pour le traitement des conditions aux limites.

2.4 Approximation d’ordre supérieur.

La méthode MUSCL (Monotonic Upwind Schemes for Conservation Laws) permet
d’augmenter la précision des schémas en définissant de nouvelles valeurs Q;; et Q,; aux
interfaces des cellules sans modifier la fonction de flux numérique ®, toujours définie
par (11). Dans la méthode MUSCL [9], ces valeurs sont obtenues par une interpolation
linéaire sur chaque cellule. Nous utilisons ici, une formulation dite F-schéma pour définir
les valeurs aux interfaces:

®;; = ©;(Q,5,Qy i)
Q,=Q +3{(1-26)(Q, - Q) +2VQISS,;} (12)
Qi=Q - {(1 ~26)(Q; - Q) +26V QY S,S;}

ol [ est un paramétre de decentrage qui joue aussi un role déterminant dans la précision

des schémas. En prenant 0 = —, on obtient un schéma du troisiéme ordre en espace pour

des maillages structurés [8].

H
Le gradient (V Q);; peut étre défini de plusieurs fagons: on utilise ici une approche
de type éléments finis.
Dans le cas d’un maillage en parallélépipedes:

H o, _ X
i B Vol(Supp(p;)) Jsupp(e:)

(13)

B Vol(SupP i) 2 ZQZ / Vi

RaicR k=1



ot les 7% (k = 1,...,8) sont les huit sommets du parallélépipede R et VQOZA le gradient
de la fonction de base Q1 associée au noeud 7*.
Pour un maillage tétraédrique:

vaQr ~ [ ¥aqu
i T = X
T VOl(SUpp(QOJ) Supp(p;)
Vol(T)
3

(14)
1

T V(G 2

TaeT

4 —
Z Qi Vi (T)
k=1

H
oti les i* (k = 1,2, 3,4) sont les quatre sommets du tétraédre T et V ;i (T) le gradient
constant sur 7" de la fonction de base P1 associée au noeud i*.

2.5 Intégration en temps.

La précision en temps est importante pour les problémes instationnaires, ce qui nous
ameéne a choisir des schémas temporels explicites et hautement précis. Pour cela, nous
utilisons la méthode explicite multi-pas de Runge-Kutta, dont le nombre de pas déter-
minants pour la précision est & ajuster en fonction du paramétre (3.

On donne ici algorithme RK r (dans notre cas r=1,...,3):

QO — Qn N
Q' =Q" - m‘p(Ql_l) l=1,2,..,r
Q=@

ou ® représente la somme des flux sur la cellule C;, et At vérifie: t" = nAt. Pour § =

| =

et r = 3, ce schéma est bien d’ordre trois en temps, du fait de la linéarité du systéme d
Maxwell.

@

3 Méthode de pénalisation des contraintes pour le
systéme de Maxwell.

3.1 Présentation de la méthode.

En pratique, la loi de conservation de la charge (2) n’est pas vérifiée dans le cas dis-

cret, par conséquent, les conditions sur la divergence (1.3) et (1.4) ne sont pas satisfaites
non plus.
Pour surmonter cette difficulté, on peut introduire des multiplicateurs de Lagrange et
définir une méthode d’éléments finis qui vérifie les contraintes (1.3),(1.4) au niveau dis-
cret. Cependant, cela conduit a résoudre une équation de Laplace a chaque pas de temps
[1].

Ici, on tient & conserver le caractére de type loi de conservation du systéme pour pouvoir



appliquer une méthode de volumes finis. Notre approche consiste a introduire un terme
de viscosité dans les équations de Maxwell (1.1) et (1.2).
Soit & et 4 deux constantes positives. On considére le nouveau probléme:

OE 1 1

ZZ  2rot(B) — —V(divE — L) = — = 15.1
5 ¢ rot(B) dV( 1w 60) EUJ (15.1)
0B 1 .

B + rot(E) — §V(de) =0 (15.2)

toujours complété par la condition de Cauchy vérifiant (3).

Concernant les équations (15.1,15.2) on a les résultats suivants:

Proposition 3.1 Les systémes (1.1,1.2) et (15.1,15.2) sont équivalents si les données
initiales Eq , By vérifient (3).

Proposition 3.2 La nouvelle formulation (15.1,15.2) des équations de Mazwell préserve
les estimations d’energie.

Le lecteur intéressé pourra trouver une preuve de ces deux propositions dans [11].
& et 4 ont la dimension de I'inverse d’un coefficient de viscosité, c’est a dire des s/m?.
Le systéme (15.1,15.2) s’écrit alors en variables adimensionnées:

OE 1 . .
e rot(B) — aV(dwE —p) =-j (15.3)
0B 1 .

3.2 Formulation faible.

Les équations (15.3,15.4) peuvent s’écrire sous la forme:

Q: + F1(Q). + F2(Q), + F3(Q). = J+ G1(Q). + G2(Q), + G3(Q). (16)

ou:
Q = (B4, By, E3, By, By, Bs)

F,(Q) = (0, B3, —Bs,0,—FE3, E»)

F,(Q) = (—Bg,O,Bl,Eg,O, —Ey)

F3(Q) = '(By, —B1,0,—Ey, Ey,0)
J = —"(j1,72,73,0,0,0)

L1 1.

G1(Q) = (a(dwE - p),0,0, ;de,0,0)

1 1
G2(Q) = (0, —(divE — p),0,0, —divB, 0)
« Y

1 1
G3(Q) = (0,0, —(divE — p),0,0, —divB)
a v



En utilisant les notations introduites précédemment, la formulation faible de (16) s’écrit:

[Qowidx + [ (Fi(Q). +F2(Q), + Fs(Q))rdx = [ Juidx

+ [ (Gr(Q), +Ga(Q), + Ga(Q). ) dx
| (17)
ou S; désigne le support de la fonction test ;. La formulation mixte volumes finis-
éléments finis apparait ici avec le choix des fonctions tests 1; suivant les flux intégrés.
Pour les flux convectifs et I'intégrale de courant nous utilisons comme fonction test la
fonction caractéristique de la cellule C}; pour les flux diffusifs, nous prenons la fonction
de base ¢;, associée au noeud 7. On obtient ainsi:

Vo) Q) + [ VF@dx = [ Jixt [ (Ga(Q): +Ga(Q)y +Ga(Q):)pudx

(18)
En appliquant a (18) la formule de Green, il vient:
Vol(C | P(Quuid F(Q)ndo= [ Jd
ol(Ci) (Qu)i + 1; aC;; Jvij do + 9CiN(T U0 ) (Q).n do o U
—/ (@ + Ga( @22+ Gy(Q) I i
Supp(p;) ! ox 2 dy 3 0z
(G1(Q) + G2(Q) + G3(Q)).ndo
JOC;N(I' Ul )

(19)

Le terme de pénalisation dans le membre de droite est évalué d’apres la méthode des
éléments finis et s’écrit pour un maillage en tétraedres:

Opi O} T
T,%;TVOZ(T)(Gl(Q) Fa o + G2(Q) |7 By +G3(Q) |7 8,3)

ot G1(Q) |7 est la valeur de G1(Q) sur T (élément structuré ou non structuré). Plus
précisément:

G1(Q) |r= (7(dWB) |7,0,0, ((dwE) v —p7),0,0)

avec:

' nt 8 T 8 T 8 T nt
(@iB) = (B GE+ BSE L B =

k=1

ou nt représente le nombre de sommets de 1’élément T.

Dans le cas bidimensionnel, qui sera notre cadre d’étude par la suite, les équations de
Maxwell peuvent étre découplées en deux sous-systémes associés aux ondes transverse
électrique T.E et transverse magnétique T.M. Ces deux types d’ondes vérifient respec-
tivement E.e, = 0 et B.e, = 0. Dans le cas d’une onde T.E, le systéme (16) s’écrit
donc:

Q: + F1(Q). + F2(Q), = J+ G1(Q). + G2(Q), (20)

8



avec :

Q = (Es, Es, Bs)

FI(Q) = t(OvB«%E?)

FZ(Q) = t(_B&O, —E1)

J= _t(jlyj%o)

GA(Q) = (< (divB ~ 5),0,0)

Ga(Q) = (0, (dieF — p),0)

4 Etude de stabilité des schémas.

On s’intéresse dans ce paragraphe a ’étude de stabilité linéaire des schémas volumes
finis pour des maillages en rectangles et en triangles appliqués au systéme de Maxwell
sans contraintes (1.1,1.2) et avec contraintes (15.3,15.4). On considérera tout d’abord les
schémas précis a I’ordre un. Puis dans un deuxiéme temps nous considérerons les schémas
d’ordre supérieur pour lesquels on étudiera en particulier 'influence du parameétre de
décentrage 3 sur la stabilité.

Nous utilisons une analyse de Fourier et posons:

n _ An _i(j01+k02)
jie = Qe

avec 12=-1. On obtient alors la relation:

Qn+1 = G91 02 Qn

ol Gy, g, est la matrice d’amplification de dimension trois dépendant de At, 8, 0s.
La condition nécessaire et suffisante de stabilité du schéma s’écrit:

p(Gy,6,) <1V (81,82) €[0,27] 2, (21)

ol p(Gy, s,) désigne le rayon spectral de Gy, g,.

4.1 Schémas précis a 'ordre un.

On considére dans cette étude le systéme de Maxwell bidimensionnel sans courant ni
charge (p =0, J =0). On pose G; = Gy, 4,

4.1.1 Systéme de Maxwell sans contraintes.

Le systéme d’équations de Maxwell (1.1,1.2) peut s’écrire sous la forme non conser-
vative:

Q: + AQ, +BQy =0

ol A et B sont les matrices jacobiennes des flux F1(Q) et F2(Q).
Il est aisé de voir que A et B ne se diagonalisent pas dans une méme base pour les deux



coordonnées d’espace. Ainsi, il n’est pas possible de ramener le systéme de Maxwell & un
systéme dont chaque composante vérifie I’équation d’advection linéaire, pour laquelle on
connait la loi de CFL.

On effectue donc I’étude de stabilité par ’analyse de Fourier sur le schéma volumes fi-
nis appliqué au systéme de Maxwell (1.1,1.2). Dans le cas du maillage triangulaire les
limites de stabilité sont déterminées numériquement tandis que pour le maillage rectan-
gulaire une étude analytique a pu &tre menée. Les figures 2 et 3 montrent les domaines
de stabilité des schémas pour des maillages rectangulaire et triangulaire : une fagon de

At At
représenter ces domaines est de tracer les valeurs maximales du couple (A_’ A_)’ telle
€ Yy
At
que V0, 0, |G1| < 1. Pour tracer ce domaine, on choisit les variables: a; = Ar en
x

. t ,
abscisse, ap = N en ordonnée.
Y

— Cas d’un maillage rectangulaire.

Proposition 4.1 Le schéma en volumes finis d’ordre un pour un maillage rectangulaire,
appliqué au systéme de Maxwell sans contraintes est stable st et seulement si:

At n At <1
— — ..
Ar Ay —

Pour la démonstration de cette proposition on pourra se référer a [4].

Stabilite du schema volumes finis d’ordre un rectangulaire.
dt/dy 1 T T T T T T T T T

0.9 B

0.8 - B

0.7 | B

0.6 - B

05 - B

0.4 B

0.3 B

0.2 - B

0.1 [ B

0 L L L L L L L L L
01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
dt/dx

FI1G. 2 -

Remarques: Bien qu’on ne puisse pas découpler les équations de Maxwell, on note
que la condition de stabilité obtenue est la méme que celle obtenue pour un schéma
décentré d’ordre un appliqué a I’équation d’advection scalaire bidimensionnelle :

Up + Uy + Uy = 0.

10



De plus quand Az (resp. Ay) tend vers l'infini, c’est & dire lorsqu’on étire le maillage
dans une direction d’espace, on retrouve bien la condition de stabilité du cas monodi-

omnel: 2 < 1 (resp. 2L < 1)
mensionnel: —— resp. — .
Az = Py =

— Cas d’un maillage triangulaire.

Stabilite du schema volumes finis d’ordre un triangulaire.

1 T T T T T T T T
0.9 /

0.8

0.7 -

0.6 -

05 |

dt/dy

0.4

03

0.2 -

0.1

0 L L L L L L L T

01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
dx

FiG. 3 -

On observe sur la figure 3 que, dans le cas d’'un maillage triangulaire, le domaine de
stabilité obtenu pour le systéme de Maxwell est plus petit que celui obtenu lorsqu’on
considere I’équation d’advection scalaire u; + u, + u, = 0. D’autre part les domaines de
stabilité en triangles sont plus grands que celui obtenu en rectangles pour des valeurs
de Az proches de Ay. Par contre, quand Az ou Ay sont infinis, c’est & dire quand on
se raméne au cas monodimensionnel, la limite de stabilité est plus grande en rectangles
qu’en triangles.

4.1.2 Systéme de Maxwell avec terme de pénalisation.

L’étude de stabilité du schéma volumes finis appliqué au systéme de Maxwell avec
terme de pénalisation (15.3,15.4) a pour but de déterminer un paramétre optimal «
qui minimiserait 'erreur sur la discrétisation des équations de divergence (1.3,1.4) tout
en n’entrainant aucune contrainte supplémentaire sur le pas de temps par rapport a la
condition de stabilité obtenue sur le systéme de Maxwell (1.1,1.2).

On sait, en effet, que le terme de viscosité a une grande influence sur la stabilité du
schéma. En particulier, lorsque le coefficient de diffusion (1/a) augmente, le domaine de
stabilité devient tres réduit [10].

11



— Cas d’un maillage rectangulaire.

On représente sur la figure 4 les domaines de stabilité en fonction de At et de o pour
différentes valeurs de h = Az = Ay. La valeur optimale «,,, est celle & partir de laquelle
la valeur de At est constante.

Recherche du alpha optimal pour differentes valeurs de h.
T T T T

0.025 T
"h=1/20" ——
"h=1/30" -----
"h=1/40" ------
"h=1/60" -
0.02 E
. 0.015 E
(]
=
wv
=1
kS
[=]
= 0.01 E
0.005 B
o L L L L L L L L L
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

valeurs de ALPHA.
FIG. 4 -

On voit sur ces courbes qu’il existe une valeur de o optimale a,, au sens défini
précédemment. Ainsi pour des valeurs de o > «,,; le terme de pénalisation n’impose pas
de contraintes sur le pas de temps puisqu’on peut utiliser le méme At que dans le cas
homogene (sans correction).

On remarque que lorsque / devient grand, le pas de temps At augmente et le a,,; diminue:
autrement dit pour des pas d’espace de plus en plus grands, on donne une importance
de plus en plus grande au facteur de correction.

On résume dans le tableau suivant les valeurs «,, obtenues pour différentes valeurs de

h.

h Atmafc Xopt
1/20 | 251072 | 20
1/30 | 1.66 1072 | 30
1/40 | 1.25 1072 | 40
1/60 | 8.3310 3| 60
1/250 | 21073 | 250

Table 1
On a vu qu’a la valeur @ = a,,; correspond un pas de temps maximal, il s’agit du
pas de temps vérifiant la condition: oy + as = 1, ce qui peut encore s’écrire:
h
At'maw =5
2
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On observe numériquement (voir le tableau 1) que le coefficient de diffusion (1/c:) suit

une loi linéaire en h.

20

1
pour h < —,

1

1

Qovt = P T oA

— Cas d’un maillage triangulaire.

On représente sur la figure 5 les domaines de stabilité en fonction de At et de o pour

différentes valeurs de h = Az = Ay.

Recherche du alpha optimal pour differentes valeurs de h.
T T

0.035 .
h=1=20
"h=1=30" ---—-
h=1=40" ------
0.03 - "h=1/60" -
0.025 |- g
= 0.02 i
(<5}
=
wv
3 T
s 0.015 [ -
=
0.01 - g
0.005 |- E
o L& . . . . . .
o 20 40 60 100 120 140

80
valeurs de ALPHA.

FiGc. 5 -

160

On remarque sur la figure 5 que pour A fixé, le pas de temps maximal obtenu est plus
grand que celui obtenu dans le cas rectangulaire. Cela s’explique par le fait que la limite
de stabilité du schéma en triangles est nettement supérieure a celle obtenue dans le cas
rectangulaire, dans le cas Az=Ay=h. D’autre part, & h fixé ou & At fixé, on remarque
que la valeur de a,,: est plus grande que pour le schéma en rectangles.

h Atnmm aopt
1/15 | 4410 2| 45
1/20 [ 33102 | 60
1/30 [ 2210 2| 90
1/40 | 1.6 1072 | 120
1/60 | 91073 | 145

Table 2

13



Le tableau 2 nous montre que, de méme que pour un maillage rectangulaire, le coef-
ficient de diffusion (1/a,,) suit une loi linéaire en h.

3
pour h < —, Qopr = —
15 /

4.2 Schémas précis a 'ordre trois.

Dans le cas d’'une méthode d’intégration en temps de type Runge-Kutta & trois pas,
on introduit le polynéme caractéristique:

22 23

=1 SR
g(2) +z—|—2+6

Pour z = AAt, on rappelle que le polynome G(A At) représente la matrice d’amplifi-
cation de la méthode de Runge-Kutta appliquée & l'intégration du systéme d’équations
différentielles ordinaires Q; = A ) ou A est la matrice 3x3 du schéma.

Si Q désigne le vecteur des modes de Fourier, on obtient:

Q7L+l — Gt‘)l,f)z(A At) Qn

et le théoréme de Von Neumann (12) s’applique aussi & Gy, 4, (A At).

4.2.1 Systéme de Maxwell sans contraintes.

Les limites de stabilité sont obtenues numériquement aussi bien pour le schéma en
rectangles que pour celui en triangles.

— Cas d’un maillage rectangulaire.

On représente sur la figure 6 le domaine de stabilité pour différentes valeurs du pa-

ramétre de décentrage § (avec a; = A " abscisse, ag = Ay " ordonnée.)
z Yy

On rappelle que pour 8 = 0 on obtient un schéma centré; pour 3 = 1, le schéma est
décentré, et pour § = 5y onaun schéma demi-décentré.

On note que plus le schéma est décentré (3 proche de 1), plus la limite de stabilité de-
vient petite, et donc plus le pas de temps maximal est petit.

14



18

16

1.4

12

d/dy

0.8

0.6

0.4

0.2

Stabilite du beta-schema volumes finis rectangulaire.

"beta=1/3"
"beta=1"

-0.2

dtidx

FIG. 6 -

— Cas d’un maillage triangulaire.

16

14

12

0.8

dt/dy

0.6

0.4

0.2

T T T T T T T
"beta=0" —
"beta=1,
| | | | | : | \3
-0.2 0 02 04 06 08 1 12 14
dt/dx
F1G. 7 -

On observe sur les figures 6 et 7 que les domaines de stabilité s’ordonnent de la
méme maniére en fonction de § pour un maillage en triangles que pour un maillage en

rectangles.

Pour Az proche de Ay on note que la limite de stabilité obtenue avec un maillage
triangulaire est supérieure a celle obtenue avec un maillage en rectangles, excepté pour

Stabilite du beta-schema volumes finis triangulaire.

15
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B = 0 ou le domaine de stabilité est le plus grand en rectangles. En général le maillage
triangulaire privilégie la direction Az = Ay en ce qui concerne la stabilité et le choix du
pas de temps.

Dans le cas ot une des directions Az ou Ay est grande devant ’autre alors il est plus
avantageux d’utiliser le maillage en rectangles.

4.2.2 Systéme de Maxwell avec terme de pénalisation.

De méme que précédemment, on cherche & déterminer le ), nous permettant d’uti-
liser le pas de temps le plus grand possible, dans le cas d’un schéma volumes finis d’ordre
deux au moins en espace et d’ordre trois en temps.

— Cas d’un maillage rectangulaire.

1
On fixe Az = Ay = h = 20" On représente sur la figure 8 les domaines de stabilité en

fonction de At et o pour différentes valeurs du paramétre (.

Recherche du alpha optimal pour differentes valeurs de beta.

0.07 T T T T T T T T T
"beta=0" ——
beta=1/3" -----
beta=1/2" ------

0.06 - "beta=1" - —

0.05 -

E 0.04 N
=]

w

z

= 0.03 - L i
=> /

0.02 -

0.01 | |

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(o] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

valeurs de ALPHA
F1G. 8 -

On voit sur la figure 8 que plus on diminue 3 (ie plus on se rapproche d’un schéma
totalement centré), et plus le pas de temps optimal augmente; ce qui est en accord avec
les limites de stabilité obtenues pour le systéeme de Maxwell homogéne. De méme, plus
B diminue, plus le a,, augmente, c’est a dire que pour un schéma centré I'influence
du terme de diffusion est moins forte que dans le cas d’un schéma décentré. On note
que pour un schéma rectangulaire, le pas de temps maximal varie linéairement avec o
quand on fait varier (.
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On résume dans le tableau ci-apreés les valeurs de «,,; pour différentes valeurs de 3.

6 At'ma:c aopt
0 {6910 7] 45
1/3[4.7107%| 30
1/2 31102 20
1 151072 10
Table 3
Maintenant, on pose = —: on a alors un schéma exactement d’ordre trois en espace

et en temps. On représente sur la figure 9 les domaines de stabilité en fonction de At et
de «a pour différentes valeurs de h = Az = Ay.

0.05

0.045

0.04

0.035

0.03

0.025

valeurs de DT.

0.02

0.015

0.01

0.005

Recherche du alpha optimal pour differentes valeurs de h.
T T T

T
“h=1/20" ——

"h=1/30"
"h=1/40"
"h=1/60" -

10 20 30 40

50

FiGc. 9 -

60
valeurs de ALPHA.

90

100

On remarque que les courbes varient de la méme maniére en fonction de h a I'ordre

trois et & 'ordre un: & At fixé, plus A augmente, plus «,,, diminue c’est a dire plus grande

est 'importance du facteur de correction.

17

h Atmafc NXopt
1/20 [4.710 2| 30
1/30 3110 2| 45
1/40 | 231072 60
1/50 [1.810 2| 75
1/60 | 1.5 1072 | 90

Table 4



Les valeurs du tableau (4) montrent que le coefficient de diffusion (1/c,,) suit une
loi linéaire en h.

h < L 5
our —, Qopt = —
POUT =500 @t = 3p
— Cas d’un maillage triangulaire.
De méme que dans le cas rectangulaire, nous fixons le pas d’espace h = — et on repré-

sente sur la figure 10 les domaines de stabilité en fonction de At et a pour différentes
valeurs du paramétre (3.

Recherche du alpha optimal pour differentes valeurs de beta.

0.07 T T T T
beta=0" ——
beta=1/3" -----
beta=1/2" ------
0.06 | beta=1"" =
0.05 | -
= o.04 | 5 E
oy =7
=]
o
3
= 0.03 | |
= L7
0.02 < s
0.01 | = —
x/ﬂ'
"
O 1 1 1 1
o 20 40 60 80 100

valeurs de ALPHA.
F1G. 10 -

Les courbes varient de la méme maniére pour un maillage rectangulaire ou triangu-
laire. A 3 fixé, on remarque que le pas de temps maximal est plus grand dans le cas d'un
maillage triangulaire que pour un maillage en rectangles, sauf dans le cas d'un schéma
centré (3=0). De plus, & § fixé, et pour un méme pas de temps At, on voit que la valeur
de ay, est plus petite en rectangles qu’en triangles.

Contrairement au schéma d’ordre trois en maillage rectangulaire, ici At ne dépend pas
linéairement de «,,; quand on fait varier (.

g Al o Alopt
0 [6.110°2] 78
1/3]5.7107% | 80
1/2 411072 58
1 |211072] 30
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Pour

Table 5

b= P on représente sur la figure 11 les domaines de stabilité en fonction de

At et de a pour différentes valeurs de h = Az = Ay.

0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

valeurs de DT.

0.04

0.03

0.02

0.01

Recherche du alpha optimal pour differentes valeurs de h.
T T T T T

T
"h=1/10" ——
"h=1/20"
"h=1/30"

"h=1/40" -

Zi L
(o] 20

L
40

L
60 80
valeurs de ALPHA.

L
100

FI1G. 11 -

h Atmafc aopt
1/20 [ 5.710 2| 80
1/30 [ 3.8 1072 | 120
1/40 | 2.8 1072 | 160
1/50 | 2.2 1072 | 200

Table 6

L L
120 140

160

A h fixé, le pas de temps optimal est plus grand pour un maillage triangulaire que
pour un maillage rectangulaire, ce quelle que soit la valeur de h. Toutefois, utiliser un
schéma précis en temps s’avére plus intéressant en rectangles. En effet,

Alggs
Atrr1

Alpgs
At

= 1.8 en rectangles

= 1.7 en triangles

A lordre un comme a 'ordre trois, le coefficient de diffusion (1/c,,t) suit une loi linéaire

en h:

pour h S 1_07 Qopt —

4

h
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Cette étude de stabilité nous montre que les schémas en triangles permettent, a
Az=Ay=h fixé, un choix de pas de temps plus grand qu’en rectangles. Elle nous a
permis de déterminer le o optimal en fonction des schémas et du maillage utilisés. On
a vu également, que, quel que soit I’'ordre en temps et 'approximation spatiale choisis,
le coefficient de diffusion (1/a,y) suit une loi linéaire en h. La figure 12 nous montre
I'influence de ce paramétre sur les différents schémas en fonction de h. On voit que la
valeur de o, est plus petite pour les schémas en rectangles que pour les schémas en
triangles. De méme la valeur de «,,; devient plus grande quand on augmente la précision
du schéma, aussi bien en triangles qu’en rectangles.

Representation du terme de diffusion optimal en fonction de h.
0.05 T T T T T T T T
"schema RK1 rectangles”
"schema RK1 triangles” -
0.045 "schema RK3 rectangles”~---- 1
“schema RK3 triangles"

0.04

0.035

0.03

0.025

0.02

Valeurs de (1/alpha opt)

0.015

0.01

0.005 ¥

! ! ! ! ! ! ! !

0
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
Valeurs de h.

Fig. 12 -

5 Equations équivalentes.

Les équations équivalentes, introduites par Warming and Hyett [16] permettent une
analyse détaillée et précise des termes d’erreur de troncature; notamment des erreurs de
dispersion et de dissipation.

Pour obtenir ces équations, nous appliquons la méthode décrite dans [2| au systéme de
Maxwell sans contraintes (1.1,1.2) et avec contraintes (15.3,15.4). Cette méthode simplifie
considérablement les calculs dans le cas linéaire et a 'avantage de rester la méme quelque
soit le schéma étudié (implicite ou explicite, schéma a plusieurs niveaux comme ceux de
Runge-Kutta) et quelle que soit la dimension d’espace.

Pour plus de détails sur cette méthode de calcul, on pourra se référer a [2].

Nous allons, dans cette partie, établir les équations équivalentes des schémas présentés
précédemment (pour les champs électrique et magnétique ainsi que pour la divergence
du champ électrique) sur des maillages en rectangles et en triangles.
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5.1 Analyse et comparaison des termes d’erreur des schémas
d’ordre un.

5.1.1 Maillage rectangulaire.

Nous rappelons que nous considérons le cas d'une onde TE. On donne ici les termes
d’erreur pour la premiére composante E!, les équations équivalentes des autres compo-
santes s’obtenant par symétrie par-rapport a Az, Ay.

Pour la valeur a@ = 0o, on obtient ’équation équivalente du systéme sans contraintes
(1.1,1.2). Pour o < o0, on a:

1
Aty l) g2 4 Be A
2 o

Ty o 2(12

+ E? 4+ E?

rYyYy

1
E; + By = 5(Ay — At E,, + (
+O(At, Az, Ay)?

(EL,,.+ B}

TTTE rTYY

On voit ici clairement que la méthode de pénalisation proposée consiste & ajouter des
1 2 :

termes de diffusion d’ordre deux (—£,—%) et d’ordre quatre (—2 - (Brgpe + Eagyy +
a’ «a a? v
2 2

On cherche & savoir si la méthode de pénalisation va mieux conserver numériquement la
divergence. Pour cela nous établissons I’équation équivalente sur la divergence que nous
obtenons aisément & partir des équations équivalentes du champ E.

En effet:

(divE), = EL + E2

ty

A Az E; El El E2
= B+ B+ e
At 4 1 1 2 2 2

T 942 (Bponzr + 2E00yy + Eryyyy + By + Eaayyy + Erraay)

+O(At, Az, Ay)?
ce qui peut encore s’écrire:

1 A A At

(divE), — ~ A divE = TyE;yy + TxEQJ — 3 A% divE + O(At, Az, Ay (22)

ot A? divE représente le bilaplacien de divE. La encore on voit clairement que la méthode
de pénalisation consiste pour Az et Ay fixés & rajouter des termes de diffusion sur la
divergence du champ électrique.

5.1.2 Maillage triangulaire.

On progéde de la méme maniére que précédemment. Pour ne pas alourdir les calculs,
on pose Ar=Ay=h.

On obtient comme équation équivalente pour la premiére composante du champ élec-
trique :

1 s ,ah 10 ah At h . bh 5
h At 1 2 At 1 1 2 2 2
+(_ﬁ to 5) By, — ﬁ(Ewwww + Eragy + Eryyy + Eroay) + O(ALR)

21

TzTTY



1 1 2 1

A AR A
On remarque que les termes en temps sont les mémes pour le schéma en triangles que
pour le schéma en rectangles. Seuls les termes liés & ’approximation spatiale différent:
le schéma est beaucoup plus dissipatif dans le cas d’un maillage triangulaire; en effet
parmi les termes d’erreur spatiale interviennent tous les termes de dissipation d’ordre
deux pour les composantes E' et E? du champ électrique.
L’équation équivalente sur la divergence du champ électrique s’écrit:

oll a =

: 1 : h 1 1 1 1 2 2 2 2
(dWE)f - a A divE = @(ELJ,J + Euy + Ey'y'y - Ew'y'y ~ Biwe + E’y'yy + Ewyy - Ewy)
h 1 1 1 1 2 2 2 2
+6\/5(ET,;ET, + 2E17;17y + QEyy'y + E;r,yy + QEI(II + Eyyy + 2E1¢yy + E;r,a’,y)
At 2 s 2
(23)

Comme pour le maillage rectangulaire, on obtient dans le membre de gauche une équa-
tion de la chaleur pour la divergence, avec dans le membre de droite les termes d’erreur

. , , .. 2 4.
d’ordre un en temps et en espace inhérents au schéma, ainsi que le terme —— A” divE.

Les termes d’erreur en espace comprennent toutes les dérivées troisiémes de E: ces termes
d’erreur proviennent des termes de diffusion spatiale du schéma.

5.2 Analyse et comparaison des termes d’erreur des f-schémas.
On se propose dans cette section d’écrire les équations équivalentes dans le cas d’une

approximation spatiale au moins d’ordre deux et d’un schéma en temps RK3.

5.2.1 Maillage rectangulaire.

On donne les termes d’erreur du schéma pour la premiére composante du champ
électrique:

Ay2

1 3 _ 3 B 3 1 2
AL 1 2 2 E,, Ef’y
_? (E'y'yyy + E«LJ«yy o Ewyyy o E«LMy) + o + o
1 2 1 2 2 2 2 2
—I—Eé (Bppeadz™ +2E,,, Ay™ +2E;, Az”+2E;  Ay”)
At 1 1 1 1 2
+3 Eimmmmyyy + 3 E?mmmyyyy + Eg:rm:rm:ryy) + O(At7 AiU, Ay)4

Cette équation équivalente nous montre que deux valeurs de 8 sont intéressantes quand

on considére le systéme de Maxwell sans contraintes (o = o0): la valeur § = 3 annule les
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termes de dispersion spatiale et permet ainsi d’avoir un schéma d’ordre trois en temps et
en espace; avec la valeur §=0 on a toujours un schéma d’ordre deux, mais cette valeur
permet d’annuler les termes de dissipation en espace.

En ce qui concerne le systéme de Maxwell avec contraintes (o < o0), on remarque qu’on
. ) Az? Ay? . At? . . .
obtient des termes d’erreur en ——,—— et également en PR faisant intervenir respec-

tivement les dérivées quatriemes et huitiemes de E, c’est & dire des termes de dissipation.

Comme précédemment, on recherche les termes d’erreur sur la divergence du champ
électrique. Pour plus de simplicité on donne son équation équivalente dans le cas Az =

Ay = h.

9

. 1 h Bh
(du}E)t - a A divE = _E(l - 36) (B;)yyy - Bga:m;) - T (Efiyyyy + E?saﬁmﬁy + Ealtxa:yy
2 2 At3

h? h
)+@A2divE— m(E,l +EZ

rrree yyyyy) T 9240t

+E?

TTYYY

A*divE + O(At, h)*
(24)

avec A*divE = AoAoAoA(divE). Dans le cas du systéme de Maxwell sans contraintes
(a = o0), on remarque que Perreur sur la divergence est a priori d’ordre deux en espace,

sauf pour # = —, ou elle est d’ordre trois. Dans ce cas, les termes d’erreur du second

membre proviennent des termes de dissipation spatiale du schéma.

Dans le cas du systéme de Maxwell avec contraintes (o < c0), on voit que les termes
d’erreur liés & la pénalisation sont des termes de dissipation en temps et en espace. La
aussi la méthode proposée rajoute des termes de dissipation sur la divergence de E.

5.2.2 Maillage triangulaire.
On donne I’équation équivalente du (3-schéma triangulaire pour la premiére compo-

sante F'. On pose Az=Ay=h.

h2

At? 1 1 2 2 Eh E'fy
- 24 (Etuyyy + Efcwytu - Ewytuy - Emfvy) + + o
1 1 2 2 2 2 2
+ 120{3 (Em:rm:rAx + 2 E:rm:ryA:B +2 EmyyyAy )
At 1 1 1 1
2 2 2 2 4

ot g dépend linéairement des dérivées quatriémes en espace de E! et E2.
Dans le cas du systéme de Maxwell sans contraintes (o = 00), comme pour le schéma

en rectangles, on voit que la valeur 5 = — permet d’annuler les termes de dispersion

spatiale et que les termes de dissipation spatiale sont fonction de (.
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Comme a 'ordre un, les termes d’erreur de dispersion et de dissipation sont plus nom-
breux en triangles qu’en rectangles. Ici interviennent des termes de dispersion croisés
szy, Bg,yy, ainsi que tous les termes de dissipation spatiale des deux premiéres com-
posantes E!, E? dans g. On remarque que les termes en temps sont identiques & ceux
obtenus pour le $-schéma en rectangles.

Le 3-schéma en maillage triangulaire est donc plus dissipatif que celui en maillage rec-
tangulaire; en effet, 'approximation des flux numériques pour le maillage triangulaire
choisi fait intervenir 19 noeuds de calcul alors que le schéma en rectangles est un schéma
a 9 noeuds.

Dans le cas du systéme de Maxwell avec contraintes (o < 00), les termes liés & « sont
des termes de dissipation en temps et en espace, comme pour le schéma en rectangles.
Nous écrivons ’équation équivalente de la divergence de E dans le cas Az=Ay=h:

2

. 1 . 3 h2 2 4. h 1 2
(divE); — - A divE = —BR% k(. .) +A6t_% A*divE — o (B ppwn + B vy
2

4 q- 4
Rewy) — 5g08 AMIVE + O(AL,R)

+2FE!

zrTyy

+2F
(25)
ou k dépend linéairement des dérivées cinquiéme en espace de E' et E2. Dans le cas
particulier Az=Ay=h, les termes d’erreur provenant de la dispersion du schéma s’an-
nihilent. Dans ce cas-1a, ’erreur sur la divergence dans le cas du systéme de Maxwell
sans contraintes est d’ordre trois. Les termes d’erreur proviennent alors des termes de
dissipation du schéma.
Dans le cas du systéme de Maxwell avec contraintes, on voit comme précédemment que
les termes de pénalisation sont des termes de dissipation sur la divergence.

Pour résumer, les équations équivalentes montrent que l'erreur sur la divergence est
trés sensible a la précision spatiale du schéma: en effet dans le cas du systéme de Maxwell
sans contraintes (o = o0), les termes d’erreur sur la divergence proviennent des termes
de dispersion et de dissipation du schéma. La méthode de pénalisation proposée (o < c0)
consiste & augmenter la dissipation des schémas et ainsi obtenir une équation de la chaleur
pour la divergence.

6 Résultats numériques

Dans cette partie on s’intéresse plus particulierement a la vérification numérique des
relations de divergence (1.3),(1.4).
Nous constaterons que I'introduction d’un terme de viscosité dans les équations de Max-
well permet de mieux satisfaire numériquement les contraintes sur la divergence du champ
électromagnétique.

En I’absence de charges

On considére le systéme (15.3,15.4) en deux dimensions d’espace pour une onde trans-
verse électrique (T.E) sur Q =]0, 1[x]0, 1[ avec des conditions aux limites périodiques.
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On initialise les composantes du champ électromagnétique par une combinaison linéaire
d’ondes sinusoidales de diverses fréquences.

On représente sur les figures 13 et 14 la norme infinie de la divergence du champ élec-
trique ||div E||» en fonction du temps & Az = Ay fixé. Ceci est obtenu pour différentes
valeurs de o sur un maillage en rectangles pour les schémas d’ordre un et trois. On
a choisi la norme infinie pour observer plus précisément les différences entre les divers
schémas.

0014 T T T T T T T T T 0012 T T T T T T T
’alﬁha=inf’ — ‘alpha=inf —
i "alpha=200" - "alpha=200" -
o) s s
‘, alpha= pha=
i ‘alpha=10" - "alpha=10" -
001k ‘alpha=2" - ‘alpha=2" - -
0,008 :
w w
2 >
ko] °

0006 |

e ) \T\“r\—f " \ i i i P
0 02 04 06 O.STEM]PSTLZ 14 16 18 2 16 18 2

1‘ - /1‘ - ,\(iT::t"/::‘\F: S SN
0 02 04 06 O'STEM]PS T1.2 14

FIG. 13: schéma a ’ordre un FIG. 14: schéma a D'ordre trois

On représente ensuite la méme chose sur les figures 15 et 16 pour un maillage triangulaire.

0012 T T T T T T T T T 0014 T T T T T T T T
’alﬁha=inf’ — "alpha=inf —
"alpha=200" - "alpha=1000" ----
i ‘alpha=59’ ---- 0,012 ‘alpha=200" - |
001 ‘alpha=30' ‘alpha=80
‘alpha=10" - e "alpha=20" -
alpha=2' - - 0.01
0008 !/ NSl e T
0.008
w i W
50,006 f; >
T T i
0.006 |
0.004
| 0004}
0.002 0002l
0(; TR 0608 17 14 16 18 2 007 07 05 084 121416182
2 0406 08 ho 12 1416 L 2 0406 08 h 12 1416 1
FIG. 15: schéma a ’ordre un FIG. 16: schéma & l'ordre trois
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On remarque que plus le paramétre de correction est petit, ce qui correspond & une in-
fluence plus importante des termes de viscosité introduits dans les équations de Maxwell,
plus la divergence du champ électrique E est petite. En contrepartie, le fait d’utiliser un
paramétre de correction trés petit va entrainer une contrainte sur le pas de temps At
pour des raisons de stabilité. Néanmoins, nous avons montré précédemment ’existence
d’une valeur optimale du paramétre de correction qui n’introduit aucune contrainte sup-
plémentaire sur le pas de temps At. On remarque également que div;, E;, — 0 quand
t — 400, ceci est dit au caractére dissipatif du systéme (15.3,15.4).

On compare maintenant I'influence du maillage (triangulaire ou rectangulaire) sur la di-
vergence du champ E.

On représente sur les figures 17 et 18, ||div E||, en fonction du temps & Az = Ay fixé
avec la valeur optimale du paramétre de correction pour les schémas d’ordre un et trois.

0'014 T T T T T T T T 0'011 T T T T T T T T
RECTANGLE' — 'RECTANGLE' —
TRIANGLE' - ootf A TRIANGLE' - |
0012/ ] N
0.009
00LH | 0.008
| 0007}
0.008 | *
W | 110006
2 | 2
S| 50,005
‘ 0.004
0004} 1 0.003
0.002
0002}
0.001
0007 07 05 08_f_12 12 15 18 2 0007 07 06 08_ 41 12 12 15 18 2
2 0406 08 hop12 1416 L 2 0406 08 f 12 1416 1
FIG. 17: schémas a 'ordre un FIG. 18: schémas a ’ordre trois

On remarque, pour les schémas précis & 'ordre un et a 'ordre trois, que la divergence
est plus petite lorsque 'on considére un maillage en rectangles. Ceci est di au fait que la
valeur optimale du paramétre de correction est plus petite pour le schéma en rectangles,
par conséquent I'influence des termes de viscosité est plus importante. Cependant il faut
préciser que 'on peut utiliser des pas de temps plus grands pour le schéma en triangles
et donc diminuer le temps de calcul.

On va maintenant étudier 'influence du paramétre de décentrage [ sur la divergence du
champ E.

Plus précisément on représente sur les figures 19 et 20 la norme infinie de la divergence du
champ électrique E en fonction du temps & Az = Ay fixé. Ceci est obtenu en considérant
la valeur optimale du paramétre de correction pour chaque valeur de # dans le cas des
schémas en rectangles et en triangles.
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FIG 19: schéma en rectangles FIG 20: schéma en triangles

On rappelle que lorque 8 = 0 le schéma est centré et lorsque G = 1 il est décentré.

On remarque, aussi bien pour le schéma en triangles que pour le schéma en rectangles,
que la divergence diminue lorsque 3 augmente. Ceci s’explique par le fait que lorsque 3
augmente, la valeur optimale du paramétre de correction diminue. On note cependant
que la contrainte sur le pas de temps augmente avec 3. Il semble au vu des résultats qu’il
vaut mieux prendre § = 1/3, valeur pour laquelle la divergence est petite, la contrainte
sur le pas de temps n’est pas importante, et surtout le schéma est d’ordre trois en espace.
On s’intéresse maintenant & 'influence des termes de viscosité sur le champ électroma-
gnétique. Pour ce faire on considére une onde plane (T.E) solution des équations de
Maxwell du type:

E,(t,z,y) = —cos(z +y — v/2t)
E,(t,z,y) = cos(z +y — V2t)
B.(t,z,y) = V2cos(z + y — V2t)

On représente sur les figures 21 et 22 la norme infinie de 'erreur sur le champ magné-
tique B, en fonction du temps pour différentes valeurs du parameétre du correction et de
h = Az = Ay, pour les schémas précis & 'ordre un et trois en triangles.
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FIG 21: schéma & ordre un FIG 22: schéma & l'ordre trois

On remarque, notamment sur le schéma a ’ordre trois, que l'introduction d’un para-
meétre de correction n’induit pas une erreur supplémentaire importante sur le champ
électromagnétique. Rajouter un terme de viscosité dans les équations de Maxwell revient
numériquement a rajouter de la diffusion dans nos schémas, ce qui explique cette petite
erreur supplémentaire. D’autre part on remarque I'influence de la finesse du maillage sur
la précision du champ électromagnétique. Lorsque ’on divise le pas de discrétisation par
deux, on divise ’erreur d’un facteur deux pour le schéma a 'ordre un et d’un facteur
huit pour le schéma & 'ordre trois.

Il nous reste & étudier 'influence de la discrétisation en espace sur la divergence. On re-
présente sur les figures 23 et 24 ||div E||« en fonction du temps pour différentes valeurs
de h = Az = Ay en fixant le parameétre de correction, dans le cas du schéma d’ordre
trois sur des maillages rectangulaires et triangulaires.
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FIG 23: schéma en rectangles FIG 24: schéma en triangles

On remarque bien que lorsque ’on divise le pas de discrétisation par deux on diminue
sensiblement ’erreur sur la divergence du champ E, aussi bien pour un maillage en
rectangles que pour un maillage en triangles. On peut ainsi conclure que la finesse du
maillage a une forte influence sur la divergence.

En présence de charges

On considére le probléme (15.3,15.4) sur un domaine Q =]0, 1[%. On suppose qu’a
Iinstant initial le champ électromagnétique est nul et que la frontiere I' = 02 est par-
faitement conductrice: n X E =0 sur I'.

On se donne une densité de charges et de courants:

p(t, z,y) = sin(t)(sin(7y) + sin(7z))
ja(t, z,y) = (cos(t) — 1)(x cos(mz) + w2z sin(my)) — x cos(t) sin(7y)
3y(t, 2, y) = (cos(t) — 1)(7 cos(my) + 7y sin(rz)) — y cos(t) sin(7z)

Pour de telles données, la solution exacte du systéme de Maxwell (1.1,1.2) est donnée
par:

z sin(7y) 0
E =sin(t) | ysin(7z) B = (cos(t) — 1) 0
0 my cos(ma) — mx cos(my)

On consideére ici le schéma a l'ordre trois pour un maillage en triangles du domaine de
calcul ©. On représente sur les figures 25 et 26, || divEy — p |[z10) et || E — En |21
en fonction du temps, pour différentes valeurs du pas de discrétisation h = Az = Ay et
pour une valeur trés grande fixée du paramétre de correction.
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On remarque que 'utilisation de maillages fins diminue notablement ’erreur sur le champ
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FIG 26: E — Ey en fonction de h

électromagnétique, de méme la relation de divergence (1.3) est mieux vérifiée.

On représente maintenant, dans le cas d’un maillage en triangles pour le schéma a 1’ordre
trois, sur la figure 27 || divEyp — p ||11(q) en fonction du temps & h = Az = Ay fixé pour

différentes valeurs du parameétre de correction «. Sur la figure 28, on représente

| divEy — p ||11() en fonction du temps pour, h = 0 avec la valeur optimale du para-

métre de correction, et pour h = 30 sans correction.
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FIG 28: divEy, — p en fonction de o et h
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Comme en I'absence de charges, on note que lorsque la valeur du paramétre de correction
diminue, ce qui correspond & une influence plus importante des termes de viscosité, la
relation de divergence (1.3) est mieux vérifiée. On remarque sur la figure 28 que lerreur
sur divEy — p est du méme ordre pour un maillage donné en utilisant la méthode de
pénalisation des contraintes que pour un maillage deux fois plus fin sans pénalisation.
On compare maintenant sur la figure 29 || divEy — p ||11(q) pour les schémas & 'ordre
un et trois, & h = Az = Ay fixé et pour une valeur fixée du parametre de correction.
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FIG 29: Schémas a ’ordre un et trois

On remarque que la précision du schéma a une trés forte influence sur la relation de
divergence (1.3). Il est donc trés intéressant d’utiliser un schéma précis a 1'ordre trois.

Temps de calcul

Il est intéressant d’évaluer le cotit, en terme de temps calcul et de stockage, qu’entraine
I'introduction d’un terme de viscosité dans les équations de Maxwell.
La résolution numérique du systéme (15.1,15.2) nécessite environ 7% de temps calcul
supplémentaire par rapport a la résolution du systéme de Maxwell. Le surcotit en terme
d’occupation mémoire est d’environ 4%. On peut donc, au vu de ces chiffres, conclure
que la méthode de pénalisation des contraintes pour le systéme de Maxwell permet de
prendre en compte les contraintes de divergence pour le champ électromagnétique a un
cotit raisonnable.

7 Conclusion

Cette étude nous montre que la méthode de pénalisation proposée permet que les
relations de divergence (1.3,1.4) soient mieux vérifiées numériquement.
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On a vu dans I’étude de stabilité que I’'on peut trouver un parameétre de diffusion optimal
qui n’introduit aucune contrainte supplémentaire sur le pas de temps, quel que soit le
maillage utilisé, rectangulaire ou triangulaire.

L’étude des équations équivalentes nous a permis de mettre en évidence les termes d’er-
reur sur les schémas eux-mémes et également sur la variation de la divergence au cours

du temps. La valeur § = 3 permet d’obtenir des schémas d’ordre trois en temps et en

espace, ainsi qu’'une erreur sur la divergence d’ordre trois; aussi bien pour les maillages
rectangulaires que triangulaires.

Les schémas en triangles semblent introduire plus de dissipation numérique qu’en rec-
tangles, et les relations de divergence sont mieux vérifiées dans le cas d’un schéma en
rectangles. Cela peut provenir du fait que I'influence du terme de diffusion introduit est
plus importante en rectangles qu’en triangles. Toutefois, dans notre étude nous avons
considéré des maillages triangulaires structurés, ce qui pénalise dans ce cas les schémas
par-rapport aux maillages rectangulaires.

On a aussi remarqué 'influence du pas d’espace h sur la divergence. A ce sujet, cette mé-
thode peut s’avérer intéressante dans le cas tridimensionnel, en permettant par exemple
d’utiliser un pas d’espace plus grand (moins de points) par longueur d’onde.
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