
Super-mouvement brownien aveccatalyseCatalytic super Brownian motionJean-fran�cois DELMASENPC-CERMICS, La Courtine, 93167 Noisy-Le-Grand Cedex, France.AbstractWe study a general class of catalytic super-Brownian motions. Infor-mally, such a process Z describes the evolution of a large number of smallparticles which move according to independent Brownian motions in Rd andbranch only when they visit a given set D (the catalyst), which may be ofzero Lebesgue measure. We �rst construct the processus Z as a weak limit ofbranching particle systems. We then obtain detailed information about thecontinuity properties of Z. Using excursion theory for Brownian motion inRd, we prove a representation theorem for Z outside the catalyst D. In thespecial case when D has zero Lebesgue measure, this representation theo-rem shows that a.s. for every t > 0, the measure Zt is absolutely continuouswith respect to Lebesgue measure, and its density solves the heat equationoutside D.Mathematics Subject Classi�cation: 60G57KEY WORDS: super Brownian motion, catalyst.1 IntroductionL'objet du pr�esent travail est de d�evelopper une �etude g�en�erale des super-mouvements browniens avec catalyse dans Rd. Les superprocessus, ou pro-cessus de branchement �a valeurs mesures, rendent compte de l'�evolutiond'un grand nombre de particules soumises �a un double ph�enom�ene de d�e-placement spatial et de branchement. Dans la situation classique la plus�etudi�ee, le ph�enom�ene de branchement se produit de mani�ere homog�enedans l'espace. R�ecemment sont apparus des mod�eles o�u le ph�enom�ene debranchement ne se produit que sur une partie de l'espace, appel�ee ensemblede catalyse, qui peut être de mesure nulle. Dawson et Fleischmann [2], [3],1



[4] (voir aussi Fleischmann et Le Gall [7]) ont �etudi�e notamment des situa-tions o�u le d�eplacement spatial est le mouvement brownien dans Rd, et l'en-semble de catalyse est un point en dimension un, ou bien une famille densed'hyperplans parall�eles en dimension plus grande. Les processus ainsi obte-nus, appel�es super-mouvements browniens avec catalyse, sont aussi des casparticuliers des superprocessus tr�es g�en�eraux �etudi�es par Dynkin [5]. Uneparticularit�e remarquable de ces mod�eles avec catalyse est que, au moinsdans les exemples trait�es par Dawson et Fleischmann, la valeur �a un instant�x�e du superprocessus avec catalyse est une mesure absolument continuepar rapport �a la mesure de Lebesgue, ce qui n'est �evidemment pas le caspour le super-mouvement brownien usuel en dimension �2.Nous �etablissons ici un certain nombre de r�esultats g�en�eraux sur les su-perprocessus avec catalyse, en nous limitant au cas o�u le d�eplacement spatialest le mouvement brownien dans Rd. La donn�ee importante est la mesure �qui gouverne le ph�enom�ene de branchement. L'ensemble de catalyse D estensuite d�e�ni comme le support topologique de �. Les r�esultats principaux,obtenus sous des hypoth�eses convenables sur � et D, sont les suivants. Nousconstruisons le super-mouvement brownien avec catalyse comme limite enloi de syst�emes de particules browniennes avec branchement. Ce r�esultat estimplicite dans Dynkin [5] (pour des d�eplacements spatiaux bien plus g�en�e-raux) mais comme nos hypoth�eses sont un peu di��erentes nous avons choisid'en donner une preuve ind�ependante. Nous �etudions ensuite les propri�et�esde continuit�e du super-mouvement brownien avec catalyse, puis nous �eta-blissons un th�eor�eme de repr�esentation en dehors de l'ensemble de catalyse,qui montre en particulier que la valeur du superprocesus �a un instant donn�eest une mesure absolument continue par rapport �a la mesure de LebesguesurDc. Ce th�eor�eme de repr�esentation g�en�eralise un r�esultat de Fleischmannet Le Gall concernant le cas particulier d'un point de catalyse en dimensionun.D�ecrivons maintenant plus en d�etail le contenu des di��erents paragra-phes. Le paragraphe 2 pr�esente un lemme pr�eliminaire et donne surtoutl'hypoth�ese clef (H) sur la mesure � qui gouverne le branchement. Cette hy-poth�ese entraine entre autres l'existence d'une fonctionnelle additive conti-nue A associ�ee �a la mesure �.Dans le paragraphe 3, on consid�ere un syst�eme de particules r�egi par lesr�egles suivantes:{ Chaque particule a des instants de naissance et de mort al�eatoires.{ �Etant donn�e l'instant de naissance t et le lieu de naissance x, la tra-jectoire de chaque particule a pour loi la loi du mouvement brownien2



issu de x �a l'instant t. Les trajectoires des di��erentes particules sontind�ependantes.{ �Etant donn�e la trajectoire d'une particule sa probabilit�e de survivresur l'intervalle de temps (s; t) est donn�ee par e�(At�As).{ Une particule qui meurt donne naissance ind�ependamment de ce quipr�ec�ede �a 0 ou 2 enfants avec probabilit�e 1/2 (ph�enom�ene de branche-ment critique).Si on note Yt(C) le nombre de particules qui sont �a l'instant t dans le sous-ensemble bor�elien C de Rd, alors (Yt; t � 0) d�e�nit un processus de Markovhomog�ene �a valeurs dans l'ensemble des mesures ponctuelles �nies sur Rd.Si on a�ecte un poids 1=n aux particules et si on remplace la fonctionnelleadditive A par nA, les processus correspondants Y n convergent en loi versun processus de Markov homog�ene �a valeurs dans l'espace des mesures �niessur Rd (th�eor�eme 3.2). Ce processus limite not�e Z est le super-mouvementbrownien avec mesure de catalyse �. La loi de Z est caract�eris�ee par safonctionnelle de Laplace, solution d'une �equation int�egrale (cf (10)).En �evaluant les moments de Z et en utilisant le lemme de Kolmogorov, onmontre, dans le paragraphe 4, que le processus Z poss�ede une version conti-nue pour la topologie de la convergence �etroite (th�eor�eme 4.7). On montremême grâce �a un r�esultat de Perkins [12], que pour toute fonction mesurableborn�ee ', p.s. le processus (R '(x)Zt(dx); t > 0) est continu (th�eor�eme 4.9).Les calculs des moments qui permettent d'aboutir �a ces r�esultats constituentun outil important pour les parties suivantes.Dans le paragraphe 5, on construit pour toute mesure � v�eri�ant la condi-tion d'int�egrabilit�e (H) une mesure al�eatoire �� sur R+ �Rd. Ces mesuresal�eatoires jouent un rôle capital dans la suite de ce travail et en particulierdans le th�eor�eme de repr�esentation en dehors du support de �. En termesintuitifs, la mesure �� rend compte des instants de visite et de la quantit�ede particules qui rencontrent le support de �.En vue du th�eor�eme de repr�esentation, on rappelle dans le paragraphe6 des r�esultats g�en�eraux de Maisonneuve [10] concernant l'existence pour lemouvement brownien d'un temps local L sur l'ensemble D et d'une familleuniversellement mesurable de mesures d'excursion en dehors de D. On noteHx la mesure d'excursion hors de D partant de x.On �enonce dans le paragraphe 7 le th�eor�eme de repr�esentation sous lacondition (hypoth�ese (H')) que la mesure de Revuz � associ�ee au tempslocal L v�eri�e la condition d'int�egrabilit�e (H). Cette condition est automa-tiquement v�eri��ee si d = 1, en dimension sup�erieure, elle est v�eri��ee d�es3



que D satisfait une hypoth�ese de r�egularit�e assez faible (cf Appendice). Onpeut alors consid�erer la mesure al�eatoire �� avec � := � construite dans leparagraphe 5. On d�e�nit pour t > 0 une mesure al�eatoire �t sur Rd par:(�t; ') := Z 10�u<tHx['(!(t� u))]��(du; dx):Si Qt d�esigne le noyau de transition du mouvement brownien tu�e sur D,alors on a la repr�esentation suivante sur le compl�ementaire de D (th�eor�eme7.1): PZ� -p.s. pour tout t > 0,1Dc :Zt = �t + �Qt:Remarquons que, si D est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle, alorsp.s. pour tout t > 0 la mesure Zt ne charge pas D. Le th�eor�eme pr�ec�edentdonne donc une formule de repr�esentation pour Zt et pas seulement pour1Dc :Zt.Dans le paragraphe 8, �a l'aide des formules de repr�esentation, on montreque le processus (Zt(dx); t > 0) poss�ede sur Dc une densit�e z(t; x) par rap-port �a la mesure de Lebesgue. Cette densit�e est de classe C1 sur (0;1)�Dcet est solution de l'�equation de la chaleur (th�eor�eme 8.1).En�n, dans le paragraphe 9, on donne une autre application des mesures��. Pr�ecis�ement, on identi�e la mesure de covariance de la mesure martingaleorthogonale associ�ee �a Z �a la mesure �� pour � := �.2 Notations et r�esultats pr�eliminaires2.1 Hypoth�ese d'int�egrabilit�e (H)On consid�ere l'espace euclidien Rd. On dit qu'une mesure positive �-�nie� v�eri�e l'hypoth�ese d'int�egrabilit�e (H), s'il existe un r�eel � 2 (0; 1) tel qued� 2 + 2� � 0 et supx2RdZB(x;1) �(dy)jx� yjd�2+2� <1;o�u B(x; 1) est la boule ouverte de centre x et de rayon 1.Pour d = 1 toutes les mesures �nies v�eri�ent cette condition d'int�egrabili-t�e (prendre � = 12). Pour d quelconque, il est clair que la mesure de Lebesgueconvient �egalement.Remarquons de plus que sous l'hypoth�ese (H), la mesure � ne charge pasles ensembles polaires du mouvement brownien.4



En e�et pour que la mesure � ne charge pas les ensembles polaires, ilest su�sant que jx� yj�d+2 (respectivement log(jx � yj�1)) soit localementint�egrable par rapport �a �(dy) si d � 3 (resp. si d = 2) (cf [13]). On v�eri�efacilement ces conditions pour toute mesure � satisfaisant (H).A cause des relations classiques entre capacit�e et mesure de Hausdor�(cf [6]), on remarque que la condition (H) implique que la dimension deHausdor� du support de � est sup�erieure ou �egale �a d� 2 + 2�.2.2 Notations et quelques rappelsPour all�eger les d�emonstrations, on notera c une constante qui peut chan-ger d'une ligne de calcul �a l'autre. On note (Mf ;Mf) l'espace des mesurespositives �nies sur Rd muni de la topologie de la convergence �etroite. Demani�ere g�en�erale, pour tout espace mesurable (
;G), on note G� la compl�e-tion universelle de G, et pour tout espace polonais S, on note respective-ment B(S), Bb+(S), C(S), Cb+(S), l'ensemble des fonctions de S �a valeursdans R respectivement mesurables, mesurables positives born�ees, continues,continues positives born�ees. Par abus de notation, on �ecrit aussi B(S) pourla tribu bor�elienne sur S. On note (Mf (S);Mf(S)) l'espace des mesurespositives �nies sur S muni de la topologie de la convergence �etroite. L'es-pace (Mf (S);Mf(S)) est polonais. Pour toute fonction f 2 B(S), on notekf k := supx2S jf(x)j et pour toute mesure � 2Mf (S), on �ecrit indi��erem-ment R f(y)�(dy) = (�; f).On note Ps le noyau de transition du mouvement brownien en dimensiond et p sa densit�e de transition:p(s; x) := 1(2�s)d=2 exp�jxj22s (x; s) 2 Rd� (0;1):On utilisera les r�esultats �el�ementaires suivants:Lemme 2.1 Soit � une mesure sur Rd v�eri�ant (H). On a les majorationssuivantes:soit " > 0, il existe une constante c > 0 telle que pour tout (x; s; t) 2Rd� (0;1)� (0;1),jp(s; x)� p(t; x)j � c Z[s;t] 1u p(u(1 + "); x)du; (1)pour tout (x; s) 2 Rd� (0;1),Z p(s; x� y)�(dy) � c 1(s ^ 1)1�� ; (2)5



pour tout (x; x0; s) 2 Rd�Rd� (0;1),Z �(dy) ��p(s; x� y)� p(s; x0 � y)�� � c (s ^ 1)��3=2 ��x� x0��; (3)et pour tout (x; x0; s) 2 Rd � Rd � (0;1), pour toute fonction f 2 B(Rd)born�ee, ��Psf(x)� Psf(x0)�� � c 1ps kf k ��x� x0�� : (4)Preuve. Consid�erons la majoration (1). Il existe une constante c d�ependantde " telle que pour tout r � 0, on a (r + d) e�r=2 � c exp� r2(1+") , et doncjp(s; x)� p(t; x)j = �����Z[s;t] p(u; x) jxj22u2 � d2u!du������ c Z[s;t] 1u p(u(1 + "); x)du:Pour la majoration (2), remarquons que si v > 0, la fonction s 7!s�v=2 e�c=s d�e�nie sur (0;1) atteint son maximum pour s = 2c=v. Il end�ecoule que pour tout (x; s; v) 2 Rd� (0;1)� (0;1)1(2�s)v=2 e� jxj2 =2s � � v2��v=2 jxj�v e�v=2 :CommeZB(x;1) p(s; x� y)�(dy) = c ZB(x;1) 1s1�� 1s(d�2+2�)=2 e� jx�yj22s �(dy);en prenant v = d � 2 + 2� dans la majoration pr�ec�edente et en utilisantl'hypoth�ese (H), on obtient:ZB(x;1) p(s; x� y)�(dy)� c 1s1�� ; (5)o�u c est ind�ependant de x et s. Ensuite, on peut recouvrir B(x; 1)c par unefamille d�enombrable � �B(zi; 1=4); i2 I� de boules ferm�ees de rayon 1=4, dontles centres zi appartiennent �a x+ 12pdZd. On peut supposer que pour tout i 2I , jx� zij � 1=2, de sorte que si y 2 �B(zi; 1=4), alors jx� yj � 12 jx� zij. En6



remarquant que grâce �a (H), ��( �B(zi; 1=4)); i2 I� est uniform�ement born�e,il vient:ZB(x;1)c p(s; x� y)�(dy) � csd=2 Xi2I exp � 14 jx� zij22s !� csd=2 e� 116d 14s Xz2Zdnf0g exp � 116d jzj24s !� csd=2 e�1=(64ds)24Xn2Nexp � 116d n24s!35d :Comme l'application x 7! e�x2 est d�ecroissante sur R+, on peut majorer lessommes de Riemann par l'int�egrale de Lebesgue. On obtient alors pour touth > 0: hXn>0 e�(hn)2 � Z 10 e�x2 dx:En appliquant cette majoration au r�esultat pr�ec�edent avec h := (64ds)�1=2,il vient pour tout s 2 (0;1):ZB(x;1)c p(s; x� y)�(dy) � c 1sd=2 h1 + 8pdsid exp�1=(64ds)� c:On d�eduit alors de cette in�egalit�e et de (5) la majoration (2).Pour montrer (3), on utilise la majoration r e�r2 � c e�r2=2 (r � 0) quiimpliqueZ �(dy) ��p(s; x� y)� p(s; x0� y)��� Z �(dy) 1(2�s)d=2 Z 10 1s ��(u(x� x0) + x0 � yjx� x0)�� e�ju(x�x0 )+x0�yj22s du� c 1ps ��x� x0�� Z 10 du Z �(dy) 1sd=2 e�ju(x�x0)+x0�yj24s ;o�u on a not�e (xjy) le produit scalaire dans Rd. En utilisant (2), on obtientla majoration souhait�ee.En�n, la majoration (4) d�ecoule facilement de l'in�egalit�e ci-dessus, enrempla�cant simplement �(dy) par jf(y)jdy. 27



On note � un point cimeti�ere ajout�e �a Rd comme point �a l'in�ni. Onconsid�ere 
 := D �R+;RdS f�g� l'espace des fonctions d�e�nies sur R+ �avaleurs dans RdS f�g continues �a droite et limit�ees �a gauche. On note B :=(
;F ;Ft; Bt; �t; (Px)x2Rd) la r�ealisation canonique du mouvement browniensur 
 (cf [1]). Pour toute la suite, on �xe � une mesure positive satisfaisantl'hypoth�ese (H) avec un r�eel � 2 (0; 1). On note D le support topologique decette mesure. On a vu que la mesure � ne charge pas les ensembles polairespour le processus B. En utilisant (2), on remarque que pour tous r > 0,x 2 Rd, l'int�egrale R �(dy) R10 p(s; x�y) e�rs ds est �nie. D'apr�es le chapitreVI de [1], il existe une unique fonctionnelle additive continue du processusB, not�ee A, telle que pour tout f 2 Bb+(Rd), pour tout (x; r) 2 Rd� (0;1),Ex Z 10 f(Bs) e�rs dAs = Z 10 ds Z �(dy)p(s; x� y) e�rs f(y):On en d�eduit par un argument de classe monotone que pour toute fonctionf 2 Bb+(R+�Rd),Ex Z 10 f(s; Bs)dAs = Z 10 ds Z �(dy)p(s; x� y)f(s; y): (6)On utilisera �egalement la famille de constantes (aT )T2(0;1] d�e�nies par:aT := supx2RdExAT = supx2Rd Z T0 ds Z �(dy)p(s; x� y):La majoration (2) montre que pour tout temps T <1, aT � c (T�_T ) <1.L'objectif du pr�esent travail est l'�etude du superprocessus Z associ�e autriplet (B;A; z22 ), dans la terminologie de [5]. Remarquons cependant quel'article [5] impose la �nitude des moments exponentiels de tous ordres dela fonctionnelle additive A, ce qui n'est pas forc�ement v�eri��e ici.3 Construction du super-mouvement brownienavec catalyse comme limite d'un syst�eme de par-ticules avec branchement3.1 Construction du syst�eme de particules avec branche-ment.Nous d�eveloppons dans ce paragraphe une construction pr�ecise du syst�e-me de particules avec branchement d�ej�a pr�esent�e dans l'introduction. On8



note W l'ensemble des triplets w = ('; �; �) o�u � 2 [0;1), � 2 [0;1],� � � et ' est une application continue de [�; �] dans Rd (de [�;1) si� = 1). Soit g une application continue strictement croissante de [0;1]dans [0; 1]. La distance sur W est d�e�nie par:d(w1;w2) := j�1 � �2j+ jg(�1)� g(�2)j+ 1Xk=1 2�k ^ supt2[0;k] j'1((�1 _ t) ^ �1)� '2((�2 _ t) ^ �2)j! :Alors (W ; d) est un espace polonais. On d�e�nit pour tout (r; x) 2 R+ �Rdune probabilit�e �r;x sur W comme �etant la loi d'un mouvement brownienB issu de x �a l'instant � = r et arrêt�e �a un instant al�eatoire � tel que pourtout t � r, �r;x(� > t j Bs; r � s � t) = e�At�r(en particulier �r;x(� =1 j Bs; r � s) = e�A1 ).On introduit maintenant le mod�ele d'arbre suivant [11]. Soit l'ensembleU := f@gS (S1n=1f1; 2gn). L'�el�ement @ est interpr�et�e comme l'ancêtre de lapopulation. Pour u 2 U , on note juj = 0 si u = @, juj = n si u 2 f1; 2gn. Siu 6= @, u = (i1; : : : ; in) on note �u := (i1; : : : ; in�1) le p�ere de u.Fixons x 2 Rd. A chaque u 2 U , on associe un �el�ement al�eatoire wu =('u; �u; �u) de W Sf�g, o�u � est un point cimeti�ere ajout�e �a W commepoint isol�e. On construit la famille (wu; u 2 U) par r�ecurrence sur juj.Si u = @, w@ a pour loi �0;x. Ensuite supposons construit wu pourjuj � n. Alors les trajectoires wv, jvj = n+ 1 sont ind�ependantes condition-nellement �a (wu; juj � n). De plus soit v avec jvj = n + 1, alors{ si w�v = � ou si ��v =1 on a wv = �;{ si w�v 6= � et ��v <1 la loi conditionnelle de wv sachant (wu; juj � n)est ���v;'�v(��v).Il reste �a introduire le ph�enom�ene de branchement. Pour cela on consid�ereun arbre al�eatoire A de loi de reproduction 
(0) = 
(2) = 12 suivant [11].Cela signi�e pr�ecis�ement qu'on se donne une famille �u, u 2 U de variablesal�eatoires ind�ependantes et ind�ependantes de (wu, u 2 U) de loi 
 et onpose A = f@g[n(u1; : : : ; un) 2 U ; �(u1;:::uj) = 2; 8j 2 f0; : : : ; n� 1go(pour j = 0, �(u1;:::uj) = �@). 9



Pour tout t � 0, on d�e�nit une mesure ponctuelle Yt surRd par la formule(Yt; 1C) := card fu 2 A; �u � t < �u; 'u(t) 2 Cg :Remarquons que Y0 = �x. Par des m�ethodes classiques, on v�eri�e que leprocessus (Yt; t � 0) est un processus de Markov homog�ene �a valeurs dansl'espace des mesures ponctuelles sur Rd. On note Q�x la loi de (Yt; t � 0). Si� := Pni=1 �xi est une mesure �nie, on note Q� la loi du processus Pni=1 Y io�u les processus Y i sont ind�ependants et de loi respectives Q�xi .Le caract�ere critique du branchement assure que le nombre total de par-ticules cr�e�ees est �ni p.s.. En revanche, il n'y a pas forc�ement extinction carcertaines particules peuvent apr�es un certain temps ne plus être soumisesau ph�enom�ene de branchement (c'est le cas en particulier si d � 3 et � �asupport compact). La famille de probabilit�es (Q�) satisfait par constructionau principe de superposition suivant: soit une fonction f 2 Bb+(Rd), soientdes mesures ponctuelles �nies �; �1; : : : ; �n telles que � =Pni=1 �i, alors ona Q� [exp�(Yt; f)] = nYi=1Q�i [exp�(Yt; f)] :Cela sugg�ere d'�etudier la fonction v d�e�nie sur R+�Rd par:v(t; x) := Q�x [exp�(Yt; f)] ; (t; x) 2 R+�Rd:Sous Q�x , on a Yt = �'@(t) sur f�@ > tg, c'est �a dire si la particule ancêtreest encore en vie �a l'instant t. En revanche sur f�@ � tg on a Yt = 0 si �@ = 0et si �@ = 2, Yt = Y 1t +Y 2t o�u les Y it sont ind�ependants et de loi conditionnelleQ�@ ;'@(�@) connaissant w@. Cela conduit �a la formule suivante:v(t; x) = Ex �e�At e�f(Bt)+12 Z t0 e�As [1 + v(t� s; Bs)2]dAs� : (7)En rempla�cant v(t� u;Bu) par son expression donn�ee par (7), on trouve:Ex Z t0 v(t� u;Bu)dAu= Ex e�f(Bt) h1� e�Ati+ 12Ex Z t0 dAu Z tu e�As+Au h1 + v(t� s; Bs)2i dAs= Ex e�f(Bt) h1� e�Ati+ 12Ex Z t0 �1� e�As� h1 + v(t� s; Bs)2idAs:10



En ajoutant cette derni�ere �equation �a l'�equation (7), il vient:v(t; x) = Pt [exp�f ] (x) + 12Ex Z t0 [1� v(t� s; Bs)]2 dAs: (8)Cette �equation est plus utile que l'�equation (7) pour le passage �a la limiteque l'on consid�erera dans la suite du paragraphe. Remarquons d�ej�a que (8)permet de calculer les moments d'ordre un de Yt.Lemme 3.1 Soit f 2 Bb+(Rd), on a Q�x(Yt; f) = Ptf(x).Preuve. Soit un r�eel " � 0, on note v"(t; x) := Q�x exp�"(Yt; f). On akv" k � 1. On d�eduit de l'�equation (8) que0 � 1� v"(t; x)" � Pt "1� e�"f" # (x) � kf k :En utilisant de nouveau (8) et le fait que ExAt � at < 1, on obtient quelim"!0+ 1�v"(t;x)" = Ptf(x). Or par convergence monotone on a:Q�x(Yt; f) = lim"!0+ 1" Q�x h1� e�"(Yt;f)i :On en d�eduit le r�esultat recherch�e. 23.2 Le passage �a la limite.Soit (�n)n2N une suite de mesures ponctuelles �nies. Pour tout entier n,on consid�ere un processus (Y nt ; t � 0) associ�e par la construction du para-graphe pr�ec�edent �a la fonctionnelle additive An := nA et de valeur initiale�n. On a un th�eor�eme similaire au th�eor�eme 1.1 de [5].Th�eor�eme 3.2 Supposons que 1n �n converge �etroitement vers � 2 Mf .Alors la suite de processus ( 1n Y n)n2N converge au sens de la convergence�etroite des lois marginales de dimension �nie vers un processus (Zt; t � 0).Ce processus est un processus de Markov homog�ene �a valeurs dans Mf . Saloi est caract�eris�ee par:{ Z0 p:s:= � 11



{ pour tout T > 0, pour tout entier p � 1, pour tous 0 = t0 < � � �< tp �T , pour toute fonction f 2 Cb+(Rd) telle que aT kf k < 1, on aE �exp�(Ztp ; f) j Zt0 ; : : : ; Ztp�1� = exp�(Ztp�1 ; w(tp � tp�1)); (9)o�u w est l'unique solution positive mesurable de l'�equation int�egrale:w(t; x) = Pt f(x)� 12Ex Z t0 w(t� s; Bs)2 dAs; (t; x) 2 [0; T ]�Rd: (10)Preuve. Soit f 2 Bb+(Rd) telle que aT kf k < 1. Remarquons dans unepremi�ere �etape que l'�equation int�egrale (10) poss�ede au plus une solutionpositive. En e�et toute solution positive est born�ee par kf k. Donc si w1 etw2 sont deux solutions positives distinctes de (10), en faisant la di��erencedans l'�equation (10), et en utilisant la d�e�nition des constantes aT , il vient:kw1 � w2 k� supx2Rd;t2[0;T ] 12 Z t0 ds Z �(dy)p(s; x� y) ���w1(t� s; y)2 � w2(t� s; y)2���� kf k kw1 � w2kaT :Comme aT kf k < 1, on en d�eduit que w1 = w2.On pose wn(t; x) := �n logQ�x �exp� 1n (Y nt ; f)� : (11)Lemme 3.3 La suite de fonctions wn converge uniform�ement sur [0; T ]�Rdvers une fonction w positive mesurable solution de (10) sur [0; T ]�Rd. Pour0 < t � T , les fonctions w(t; :) sont continues sur Rd, et w(0; x) = f(x).La d�emonstration du lemme 3.3 est report�ee �a la �n de cette partie.On �etablit dans une deuxi�eme �etape que la valeur initiale Z0 p:s:= � et larelation (9) d�eterminent uniquement la loi du processus de Markov Z. Ene�et, soit Z0 un autre processus avec les mêmes propri�et�es, un raisonnementpar r�ecurrence simple montre que pour toutes fonctions f0; : : : ; fp 2 Cb+(Rd)et � > 0 tels que aT�Ppi=0 kfi k < 1 et pour 0 = t0 < � � �< tp � T , on a:E exp �� pXi=0(Zti ; fi) = E exp �� pXi=0(Z 0ti ; fi)(remarquer que la solution de (10) associ�ee �a f v�eri�e pour tout t � 0kw(t)k � kf k et w(t) 2 Cb+(Rd) d'apr�es le lemme 3.3). Un raisonnement12



de prolongement analytique montre que l'�egalit�e pr�ec�edente est vraie pourtout � � 0. On conclut que les processus Z et Z0 ont mêmes lois marginalesde dimension �nie.Montrons dans une troisi�eme �etape que la suite 1n (Y nt0 ; : : : ; Y ntp) convergeen loi dans Mf vers la variable al�eatoire (Zt0 ; : : :Ztp) v�eri�ant Z0 = � p.s.et la relation (9). Pour cela on utilise un argument classique de compacti�-cation.On note R̂d le compacti��e d'Alexandrov de Rd. Les ensemblesf� 2Mf(R̂d); (�; 1) � Kgsont compacts dans l'espace polonais Mf (R̂d). Le lemme 3.1 montre queQ�n( 1n Y nt ; 1) = (�nn ; 1). On a alors pour tout n assez grand et pour toutr�eel positif K ,Q�n [ 1n(Y nt ; 1) > K] � 1K Q�n [ 1n(Y nt ; 1)] � (�; 1) + 1K :Donc pour tout t 2 [0; T ], la suite des lois 1n Y nt est tendue dansMf(Mf (R̂d)).De même, pour 0 = t0 < : : : < tp � T , la famille des lois de 1n (Y nt0 ; : : : ; Y ntp)est tendue dansMf ([Mf(R̂d)]p+1). On en d�eduit l'existence d'une sous suite1nk (Y nkt0 ; : : : ; Y nktp ) qui converge en loi vers une variable al�eatoire �a valeursdans [Mf (R̂d)]p+1, que l'on note (Zt0; : : : ; Ztp).Il est clair que cette variable al�eatoire est �a valeurs dans [Mf(Rd)]p+1,c'est �a dire (Zti ; 1f1g) = 0 pour tout i. En e�et, �xons � > 0 tel que �aT < 1et soit, pour tout entier m, �m 2 Cb+(Rd) telle que k�m k � �, �m(x) = �si jxj � m + 1 et �m(x) = 0 si jxj � m. Le lemme 3.3 entrâ�ne par passage�a la limite que E exp �(Zti ; �m) = exp�(�; wm(ti));o�u wm est la solution de (10) pour f = �m (remarquer que l'on utilise lacontinuit�e des fonctions wm(t)). Comme wm(t) � Pt�m, en faisant tendrem vers 1, on trouve queE exp �(Zti ; �1f1g) � limm!1 exp�(�; Pti�m) = 1;d'o�u le r�esultat annonc�e.En utilisant le th�eor�eme de repr�esentation de Skorohod, on sait qu'ilexiste sur un espace probabilis�e (~
; ~P) une suite de variables al�eatoires( ~Y nkt0 ; : : : ; ~Y nktp ) de même loi que (Y nkt0 ; : : : ; Y nktp ), ainsi qu'une variable al�ea-toire ( ~Zt0 ; : : : ; ~Ztp) de même loi que (Zt0 ; : : : ; Ztp), et tels que la suite13



1nk ( ~Y nkt0 ; : : : ; ~Y nktp ) converge p.s. au sens de la convergence �etroite surMf (R̂d)vers la variable al�eatoire ( ~Zt0 ; : : : ; ~Ztp). On en d�eduit que la convergence a�egalement lieu au sens de la convergence vague sur Mf (Rd). Comme on a1nk ( ~Y nkti ; 1fRdg) p:s:= 1nk ( ~Y nkti ; 1fR̂dg) p:s:! ( ~Zti ; 1fR̂dg) p:s:= ( ~Zti ; 1fRdg);on en d�eduit que la convergence a lieu au sens de la convergence �etroite surMf (Rd).Il faut encore v�eri�er que l'on a Z0 = � p.s. et la relation (9). L'�egalit�eZ0 = � est triviale. Soit ensuite un entier p � 1, pour toutes fonctionsf0; : : : ; fp continues positives telles que aT kfp k < 1, la propri�et�e de Markovappliqu�ee �a Y n donne:E exp � pXi=0 1n(Y nti ; fi) = E exp � p�1Xi=0 1n(Y nti ; fi)� 1n(Y ntp�1 ; w(p)n (tp � tp�1));o�u la fonction w(p)n est d�e�nie par (11) avec f = fp. Par passage �a la limitedans l'�equation ci-dessus le long de la sous-suite (nk) et en utilisant le lemme3.3, il vient:E exp� pXi=0(Zti ; fi) = E exp � p�1Xi=0(Zti ; fi)� (Ztp�1 ; w(tp � tp�1));o�u la fonction w est l'unique solution positive de l'�equation (10) avec f = fp.On en d�eduit que la variable al�eatoire (Zt0 ; : : : ; Ztp) v�eri�e (9).En�n d'apr�es la deuxi�eme �etape, la loi de (Zt0 ; : : : ; Ztp) est uniquementd�etermin�ee, ce qui entrâ�ne la convergence en loi de la suite 1n (Y nt0 ; : : : ; Y ntp)(et pas seulement le long de la sous-suite (nk)). Le th�eor�eme d'extensionde Kolmogorov donne l'existence d'un processus Z dont la loi marginaleaux instants t0; : : : ; tp est la loi de (Zt0 ; : : : ; Ztp). Finalement le caract�eremarkovien homog�ene de Z d�ecoule de (9). 2Preuve du lemme 3.3:Pour le processus Y n l'�equation (8) s'�ecrit:e� 1n wn(t;x) = Pt he� 1n fi (x) + 12Ex Z t0 h1� e� 1n wn(t�s;Bs)i2 ndAs: (12)On a en particulierexp� 1n wn(t; x) � Pt �exp� 1n f� (x);14



et en utilisant l'in�egalit�e de Jensen, on obtient:0 � wn � kPtf k � kf k :On peut alors e�ectuer un d�eveloppement limit�e �a l'ordre 1n de l'�equation(12) car aT <1. On obtient pour tout (t; x) 2 [0; T ]�Rd,wn(t; x) = Ptf(x)� 12Ex Z t0 wn(t� s; Bs)2dAs + En; (13)avec jEnj � cn kf k2 �1 + 1n kf k�. Par di��erence dans (13), il vient pour toutentier p > n,kwn � wpk� supx;t2[0;T ] 12 Z t0 ds Z �(dy)p(s; x� y) ���wn(t� s; y)2� wp(t� s; y)2���+O( 1n)� kf k kwn � wpk aT + O( 1n):Comme aT kf k < 1, on en d�eduit que la suite (wn)n2N est de Cauchy pourla convergence uniforme. On note w sa limite. Cette fonction est positive,mesurable, born�ee par kf k, et par convergence domin�ee, elle est solution de(10).Montrons que la fonction w est continue en la variable x sur (0; T ]�Rd.En faisant la di��erence dans (10), on obtient pour tout (t; x; x0) 2 (0; T ]�Rd�Rd,��w(t; x)� w(t; x0)�� � ��Ptf(x)� Ptf(x0)��+12 Z t0 ds Z �(dy)��p(s; x� y)� p(s; x0 � y)��w(t� s; y)2� ��Ptf(x)� Ptf(x0)��+12 kf k2 Z t0 ds Z �(dy) ��p(s; x� y)� p(s; x0 � y)�� :On utilise la majoration (4) pour le premier terme. On �ecrit l'int�egrale de 0�a t dans le deuxi�eme terme comme la somme des int�egrales de 0 �a " et de "15



�a t (0 < " � t ^ 1) et en utilisant les majorations (3) et (2), on trouve:��w(t; x)� w(t; x0)�� � c kf k 1pt ��x� x0��+c kf k2 Z "0 s��1 ds+ c kf k2 Z t" ds (s ^ 1)��3=2 ��x� x0��� c kf k 1pt ��x� x0��+c kf k2 "�+ c kf k2(t + "�1=2) ��x� x0�� :En prenant " := jx� x0j ^t^1, on en d�eduit que w est uniform�ement continueen la variable x sur [�; T ]�Rd, pour tout � > 0. 23.3 Notations et remarquesSuivant la terminologie de [1], on note Z := (
Z ;GZ ; Z; �Z; (PZ�)�2Mf )le processus de Markov limite du th�eor�eme 3.2: G0;Zt est la tribu de 
Zengendr�ee par (Zs; s 2 [0; t]), GZ la tribu compl�et�ee de G0;Z := G0;Z1 parrapport aux mesures PZ�� := R PZ� ��(d�) o�u �� d�ecrit l'ensemble des probabilit�essur Mf et GZt la tribu compl�et�ee de G0;Zt dans GZ par rapport aux mesuresPZ�� .Le th�eor�eme 3.2 montre que si 0 � s < t � T et f 2 Cb+(Rd) v�eri�eaT kf k < 1, alorsEZ� �exp�(Zt; f) j GZs � = exp�(Zs; w(t� s)); (14)o�u la fonction w est l'unique solution positive mesurable de l'�equation (10).Il est facile de de voir que (14) reste vraie pour f 2 Bb+(Rd) (telleque aT kf k < 1). On utilise le fait que la fermeture de Cb+(Rd) pour laconvergence simple born�ee est Bb+(Rd). De plus, si (fn; n 2 N) est une suitede fonctions de Bb+(Rd) (telles que aT kfn k < 1) qui converge simplementvers f (telle que aT kf k < 1) et si (14) est vraie pour chaque fonction fn, onremarque que les fonctions wn solutions de (10) associ�ees �a fn, convergentsimplement (parce que wn(t; x) = � log EZ�x (exp�(Zt; fn))) puis que leurlimite w v�eri�e l'�equation (10) associ�ee �a f . Le r�esultat annonc�e en d�ecoulefacilement. 16



4 Propri�et�es de continuit�eAvant d'�enoncer les propri�et�es de continuit�e du superprocessus Z cons-truit dans la partie pr�ec�edente, on montre la proposition suivante.Proposition 4.1 Pour toute mesure � 2 Mf , pour tout T > 0, pour toutentier p, il existe une constante Mp telle que pour toute fonction ' born�eepar 1, lipschitzienne et de constante de Lipschitz born�ee par 1, pour tout(s; t) 2 [0; T ]2, l'on ait:EZ� h((Zt; ')� (Zs; '))2pi �Mp jt � sjp� :La d�emonstration de cette proposition repose sur plusieurs lemmes. Le lem-me technique suivant joue un rôle crucial dans le calcul des moments duprocessus Z. On �xe T > 0.Lemme 4.2 Soit une fonction born�ee J 2 B(R+�Rd) telle que jJ(r; x)j �[2aT ]�1 1[0;T ](r). On consid�ere l'�equation int�egrale suivante:v(�; r; x)+ 12Ex Z T�r0 v(�; r+ s; Bs)2dAs = �J(r; x); r 2 [0; T ]; (15)v(�; r; x) = 0; r > T:Alors pour j�j < 1, il existe une unique solution mesurable v(�) de (15) telleque aT kv(�)k< 1.On d�e�nit la suite de fonctions mesurables (cn)n�1 sur R+ �Rd par lar�ecurrence suivante: c1(r; x) := J(r; x); (16)et pour tout entier n � 2,cn(r; x) := �12Ex 24Z 10 n�1Xj=1 cj(r+ s; Bs)cn�j(r + s; Bs)dAs35 : (17)La s�erie P�ncn est normalement convergente pour j�j < 1. De plus pourj�j < 1, on a l'expression suivante de la solution v(�):v(�; r; x) = 1Xn=1�ncn(r; x); (r; x) 2 R+�Rd:17



Remarque. Contrairement aux �enonc�es pr�ec�edents, o�u on consid�erait des�equations int�egrales de la forme (10), on a ici des solutions de signe quel-conque (la fonction v n'est pas n�ecessairement positive).Preuve. La fonction f(�) := 1aT [1�p1� �] est d�eveloppable en s�erie enti�erede rayon 1. De plus, la fonction f est solution def2 = 1aT �2f � �aT � : (18)Si on note �n les coe�cients du d�eveloppement de f , on remarque que �0 = 0,�1 = 12aT , et que la suite �n v�eri�e la relation de r�ecurrence suivante:�n = 12aT n�1Xj=1 �j�n�j ; n � 2:Remarquons que kc1k � �1 et kcn k � 12aT Pn�1j=1 kcj k kcn�j k pour n � 2.On a donc pour tout entier n > 0, kcn k � �n. Cela entraine que la s�eriev(�) =P1n=1 �ncn est normalement convergente pour j�j < 1.De plus on v�eri�e facilement que la fonction v ainsi d�e�nie est solution de(15) et que pour j�j < 1, aT kv(�)k < 1. L'unicit�e de la solution de (15) telleque aT kv(�)k < 1 d�ecoule d'arguments semblables au d�ebut de la preuvedu th�eor�eme 3.2. 2On montre �egalement le lemme suivant.Lemme 4.3 Soit un entier m > 1, et soient 0 � t1 < : : : < tm � T .Soit ('1; : : : ; 'm) une famille de fonctions appartenant �a Bb+(Rd) telle que2aT Pmi=1 k'ik � 1. On a alors pour toute mesure � 2 Mf , pour tout � 2[0; 1), EZ� exp��Xti�r(Zti�r; 'i) = exp�(�; v(�; r));o�u v(�) est l'unique solution mesurable positive de l'�equation int�egrable (15)avec J(r; x) := ExPti�r 'i(Bti�r). De plus on a aT kv(�)k< 1=2.Preuve. On �xe � 2 [0; 1). La d�emonstration (cf lemme 4.1 de [5]) se faitpar r�ecurrence sur m. Pour m = 1, on utilise le th�eor�eme 3.2, et on av(�; r; x) := w(t1 � r; x)1[0;t1](r) o�u w est l'unique solution positive de (10)avec f = �'1. On remarque alors que v(�) est solution de (15) avec J(r; x) :=Ex'1(Bt1�r)1[0;t1](r). On sait de plus que w est born�e par � k'1k ce quiimplique aT kv(�)k < 1=2. 18



On suppose le r�esultat vrai au rang m. On se donne 0 � t1 < : : : <tm+1 � T . Pour r > t1, on peut utiliser l'hypoth�ese de r�ecurrence et il vient:EZ� exp��Xti�r(Zti�r; 'i) = EZ� exp�� Xti�r; i>1(Zti�r; 'i) = exp�(�; ~v(�; r));o�u ~v(�) est l'unique solution mesurable positive de l'�equation:~v(�; r; x)+ 12Ex Z 10 ~v(�; r+ s; Bs)2dAs = �Ex Xti�r;i>1'i(Bti�r)(remarquons que k ~v(�)k <Pi>1 k'i k � 1=2aT ).Ensuite pour 0 � r � t1, on peut appliquer la propri�et�e de Markov duprocessus Z �a l'instant t1 � r. Le th�eor�eme 3.2 donne alorsEZ� e��Pti�r(Zti�r ;'i) = EZ� e��(Zt1�r ;'1)�(Zt1�r ;~v(�;t1)) = e�(�;v̂(�;r));o�u v̂(�; r; :) := w(t1� r; :)1[0;t1](r), la fonction w �etant solution de (10) avecf = �'1+ ~v(�; t1) (noter que 2aT kf k < 1). On sait donc que v̂ est l'uniquesolution positive pour r 2 [0; t1] dev̂(�; r; x)+ 12Ex Z 10 v̂(�; r+ s; Bs)2dAs = Ex [�'1(Bt1�r) + ~v(�; t1; Bt1�r)] :Or on a pour 0 � r � t1Ex ~v(�; t1; Bt1�r) = �ExEBt1�r Xi>1'i(Bti�t1)� 12ExEBt1�r Z 10 ~v(�; t1 + s; Bs)2dAs= �ExXi>1 'i(Bti�r)� 12Ex Z 1t1�r ~v(�; r+ s; Bs)2dAs;ce qui report�e dans l'�equation pr�ec�edente donne pour 0 � r � t1:v̂(�; r; x)+12Ex �Z 10 v̂(�; r+ s; Bs)2dAs + Z 1t1�r~v(�; r+ u;Bu)2dAu� = �J(r; x):De plus on a v̂(�; r; x) = 0 si r > t1. On en d�eduit que la fonction v(�; r; x) :=~v(�; r; x)1(t1;1)(r)+ v̂(�; r; x)1[0;t1](r) est solution de (15). On v�eri�e trivia-lement que v(�) est positive et que aT kv(�)k< 1=2. On d�emontre l'unicit�ecomme dans la preuve du th�eor�eme 3.2. 219



Nous aurons �egalement besoin du lemme �el�ementaire suivant:Lemme 4.4 Soit un entier n � 1, soit U une variable al�eatoire r�eelle posi-tive telle que l'on ait pour tout � > 0 assez petit:E exp��U = nXp=0�p�p +O(�n+1):Alors U 2 Ln(
;P) et pour tout entier p � n, EU p = p!(�1)p�p.Avant de commencer la d�emonstration de la proposition 4.1, �enon�consune cons�equence importante des trois lemmes pr�ec�edents:Corollaire 4.5 Soient deux entiers p;m � 1, soient des r�eels 0 � t1 <: : : < tm � T . Soit ('1; : : : ; 'm) une famille de fonctions born�ees apparte-nant �a B(Rd). Alors pour toute mesure � 2Mf , on aEZ� (" mXi=1(Zti ; 'i)#p) = p! pXk=1 (�1)k+pk! Xn1+���+nk=p kYi=1(�; cni(0)); (19)o�u les fonctions cn sont d�e�nies par les formules (16), (17) avec J(r; x) :=Ex(Pti�r 'i(Bti�r)).Preuve. Supposons dans un premier temps que les fonctions 'i sont positiveset que 2aT Pmi=1 k'i k � 1. D'apr�es le lemme 4.3, pour � 2 [0; 1), la fonctionv(�; r; x) := � log EZ�x exp��Pti�r(Zti�r ; 'i) est l'unique solution positivede l'�equation int�egrale (15) et 2aT kv(�)k < 1. On d�eduit alors du lemme4.2 que cette fonction v s'�ecrit pour � 2 [0; 1): v(�; r; x) = P1n=1 �ncn(r; x)o�u les fonctions cn sont d�e�nies par les formules (16) et (17) avec J(r; x) :=ExPti�r 'i(Bti�r).Montrons que l'on a alors pour tout r � 0, pour tout � 2 [0; 1):EZ� e��Pti�r(Zti�r ;'i) = 1+ 1Xp=1�p 24 pXk=1 (�1)kk! Xn1+���+nk=p kYi=1(�; cni(r))35 :(20)Si (�n)n�1 est la s�erie introduite dans la preuve du lemme 4.2, la s�erie1Xp=1�p 24 pXk=1 1k! Xn1+���+nk=p kYi=1 [�ni(�; 1)]3520



converge pour j�j < 1. En e�et, toujours avec les notations de la preuve dulemme 4.2, on a pour j�j < 1:ef(�)(�;1) = 1Xk=0 1k! " 1Xn=1�n�n(�; 1)#k= 1 + 1Xp=1�p 24 pXk=1 1k! Xn1+���+nk=p kYi=1 [�ni(�; 1)]35 :On en d�eduit que la s�erie1 + 1Xp=1�p 24 pXk=1 (�1)kk! Xn1+���+nk=p kYi=1(�; cni(r))35est absolument convergente si j�j < 1. De plus le d�eveloppement v(�; r; x) =P1n=1 �ncn(r; x) montre que pour tout j�j < 1, la somme de cette s�erie est�egale �a exp�(�; v(�; r)). On en d�eduit alors (20).De (20) et du lemme 4.4, on d�eduit que pour tout entier p et pour toutr � 0, on a :EZ� 8<:24Xti�r(Zti�r; 'i)35p9=; = p! pXk=1 (�1)k+pk! Xn1+���+nk=p kYi=1(�; cni(r)): (21)Dans un deuxi�eme temps, si les fonctions 'i sont mesurables born�eesquelconques, on note '+i et '�i les parties respectivement positive et n�egativede 'i. En posant '�i := �+i '+i +��i '�i , on remarque que les membres de droiteet de gauche de (21) sont des polynômes en (�+1 ; ��1 ; : : : ; �+m; ��m) qui co��n-cident sur l'ensemble n��i � 0;Pmi=1 �+i k'+i k+Pmi=1 ��i k'�i k � [2aT ]�1od'int�erieur non vide. Ils co��ncident donc pour tous ��i , et entre autres pour�+i = ���i = �1. Cela termine la d�emonstration. 2Remarques. La formule (19) donne imm�ediatement les moments �a tout ordrede (Zt; ') pour ' 2 B(Rd) born�ee. En particulier, si on note E� := R �(dx)Ex :EZ� [(Zt; ')] = E� ('(Bt)); (22)EZ� h(Zt; ')2i = [E� ('(Bt))]2 + E� Z t0 [Pt�s'(Bs)]2 dAs: (23)21



Preuve de la proposition 4.1.En appliquant le corollaire pr�ec�edent �a t1 = t, t2 = s, '1 = �'2 = ', on apour tout entier p l'�egalit�e:EZ� [((Zt; ')� (Zs; '))p] = p! pXk=1 (�1)k+pk! Xn1+���+nk=p kYi=1(�; cni(0)); (24)o�u les fonctions cn v�eri�ent la relation de r�ecurrence (17) avec la conditioninitiale c1(r; x) := Ex h'(Bt�r)1[0;t](r)� '(Bs�r)1[0;s](r)i : (25)Le lemme suivant nous permet de majorer les fonctions cn. On rappelleque � 2 (0; 1) est le r�eel intervenant dans l'hypoth�ese (H) �ecrite pour �.Lemme 4.6 On suppose 0 � t � s < T , et on note h := s � t. Pourtoute fonction born�ee ' 2 B(Rd), les fonctions cn d�e�nies par la relationde r�ecurrence (17) et la condition initiale (25) v�eri�ent la majoration: pourtout n > 1, jcn(r; x)j � bn k'kn hn�2 1[0;t+h](r): (26)Les constantes bn ne d�ependent que de �, T et n.Preuve. La d�emonstration se fait par r�ecurrence. Pour n = 2, on ajc2(r; x)j = 12Ex Z 10 c1(r + u;Bu)2dAu= 12Ex Z 10 [(Pt+h�r�u � Pt�r�u)'] (Bu)21[0;t)(r+ u)dAu+ 12Ex Z 10 Pt+h�r�u'(Bu)21[t;t+h](r + u)dAu:Pour le second terme, en utilisant (6) et (2), il vient:Ex Z 10 Pt+h�r�u'(Bu)21[t;t+h](r + u)dAu� c k'k2 Z t+h�r(t�r)_0 du(u^ 1)1��1[0;t+h](r)� c k'k2 h�1[0;t+h](r):22



On choisit " > 0. Pour le premier terme, en utilisant (6) et (1) il vient :Ex Z 10 [(Pt+h�r�u � Pt�r�u)'] (Bu)21[0;t)(r+ u)dAu= Z t�r0 du Z d�(y)p(u; x� y)�Z dz '(z) (p(t� r + h � u; y � z)� p(t� r � u; y � z))�2 1[0;t)(r)� c k'k2 Z t�r0 du Z d�(y)p(u; x� y)"Z dz Z t�r+h�ut�r�u 1v p(v(1 + "); y � z)dv#2 1[0;t)(r)� c k'k2 Z t�r0 du Z d�(y)p(u; x� y)�ln [1 + ht � r � u ]�2 1[0;t)(r):Ensuite, comme pour tout a > 0, on a ln(1 + a) � c a�=2, il vient :Ex Z 10 [(Pt+h�r�u � Pt�r�u)'] (Bu)21[0;t)(r + u)dAu� c k'k2 Z t�r0 du Z d�(y)p(u; x� y)� ht � r � u��� c k'k2 Z t�r0 � ht � r � u�� du(u^ 1)1��= c k'k2 h�en utilisant (2) une nouvelle fois. Donc on ajc2(r; x)j � c k'k2 h�1[0;t+h](r);ce qui donne (26) pour n = 2.On suppose cette majoration vraie au rang n � 2 et on la montre aurang n+ 1:cn+1(r; x) = �12Ex Z 10 nXp=1 cp(r+ u;Bu)cn+1�p(r + u;Bu)dAu= �Ex Z 10 c1(r + u;Bu)cn(r + u;Bu)dAu� 12Ex Z 10 n�1Xp=2 cp(r+ u;Bu)cn+1�p(r+ u;Bu)dAu:23



Pour le premier terme, en utilisant l'hypoth�ese de r�ecurrence et un raison-nement similaire au pr�ec�edent, il vient:����Ex Z 10 c1(r+ u;Bu)cn(r+ u;Bu)dAu����� Ex Z 10 j(Pt+h�r�u � Pt�r�u)'(Bu)jhn�2 k'kn bn1[0;t)(r + u)dAu+ Ex Z 10 Pt+h�r�u'(Bu)hn�2 k'kn bn1[t;t+h](r+ u)dAu� c hn�2 k'kn+1 1[0;t)(r) Z t�r0 ln(1 + ht � r � u)du Z d�(y)p(u; x� y)+ hn�2 k'kn+1 bn1[0;t+h](r)Ex Z (t+h�r)(t�r)_0 dAu� c hn�2 k'kn+1 1[0;t)(r) Z t�r0 � ht � r � u�� du(u ^ 1)1��+ c h (n+1)�2 k'kn+1 1[0;t+h](r)� c h (n+1)�2 k'kn+1 1[0;t+h](r):Pour le second terme, en utilisant l'hypoth�ese de r�ecurrence, il vient:������12Ex Z 10 n�1Xp=2 cp(r+ u;Bu)cn+1�p(r + u;Bu)dAu������� 12 k'kn+1 n�1Xp=2 bpbn�p+11[0;t+h](r)h p�2 h (n�p+1)�2 supx ExAT� c k'kn+1 h (n+1)�2 1[0;t+h](r):On obtient donc le r�esultat voulu �a l'ordre n+ 1. 2Soit une fonction ' born�ee par 1, lipschitzienne de constante de Lipschitzborn�ee par 1, alors on a jc1(0; x)j � Ex j'(Bt+h)� '(Bt)j � c ph. Comme� < 1, on en d�eduit que pour tout entier n � 1, jcn(0; x)j � bnh p�2 . Enreportant cette in�egalit�e dans la formule (24) on termine la d�emonstrationde la proposition 4.1. 2Th�eor�eme 4.7 Sous chaque probabilit�e PZ� , � 2Mf , le processus Z poss�edeune version continue. 24



Preuve. On peut se limiter �a t 2 [0; T ], T > 0. On munit R̂d, le compac-ti��e d'Alexandrov de Rd, d'une distance major�ee sur Rd par la distanceeuclidienne. On note L l'ensemble des fonctions lipschitziennes sur R̂d .Cet ensemble est dense dans C(R̂d) et s�eparable pour la convergence uni-forme. Soit L0 un sous-ensemble d�enombrable dense de L contenant 1R̂d. SiL0 = f'n; n 2 Ng, la formuled(�; �0) := 1Xn=0 2�n ���(�; 'n)� (�0; 'n)��^1�d�e�nit une distance compatible avec la topologie de Mf (R̂d), et Mf (R̂d)est complet pour cette distance. D'apr�es la proposition 4.1 et le crit�ere deKolmogorov, pour tout ' 2 L0, le processus ((Zt; '); t � 0) poss�ede uneversion continue. On note �0 l'ensemble des nombres de la forme k2�n o�u ket n sont des entiers. On sait que p.s. pour tout ' 2 L0, la fonction (Zt; ') estuniform�ement continue sur [0; T ]T�0. On en d�eduit que p.s. l'applicationt 7! Zt �a valeurs dans Mf (R̂d) est uniform�ement continue sur [0; T ]T�0.Elle admet donc p.s. un unique prolongement continu sur [0; T ] que l'on noteX := (Xt; t 2 [0; T ]).Il reste �a voir que p.s. pour tout t 2 [0; T ], on a (Xt; 1f1g) = 0. Soit unesuite de fonctions (gn)n2N de C(Rd) telles que 1fjxj�n+1g � gn(x) � 1fjxj�ng,on montre alors le lemme suivant:Lemme 4.8 Soit T un r�eel positif. Pour toute mesure � 2 Mf(Rd), pourtout " > 0, on a:limn!1 supp�1 sup0=t0<t1<:::<tp�T PZ�  supi2f0;:::; pg(Zti ; gn) � "! = 0:Preuve. Soit un entier n � 1. On note Bn la boule de Rd de centre 0 et derayon n. Pour tout s > 0, pour tout x 2 Rd on a Ps1Bcn(x) � 121Bcn(x). Ona donc, en utilisant la formule (22) pour les moments d'ordre 1 de Z, pourtous t 2 [0; T ), " > 0,EZ� �(Zt; 1Bcn) � "; (ZT ; 1Bcn) j GZt �= EZ� �(Zt; 1Bcn) � "; EZZt (ZT�t; 1Bcn) j GZt �= EZ� �(Zt; 1Bcn) � "; (Zt; PT�t1Bcn) j GZt �� 12EZ� �(Zt; 1Bcn) � "; (Zt; 1Bcn) j GZt �� 12"1(Zt;1Bcn )�":25



La même in�egalit�e est triviale pour t = T . Donc on a ais�ement, en utilisantla propri�et�e de Markov, pour tous entiers n > 1, p � 1, pour tous 0 = t0 <t1 < : : : < tp � T ,PZ�  supi2f0;::: ; pg(Zti; gn�1) � "!� PZ�  supi2f0;::: ; pg(Zti ; 1Bcn) � "!� pXi=0 EZ�  supj2f0;::: ; i�1g(Ztj ; 1Bcn) < "; (Zti ; 1Bcn) � "!� 2" pXi=0 EZ�  supj2f0;::: ; i�1g(Ztj ; 1Bcn) < "; (Zti; 1Bcn) � "; (ZT ; 1Bcn)!� 2"EZ�  supi2f0;::: ; pg(Zti; 1Bcn) � "; (ZT ; 1Bcn)!� 2"EZ� (ZT ; 1Bcn)= 2" (�; PT1Bcn):Or par convergence domin�ee, on a:limn!1 2"(�; PT1Bcn) = 0:Cela termine la d�emonstration du lemme. 2Fin de la preuve du th�eor�eme 4.7. On a de plussupt2[0;T ](Xt; 1f1g) � supt2[0;T ](Xt; gn)= supt2[0;T ]\�0(Xt; gn) p.s. par continuit�e= supt2[0;T ]\�0(Zt; gn) p:s:Or le lemme 4.8 entrâ�ne que cette derni�ere quantit�e converge vers 0 en pro-babilit�e. On en d�eduit que p.s. supt2[0;T ](Xt; 1f1g) = 0. Donc le processus Xest �a valeurs dansMf (Rd), et est la version continue recherch�ee du processusZ. 226



Par la suite on supposera toujours qu'on a remplac�e Z par sa version conti-nue. Grâce �a un r�esultat de Perkins [12], on montre la proposition suivante:Th�eor�eme 4.9 Pour toute fonction born�ee ' 2 B(Rd), p.s. le processus((Zt; '); t > 0) est continu.Preuve. Rappelons sous forme de proposition le corollaire 2 de [12]:Proposition 4.10 (Perkins) Soit (E; E) un espace mesurable, (Xt)t2[0;N ]un processus �a valeurs dans Mf(E). Soit C un sous-ensemble deB1 := n' 2 B(Rd); k'k � 1o. Supposons qu'il existe des r�eels p > 1, � >0; c0 > 0 tel queE (j(Xu; ')� (Xt; ')jp) � c0 jt� uj1+� pour tous u; t 2 [0; N ]; ' 2 C;et pour tout ' 2 C, p.s. (Xt; ') est continu sur [0; N ]. Alors pour tout 'appartenant �a la fermeture de C dans B(Rd) pour la convergence simpleborn�ee, et pour tout r�eel 0 < � < �p , il existe p.s. un r�eel �('; �; !) tel quej(Xu; ')� (Xt; ')j � � ju� tj� pour tous u; t 2 [0; N ]:On utilise ensuite le lemme suivant:Lemme 4.11 Pour toute mesure � 2Mf , pour tout T > 0, pour tout " > 0,pour tout entier p, il existe une constante Mp telle que pour toute fonctionmesurable ' born�ee par 1, pour tout (s; t) 2 ["; T ]2, l'on ait:EZ� h((Zt; ')� (Zs; '))2pi �Mp jt � sjp� :Preuve. Reprenons les hypoth�eses et les notations du lemme 4.6. Grâce �ace lemme et �a l'�equation (24), il su�t de montrer que pour 0 < " � t <s � T , on a jc1(0; x)j � c h�2 . En utilisant l'in�egalit�e (1) et la majorationln (1 + a) � ca�=2 vraie pour a � 0, on obtient:jc1(0; x)j = j(Pt+h � Pt)'(x)j � c k'k ln(1 + ht ) � c k'kh�=2avec une constante d�ependant uniquement de T et de ", ce qui termine lad�emonstration du lemme. 227



On peut alors d�emontrer le th�eor�eme 4.9. La fermeture pour la convergencesimple born�ee de l'ensemble C1 des fonctions continues �a support compact,born�ees par 1 est B1. Pour tout " > 0 et pour toute fonction ' 2 C1 leprocessus ((Zt; '); t 2 ["; T ]) est p.s. continu. Le lemme 4.11 permet d'appli-quer la proposition 4.10 au processus (Z"+t; t 2 [0; T � "]) et d'en d�eduire leth�eor�eme 4.9. 2Remarque. Il est clair qu'on ne peut pas en g�en�eral avoir la continuit�e duprocessus (Zt; ') en t = 0 pour n'importe quelle fonction '. En e�et, sousPZ�x, si on choisit ' := 1fxg, on a (Z0; ') = 1 alors que pour tout t > 0 p.s.(Zt; ') = 0 (cf la formule (22) pour les moments d'ordre 1 de Z).5 Des mesures al�eatoires associ�ees �a ZNotre objectif dans cette partie est de construire certaines mesures al�e-atoires associ�ees au superprocessus Z. Soit � une mesure positive �-�nie surRd. Pour tout " > 0, on note V�(") la mesure al�eatoire sur [0;1)�Rd d�e�niepar: Z V�(")(ds; dy)'(s; y) = Z 10 ds Z �(dy) Z Zs(dz)p("; z� y)'(s; y);o�u ' 2 Bb+(R+�Rd). Remarquons que la fonction ("; s; y) 7! (Zs; p("; :� y))est p.s. continue sur (0;1) � R+ � Rd. On en d�eduit que p.s. pour toutefonction ' 2 Bb+(R+�Rd) �a support compact, l'application " 7! (V�("); ')est continue. On d�esire �etudier la limite quand "! 0 de V�("). Intuitivementcette limite vaut \z(s; y)ds�(dy)" o�u \z(s; y)" serait la densit�e de la mesureZs(dy) par rapport �a la mesure de Lebesgue, si cette densit�e existait.En fait, si on note HTb l'ensemble des fonctions born�ees de B(R+�Rd)�a support dans [0; T ]�Rd et Hb := ST>0HTb , on a la proposition suivante:Proposition 5.1 Supposons que la mesure � v�eri�e (H). Alors il existe unevariable al�eatoire not�ee �� d�e�nie sur (
Z ;GZ) �a valeurs dans l'ensembledes mesures positives sur R+�Rd telle que p.s. pour tout T > 0,(��; 1[0;T ]�Rd) <1 (27)et telle que pour toute fonction ' 2 Hb, on a p.s.lim"!0(V�("); ') = (��; '):28



Le processus (R t0 ��(ds; dy)'(s; y); t � 0) est adapt�e �a la �ltration (GZt )t�0.Il est p.s. continu et on a:EZ� Z t0 ��(ds; dy)'(s; y) = Z �(dx) Z t0 ds Z �(dy)p(s; y� x)'(s; y): (28)La formule (28) montre en particulier que la mesure ��(ds; dy) est p.s. port�eepar R+� supp �.On �xe � v�eri�ant (H) avec un coe�cient � 2 (0; 1). La d�emonstrationde la proposition repose sur le lemme suivant:Lemme 5.2 Pour toute mesure � 2 Mf , pour tout entier p, pour tout r�eelT > 0, il existe une constante Mp telle que pour toute fonction ' 2 HTb ,pour tous ", "0 > 0, pour tous t; t0 2 [0; T ], on aEZ� h�(V�("); ')� (V�("0); ')�2pi �Mp k'k2p ��"� "0��2p�; (29)EZ� h(V�("); '1[t;t0])2pi �Mp k'k2p ��t� t0��2p� : (30)Preuve du lemme 5.2. La d�emonstration est en deux �etapes. On �etablit dansune premiere �etape une formule de moment pour les mesures al�eatoires V�(").Soient T > 0, " > 0, et ' 2 HTb . On suppose dans un premier tempsque la fonction '(s; y) est continue en la variable s uniform�ement sur Rd. Al'aide de (2) et (3), on en d�eduit que l'application(s; x) 7! f"(s; x) := Z '(s; y)p("; x� y)�(dy)est uniform�ement continue sur R+�Rd. Donc grâce au th�eor�eme 4.7, p.s. leprocessus ((Zs; f"(s)); s � 0) est continu. De plus ce processus est nul pours � T .Soit � = (0 = t0; : : : ; tl = T ) une subdivision de [0; T ], on note U(�) :=Pli=1(ti � ti�1)(Zti ; f"(ti)). Une application directe du corollaire 4.5 donnepour tout entier p > 0:EZ� [U(�)p] = p! pXk=1 (�1)k+pk! Xn1+���+nk=p kYi=1(�; c�ni(0)); (31)o�u les fonctions c�n sont d�e�nies par la r�ecurrence (17) avec la condition ini-tiale c�1(r; x) := ExPli=1(ti�ti�1)1ti�rf"(ti; Bti�r). Notons que sup� kc�1 k <1. On en d�eduit que pour tout entier p,sup� EZ� hU(�)2pi <1:29



La famille U(�)p o�u � d�ecrit l'ensemble des subdivisions de [0; T ] est doncuniform�ement int�egrable.Par un argument de continuit�e, pour toute suite de subdivisions �nies�m de [0; T ] dont le pas tend vers 0, on a p.s.limm!1U(�m) = Z 10 (Zs; f"(s))ds:De plus il est clair que quand m!1, la fonction c�m1 converge versJ"(r; x) := Ex Z 10 ds f"(s+ r; Bs) = Z 10 ds Z �(dy)p("+ s; x� y)'(s+ r; y):Il en d�ecoule facilement que pour tout n � 1 les fonctions c�mn convergentsimplement vers les fonctions cn, d�e�nies par la r�ecurrence (17) et la condi-tion initiale c1(r; x) = J"(r; x). Par passage �a la limite dans (31), on obtientEZ� (V�("); ')p = p! pXk=1 (�1)k+pk! Xn1+���+nk=p kYi=1(�; cni(0)): (32)Par un argument de classe monotone, l'�egalit�e ci-dessus est vraie pour toutefonction ' 2 Hb.Ce r�esultat se g�en�eralise facilement �a une famille �nie de fonctions etde mesures. Soit un entier n, soient des mesures �1; : : : ; �n v�eri�ant l'hypo-th�ese (H), soient des fonctions '1; : : : ; 'n 2 Hb, soient des r�eels "1; : : : ; "nstrictement positifs, on a pour tout entier p:EZ� "" nXi=1(V�i("i); 'i)#p# = p! pXk=1 (�1)k+pk! Xn1+���+nk=p kYi=1(�; cni(0)): (33)o�u les fonctions cn sont d�e�nies par la r�ecurrence (17) avec la conditioninitiale c1(r; x) :=Pni=1 R10 ds R �i(dy)p("i+ s; x� y)'i(s+ r; y).Dans une deuxi�eme �etape, on utilise cette derni�ere formule pour d�emon-trer les majorations (29) et (30). Soit T > 0 �x�e. Soit une fonction ' 2 HTb .On conserve la notation J"(r; x) := R10 ds R �(dy)'(s+ r; y)p("+ s; x � y).Remarquons qu'en utilisant successivement les majorations (1) et (2), il vientpour "; "0 2 (0; 1]:jJ"(r; x)� J"0(r; x)j � c k'kZ T�r0 ds Z[s+";s+"0 ] duu2��� c k'k1[0;T ](r) ��" � "0���; (34)30



o�u on a utilis�e u ^ 1 � cu pour u 2 [0; T + 1].Nous appliquons alors (33) avec '1 = �'2 = ', "1 = ", "2 = "0 et �1 =�2 = �. Remarquons que dans ce cas c1 = J" � J 0" et donc d'apr�es le calculpr�ec�edent, jc1(r; x)j � c k'k1[0;T ](r) j"� "0j� . Une r�ecurrence simple montreque jcn(r; x)j � c k'kn 1[0;T ](r) j"� "0jn� . La majoration (29) d�ecoule alorsde (33).Pour la majoration (30), �a l'aide des arguments ci-dessus, on remarquequ'il su�t de montrer quec1(r; x) := Z 10 ds Z �(dy)'(s+ r; y)1[t;t0](r + s)p("+ s; x� y)est major�e par c k'k1[0;T ](r) jt � t0j� . Or cette derni�ere majoration est unesimple application de (2). 2Preuve de la proposition 5.1. Pour toute fonction ' 2 Hb, on pose�0�(') := lim inf"!0 (V�("); '):On a vu au d�ebut de cette partie que p.s. pour toute fonction ' 2 Hb,l'application " 7! (V�("); ') est continue sur (0;1). Le lemme de Kolmogo-rov et la majoration (29) montrent que cette application admet une limite�a droite en 0. En particulier, pour tout ' 2 Hb, p.s., lim inf "!0(V�("); ') =lim"!0(V�("); ').On d�esire ensuite obtenir une formule pour les moments de �0�. Pourcela, on part de la formule (32), avec ' 2 Hb. On conserve les notationsintroduites dans la preuve du lemme pr�ec�edent. Remarquons que les ar-guments de la d�emonstration de (34) entrainent la convergence de J"(r; x)vers R10 ds R �(dy)'(s+ r; y)p(s; x� y) pour la convergence simple born�ee.La d�e�nition des fonctions cn montre alors que le terme de droite de (32)converge quand "! 0. De plus d'apr�es (29), (V�("); ') converge vers �0�(')dans Lp(PZ� ) pour tout entier p. Par passage �a la limite dans (32), on obtientalors une formule pour les moments de �0�:EZ� h�0�(')pi = p! pXk=1 (�1)k+pk! Xn1+���+nk=p kYi=1(�; cni(0))o�u les fonctions cn sont d�e�nies par la formule (17) avec la condition initialec1(r; x) := R10 ds R �(dy)p(s; x� y)'(s+ r; y). On remarque alors grâce �a (2)que pour toute fonction ' 2 Hb, on a EZ� �0�(j'j) <1.31



Montrons qu'il existe une variable al�eatoire �� �a valeurs dans l'espacedes mesures positives sur R+�Rd telle que pour toute fonction ' 2 Hb, p.s.(��; ') = lim"!0(V�("); ').On voit imm�ediatement que �0� est p.s. lin�eaire (i.e. pour tous r�eels a, b,pour toutes fonctions '; � 2 Hb, on a p.s. �0�(a'+ b�) = a�0�(') + b�0�(�)),p.s. positive (i.e. si ' 2 Hb est positive alors p.s. �0�(') � 0) et p.s. �nie sur[0; T ]�Rd pour tout T <1. Soit ('m)m2N une suite croissante de fonctionspositives de HTb qui converge simplement vers '1 2 HTb . A l'aide de laformule pour les moments de �0� (avec ' = '1 � 'm), et d'un argumentde convergence domin�ee, il est ais�e de v�eri�er que �0�('m) converge dansLp(PZ� ) vers �0�('1). Or la suite �0�('m) est p.s. croissante et major�ee par�0�('1), on en d�eduit qu'elle converge p.s. vers �0�('1).On utilise alors un r�esultat sur l'existence de noyaux qui d�ecoule fa-cilement de la proposition 4.1 de [8]. Soient E un espace lusinien, (
;G)un espace mesurable et (Pi)i2I une famille de probabilit�es sur (
;G). Dansl'�enonc�e suivant, p.s. signi�e Pi-p.s. pour tout i 2 I . Soit � une applicationd�e�nie sur ff 2 B(E); kf k <1g�
 �a valeurs dans R̂, telle que pour toutef 2 B(E) born�ee, �(f) est G-mesurable.Lemme 5.3 On suppose que � est p.s. �nie, lin�eaire positive et que pourtoute suite croissante (fm)m2N, fm 2 Bb+(E), qui converge vers f 2 Bb+(E),on a p.s. �(fm) " �(f).Alors il existe un noyau �ni K de (
;G) sur (E;B(E)) tel que pour toutefonction born�ee f 2 B(E), on a p.s. K(f) = �(f).On applique le lemme en prenant (
;G; (Pi)i2I) = (
Z ;GZ; (PZ� )�2Mf ), pourtout entier n, En := [n; n + 1) � Rd, et pour tout f 2 B(En), la variableal�eatoire �n(f) := �0�(f). Pour tout entier n, �n v�eri�e les hypoth�eses dulemme ci-dessus. Donc il existe un noyauKn de (
Z;GZ) sur (En;B(En)) telque p.s. Kn(f) = �n(f). On peut alors consid�erer le noyau �� de (
Z ;GZ)sur (R+�Rd;B(R+�Rd)) d�e�ni par:��(') := Xn2NKn('1[n;n+1)�Rd):Comme �0� est p.s. lin�eaire, on a pour tout ' 2 Hb, p.s. ��(') = �0�('). Ona donc obtenu la premi�ere partie de la proposition. La formule (28) d�ecouledes formules ci-dessus pour les moments de �0�.En�n remarquons que pour toute fonction ' 2 Hb, on a la convergencep.s. de (V�("); '1[0;t]) vers (��; '1[0;t]). Donc il est clair que le processus32



(R t0 ��(ds; dy)'(s; y); t � 0) est adapt�e �a la �ltration (GZt )t�0. De plus �al'aide du lemme de Fatou et de l'in�egalit�e (30), on a pour tout entier pEZ� "�Z ��(ds; dy)'(s; y)1[t;t0](s)�2p# �Mp k'k2p ��t� t0��2p� :Comme le processus (R t0 ��(ds; dy) j'(s; y)j; t � 0) est croissant, on d�eduitde l'in�egalit�e pr�ec�edente et du lemme de Kolmogorov, que ce processus estp.s. continu. 26 Le temps local associ�e �a DOn rappelle que l'on note D = supp � et Dr l'ensemble des points de Rdr�eguliers pour D pour le mouvement brownien. On introduit maintenant les�el�ements n�ecessaires �a la d�emonstration des th�eor�emes de repr�esentation dusuper-mouvement brownien avec catalyse. On rappelle d'abord les r�esultatsde [10] concernant le temps local de Dr et les formules d'excursions. On�etudie ensuite un cas particulier utile pour les formules de repr�esentation.Le temps local associ�e �a DOn pose M := ft > 0; Bt 2 Drg. Comme l'ensemble DnDr est polaire(cf [13]), on a p.s. M = ft > 0; Bt 2 Dg. L'ensemble al�eatoire M est p.s.un ferm�e de (0;1). Le processus 1D(Bt) �etant optionnel, l'ensemble M l'estaussi. Il est de plus homog�ene en temps i.e. pour tout t � 0,(M � t) \ (0;1) = fs > 0; Bs � �t 2 Dg =M � �t:On utilise les notations classiques suivantes (cf [10]):R := TD = inffs > 0; s 2Mg;Rt := R � �t;G := ft > 0; Rt� = 0; Rt > 0g:L'ensemble G est l'ensemble des extr�emit�es gauches dans (0;1) des inter-valles contigus �a M . L'ensemble G est p.s. d�enombrable et p.s. G � M .Comme Dr est r�egulier pour lui même, p.s. M ne poss�ede pas de pointsisol�es. 33



D'apr�es [10], il existe une unique fonctionnelle additive continue L de Btelle que Ex �Z 10 e�t dLt� = Ex [e�R]: (35)On a p.s. (supp dLt)T(0;1) = ft > 0; Bt 2 Drg = M . Au sens de [1], lesupport de la fonctionnelle additive L est Dr. On dit que la fonctionnelleadditive est le temps local de M ou le temps local de Dr.La formule d'excursionOn note !� la fonction constante �egale �a � sur R+. Rappelons que l'ons'est plac�e sur l'espace canonique 
 = D(R+;RdS f�g). On d�e�nit la fonc-tion is de 
 dans 
 pour tout s � 0 par:is(!)(t) = !(t + s) si 0 � t < Rsis(!)(t) = � si t � Rs:On note F0 := �(Bs; s 2 R+). Le r�esultat suivant est un cas particulier dela proposition 9.2 de [10].Proposition 6.1 ( Maisonneuve ) Il existe une famille universellementmesurable de mesures �-�nies sur (
;F0), (Hx)x2Dr , telle que pour toutprocessus Z pr�evisible positif, et pour toute fonction f 2 F0 positive v�eri�antf(!�) = 0, on aEx "Xs2GZsf � is# = Ex �Z 10 ZsHBs(f)dLs� :Par des arguments classiques de classe monotone, on g�en�eralise cette �egalit�e�a une fonction positive f 2 B(R+)
 F0.Lemme 6.2 Avec les notations de la proposition pr�ec�edente, pour tout pro-cessus Z pr�evisible positif et pour toute fonction positive f 2 B(R+) 
 F0v�eri�ant f(:; !�) = 0, on a la relationEx "Xs2GZsf(s; :) � is# = Ex �Z 10 ZsHBs(f(s; :))dLs� :34



Un cas particulierDonnons un exemple utile pour la suite: soit une fonction positive � 2 F0telle que �(!�) = 0, et soit t un r�eel positif �x�e. On pose pour tout r�eel spositif et pour tout ! 2 
, f(s; !) := � � it�s(!)1[0;t)(s). Remarquons quela fonction positive f 2 B(R+)
 F0. On peut alors calculer:Ex "Xs2GZsf(s; :) � is# = Ex "Xs2GZs1s<t� � it�s � is#= Ex h1fR<t; t62MgZgt� � iti ;o�u gt := sup fs < t; s 2Mg (la condition fR < t; t 62Mg est �equivalente �a0 < gt < t). En prenant Z := 1 et �(!) := '(!(0)) o�u ' 2 B+(Rd), et enutilisant le lemme 6.2, on trouve:Ex Z 10 1s<t HBs('(!(t� s)))dLs = Ex ['(Bt)1t>TD1Bt2Dc] : (36)7 Formules de repr�esentationDans ce paragraphe et le suivant, on fait l'hypoth�ese suivante (H'): Lamesure de Revuz not�ee � associ�ee au temps local L v�eri�e la condition d'in-t�egrabilit�e (H). Rappelons (cf (6)) que L et � sont li�es par la relation: pourtout ' 2 Bb+(R+�Rd),E� Z 10 '(s; Bs)dLs = Z �(dx) Z 10 ds Z �(dy)p(s; x� y)'(s; y): (37)La condition (H') est automatiquement v�eri��ee lorsque d = 1. En dimen-sion sup�erieure, nous montrons en appendice que la condition (H') est v�eri��eed�es que D satisfait une hypoth�ese de r�egularit�e assez faible. En g�en�eral, onsait seulement que RB(x;1) jx� yj�d+2 �(dy) (resp. R log+ �jx� yj�1��(dy))est uniform�ement born�e sur Rd si d � 3 (resp. d = 2), ce qui est l�eg�erementmoins fort que l'hypoth�ese (H) sur �.On note Qt le semigroupe de transition du mouvement brownien tu�e surD: pour tous ' 2 Bb+(Rd), (t; x) 2 R+�Rd,Qt'(x) := Ex h'(Bt)1ft<TDgi :En�n pour toute mesure � 2Mf , on note �Qt la mesure sur Rd d�e�nie par(�Qt; ') := (�;Qt'), ' 2 Bb+(Rd). 35



Pour tout r�eel t > 0, pour toute fonction ' 2 Bb+(Rd), on consid�ere lafonction: 
't (s; x) := 1s<tHx[� � it�s]1D(x); (s; x) 2 R+�Rd;o�u pour tout ! 2 
, �(!) := '(!(0))1Dc(!(0)). On a d�ej�a remarqu�e quel'application (s; !) 7! � � it�s(!) est B(R+)
 F0-mesurable. Comme (Hx)est une famille universellement mesurable, la fonction 
't est B�(R+�Rd)-mesurable. De plus elle est �a support dans [0; t]�Rd.Grâce �a l'hypoth�ese (H'), il est possible de consid�erer la mesure al�eatoire�� construite dans la proposition 5.1 pour � = �. Il existe un unique pro-longement de �� �a B�(R+�Rd) que l'on continue de noter ��. On introduitpour tout t > 0 la mesure al�eatoire �t d�e�nie pour tout ' 2 Bb+(Rd) par(�t; ') := (��; 
't ) = Z ��(ds; dy)1s<tHy('(!(t� s))): (38)On v�eri�e facilement que le processus � = (�t; t > 0) est �a valeurs dansMf . En e�et, pour ' 2 Bb+(Rd), on a en utilisant successivement (28), (37),et (36): EZ� (�t; ') = EZ� (��; 
't )= Z �(dx) Z +10 ds Z �(dy)p(s; x� y)
't (s; y)= E� Z +10 dLsHBs ['(!(t� s))]1t>s= E� h'(Bt)1ft>TD; Bt2Dcgi :Remarquons que supp �t � Dc.Le th�eor�eme suivant fournit une repr�esentation de la mesure Zt sur lecompl�ementaire deD. Cette repr�esentation fait intervenir deux termes. L'un,�Qt, correspond intuitivement aux \particules\ qui n'ont pas visit�e l'en-semble de catalyse entre les instants 0 et t. L'autre, �t, rend compte aucontraire des particules \lib�er�ees" par l'ensemble de catalyse.Th�eor�eme 7.1 Pour toute mesure � 2Mf , PZ� -p.s., on a pour tout t > 0,1Dc :Zt = �t + �Qt:Preuve. Soit un r�eel t > 0 �x�e. Il est facile de g�en�eraliser la formule (33) dela mani�ere suivante: pour tout entier p, pour " > 0, pour toutes fonctions36



born�ees f 2 Hb,  2 B(Rd), on aEZ� [[(V�("); f) + (Zt;  )]p] = p! pXk=1 (�1)k+pk! Xn1+���+nk=p kYi=1(�; cni(0));o�u les fonctions cn sont d�e�nies par la r�ecurrence (17) et la condition initialec1(r; x) = Z 10 ds Z �(dy)p("+ s; y � x)f(r+ s; y) + 1[0;t](r)Ex (Bt�r):En utilisant les arguments de la preuve de la proposition 5.1, on obtient parpassage �a la limite:EZ� [[(��; f) + (Zt;  )]p] = p! pXk=1 (�1)k+pk! Xn1+���+nk=p kYi=1(�; cni(0)); (39)o�u les fonctions cn sont d�e�nies par la r�ecurrence (17) et la condition initiale:c1(r; x) = Z 10 ds Z �(dy)p(s; y� x)f(r + s; y) + 1[0;t](r)Ex (Bt�r):Remarquons alors que par des arguments de convergence domin�ee etd'uniforme int�egrabilit�e, le r�esultat s'�etend aux fonctions f 2 B(R+ � Rd)telles que supx2Rd;r2R+ Z 10 ds Z �(dy)p(s; y� x) jf(r + s; y)j <1 (40)(cette condition assure que les fonctions cn intervenant dans le membre dedroite de (39) sont uniform�ement born�ees). Il s'�etend alors imm�ediatementaux fonctions f 2 B�(R+�Rd) satisfaisant (40).Soit une fonction ' positive born�ee �a support dans Dc. La fonction f =
't v�eri�e (40). En e�et, en raisonnant comme dans le calcul e�ectu�e ci-dessus pour EZ� (�t; '), on a:Z 10 dsZ �(dy)p(s; y�x)
't (r+s; y)=1[0;t](r)Exh'(Bt�r)1ft�r>TD;Bt�r2Dcgi :On peut appliquer la formule (39) avec le choix f = 
't ,  = �'. Dans cecas on ac1(r; x) = Z 10 ds Z �(dy)p(s; y � x)
't (r + s; y)� 1[0;t](r)Ex'(Bt�r)= 1[0;t](r)Ex h'(Bt�r)1ft�r>TD;Bt�r2Dcg � '(Bt�r)i= �1[0;t](r)Ex h'(Bt�r)1ft�r�TDgi= �1[0;t](r)Qt�r'(x); 37



o�u pour la troisi�eme �egalit�e, on a utilis�e le fait que ' s'annule sur D. Enparticulier c1(r; x) = 0 si x 2 Dr. Comme la fonctionnelle A ne crô�t p.s.que sur fs > 0; Bs 2 Dg = fs > 0; Bs 2 Drg, on en d�eduit aussitôt quec2(0; x) = �12Ex Z 10 c1(s; Bs)2dAs = 0:Ces observations nous permettent de calculer pour tout t > 0,EZ� h((�t; ') + (�Qt; ')� (Zt; '))2i = EZ� h((�t; ')� (Zt; '))2i+(�Qt; ')2+ 2(�Qt; ')EZ� [(�t; ')� (Zt; ')] : (41)D'apr�es (39) et les calculs ci-dessus pour les fonctions c1(0; x), c2(0; x) on aEZ� [(�t; ')� (Zt; ')] = (�; c1(0)) = �(�Qt; ');EZ� h((�t; ')� (Zt; '))2i = �2(�; c2(0)) + (�; c1(0))2 = (�Qt; ')2:Il en d�ecoule aussitôt que le terme de droite de (41) est nul, et donc pourtout t > 0, PZ� -p.s., (Zt; ') = (�t; ')+(�Qt; '). En�n, il est facile de v�eri�erque le processus ((�t+�Qt; '); t > 0) est PZ� -p.s. continu (voir les argumentsde la partie suivante). D'apr�es la partie 4, le processus ((Zt; '); t > 0) estPZ� -p.s. continu. Donc on a PZ� -p.s. pour tout t > 0, (Zt; ') = (�t+ �Qt; ').Il en d�ecoule que PZ� -p.s. pour tout t > 0, 1Dc :Zt = �t + �Qt. 2Corollaire 7.2 Supposons que D soit de mesure de Lebesgue nulle. AlorsPZ� -p.s., pour tout t > 0, Zt = �t + �Qt:Preuve. D'apr�es le th�eor�eme 4.9 le processus (Zt; 1D) est p.s. continu sur(0;1). La formule de moment d'ordre 1 (22) et l'hypoth�ese sur D montrentque pour tout t > 0, PZ� ((Zt; 1D) = 0) = 1. On en d�eduit que p.s. pour toutt > 0, (Zt; 1D) = 0. Le corollaire d�ecoule alors du th�eor�eme 7.1. 238



8 Existence et r�egularit�e de la densit�e du super-processus Z par rapport �a la mesure de Lebesgueen dehors de DA l'aide de la formule de repr�esentation pr�ec�edente, il est alors possiblede d�emontrer l'existence et la r�egularit�e de la densit�e du super-mouvementbrownien avec catalyse. On note � le Laplacien en dimension d.Th�eor�eme 8.1 P.s., pour tout t > 0, la mesure al�eatoire Zt poss�ede sur Dcune densit�e z(t; y) par rapport �a la mesure de Lebesgue. Cette densit�e est declasse C1 sur (0;1)�Dc. De plus on a p.s. pour tout (t; y) 2 (0;1)�Dc,@z@t (t; y) = 12�z(t; y):Preuve. On note q la densit�e de transition du mouvement brownien tu�e surD: pour tout (t; x; y) 2 (0;1)�Rd�Rd,q(t; x; y) := p(t; x� y)� Ex [1TD<tp(t� TD; BTD � y)] : (42)On d�e�nit D" := nx 2 Rd; d(x;D)� "o et T" := inf ft > 0; !(t) 2 Dc"g. Enutilisant la propri�et�e de Markov forte des mesures Hx pour le noyau detransition Qt (cf [10] th�eor�eme 5.1), on obtient pour toute fonction ' positivemesurable �a support dans Dc2", pour tous u < t et pour tout x 2 Dr,Hx('(!(t� u))) = Hx�Z q(t� u� T"; !(T"); y)1t�u�T">0 '(y)dy�= Z dy '(y)Hx (q(t� u� T"; !(T"); y)1t�u�T">0) :En reportant cette �egalit�e dans la d�e�nition (38) de la mesure al�eatoire �,on voit que la mesure �t poss�ede une densit�e �t par rapport �a la mesure deLebesgue. Cette densit�e est donn�ee pour tout y 2 Dc2" par�t(y) := Z ��(du; dx)Hx (q(t � u� T"; !(T"); y)1t�u�T">0) : (43)Pour �etudier la r�egularit�e de �t, nous avons besoin des lemmes suivants.Lemme 8.2 Pour tout x 2 Rd, la fonction (t; y) 7! q(t; x; y) est de classeC1 sur (0;1)�Dc et pour tous n 2 N, m 2 Np, pour tous " > 0, �0 > 0,on a sup(����� @n+m@tn@ym q(t; x; y)�����; t > 0; x 2 Rd; y 2 Dc"; jx � yj > �0) <1:39



De plus pour tout x 2 Rd, on a:@q@t (t; x; y) = 12�yq(t; x; y); (t; y) 2 (0;1)�Dc:Preuve. La premi�ere assertion du lemme se d�emontre par r�ecurrence �a l'aidede l'expression de q dans (42) et grâce �a des arguments classiques de d�eriva-tion sous le signe somme. La deuxi�eme assertion est classique.Lemme 8.3 On a pour tout " > 0, supx2Dr Hx [T" <1] <1.Preuve. Soit r0 > 0. En utilisant la propri�et�e forte de Markov sous la mesureHx, il vient:Hx(TD > r0) � Hx (T" <1; TD � T" > r0)� Hx �T" <1; E!(T")[TD > r0]�� Hx�T" <1; E!(T")[8s � r0; jBs � x0j � "2)]jx0=!(T")]�� cHx (T" <1) :De plus on sait par [10] th�eor�eme 4.1 que pour tout x 2 Dr, on a Hx(1 �e�TD) � 1 ce qui implique que Hx(TD > r0) � [1� e�r0 ]�1 < 1, pour toutr0 > 0. On en conclut que supx2Dr Hx [T" <1] <1. 2Fin de la preuve du th�eor�eme 8.1.On v�eri�e ais�ement �a l'aide du lemme 8.2 ci-dessus que la fonction (t; y) 7!R q(t; x; y)�(dx) qui est la densit�e de la mesure �Qt par rapport �a la mesurede Lebesgue, est de classe C1 sur (0;1) � Dc. De plus cette fonction estsolution de l'�equation de la chaleur sur (0;1)�Dc.On a vu que �t poss�ede une densit�e par rapport �a la mesure de Lebesguedonn�ee par (43). Un argument de convergence domin�ee reposant sur leslemmes 8.2, 8.3 et la propri�et�e (27), montre que la fonction (t; y) 7! �t(y)est continue sur (0;1)�Dc en dehors d'un ensemble de probabilit�e nulle. Unraisonnement par r�ecurrence utilisant les mêmes arguments et le th�eor�emede d�erivation sous le signe somme montre que p.s. la fonction (t; y) 7! �t(y)est de classe C1. En�n, comme la fonction (t; y) 7! q(t; x; y) est solution del'�equation de la chaleur sur (0;1)�Dc, on v�eri�e �a l'aide de (43) qu'il en estde même pour �. On conclut alors �a l'aide du th�eor�eme de repr�esentation.240



Remarque. Lorsque D est de mesure de Lebesgue nulle, les th�eor�emes 7.1et 8.1 entrâ�nent que p.s. pour tout t > 0, Zt est absolument continue parrapport �a la mesure de Lebesgue. On obtient ainsi une g�en�eralisation d'unr�esultat de [3] pour le cas d'un point de catalyse en dimension un (voir aussi[4] pour certaines extensions en dimension sup�erieures).9 Mesure martingale orthogonale associ�ee �a ZLes r�esultats de cette partie sont vrais sans l'hypoth�ese (H'). On utiliseles mesures al�eatoires construites dans le paragraphe 5 pour identi�er la me-sure de covariance de la mesure martingale associ�ee �a Z. Rappelons d'abordbri�evement la construction de cette mesure martingale.On note C2;1b l'ensemble des fonctions born�ees ' 2 C(R+ � Rd) tellesque @2'@xi@xj et @'@t existent et soient continues born�ees. Pour toute fonction' 2 C2;1b , on consid�ereM't := (Zt; '(t))� (Z0; '(0))� Z t0 �Zs; @'@s (s) + 12�'(s)�ds:Le membre de droite est bien d�e�ni, car le processus (Zs; @'@s (s) + 12�'(s))est p.s. continu sur [0; t]. En utilisant la propri�et�e de Markov du processusZ, et le calcul des moments de Z, on v�eri�e facilement que le processus(M't; t � 0) est une (GZt )t�0-martingale. Remarquons que grâce �a la pro-pri�et�e de Markov du processus Z, et aux formules (22) et (23), on calculepour toutes fonctions '; � de classe C2;1bEZ� M'tM�s = Z �(dx) Z t^s0 du Z �(dy)p(u; x� y)'(u; y)�(u; y): (44)La martingale (M't; t � 0) est donc de carr�e int�egrable.De plus l'application ' 7! M' est une isom�etrie d'espace vectoriel deHbTC2;1b muni de la semi-normek'k2� := E� Z 10 '(u;Bu)2dAudans l'ensemble des martingales continues de carr�es int�egrables muni dela norme EZ� M21. Par des arguments de densit�e, on peut prolonger M �atout Hb. Il est alors facile de v�eri�er que dans la terminologie de [14],M est une mesure martingale. De plus on d�eduit de la formule (44) quepour tous A;B 2 B(R+ � Rd), tels que ATB = ;, on a pour tout t � 0,41



EZ� (M1A)t(M1B)t = 0. Par d�e�nition M est alors une mesure martingaleorthogonale.Avant d'�enoncer le r�esultat principal de ce paragraphe, rappelons quepuisque la mesure � v�eri�e la condition (H), on peut consid�erer la mesureal�eatoire �� construite dans la proposition 5.1. On identi�e alors la mesurede covariance de M �a l'aide de la mesure al�eatoire �� .Proposition 9.1 Pour toute fonction born�ee ' 2 B(R+ � Rd), p.s. pourtout t � 0, on a < M' >t= Z t0 ��(ds; dy)'(s; y)2:Preuve. On utilise les notations du paragraphe 5. D'apr�es la d�e�nition deV�(") avec � := �, et en utilisant la propri�et�e de Markov pour Z, on a pourtous t � 0, s � 0, " > 0,EZ� �Z t+ss V�(")(du; dy)'(u; y)2 j GZs �= Z Zs(dx) Z t0 du Z �(dy) Z dz p(u; x� z)p("; z � y)'(u+ s; y)2:Par un argument de convergence domin�ee utilisant �a nouveau (2) et (3) , lemembre de droite de l'�egalit�e ci-dessus converge versZ Zs(dx) Z t0 du Z �(dy) p(u; x� y)'(u+ s; y)2 = EZs Z t0 '(u+ s; Bu)2dAu:De plus on a vu que la variable al�eatoire (V�("); '1[s;t+s]) converge dansL2(PZ� ) vers (�� ; '1[s;t+s]). On a donc �nalement par passage �a la limite:EZ� �Z t+ss ��(du; dy)'(u; y)2 j GZs � = EZs Z t0 '(u+ s; Bu)2dAu:Par ailleurs, en utilisant la propri�et�e de Markov du processus Z et la formule(44), on obtient pour tous t � 0, s � 0,EZ� h[M't+s]2 j GZs i = [M's]2 + EZs Z t0 '(s+ u;Bu)2dAu:Comme le processus �R t0 ��(ds; dy)'(s; y)2; t � 0� est croissant, continu, a-dapt�e et nul en 0, le processus�< M' >t � Z t0 ��(ds; dy)'(s; y)2; t � 0�est une martingale continue �a variation �nie nulle en 0. Cette martingale estdonc identiquement nulle. 242



AppendiceOn d�esire donner une hypoth�ese sur D qui entrâ�ne la condition (H')introduite dans le paragraphe 7. Rappelons que B d�esigne un mouvementbrownien d-dimensionnel. Soit Cn(x) := ny 2 Rd; 2�n � jx� yj � 2�n+1o,pour tout x 2 Rd. On introduit l'hypoth�ese (H"):{ si d = 2, il existe une constante b > 0 et un entier n0 tels que pourtous x 2 D, n � n0, infy;jx�yj=2�n�4Py(TD < TCn(x)) � b > 0;o�u TCn(x) := inf ft > 0; Bt 2 Cn(x)g,{ si d � 3, il existe une constante b > 0 et un entier n0 tels que pourtous x 2 D, n � n0,cap(D\Cn(x)) � b cap(Cn(x));o�u cap(A) est la capacit�e newtonienne (cap(Cn(x)) = c(d)2�n(d�2)).En dimension d � 3, l'hypoth�ese (H") est v�eri��ee lorsqueD est l'adh�eren-ce ou la fronti�ere d'un domaine lipschitzien (born�e) ou bien encore si D estl'adh�erence d'un domaine lipschitzien (born�e) d'une sous vari�et�e de dimen-sion d � 1. Lorsque d = 2, on voit facilement que l'hypoth�ese (H") estsatisfaite si D est un compact connexe.Lemme La condition (H") implique (H').Preuve. Rappelons que (Ft; t � 0) d�esigne la �ltration compl�et�ee associ�ee �aB. Soit � une variable exponentielle de param�etre 1 ind�ependante de B. SoitLD := supft > 0; t < �; Bt 2 Dgavec la convention usuelle supf;g = 0.Montrons dans un premier temps que pour tout � 2 (0; 1),Ex hL��D 1LD>0i � c ZB(x;1) �(dy)jx� yjd�2+2� ; (45)o�u � est la 1-mesure d'�equilibre de D (cf paragraphe 7) et la constante c ned�epend que de d et de �. Remarquons quePx [LD > 0] = Px [TD < �] = Ex he�TDi :43



Il d�ecoule de (35) et de (37) que Px [LD > 0] = R R10 e�s p(s; x� y)ds �(dy).On d�eduit de l'�egalit�e ci-dessus et de la propri�et�e de Markov (voir [13] p.61-62) pour le processus (Bt^�; t � 0), quePx [LD > t] = Z 1t ds e�s Z p(s; x� y)�(dy):Donc on en d�eduit alors que pour 0 < � < 1,Ex hL��D 1LD>0i = Z 10 ds s�� e�s Z p(s; x� y)�(dy);et l'in�egalit�e (45) en d�ecoule facilement.On veut ensuite majorer le terme de gauche de (45). Soit x 2 D. Re-marquons que sous l'hypoth�ese (H"), Px-p.s., LD > 0. On note St :=sups�t jBt � xj. Soit la suite de temps d'arrêt �n := inf �t > 0; St > 2�4n	.On a alors pour tout m > 1,Px hSLD < 2�8mi � Px"2m�1\n=m f8t 2 [�n+1; �n]; Bt =2 Dg#+Px [� � �m] (46)On a facilement Px [� � �m] � Ex [�m] = 2�8mEx [�0].Si d = 2, on a par (H"): pour 4n � n0,Px �9t 2 [�n+1; �n]; Bt 2 D j F�n+1� � b > 0:Si d � 3, on v�eri�e ais�ement (cf [9] p256) que pour 4n+ 2 � n0,Px �9t 2 [�n+1; �n]; Bt 2 D j F�n+1�� Px h9t 2 [�n+1; �n]; Bt 2 D\C4n+2(x) j F�n+1i� c 2(4n+2)(d�2) cap(D\C4n+2(x))� c0 > 0;d'apr�es l'hypoth�ese (H"). Remarquons que c0 est ind�ependant de x. On peutsupposer c0 2 (0; b ^ (1=2)). Par applications successives de la propri�et�e deMarkov forte �a (46), il vient en utilisant les majorations ci-dessus, pour toutm � (n0 + 2)=4,Px hSLD < 2�8mi �  2m�1Yn=m (1� c0)!+ 2�8mEx [�0]� c(1� c0)m:44



On choisit ensuite �0 > 0 (ind�ependamment de x), tel que 28�0(1� c0) < 1,et il vient: ExS��0LD � 1 + 1Xn=0 2(8n+8)�0Px hSLD < 2�8ni � c; (47)o�u c est ind�ependant de x.D'autre part, pour tout � 2 (0; 1=2) et pour tout p > 0, on sait queEx "supt�1 �Stt� �p# � C(p; �) <1: (48)A l'aide de l'in�egalit�e de H�older on d�eduit facilement de (47) et de (48)que pour 0 < � < ��0,Ex hL��D i � Ex h(LD ^ 1)��i= Ex 24 SLD^1(LD ^ 1)�!�=� S��=�LD^135 � C <1:Finalement, en utilisant la propri�et�e de Markov forte, on a pour toutx 2 Rd,Ex hL��D 1LD>0i = Ex �1TD<1EBTD h(a + LD)��ija=TD� � C:On d�eduit de la majoration ci-dessus et de (45) que l'hypoth�ese (H') estv�eri��ee. 2Remerciements. Je tiens �a remercier J.F. Le Gall pour son aide et nos nom-breuses discussions.R�ef�erences[1] R. BLUMENTHAL and R. GETOOR. Markov processes and potentialtheory. Academic press, New York, 1968.[2] D. A. DAWSON and K. FLEISCHMANN. Di�usion and reaction cau-sed by point catalysts. SIAM J. Appl. Math., 52 (1): 163{180, 1992.[3] D. A. DAWSON and K. FLEISCHMANN. A super-brownian motionwith a single point catalyst. Stoch. Process. and Appl., 49: 3{40, 1994.45
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