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Résumé

Dauns ce rapport, nous cherchons des schémas TVD d’ordre élevé pour la résolution numérique
des équations ou systemes hyperboliques, en une dimension d’espace. Comme tout schéma
conservatif linéaire TVD est nécessairement du premier ordre, nous introduisons des limiteurs
non linéaires, afin de rendre TVD des schémas linéaires trés précis. Nous présentons de nouveaux
limiteurs pour le 8-schéma décentré d’ordre 3 (avec § = 1/3), plus efficaces que le limiteur de
Spekreijse, ainsi que pour le 3-schéma centré d’ordre 4 (avec f = 1/3). Nous comparons Veffi-
cacité de ces schémas et celles de schémas existants sur des solutions irrégulieres de ’équation
de Burgers.

HIGH ORDER TVD SCHEMES FOR THE RESOLUTION OF
BURGERS EQUATION

Abstract

In this paper, we build high order TVD schemes for the resolution of hyperbolic equations
or systems. Since all linear TVD conservative schemes are necessarily first order accurate, non
linear limiters need to be added to hoghly accurate linear schemes. We present in this paper new
limiters for the third-order accurate MUSCL-type upwind scheme (with § = 1/3), which are
more efficient than the limiters introduced by Spekreijse, and the fourth-order accurate MUSCL-
type centered scheme (with § = 1/3). Accuracy and computational costs for limited and non-
limited schemes are compared and tested on discontinuous solutions of Burgers equation.



1 Introduction

L’objet de ce rapport est la mise au point de schémas numériques TVD (& variation totale
décroissante) d’ordre élevé pour une équation hyperbolique en général. Nous nous intéressons
plus particulierement & l’advection linéaire et & 1’équation de Burgers, non linéaire, dont les
solutions ressemblent & celles des solutions des équations d’Euler en mécanique des fluides non
visqueux (pour ce qui est des champs vraiment non linéaires).

On part d’une constatation assez simple: tous les schémas linéaires d’ordre supérieur & 1
peuvent produire des oscillations, notamment prés des discontinuités. Ces oscillations ont des
conséquences assez graves sur la qualité des résultats (défaut de positivité par exemple), surtout
pour les équations ou systémes hyperboliques non linéaires. Historiquement, on s’est d’abord
restreint & une classe spéciale de schéma sans oscillations (TVD) [1], classe qui s’est avérée tres
réduite, et ne contenant pas de schéma d’ordre élevé. Par la suite, on a ensuite adjoint des
limiteurs non linéaires [2]| & ces schémas pour les rendre TVD. L’étude présentée ici poursuit les
travaux de Sweby [3] et Spekreijse [4].

Dans un premier temps, on rappelle un ensemble de notions générales sur les schémas numé-
riques. On introduit le caractére TVD pour un schéma conservatif en volumes finis, et comment
il peut étre corrélé a sa stabilité ou & sa précision.

Nous étudions ensuite successivement le schéma décentré du premier ordre, seul schéma
linéaire TVD, puis les schémas de type MUSCL |2]| (Monotonic Upwind Scheme for Conserva-
tion Laws) décentrés ou centrés d’ordre super’rieur. Nous présentons les schémas et limiteurs
existants, puis nous présentons la partie originale de ce travail en introduisant de nouveaux
limiteurs, pour des schémas de type MUSCL en flux décentrés et centrés.

Pour terminer, nous étudions le comportement des nouveaux schémas obtenus et nous com-
parons leur efficacité aux schémas existants.

2 Généralités sur les schémas numériques

Dans cette section, nous allons situer le cadre de notre étude. Nous nous intéressons aux
équations hyperboliques (scalaires) mono-dimensionnelles, éventuellement non linéaires.

2.1 Equations hyperboliques linéaires ou non linéaires

Pour un fonction scalaire u(x,t) en une dimension, une équation hyperbolique sous forme
conservative s’écrit:
w(z,0) = ug(z) ~’

ol f est une fonction de flux de classe C! et les indices = et ¢ représentent des dérivations en
espace et en temps.
A priori, f peut étre quelconque. On distingue entre autres, I’équation d’advection:

up + cuy, = 0, (2)



ol f(u) = cu est linéaire (c € IR), et ’équation de Burgers,

2

=) =0, (3)

Ut+(2
x

ot f(u) =u?/2 est non linéaire et strictement convexe.

Ces équations se rapprochent des équations d’Euler en une dimension pour certains aspects.
Pour les équations d’Euler, tous les champs sont linéairement dégénérés ou vraiment non li-
néaires, et les solutions ressemblent aux solutions de I’équation d’advection et de I’équation de
Burgers. Toutes ces équations sont écrites ici sous forme conservative. Cette forme a un sens.
Elle dérive de principes physiques de conservation (masse, quantité de mouvement et énergie
pour les équations d’Euler). Cette forme n’est équivalente & aucune forme différente, obtenue en
supposant que f et u sont suffisamment régulieres (forme non conservative par exemple). Ceci
peut se voir aisément. Pour u suffisamment réguliere, ’équation (3) est équivalente par exemple
a

2 u?
(), + (%) =0,
et les relations de Rankine-Hugoniot pour les deux formes conservatives précédentes donnent

des vitesses différentes pour une discontinuité (s = (ug+up)/2 et s = 1/6.(u}, —ud)/(u3 —u%)

respectivement).

2.2 Formulation en volumes finis

De maniere classique pour les systémes hyperboliques, on distingue les solutions classiques
(assez régulieres, mais parfois pour un temps limité), les solutions faibles (solutions au sens
des distributions) et les solutions faibles entropiques (les solutions physiques, pour lesquels
certains théoremes d’existence et d’unicité peuvent exister). En restant proche de la formulation
conservative, on s’assurera que, de maniére naturelle, la viscosité numérique apportée par nos
schémas selectionne bien une solution faible entropique, donc physique.

On choisit donc une formulation en volumes finis. La forme intégrale de I’équation initiale
de conservation nous assure que, pour un intervalle [a, b],

% </ab u(:ﬂ,i)éix) = f(u(a,t)) — f(u(b,t)). (4)

Le principe fondamental des formulations en volumes finis est le suivant: on partage le
domaine en cellules (intervalles en une dimension) et on consideére que la solution est constante
sur ces cellules. Ainsi, les inconnues numériques u}' représentent des approximations & I'instant
t"™ de la moyenne de u sur la cellule 7. On choisira un maillage régulier, tel que:

r;, = Az
Ty = (i+3)Az (5)
Ci = [:v-_%,xﬂ_%]



2.3 Schémas conservatifs

Definition 1 Un schéma numérigque est dit conservatif s’il existe une fonction ¢ de flux nu-
mérique telle que le schéma s’écrive sous la forme:
wltl — u? ¢z—|—% - ¢¢,l

7 2
At Az =0 (6)

iy L entre les cellules C; et Ci11 est donné par qﬁH% = (uf,u ).

ot le flur numérique ¢

On notera que, dans I’équation précédente, les parties temporelle et spatiale de 1’équation
d’origine sont encore séparées. Ainsi, on pourra s’intéresser de maniere découplée aux schémas
numériques choisis pour chaque dérivée. Dans la suite, on utilisera des schémas en temps expli-
cites, & un ou plusieurs pas (schémas de Runge-Kutta), et des flux numériques plus ou moins
précis en espace.

2.4 Précision des schémas numériques

L’approximation numérique fournie par le schéma spatial est d’autant meilleure que ’erreur
de troncature est faible. Celle-ci est donnée par:

x ¢1+% B (]517%
S =—Qr, (f(u)) - (7

Definition 2 On dit que le schéma (spatial) est consistant si
e? = O(Ax) quand Az — 0. (8)
Lorsque le schéma spatial est conservatif, il est consistant si ¢(u,u) = u.

Definition 3 De méme, on dit que ’approrimation spatiale est d’ordre p si
e = O(AzP)quand x — 0. 9)

En une seule dimension, sur un maillage régulier, les schémas en volumes finis sont semblables
aux schémas aux différences finies. L’écriture de l'erreur de troncature est bien plus facile.
L’utilisation de développement limités de u aux points du maillage permet de calculer I’erreur
de troncature des schémas. Pour chaque schéma, on calcule I’équation approchée que verifie la
solution numérique (u;);cz. L’analyse de cette « équation équivalente » permet de mettre en
évidence certaines propriétés fondamentales du schéma, comme la diffusion ou la dispersion [5].

2.5 Stabilité, principe du maximum, monotonie

On dispose d’une batterie de schémas linéaires, précis & ’odre un ou plus en temps et/ou en
espace, qui sont stables (stabilité L?) lorsqu’ils sont appliqués & I’équation d’advection linéaire
(2). La démonstration repose sur ’analyse de Von Neumann en modes de Fourier. Par exemple,
le schéma de Lax-Wendroff

n+1 n n  _ ,n n o _ n n
i T M T gt 2ui’ + uil

At 20 Az?

U

=0, (10)



est d’ordre 2 en temps et en espace, mais stable en norme L? seulement si le nombre de Courant

v vérifie
|c|At

Az

Cependant, le schéma de Lax-Wendroff produit des oscillations parasites, lorsqu’il est appli-

qué & des solutions discontinues. Sur la figure 1, on montre les solutions exacte et approchée de

I’advection d’une vague carrée. Ce défaut est grave, car il peut apparaitre des discontinuités de

la solution faible entropique d’une équation ou d’un systéme hyperbolique non linéaire, méme
pour une donnée initiale réguliere [6].

V= <1.

f(u)=u dx=0.005 nu=0.5
1.4 T T T T T

Lax- Wendr of f ——
sol ution exacte ----

Fi1G. 1 — Oscillations générées par le schéma de Lax- Wendroff.

On sait que les solutions faibles de (1) ont de remarquables propriétés. Aucun maximum ni
minimum local n’apparait. Les valeurs aux minima locaux ne décroissent pas. Les valeurs aux
maxima locaux ne croissent pas [1] (et donc la variation totale de u ne peut pas croitre au cours
du temps). On aimerait que les schémas numériques fournissent des solutions approchées qui
aient les mémes propriétés.

Introduisons quelques propriétés de monotonie que pourraient avoir les schémas conservatifs
considérés. Harten, Hyman et Lax [7] ont introduit la notion de monotonie pour un schéma
conservatif dans le sens étendu ol il peut s’écrire sous la forme:

+1 At —
= = R (diy — diny) = By ), 1)
avec ¢i+% = (U p s Uprm)
ou la fonction de flux numérique ¢ est consistante, c’est-a-dire ¢(u,...,u) = u.

Definition 4 On dira qu’un tel schéma est monotone si et seulement si la fonction @ est une
fonction croissante (au sens large) de chacun de ses arguments.



D’une part, on peut montrer qu’un schéma monotone ne peut converger que vers une solution
entropique (théoreme essentiel sur la convergence des schémas monotones). D’autre part, on a
le théoreme [7] suivant:

Theorem 1 Tout schéma monotone est au mazimum d’ordre 1.

Cette notion est donc un peu forte. Harten [1] a introduit des notions plus faibles de mo-
notonie, dans le but d’obtenir des schémas d’ordre au moins égal a 2, monotones en un certain
sens.

Definition 5 On dira qu’un schéma est TVD (a4 variation totale décroissante, total variation
diminishing) si et seulement si

TV (u"t) < TV (u™), (12)
ot TV (u"), la variation totale discrete de u™, est donnée par

1=-+00

TV(@U") = ) |uf —uf |- (13)

1=—00

Definition 6 Enfin, on dira qu’un schéma préserve la monotonie [1/, si et seulement si il
transforme une suite u™ monotone en une autre suite u"t également monotone. On dit qu’une
suite u est monotone si et seulement si

Vi, min(ui_l,uiﬂ) S (17 S max(ui_l,ui+1). (14)

Pour ces différentes notions de monotonie, on a les implications suivantes [1]:

Theorem 2 Pour un schéma conservatif quelconque,

monotone = TVD — préserve la monotonie. (15)

Theorem 3 Pour un schéma conservatif linéaire,

TVD <= préserve la monotonie <= monotone —> du premier ordre (16)

En conséquence, il n’existe pas de schéma linéaire qui soit TVD et d’ordre supérieur & 1. Si
I’on veut construire des schémas TVD d’ordre au moins égal & 2, ils doivent étre non linéaires.

Dans les sections suivantes, nous étudions d’abord le schéma décentré (d’ordre 1), et nous
vérifions qu’il est TVD. Nous verrons ensuite des schémas d’ordre 3 ou 4, fondés sur des schémas
linéaires non TVD, auxquels on a ajouté des limiteurs non linéaires. Ces limiteurs rendent
le schéma TVD, tout en lui gardant sa précision. Dans la suite, on considérera toujours des
schémas temporels explicites de Runge-Kutta, dont 'ordre de précision est au moins égal &
celui de "approximation spatiale.



3 Schéma décéntré du premier ordre

Pour I’équation d’avection (linéaire), tous les schémas décentrés du premier ordre sont iden-
tiques. Nous rappelons les propriétés de stabilité et de monotonie de ce schéma. Ensuite, nous
nous intéressons a ’équation de Burgers, pour laquelle plusieurs schémas décentrés sont dispo-
nibles.

3.1 Equation d’advection

On s’intéresse a 1’équation d’advection (2). Dans un premier temps, on suppose ¢ > 0. Le
scéma décentré & gauche est conservatif. Il s’écrit sous la forme (6) avec un flux numérique ¢, 1
2

donné par
Gipr = Dui, uit1) = cus. (17)
Ce schéma est linéaire. La partie en temps est traitée par un schéma explicite d’ordre 1. Le
flux numérique est d’ordre 1 (donc consistant). L’équation équivalente pour ce schéma est

A
us + Clip = CATQ“" (1-v)+0(Az%, ALY), (v= i—t). (18)
Xz

Une analyse de Fourier montre que ce schéma est stable (pour la norme L?) sous la condition
de Courant-Freidrichs-Lewy (CFL):
v<1. (19)

Quant a la monotonie, toutes les notions se confondent en linéaire. L’outil principal pour la
démonstration qu’un schéma est TVD (ou pour la construction d’un tel schéma) est le théoreme
de Harten [1], valable dans le cas général d’une équation scalaire hyperbolique en une dimension
(1), dont la démonstration est élémentaire:

Theorem 4 Soit un schéma numérique utilisé pour (1), qui peut s’ecrire sous la forme:

At
uttt = — (AH%A“;L+% + BF%AU?_

e ). (20)

1
2
avec

n _ n n

Alors le schéma est TVD si on a pour tout i,

Ai"‘% s0s Bi"‘%’ it3 +s = At

o Le schéma décentré & gauche est consistant et TVD sic>0et v < 1.
e Le schéma décentré a droite, ot le flux numérique ¢; 1 est donné par
2

Gir1 = Pui, uiy1) = cuiy, (23)

est consistant et TVD sic<0et v <1.



e Enfin, le schéma décentré, ot le flux numérique ¢, 1 est donné par

+

_ c max(c, 0
$ir1 = B(wiswiy1) = ¢ u; + ¢ uipq, avec { - (,0)

= min(c,0)

: (24)

est consistant et TVD si v < 1.

On vérifie bien que le schéma est TVD, pour une donnée initiale discontinue (ug(z) = 1 si
0 < z < 1 et 0sinon). On voit sur la Figure 2 que la solution approchée (obtenue avec v = 0.9 et
Az = 0.0032) est légérement lissée, & cause de la diffusion numérique introduite par le schéma.

f(u)=u dx=0.0032 nu=0.9 RK1

i
scmena decentre
ution exacte ----

N b

Fi1G. 2 — Solution approchée obtenue par le schéma décentré d’ordre 1.

3.2 Equation de Burgers

Pour I’équation de Burgers, les caractérisques ont des pentes constantes, mais dont le signe
peut étre quelconque. Un schéma conservatif décentré en volumes finis devra prendre en compte
ce phénomene, et pouvoir calculer avec la plus grande précision possible les flux aux interfaces
entre les cellules, de part et d’autre desquelles la solution discréte u™ est constante. Cette
situation ressemble localement & un probléme de Riemann, ou la donnée initiale ug est du type:

up(x) =

{ ug, siz<0 , avec ug 7 up- (25)

up, six >0

La méthode de Godunov est un schéma en volumes finis qui utilise des flux décentrés,
fondés sur un solveur de Riemann exact. Elle est peu cofiteuse pour 1’équation de Burgers en



une dimension. Mais son extension au systeme (hyperbolique) des équations d’Euler est trop
cofiteuse. On choisit alors d’utiliser un solveur de Riemann approché. C’est le cas, par exemple,
des flux de Roe, Van Leer ou Osher.

Pour I'équation de Burgers, les seules solutions entropiques bornées non constantes d’un
probleme de Riemann sont les suivantes:

LT UG +up
<G %D

uGg S1 —
choc ug >up: u(z,t)= 4 UGJ%UD
up si—>———
2
. (26)
ug Sl — < ug
x _t x
détente ug <up: wu(z,t)=¢ — siug< 7 <up

.
up Sl ; > Uup
Ainsi, le flux numérique utilisé dans la schéma de Godunov, fondé sur les solutions entro-
piques bornées des problemes de Riemann, s’écrit (avec f(u) = u?/2):
flug) si0<ug <upouug > |up|

$Godunov(tc:un) =4 flup) siug <up <0ou |ug| < —up , (27)
0 siug <0< up

et le schéma de Godunov pour ’équation de Burgers s’écrit globalement:

u;H—l —ul ¢i+% - ¢i_% o
Atr A = 0 avee @51 = dGodunoy (Ui Uit1)- (28)

Le pas de temps At™ est variable au cours de la simulation. Apres le nieme pas de temps, on
obtient une solution approchée & l'instant t"T1 = " + At™.

Theorem 5 Sous la condition
At
Sl <1, (29)

le schéma de Godunov est monotone.

La démonstration de ce théoréme n’est pas trés complexe (voir par exemple [8]). Il permet
d’assurer que le schéma de Godunov est TVD et d’ordre 1 sous la condition de type CFL non
linéaire (29), et que, s’il converge presque partout vers une solution u quand At et Az tendent
vers 0, alors u est solution faible entropique de (3). Il vérifie aussi le principe du maximum et
est stable en norme L.

On se propose d’essayer le schéma de Godunov sur le cas test suivant, ou la solution & ¢ = 0
est donnée par:

1 si —3<ax< -2
wp(r) =< -1 si2<x<3 . (30)
0 sinon
L’unique solution entropique bornée de I’équation de Burgers pour la donnée initiale (30) est
donnée pour tout ¢ par:
1 si —3+t<z<—2+1/2
(x+3)/t si —3<x<—3+min(t2t)
0 sinonetz <0
—u(—z,t) siz>0

u(x,t) = , (31)



qui est dessinée sur le Figure 3. On a deux détentes et deux chocs, qui interagissent & ¢ = 2.
Ensuite, deux chocs symétriques se propagent en sens inverses (& la vitesse +4/1/(2t)) et &
t = 4.5, les deux chocs se réduisent en un seul choc stationnaire, entre deux détentes. Tous
les chocs ont été tracés en caracteres gras. Les détentes sont représentées par 1’éventail de leur
caractéristiques.

u=0

F1G. 3 — Solution entropique bornée de I’équation de Burgers pour ug(x) définie en (30).

On montre sur la Figure 4 la solution u trouvée a différents instants. On voit bien la rencontre
des chocs et des détentes & t = 2, puis la fusion des chocs en un seul choc stationnaire en x = 0.
On a utilisé un nombre de Courant v = 0.9, avec un pas d’espace assez petit Az = 0.0032.

Sur la Figure 5, on réprésente les variations totales des solutions exactes et approchées. La
diffusion du schéma décentré est assez faible, puisque Ax est assez petit et v est assez proche
de 1.

4 Schémas décentrés TVD d’ordre supérieur

Comme on I’a déja vu, il n’existe pas de schéma linéaire d’un ordre supérieur a 1 qui soit
aussi TVD. Pourtant, on dispose de schémas conservatifs d’ordre élevé. Dans cette partie, on



f(u)=uu/2 dx=0.0032 nu=0.9 RK1
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FiG. 4 — Solution approchée de ’équation de Burgers pour uo(x) définie en (30).

f(u)=uu/2 dx=0.0032 nu=0.9 RK1l
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Fi1G. 5 — Variations totales des solutions approchée et exacte.

10



passe en revue des schémas décentrés existants qui sont TVD et d’ordre élevé (au sens de
Perreur de troncature et en dehors des extrema). Ces shcémas ont été obtenus par adjonction
de limiteurs non linéaires sur des schémas linéaires d’ordre élevé. On commence par ’équation
d’advection (2) avec ¢ quelconque. On étend ensuite les limiteurs a ’équation de Burgers.

4.1 Equation d’advection

4.1.1 Schémas non limités

On considere ici I’extension de type MUSCL 2] (Monotone Upwind Schemes for Conserva-
tion Laws) du schéma décentré vu plus haut. Le traitement pour la partie spatiale de ce schéma
conservatif utilise la méme fonction de flux numérique que le schéma décentré d’ordre 1, mais
appliquée & des arguments différents, obtenus par interpolation affine dans chaque cellule. Le
flux s’écrit :

¢i+%:C+ui+%_+6_ui+%+E¢(ui+%_’ui+%+)’ (32)

oll ¢ est la fonction de flux numérique du schéma décentré d’ordre 1, et les états interpolés de

chaque coté de I'interface de cellules consécutives (en x, +1 ), Uy 1- et u, L1t sont donnés par:
2 2
= 1 A A
Uppr- = U +§[(1—ﬁ) ui+%+ﬁ “z‘f%]’ (33)
1
Upprt = Uikl o [(1 —B)Au 1+ 5Aui+g] ) (34)
ol le symbole Au; 1 représente la pente donnée par
Aui+% = A _{Uit1} = Uip1 —u; (35)

et 0 est un parametre de décentrage. On obtient dans les cellules des pentes centrés quand
0 =0, et des pentes totalement décentrées quand 8 = 1.
L’analyse de ’erreur de troncature de ce schéma donne:
2 3
&= (1-3p)98T, L, 4 pldAT
6 4
Ce schéma est donc toujours d’ordre au moins 2 en espace. Il est d’ordre 3 en espace quand

B = 1/3. 1l serait dommage d’utiliser un tel schéma avec une intégration en temps d’ordre
inférieur. On choisira donc un schéma de Runge-Kutta d’ordre 2:

Ugeee + O(ATH). (36)

ul = u?+%%( ny—gn )
Z+§ Z*E
n+1 At ’ (37)
— n At * %
u; = ut A i+% ¢17%

(les valeurs étoilées des flux sont calculées & partir des grandeurs v numériques étoilées corres-
pondantes) ou trois (seulement pour les schémas linéaires)

* n 1 At no_ 4n
u; = “i+3Ax< il ¢1_%>
*k n 1 At * *
U, = U +§E i—|—%_¢i—% . (38)
n+l __ n At *ok ok
Uu; = u; + X, i+% B ¢1_%



Etant linéaire et d’ordre supérieur a 1, le schéma global obtenu ne peut pas étre TVD (quel
que soit le nombre de Courant v!). Une simulation numérique le prouve aisément. L’advection
d’une vague carrée par un tel schéma (Runge-Kutta « 3-linéaire» (38), 5 =1/3, ¢ = 1) produit
des oscillations visibles sur la Figure 6.

f(u)=u dx=0.005 nu=1.6
12 T T T T T

beta=1/ 3 decentre —
sol ution exacte ----

FI1G. 6 — Oscillations générées par le 5-schéma décentré (f=1/3).

La stabilité L? de ces schémas peut étre prouvée par une analyse de Fourier. On trouve par
exemple, que le schéma présenté est stable pour v < 1.63 [9].

4.1.2 Schémas avec limiteurs

On cherche maintenant & comprendre l'origine de ces oscillations et & les éliminer. Nous
reprenons ici l'analyse introduite par Sweby [3], et étendue par Spekreijse [4] & des [(-schémas.
L’idée de base de cette analyse est la suivante. Considérons le cas ot ¢ > 0. On sait que le
seul schéma linéaire décentré qui soit TVD, est le schéma décentré & gauche d’ordre 1. On va
donc essayer de voir tout autre schéma décentré comme une perturbation de celui-ci. Ainsi, le
[-schéma décentré & gauche s’écrit (¢ > 0 et schéma explicite d’ordre 1 en temps):

’U,Z. +1 — ’u,,? — UV A_ {Uz + TAUH_% + aAuz_%} ) (39)
qui s’écrit aussi
1-p p
n+l _ . n _ . _ - i — .
ul =g VAUZ_% vA_ { 5 Aul+% +3 Auz_%} . (40)
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Ainsi, & la maniere de Sweby, on peut voir le dernier terme de (40), comme un terme d’anti-
diffusion, qui transforme le schéma décentré & gauche en f-schéma. Ce dernier terme provoque
des oscillations pres des discontinuités parce qu’il est trop important. On envisage donc de le
«limiter», en le multipliant par un coefficient ;, compris entre 0 et 1, & définir. Lorsque ¢ = 0,
le schéma, est réduit au schéma décentré a gauche, et lorsque ¢ = 1, on a le f=schéma classique.
En utilisant encore les notations de (35), le schéma s’écrit

p

1-p
n+l _ n .

On choisit ¢; de maniere que,
1. le schéma reste d’ordre 2 (ou 3 quand § = 1/3) pour une solution u assez réguliere,
2. le schéma soit TVD pour un nombre de Courant v aussi grand que possible.

Comme souvent proposé dans la littérature, les limiteurs sont choisis comme fonction des
rapports de gradients consécutifs, i.e.

Au
vi = @(r;) avec r; = ; (42)

=

S
T
M

Le (-schéma limité se réécrit maintenant:

uz’.l+1 =uy — yAui_% [1 + (g + 12_n-ﬂ) o(ri) — (§Ti1 + #) @(Til)] . (43)

Le point 1. ci-dessus est atteint si la fonction ¢ est choisie assez réguliere et de telle sorte que
o(r) ~ 1 quand r ~ 1. En effet, pour une solution u suffisamment réguliere, en dehors des
points oll sa dérivée spatiale s’annule, on a:

ri =1+ O(Ax). (44)

On a donc les implications (h et Az sont pris tendant vers 0):

©(14+h)=1+0(h) = ¢; =1+ O(Ax), (45)
©(14+h) =1+ 0(h?) = ¢; =1+ O(Az?), (46)
©(14+h)=1+0(h3) = ¢; =1+ O(Az?), (47)

et les termes dans I’équation équivalente apportés par ’adjonction des limiteurs, sont de ’ordre
de O(Ax?) si on a (45), de ordre de O(Ax?) si on a (46) et de 'ordre de O(Ax®) si on a (47).
Ainsi, (45) assure que 'on conserve l'ordre 2, et (46) et (47) [séparément| assurent que ’on
conserve ’ordre 2 ou 3. Rappelons que les ordres des schémas sont “conservés” en dehors des
extrema de la solution u (ou la dérivée spatiale s’annule).

Le théoréme 4 nous permet de construire des schémas TVD. On a le

Theorem 6 Si on arrive & trouver une fonction ¢ pour laquelle il existe des constantes mq,
ma, M1 et My telles que:

1_
VreR , mp < (£+ ?w(r) < M
2 127"
VrelR , my < (gr-l-%) p(ry < My (48)
et My <1+my



alors, le schéma (41) est TVD si on a:

1
v <

_ 4
— 14+ M —mo (9)

Passons au cas de I’équation d’advection ot la vitesse ¢ est négative. Lorsque ¢ < 0 (on note
v = |c|At/Ax), le schéma décentré (24) se réduit au schéma décentré a droite, et le S-schéma
décentré a droite, qui s’écrit:

1—

utt =ul v A {UHI—TﬁAUH% —gAuH_%}, (50)

est limité comme précédemment. La forme simple

1—
urtt =ul v A {Uz’+1 - @i [TﬂA“H% +§Aui+%]}, (51)
peut se transformer en
+1_ g, 1-p , g 1-p ,

wptt =g sy 1= (G 5 e+ (54 52 ) ettn)] (2

& condition de prendre
vi=@(t;) et t; =1/ri4q (53)
(ici ¢ peut éventuellement différer de la fonction choisie pour le décentrage a gauche).

Et l’on reconnait une expression trés proche de (43). On voit trés simplement que ’on peut
utiliser la méme fonction ¢ pour les deux décentrages & gauche et & droite. La précision est
assurée (puisque les coefficients ¢; ont des développements semblables & ceux des r; lorsque uy,
est non nulle. Le schéma décentré a droite (pour ¢ < 0) est TVD sous ’hypothese (49).

Finalement, dans le cas général, on peut utiliser le schéma décentré suivant:

ntl_gn i1 — ¢
R R ] (54)
At Azx
avec
_ .t _
by =T+ e =0 (U ) (55)
et
1
— . += _
ui+%— = u; +; 5 [(1 ﬂ)AuH_% -I—ﬁAui_%], (56)
1
Wit = Uil 975 [(1 — B)Au, 1 + ﬁAuH%] : (57)

oll les limiteurs qﬁ;" et ¢; sont donnés par

vi = w(ri) (58)
;. = ¢(t) (59)

en fonction de ¢ et des rapports 7; et t; définis respectivement en (42) et (53). Le schéma
décentré obtenu est encore TVD sous 'hypothese (49).
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Dans un premier temps, nous nous intéressons au J-schéma limité avec § = 1/2, qui donne
un schéma d’ordre 2 en espace. La moyenne de Van Albada permet de construire un premier
limiteur intéressant. La fonction ¢ s’écrit alors:

2r

or)=19 r241
0 sinon.

, sir>0 (60)

fonction phi (limiteur de Van Albada)

Van Albada —

0.8

0.6 /
0.4

0.2 /

-1 0 1 2 3 4 5
r

phi(r)

FiG. 7 — limiteur de Van Albada (60.

La fonction précédente, représentée sur la Figure 7, vérifie:

— ¢(1+h) =1+ O(h?) quand h — 0, donc le schéma limité est bien d’ordre 2 (en dehors
des points ol u, = 0).

—  vérifie (48) avec les bornes m; = mg = 0 et M; = My = 0.603. Donc le schéma limité
est TVD si v < 0.623.

Ce schéma d’ordre 2 en espace est en fait utilisé avec le schéma explicite d’ordre 2 en temps
(37). On observe que le schéma obtenu est TVD pour v < 1, ce qui est un assez bon résultat.
On comparera les performances de ce schéma dans la derniere section.

Citons enfin un schéma proposé par Hancock (cité en 1981 par B. Van Leer dans [10]). Il s’agit
d’obtenir un schéma d’ordre 2 en temps sans effectuer deux sous-pas aussi cotiteux que dans le
schéma de Runge-Kutta précédent. On peut voir ce schéma comme un prédicteur-correcteur.
Celui-ci s’écrit, pour I’équation d’advection avec ¢ > 0,

v n
u;k = u?_ipia 61
n+l _ n_ A * 4 1,n ( )
u; = u; —VA_ |\u; +3p; |,

ol p, qui joue le role du gradient de u, est donné par

n 1
b = 590(73‘) [A“F% + A“H.%} )

et toutes les autres grandeurs sont définies plus haut. Cette méthode permet effectivement
d’obtenir un schéma d’ordre 2 en temps trés peu cher, puisque le premier sous pas est trés simple.
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On peut montrer que ce schéma est TVD (avec le limiteur de Van Albada) pour v < 0.857,
ce qui représente aussi un gain appréciable en efficacité. Par contre, la simplicité de ’étude du
schéma provient de la nature linéaire du flux, puisqu’il y a quasiment confusion (& ¢ preés) entre
le gradient du flux cu et le gradient de la variable u elle-méme. L’extension & l’équation de
Burgers ne parait pas immédiate, et nous en resterons la avec ce prédicteur.

On s’intéresse maintenant au (-schéma limité avec 3 = 1/3, qui donne un schéma d’ordre 3
en espace. Pour ce schéma, Spekreijse a proposé [4] le limiteur utilisant la fonction ¢ suivante:

3r3 — 212 4+ 3r

2
2r4 42 (62)

p(r) =

fonction phi (limiteur de Spekreijse)

1
/ Spekreijse —
0.8 /
0.6 /
0.4

0.2

phi(r)

-1 0 1 2 3 4 5
r

Fi1G. 8 — limiteur de Spekreijse (62.

Cette fonction, représentée sur la Figure 8, a les propriétés suivantes (§ = 1/3):

— ¢(1+h) =1+ O(h?) quand h — 0, donc le schéma limité est bien d’ordre 3 (en dehors
des points olt u, = 0),

—  vérifie (48) avec les bornes m; = —0.0387, M7 = 0.5595, my = —0.3694 et My = 0.5126.
Donc le schéma limité est TVD si v < 0.518.

Ce nouveau schéma est en fait utilisé avec un schéma en temps de type Runge-Kutta d’ordre
3, afin d’avoir des erreurs temporelle et spatiale du méme ordre (puisqu’une condition de stabilité
de type CFL relie Az et At entre eux). Les limiteurs étant non linéaires, on choisit le schéma
suivant, surnommé « RK3-non linéaire», d’ordre 3 dans le cas général:

* n 1 At n n
u; = ui—i_gE( i+§_¢i—%)
*% n 2 At * *
u; = U +§E i—|—%_¢i—% (63)
n+l n_ 3At Kk Lkk 1At no_ n
Uy = u; + 4 Ax i+% ¢1_% + 4 Az <¢l+% ¢1_%)
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ol les valeurs étoilées des flux sont encore calculées & partir des grandeurs u numériques étoilées
correspondantes. La démonstration que le S-schéma limité, utilisé avec un schéma en temps
& plusieurs pas, est TVD, reste encore & trouver. On observe cependant que le schéma global
obtenu est TVD pour v < 0.96, ce qui est un peu décevant. Nous verrons, dans la section
suivante, comment ces limiteurs peuvent étre améliorés, afin de produire un schéma globalement
plus précis et plus stable.

4.2 Equation de Burgers

Le besoin de limiteur est peut-étre encore plus grand pour les équations de Burgers, ol
des oscillations engendrent elles-mémes des chocs et des détentes, qui sont des phénomenes
non linéaires. Ces oscillations sont également tres pénalisantes pour des simulations numériques
d’écoulements compressibles (équations d’Euler).

Le schéma conservatif présenté plus haut s’étend directement & 1’équation de Burgers. Il
suffit de prendre un flux décentré. On se propose d’utiliser encore le flux de Godunov. Le schéma
complet s’écrit sous la forme (63), olt le flux numérique ¢, 1 est égal au flux de Godunov

¢¢+% = ¢Godunov(“i+%"ui+l+)’ (64)

entre les états limités u, ;- et u, 1+ donnés par (56)-(59). On observe que le schéma proposé
2 2

+ +
est également TVD pour 'équation de Burgers, toujours pour un nombre de Courant vérifiant

v < 0.96.

5 Nouveaux schémas avec limiteurs

Dans cette section, nous proposons essentiellement deux nouveaux schémas. Le premier est
fondé sur des flux décentrés de type MUSCL, adapté a la valeur 3 = 1/3 et utilise des limiteurs
comparables & ceux de Spekreijse.

Le second schéma proposé ressemble au précédent, mais il est fondé sur des flux centrés de
type MUSCL, dont on peut montrer qu’ils donnent un schéma précis & ’ordre 4 en espace pour

B=1/3.

5.1 Un schéma décentré d’ordre 3
5.1.1 Construction d’un nouveau limiteur

La construction d’un limiteur plus efficace que celui de Spekreijse se fonde sur la remarque
suivante. Tous les S-schémas (sans limiteurs) ne se comportent pas de maniere équivalente pres
des discontinuités. Ainsi, le schéma & pentes centrées (§ = 0) se comporte mieux dans une
discontinuité ot 7 = 0o que dans une zone ot r = 0. Ceci est montré sur la Figure 9, ou 'on
a fait advecter une vague carrée.
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f(u)=u dx=0.005 nu=0.1 RK1 t=0.01
1.4 T T I T T T T T T T

bet a=0 decentre —
sol ution exacte ----

F1a. 9 — Oscillations générées par le 0-schéma pour r = 0 (et non pas pour r = £o0).

Au contraire, le schéma & pentes totalement décentrées (S = 1) se comporte mieux dans
une discontinuité olt » = 0 que dans une zone ot 7 = £oo. Ceci est montré sur la Figure 10, ol
I’on a fait advecter la méme vague carrée.

Le flux numérique inhérent au schéma limité (41) peut aussi étre écrit:

$ip1 = ui+ Au; 16(r3), (65)
avec 1— IB ﬁ
0(r) = o(r) [ ot 5] : (66)

On voit que, quand r — 0, #(r) — 1/2. Ceci était également vrai pour le 1-schéma sans
limiteur, qui n’oscille pas dans une zone ol r — 0.

Par contre, quand r — o0, 6(r) ~ 1/(4r). Or pour le 0-schéma sans limiteur, on avait
6(r) ~ 1/(2r). On note d’ailleurs que le limiteur de Spekreijse ne ressemble & aucun (-schéma
quand 7 — £oc.

Onun se propose alors de construire un nouveau limiteur. On requiert les propriétés suivantes:

— p(14+h) = 14+0(h?) quand h — 0. Le nouveau limitera conservera 'ordre 3 et sera encore
moins actif dans les zones de régularité.

1 1 3
— pour B ==,0(r) — 3 quand r — 0. Ce qui nécessite ¢(r) ~ 77“, quand r — 0.

3
1 1 . 3

— pour 3 = 3 O(r) ~ 2 quand r — £o00. Ce qui nécessite ¢(r) ~ —, quand r — +oo.
r r

18



f(u)=u dx=0.005 nu=0.1 RK1 t=0.01

bet a=1 decentre —
(\ sol ution exacte

I
I
I

F1a. 10 — Oscillations générées par le 1-schéma pour r = oo (et non pas r =0).

— on se restreint & p(r) = 0 si r < 0 (cette restriction n’a aucune influence sur le limiteur

de Spekreijse)

On a choisi la fonction suivante:

(

\

0 si r

3rt — 3 + 3r2 4+ 3r

9 S1 OS T Sl . (67)

3r2 —6r + 19
s " s 1<
P _3rt18 o =T

Ce nouveau limiteur, représenté sur la Figure 11 vérifie (48) avec les bornes my = 0, M; =
0.655, mg = 0 et My = 0.654. Donc le schéma décentré (54)-(59) avec le nouveau limiteur est
TVD si v < 0.604, ce qui laisse présager un plus grand domaine de stabilité. Il est toujours
précis a l'ordre 3 (sauf aux points olt u, = 0) et devrait étre moins actif que le limiteur de
Spekreijse dans les zones oll u est réguliere et monotone.

5.1.2 Comparaisons des performances

Lorsque le nouveau limiteur est utilisé avec le schéma de Runge-Kutta d’ordre 3 non linéaire
(63), 'expérience montre que le schéma global est TVD jusqu’a v < 1.05, au lieu de v < 0.96
pour le limiteur de Spekreisje, ce qui constitue un gain appréciable.
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fonction phi (nouveau limiteur)

nouveau limiteur —

0.8

0.6

0.4

phi(r)

0.2

Fi1G. 11 — Un nouveau limiteur pour 3 =1/3 (67).

D’autre part, le nouveau limiteur apporte également un certain gain en précision sur des
solutions discontinues. En effet, nous avons considéré I’advection d’une vague carrée (située au
départ entre x = 0 et x = 1, avec ¢ = 1). Nous avons choisi le schéma en temps précédent
(d’ordre 3) avec un nombre de Courant égal & v = 0.9 (avec Az = 0.0008), afin que les deux
limiteurs produisent un schéma stable. En fonction du temps, nous avons tracé sur la Figure 12
I’erreur en norme L, entre la solution approchée et la solution exacte.

f(u)=u dx=0.0008 nu=0.9 RK3 non-lineaire
0- 012 T T T T T T T T T
Spekreijse —
nouveau |imteur ----

0.01 -

0. 008

0. 006

0. 004

0. 002

FiG. 12 — Erreurs en norme Ly pour les deux limiteurs d’ordre 3.

20



Le nouveau limiteur réduit I’erreur de pres de 40%. En prenant ce nouveau limiteur avec
un pas d’espace égal & Az = 0.0014, on aurait obtenu la méme précision qu’avec le limiteur de
Spekreijse et Az = 0.0008, qui correspondrait & un temps de calcul plus de trois fois supérieur.

Pour I’équation de Burgers, on se propose de comparer les résultats numériques obtenus avec
le f-schéma (8 = 1/3) non limité, puis avec les deux limiteurs présentés (celui de Spekreijse et
celui proposé ici). On utilise & nouveau le cas test utilisé pour le schéma d’ordre 1 (ug donnée
par (30), et solution entropique bornée dessinée sur la Figure 3).

On présente sur la Figure 13 la solution approchée & différents instants intermédiaires. Le

f(u)=uu/2 dx=0.0064 nu=1.0 RK3 non-lineaire sans |limteur
1.5 T T T T T T T

-
1111
abhwNE

Fi1G. 13 — Solution approchée a différents instants (sans limiteur).

[-schéma avec 3 = 1/3 n’est en fait jamais TVD lorsqu’on n’ajoute pas de limiteur. Le schéma
global obtenu est cependant stable, pour v assez petit (comme dans le cas linéaire).

L’ajout d’un limiteur assure que le schéma est TVD (pour le schéma explicite en temps
d’ordre 1). Par exemple, le nouveau limiteur (67), utilisé avec (63) et v = 1.05 donne une
solution approchée satisfaisante, qui est présentée sur la Figure 14.

Comme pour 'advection, on compare ’erreur L, entre la solution exacte et les solutions
approchées obtenues avec le limiteur de Spekreijse et le limiteur (67). Pour pouvoir faire cette
comparaison, on choisit Ax = 0.0064 et v = 0.9. Les deux courbes sont présentées sur la
Figure 15.

Ici encore, le nouveau limiteur fournit une solution dont l’erreur est moindre (de 40% envi-
ron). Ce gain en précision peut étre transformé en gain en temps de calcul, en prenant un pas
d’espace plus grand.
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1.05 RK3 non-lineaire (nouveau limteur)

uu/ 2 dx=0.0064 nu=

f(u)

—SANM <0

— e

0.8

0.6

4

2

-0.2 +

-0.4 |

-0.6

-0.8

FiG. 14 — Solution approchée a4 différents instants, avec le limiteur (67).

0.9 RK3 non-lineaire

uu/2 dx=0.0064 nu=

f(u)

T T T T T _ _,_
| |
! I
| 1
, i
O — N
rw> ] i
—0 <
— - \
Q. <
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X . o
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L o B |
(=1 -
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o >
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e
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1 R | . _ _
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5

Fi1G. 15 — Erreurs L1 pour les solutions approchées obtenues avec les deux limiteurs.
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5.2 Un schéma centré d’ordre 4

Tous les schémas vus jusqu’ici sont décentrés. Le décentrage, qui correspond & selectionner les
informations des cellules voisines en fonction de leur sens de propagation, revient & rajouter une
certaine quantité de diffusion numérique. D’ailleurs, les flux numériques décentrés sont définis
comme étant la somme de flux centrés et de termes diffusifs. On s’intéresse ici aux mémes
schémas que précédemment, en utilisant maintenant des flux centrés, avec ’espoir d’obtenir un
gain en précision. Nous essaierons ensuite de rajouter des limiteurs, afin d’obtenir un schéma
TVD. On s’intéresse dans un premier temps a 1’équation d’acvection linéaire (2).

5.2.1 Schéma non limité

On considere les flux numériques suivants:
. uH%— + ui+%+
Yap T 0T
<I5?+% = c" uH_%——I—c_ ui+%+,
¢i+% = 7 (b;j_f_% + (1 - 7)¢§+%7 (68)

oll les états interpolés de chaque coté de I'interface de cellules consécutives (en 1), U, 1- et
2 2

u, 1+, sont encore donnés par:
2
= Sla-pa A 69
- = w g (0= B)Au g+ Ay, (69)
1
wr = =g (1= )My + B, g (70)

On montre que le flux précédent donne un schéma d’ordre 4 en espace pour les valeurs v = 0
(flux centrés) et S = 1/3. L’erreur de troncature est alors donnée par:

|c| Axd
30

Il est & noter que dans le développement de ’erreur de troncature, tous les termes de diffusions
(nombre pair de dérivées en espace) disparaissent.

Ce schéma étant d’ordre 4, on utilise simultanément un schéma temporel d’ordre 4, méme
dans le cas non linéaire (pour l’adjonction future de limiteurs). On choisit le schéma de type
Runge-Kutta suivant:

m—_

Upgwos O(AQZG). (71)

(., 1At
w o= g (v —eny)
1At [, .
At
< wt o= ul+ A—x( :jﬁ%—@j%) (72)
1 At
+1
= g | (o ey e (o, ey
\ #onyeny) (s o))

ol les valeurs étoilées des flux sont encore calculées & partir des grandeurs numériques étoilées
correspondantes.
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Le schéma d’ordre 4 en temps et en espace obtenu, étant linéaire, ne peut étre TVD. Une
analyse en mode de Fourier montre cependant qu’il est stable en norme L? pour v < 2.06 [9].
On cherche maintenant & rajouter des limiteurs pour rendre le schéma TVD. Dans la suite, on
ne se limitera pas au cas § = 1/3 et v = 0, bien que ce jeu de paramétres uniquement donne
un schéma d’ordre 4.

5.2.2 Schéma avec limiteurs

Pour simplifier les écritures, on se limite au cas ot ¢ > 0. Comme précédemment, on rajoute
quelques limiteurs dans le flux (68), sous la forme de facteurs multiplicatifs ¢; et v;, destinés
4 étre positifs et plus petits que 1. On étudie donc un nouveau flux numérique de la forme
suivante (avec ¢ = 1):

- B B
¢i+% = U; + fy(PzAuH_l + wz ((7 + I)Aui—% + (7 - I)AUH—%) : (73)

Oun remarque que, lorsque p; = 9; = 1, on retrouve le schéma non limité (68). Comme pour le
schéma, d’ordre 3 de la section précédente, on va chercher des limiteurs ¢; et ; de telle sorte
que:

— le flux numérique (73) garde la méme précision que sa version non limitée (donc qu’il reste
d’ordre 4 quand f=1/3 et v =0),

— ce flux numérique, utilisé avec le schéma en temps explicite et d’ordre 1 (forward-Euler),
soit TVD pour un nombre de Courant v aussi grand que possible.

Le schéma global (en temps et en espace) peut étre réécrit sous la forme:

u?+1 = u; —vAu,_ [1 +—>27 ﬂ’Y (r~ - goz-_l)

+é¢,~<7+1+7_1) (74)

TiTi+1

-1
— LYo <7+ 14 )] ;
Tiri—1

ol les coefficients r; sont encore donnés par les rapports de gradients consécutifs (42).
On choisit les limiteurs ¢; et ¥; comme des fonctions des coefficients r; et r;41. Notre choix
s’est porté sur des limiteurs de la forme suivante:

i = ¢(ri),
{wl = Y1(ri)a(risr). (75)

A nouveau, si les trois fonctions ¢, 11 et 19 sont assez régulieres autour de 1, et telles que:
©(14+h) =v1(1+h) = (1 + k) =1+ O(h%), pour h assez petit, (76)

alors le schéma obtenu est encore d’ordre 4 en espace en dehors des points oll u; = 0, puisqu’on
a alors 7, = ;-1 = riy1 = 1+ O(Ax), et tous les termes apportés par les limiteurs dans
I’équation équivalente du schéma sont des O(h%).
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D’un autre c6té, le théoreme 4 nous permet de choisir les fonctions pour que le schéma soit
TVD. On se restreint a des fonctions ¢, ¥1 et 19 nulles sur IR~. On a le

Theorem 7 Si les fonctions @, U1 et ¥y sont telles que:

r 1 (77)
W(ris) € R, [r(ria(s) (149 = =2 ) | max(, ) < M
\ et (1—=py) Mi+p3 M3 <2
alors, le schéma d’ordre 1 en temps construit sur le flux numérique (73) est TVD si
1 1—py p
—>1 My + = Ms.
= + 5 2 + 5 M3 (78)

La démonstration de ce théoréme est assez élémentaire. Elle utilise évidemment le théo-
reme 4, & partir de 'expression (74).

Nous choisissons, pour v = 0 et 3 = 1/3 le jeu de fonctions ¢, 11 et 1 suivant (voir
Figure 16):

r<0  o(r) =vi(r) =a(r) =0
0<r<1 @)==3"4+11r* — 1413 +6r2 +r, P1(r) = Yao(r) =

r3

4 (1—-r)®  (79)
1<r

-1 0 1 2 3 4 5
r

F1G. 16 — Fonctions ¢, 11 et ¥y pour v =0 et f=1/3 (79).

Remarque: on a préféré prendre ¢'(0) = 1. En effet, pour cette valeur, lorsque 7; — 0, le
flux numérique ¢, 1 de (73) tend vers u; + Au,_ 1 /2. Or, on peut vérifier que, le S-schéma avec
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des flux décentrés et 5 = 1, qui donnait de bon résultats quand r; — 0 (voir Figure 10), donne
le méme flux. De méme, on vérifie que, lorsque r; — 00, le flux numérique ¢, 1 de (73) tend
vers u; + Au,, 1 /2, qui est donné aussi par le S-schéma avec des flux décentrés et 5 = 0, qui
donnait de bon résultats quand r; — oo (voir Figure 9). La fonction ¢ précédente est telle
que cp(3)mn(1) = 0, ce qui n’est pas nécessaire pour avoir un schéma d’ordre 4, mais cela rend
les limiteurs encore moins actifs dans les zones oll u est réguliere.

Lorsque l'on choisit § = 1/3 et v = 0, les fonctions ¢, 11 et 1y vérifient les hypotheses du
théoreme 7 avec les constantes m; = 1, My = 1.8 et M3 = 4/3. On en déduit que le schéma
explicite d’ordre 1 en temps et utilisant le flux numérique (73) est TVD si v < 0.47. Lorsqu’on
utilise le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 (méme en non linéaire) (72), on observe que le
schéma obtenu est TVD si v < 1.28.

Rappelons 'expression du flux numérique limité d’ordre 4 dans le cas ol ¢ > 0:

Y =ik - o duggs + Do) (v + Ddu s + (- Ddugs), (50)
ol les r; sont les rapports de gradients
Au,; 1
ri = Aui_i_;

Pour 'advection linéaire dans le cas ¢ < 0, on trouve que I’on peut mettre au point de la méme
maniere des limiteurs similaires. Le flux numérique s’écrira alors:

260 = et — T ) Ay — Do (taltin) (4 DAuys + (- DAuy) s (81

ol les fonctions ¢, 91 et 1y sont les mémes que précédemment, et les ¢; sont donnés par

JAXTR

z—l—%

i = .
A“H-%

On voit que ces deux expressions ne s’expriment pas simplement comme des flux centrés pris
entre deux états qu’il est possible de définir sans indication sur le signe de c. Le sens profond
de cette observation est le suivant: le flux décentré d’ordre 1 est TVD parce qu’il ajoute de
la diffusion. On ne peut augmenter son ordre qu’en rajoutant de l’antidiffusion. Ceci ne peut
étre fait qu’avec un schéma de type décentré (flux décentré entre deux nouveaux états interpo-
1és/limités plus précisément) qui sélectionne les sens de propagation des caractéristiques pour
apporter une diffusion de signe constant. Ainsi, on ne pourra probablement pas créer un schéma
centré TVD d’ordre 4. Par contre, comme tout flux centré s’écrit comme un flux décentré entre
deux états égaux (par conservativité du flux décentré), on pourra écrire notre schéma comme
un flux décentré.

Les deux équations (80) et (81) peuvent s’écrire, pour toute valeur de c:

— 4d - .+ —
qﬁi_i_%—qﬁ (ui+%_,ui+%+) =c ui+%_+c Uy 1+ (82)

1 - By B 741 v-1
- L olri) gy y + S ri)arisa) (TAui_% + 1 Taus)  (8)

U, = u; +
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et

1— By
2

B
2

Y1(ti)Ya(ti-1) (WT_lAui% + WT—HAUH%) . (84)

ui+%+ = Uij+1 — (p(tl)Aul+% _
Remarque: on vérifiera bien que, si I’on omet les limiteurs (les fonctions ¢, ¥ et 1) dans

les expressions précédentes, on retrouve le flux classique pour ’advection linéaire du S~y-modele,

c’est-a-dire le flux numérique donné par (68) avec les états interpolés non limités (69-70).

5.2.3 Application a I’équation de Burgers

La formulation précédente s’étend aussi facilement que n’importe quel schéma de type
MUSCL. On utilisera & nouveau une forme décentrée pour des flux éventuellement centrés.
Ainsi, si 'on choisit le flux de Godunov, qui est un flux décentré, le flux numérique s’écrira:

$ir1 = PGodunov (“i+§’ui+%+> ’ (85)

ot le flux numérique de Godunov est défini en (27) et les états interpolés a l'interface et limités

Uiy1 et U1t sont donnés par (83-84).

5.2.4 Comparaisons des résultats

On se propose de comparer ici les résultats obtenus avec le schéma précédent (8 = 1/3 et
v = 0) avec ou sans limiteurs. Lorsqu’on omet les limiteurs, le schéma est linéairement stable
jusqu’a v < 2.06. Cependant, pour la donnée initiale proposée en (30), dont 'unique solution
entropique bornée est dessinée en Figure 3, le schéma est instable & partir du moment ou le
choc stationnaire apparait, et cela pour tout nombre de Courant v. La solution & t = 5 ne peut
pas étre obtenue. De plus, on obtient pour v = 1.3 des solutions intermédiaires comportant
de tres fortes oscillations parasites. Le fait que le schéma ne soit pas TVD a des conséquences
plus graves en non linéaire (Burgers) que pour ’advection linéaire. Pour 1’équation de Burgers,
chaque petite oscillation crée des chocs et des détentes supplémentaires. Notons également que
ces oscillations parasites ont tendance & entrainer une limitation inutile du pas de temps a cause
de (29).

L’ajout de limiteurs assure que le schéma est TVD (pour le schéma explicite en temps
d’ordre 1). Pour le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 (72), on observe que le schéma reste TVD
jusqu’a nu < 1.28. On obtient des états intermédiaires sont pour v = 1.28 sans oscillations et
proches de ceux présentés en Figure 14.

Dans la suite, on compare les différents schémas TVD présentés dans ce rapport. Il convient
de faire une analyse assez fine de leur efficacité (évaluation des gains en précision et des aug-
mentations des coiits de calcul).
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6 Discussion

Dans cette section, on se propose de comparer les performances des différents schémas
considérés. La comparaison est faite de la maniere suivante: pour chaque cas-test, on se fixe
un certain temps de calcul C pour faire la simulation numérique. On choisit dans tous les cas
le nombre de Courant v maximal qui assure la décroissance de la variation totale. On ajuste
le pas d’espace Az (le maillage est toujours supposé régulier) pour que le temps de calcul soit
égal & la valeur fixée. D’une maniere générale, ce temps de calcul peut s’exprimer en fonction
du temps final 7', de v et de Ax sous la forme

ste T
—= S 86
¢=C vAx? (86)

Ensuite, on compare les différentes solutions approchées obtenues avec la solution exacte. Afin
de rendre possible une comparaison fine, on a initialisé la valeur approchée u; de u dans la
cellule ¢ avec la moyenne de la solution exacte & ¢ = 0. De méme, on compare toujours la suite
u; des valeurs discretes approchées a la suite uf des moyennes sur chaque cellule de la solution
exacte.

On commence par considérer 'advection (¢ = 1) d’une vague réguliere

(87)

wo(z) = 1024 2° (1 —2)° si0<z <1,
0 10 sinon.

La fonction ug est quatre fois continiment dérivable. Ainsi, I’analyse en équation équivalente
est licite. Pour les schémas linéaires d’ordre 4 avec flux centrés ou d’ordre 3 avec flux décentrés,
sans limiteurs, le théoréme de Lax s’applique: la différence globale entre la solution exacte et la
solution approchée au bout d’un temps fixé est de I'ordre de Az*. On vérifie aisément que c’est
bien le cas. Par contre, une expérience numérique montre que l’adjonction de limiteurs, que ce
soit & 'ordre 3 ou 4, produit une erreur qui n’est pas d’ordre 3 ou 4. En fait, les schémas limités
ne sont que d’ordre 1 autour des extrema, et I’erreur produite en ces points est prépondérante.

Nous allons comparer, & titre indicatif, les erreurs d’approximations produites par différents
schémas. On montre sur le Tableau 1 les parametres des différentes simulations, jusqu’au temps
t=1.

‘ ‘ Schéma, ‘ Ordres (temps, espace) ‘ limiteurs ‘ TVD ‘ v ‘ Az ‘ C ‘
A1l | RK2 (37) 2-2 Van albada (60) | oui | 1.00 | 0.00112 | 10.04
A2 | RK3 (63) 3-3 Spekreijse (62) oui | 0.93 | 0.00125 | 9.92
A3 | RK3 (63) 3-3 nouveau (67) oui | 1.05 | 0.00116 | 9.97
A4 | RK4 (72) 1-4 (79) et (83-85) | ow | 1.28 | 0.00131 | 10.00

TAB. 1 — Parameétres des différentes simulations pour [’advection linéaire.

Examinons ces résultats. Nous avons comparé les schémas limités d’ordre 2, 3 ou 4 en espace,
utilisés avec un schéma en temps du méme ordre, soit respectivement les schémas (37), (63) et
(72). On a toujours constaté que, & temps de calcul égal, on n’a pas intérét a utiliser un schéma
en temps d’une précision supérieure a celle du schéma en espace.

Sur la Figure 17, on montre, pour les expériences A2, A3 et A4, les erreurs L1 et Lo de la
solution approchée au cours du temps. Les erreurs obtenues pour ’expérience A1, qui ont été
omises, sont beaucoup plus importantes (toujours a temps de calcul égal).
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Fiac. 17— Erreurs L1 et Lo pour les simulations A2, A3 et A4.
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Sur ce cas test linéaire, on remarque que le schéma limité & partir du schéma d’ordre 4
semble un peu plus efficace que le schéma limité d’ordre 3 (67), celui-ci étant d’ailleurs plus
efficace que le limiteur de Spekreijse (62). Les limiteurs introduits ici, qui rendent les schémas
TVD, détériorent la précision des schémas, en grande part parce que ce cas test utilise une
donnée initiale trés réguliere, et la solution exacte reste également tres réguliere au cours du
temps. Or, 'on sait que les solutions des systémes hyperboliques non linéaires ne le restent
pas longtemps. Il convient donc de s’intéresser aussi & des cas-tests plus irréguliers, pour des
équations non linéaires.

Passons maintenant & un cas-test pour I’équation de Burgers. On choisit la donnée initiale
(30) dont 'unique solution entropique bornée pour ¢ > 0 est représentée sur la Figure 3. On
effectue la simulation jusqu’a ¢ = 5, oll le choc stationnaire est déja apparu en z = 0. Dans la
suite, on s’arrangera toujours pour que le centre d’une cellule soit en z = 0, afin de mettre tous
les schémas (utilisés avec différents pas d’espace) sur un méme pied d’égalité pour ce qui est de
la position du choc stationnaire.

On montre sur le Tableau 2 les parametres des différentes simulations. Ici encore, on a essayé

‘ ‘ Schéma, ‘ Ordres (temps, espace) ‘ limiteurs ‘ TVD ‘ v ‘ Az ‘ C ‘
B1 | RK2 (37) 2-2 Van albada (60) | oui | 1.00 | 0.00185 | 60.26
B2 | RK3 (63) 3-3 Spekreijse (62) oui | 0.96 | 0.00225 | 60.48
B3 | RK3 (63) 3-3 nouveau (67) oui | 1.05 | 0.00213 | 60.00
B4 | RK4 (72) 4-4 (79) et (83-85) | oui | 1.28 | 0.00280 | 60.20

TAB. 2 — Paramétres des différentes simulations pour I’équation de Burgers.

tous les schémas avec plusieurs schémas en temps. Il s’est toujours avéré inutile d’utiliser une
précision en temps supérieure & la précision en espace. D’autre part, les limiteurs sont nécessaires
pour mener & bien cette simulation, les schémas non limités réagissant particulierement mal
(explosion numérique) & l’apparition du choc stationnaire & ¢t = 4.5s.

Comparons les résultats des expériences B1 4 B4. Pour B3 et B4, on a utilisé les nouveaux
limiteurs proposés dans ce rapport. On a représenté sur la Figure 18 les erreurs L et Ly pour
toutes les expériences.

On observe, pour les deux erreurs, que les schémas limités d’ordre 3 ou 4 sont trés nettement
supérieurs au schéma d’ordre 2 avec § = 1/2 limités par la fonction de Van Albada (celui-ci
supporte d’ailleurs assez mal la rencontre des chocs et des détentes & t = 2s).

Comme on l'avait vu précédemment, le nouveau limiteur pour le schéma en flux décentrés
avec 3 = 1/3 est plus efficace que le limiteur de Spekreijse. Enfin, les nouveaux limiteurs mis
au points pour les flux centrés avec § = 1/3 souffrent probablement de la lourdeur du schéma
en temps. Néanmoins, ces résultats ne sont qu’indicatifs, puisque la différence de structure des
deux schémas ne permet pas d’assurer que les codes utilisés ont exactement le méme niveau
d’optimisation. Une étude sur des systemes hyperboliques en au moins deux dimensions est
nécessaire pour pouvoir conclure sur 'efficacité des différents schémas.
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7 Extensions aux systémes en plusieurs dimensions

Les deux schémas avec limiteurs introduits dans ce rapport peuvent s’écrirent sous la forme
d’un schéma conservatif, ol les flux aux interfaces s’expriment comme un flux numérique décen-
tré entre deux états “limités”, qui sont eux-mémes fonctions des grandeurs en jeu et des limiteurs.
Ainsi, ces schémas s’étendent sans aucune difficulté aux équations hyperboliques scalaires en
plusieurs dimensions d’espace. Les différences finies présentés ici peuvent étre remplacées par
des gradients moyennés sur les cellules en volumes finis ou par des gradients décentrés utilisant
des triangles “amont” ou “aval” [11]. Pour les systemes en plusieurs dimensions, on pourra par
exemple limiter composante par composante, et prendre pour limiteur le minimum des “limi-
teurs par composante” obtenus, ce qui est classique mais risque d’introduire un léger exces de
diffusion numérique [12].

L’application de ces limiteurs & des systémes hyperboliques linéaires et non linéaires en
plusieurs dimensions d’espace est en cours. On pourra ainsi vérifier si le limiteur (67) appliqué
au schéma décentré d’ordre 3 reste plus efficace que le schéma centré d’ordre 4 limité.
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