
Formalisme Multifractal et Chirps Logarithmiques pour lesFonctions d'EchellesBen Slimane Mourad�R�esum�e. On montre que le formalisme multifractal s'applique aussi pour une largeclasse de fonctions d'�echelle. Celles ci sont autosimilaires mais avec des contractions nev�eri�ant pas la condition de s�eparation. On montrera le caract�ere oscillant pour cesfonctions. En�n, on donnera une m�ethode di��erente de celle de Meyer pour le calcul de lar�egularit�e ponctuelle et le spectre des singularit�es pour la fonction d'�echelle de de Rhamqui est en plus autosimilaire mais avec une fonction d'erreur discontinue. On montre�egalement la validit�e du formalisme multifractal.1 IntroductionLes physiciens qui �etudient la turbulence pleinement d�evelopp�ee ont montr�e que l'�energied'un �ecoulement turbulent associ�ee aux petites �echelles n'est pas r�epartie de fa�con densedans l'espace. Cette observation d'une intermittence spatiale du support des transfertsd'�energie a conduit plusieurs auteurs �a supposer que ce support est fractal (cf [Ma]), oumultifractal (cf [FP]) : la vitesse # de l'�ecoulement est assez r�eguli�ere sur de grandes r�egionset a un comportement singulier sur des petits ensembles.Le caract�ere singulier de la vitesse en un point x0 est d�ecrit par un exposant de singu-larit�e �(x0), qui correspond au fait que # est approximativement �(x0)-H�olderiennej #(x+ "; t)� #(x; t) j� "�(x0) quand " 7! 0 :Des recherches actives ont �et�e men�ees pour calculer les singularit�es et mesurer pour chaque�, la taille d(�) (la dimension fractale ou de Hausdor�) de l'ensemble E� des points o�u lesignal a la même singularit�e �. Il s'agit alors de l'�etude de la fractalit�e ou multifractalit�edu signal, qui �a son tour sera dit fractal ou multifractal.L'objet math�ematique que l'on cherche �a d�eterminer alors, est le spectre des singularit�esd(�) de #. Comme il est �a peu pr�es impossible de le d�eterminer directement �a partir dela d�e�nition, qui conduit �a des calculs �enormes et num�eriquement instables, les physiciensont alors essayer de le relier �a des quantit�es calculables.Des arguments heuristiques ont permis �a Frisch et Parisi d'�etablir, en dimension 1 (cf [FP]),une formule qui relie le spectre d(�) �a l'exposant �(p), qui est d�e�ni par le comportementen loi de puissance en "�(p) de la valeur moyenne de la puissance p-i�eme de l'accroissementde la vitesse Z j #(x+ "; t)� #(x; t) jp dx � "�(p) quand " 7! 0 :�CERMICS, Ecole Nationale des Ponts et Chauss�ees, La Courtine, 93167 Noisy-le-Grand, France.1



La conjecture de Frisch et Parisi fournit le spectre �a partir d'une transform�ee de Legendrede �(p)� 1 d(�) = inf(�p� �(p) + 1) :Cette conjecture est dite le Formalisme Multifractal.La plupart des signaux (multi)fractals sont grossi�erement des fonctions dont le grapheest localement une contraction du graphe global \modulo une fonction d'erreur"; c'est �adire satisfaisant des �equations fonctionnelles de typeF (x) = dXi=1 �iF (S�1i (x)) + g(x)avec j�ij < 1 et Si des contractions sur un domaine born�e 
 de IRm. On parle alors defonctions autosimilaires.Nous nous int�eressons �a deux probl�emes principaux : l'�etude de la (multi)fractalit�e desfonctions autosimilaires et la validit�e du formalisme multifractal.Noter que des cas particuliers ont �et�e d�ej�a �etudi�es : Arneodo, Bacry et muzy (cf [ABM1]et [ABM2]) pour les primitives des mesures invariantes; Daubechies et Lagarias (cf [DL3])pour une famille de fonctions d'�echelles '(x) = PNn=0 cn'(kx � n) avec N = 3, k = 2,c0 = �, c1 = 12 + �, c2 = 1� � et c3 = 12 � �, donc v�eri�ent certaines r�egles de somme �asavoir PNn=0 cn(�1)nnl = 0 pour l = 0; : : : ; L avec L = N � 2 ; et Ja�ard (cf [Ja2]) quandles Si sont lin�eaires et v�eri�ent des conditions de s�eparation (Si(
)\Sj(
) = ; pour i 6= j)et g est assez r�eguli�ere.Dans [Be1], grâce �a une analyse par ondelettes, nous avons g�en�eralis�e les r�esultats deJa�ard dans le cas o�u les Si sont des contractions monodimensionnelles non lin�eaires, oudes fonctions analytiques de z = x + iy. Dans [Be2], nous avons montr�e que pour descontractions non homog�enes les fonctions autosimilaires associ�ees sont multifractales maisne v�eri�ent pas le formalisme multifractal. Nous avons propos�e une autre formule pourle formalisme multifractal qui s'adapte bien �a ce genre de situations et qui sera en mêmetemps compatible avec le cadre des contractions homog�enes.Dans ce papier, on se propose d'�etendre la validit�e du formalisme multifractal pourdes fonctions d'�echelles satisfaisant moins de r�egles de somme et qui sont en même tempsautosimilaires avec des Sj(
) ne v�eri�ant pas la condition de s�eparationSj(
) \ Sj0(
) = ; :On s'int�eresse dans un premier temps �a des fonctions F�, 0 < � < 1, � 6= 1=2, deL1(IR), satisfaisant l'�equation fonctionnelle :F�(x) = �F�(2x) + �F�(2x� 1) + (1� �)F�(2x� 2) + (1� �)F�(2x� 3) (1)et la condition de normalisation Z F�(x) dx = 1 : (2)2



Ces fonctions font partie d'une large classe de fonctions, solutions dans L1(IR) des�equations d'�echelles '(x) = NXn=0 cn'(kx � n) (3)avec Z '(x) dx = 1 : (4)Dans [DL1] et [DL2], Daubechies et Lagarias ont �etudi�e l'existence, le support, lar�egularit�e globale et ont donn�e des propri�et�es qui permettent de minorer la r�egularit�eponctuelle en certains points. Signalons que si l'on omet la condition ' 2 L1(IR), alorsl'espace des solutions de l'�equation d'�echelle (3) aura une dimension in�nie. La condition' 2 L1(IR) nous permet de prouver que la dimension d'un tel espace, est au plus �egale �a 1et, lorsque cela est le cas, ' sera d�e�nie de fa�con unique par la condition de normalisation(4).Des conditions su�santes sur les cn permettent de prouver l'existence, dans ce cas lapropri�et�e (4) implique que PNn=0 cN = k, ceci permet de montrer que ' est support�ee parl'intervalle [0; Nk�1 ].La solution '(x) sera repr�esent�ee en termes d'un produit in�ni de matrices ( k matricesT0; : : : ; Tk�1 ) dont les coe�cients sont les cn. La repr�esentation d�epend du d�eveloppementdyadique de x (pour x 2 [0; 1]). Pour le cas qui nous int�eresse, k = 2 et N = 3 et on aalors T0 = 0@ c0 0 0c2 c1 c00 c3 c2 1A et T1 = 0@ c1 c0 0c3 c2 c10 0 c3 1A :La r�egularit�e globale de ' r�esulte de certaines estimations sur la norme de tout produit�ni de telles matrices.L'inconv�enient de la majorit�e de ces �equations c'est qu'en e�et, leur solution ne poss�edepas une forme analytique explicite. Ce probl�eme vient du fait que le produit in�ni dematrices n'est pas en g�en�eral explicite.Dans [DL3], Daubechies et Lagarias ont choisit des cn de telle fa�con que dans une certainebase de IR3, T t0 est diagonale et T t1 est triangulaire, (T ti d�esignant la matrice transpos�eede Ti). L'avantage de ce choix, c'est qu'il permet de calculer tout produit des matricesT0 et T1, et de contrôler ainsi l'accroissement de la fonction d'�echelle associ�ee �a �n ded�eterminer la r�egularit�e ponctuelle.Signalons aussi que Daubechies et Lagarias imposent \su�samment" de r�egles de somme(PNn=0 cn(�1)nnl = 0 pour l = 0; : : : ; L avec L = N � 2) pour avoir des relations entrele graphe de '� sur [1; 2], [2; 3] et son graphe sur [0; 1]. Ainsi, Daubechies et Lagariasont pu acc�eder au formalisme multifractal et le v�eri�er (cf [DL3]) pour des fonctions '�(1=2 < � < 3=4) satisfaisant (3) et (4) avec N = 3, c0 = �, c1 = 12 + �, c2 = 1 � �et c3 = 12 � � . Telles r�egles sont d'une importance capitale, elles permettent en fait,comme Daubechies nous l'avait signal�e dans [Dau] de transformer la fonction d'�echelle enune fonction autosimilaire dans le sens de Ja�ard et de retrouver le formalisme multifractal.F� n'a pas su�samment de r�egles de somme, toutefois on v�eri�e que telles relationssont aussi possibles pour les fonctions F�. 3



Signalons que pour � = 1=2, (1) et (2) admettent une solution unique donn�ee par lafonction F 12 (x) = 8>><>>: x=2 si x 2 [0; 1]1=2 si x 2 [1; 2](3� x)=2 si x 2 [2; 3]0 ailleurs.F 12 �etant uniform�ement Lipschitzienne donc le formalisme multifractal n'est pas int�eres-sant dans ce cas.Dans la prochaine section, on prouvera l'existence et l'unicit�e de la solution de l'�equation(1) pour � 6= 1=2, sous la condition de normalisation (2) et on donnera sa r�egularit�e glob-ale et son support. La solution F� sera support�ee par l'intervalle [0; 3]; ainsi en posant
 =]0; 3[ et Sj(x) = 12x+ j2 , pour j = 0; 1; 2 et 3, F� sera, dans un sens faible, autosimilaireavec des Sj(
) ne v�eri�ant pas la condition de s�eparation Sj(
) \ Sj0(
) = ;. Puis, ondonnera explicitement cette solution et on montrera le lien entre son graphe sur [1; 2], [2; 3]et [0; 1].Dans la troisi�eme section, on calculera sa r�egularit�e ponctuelle et son spectre dessingularit�es et on prouvera le formalisme multifractal.Dans la quatri�eme section, on montrera le passage �a une fonction autosimilaire, etqu'aux points x cod�es par des rationnels, ainsi que leurs translat�es de 1 et 2, la solutionadmet des chirps logarithmiques apr�es avoir pr�esent�e ces notions et donner leurs carac-t�erisation par ondelettes. On signalera aussi le rôle important des r�egles de somme dansl'autosimilarit�e des fonctions d'�echelle et la v�eri�cation du formalisme multifractal.Dans la cinqui�eme section, on v�eri�e que la fonction d'�echelle de de Rham n'ait passu�samment de r�egles de somme. On montre qu'elle est autosimilaire avec une fonctiond'erreur g discontinue et on prouve que le formalisme multifractal s'applique pour elle.2 Existence, unicit�e, support, r�egularit�e globale et calculexplicite de la solutionPour � 6= 1=2, les matrices T0 et T1 associ�ees �a l'�equation d'�echelle (1) s'�ecriventT0 = 0@ � 0 0(1� �) � �0 (1� �) (1� �) 1A et T1 = 0@ � � 0(1� �) (1� �) �0 0 (1 � �) 1A :On consid�ere les vecteurs e1 = (1; 1; 1), e2 = ((�� 1)2; �(�� 1); �2) et e3 = (1; 0; 0), eton note P la matrice de passage de la base canonique de IR3 dans la base (e1; e2; e3).Il est facile de v�eri�er que la matrice de l'endomorphisme associ�e �a T t0 est diagonaledans la base (e1; e2; e3), et est donn�ee parP�1T t0P = 0@ 1 0 00 0 00 0 � 1A4



et que celle de l'endomorphisme associ�e �a T t1 est triangulaire sup�erieure, et est �egale �aP�1T t1P = 0@ 1 0 �20 0 �10 0 1� � 1A :Un calcul facile nous fournitP�1 (Ti1 : : : Tin)t P = 0@ 1 0 �2Pnk=1 ikQk�1l=1 �il0 0 �inQn�1k=1 �ik0 0 Qnk=1 �ik 1A :avec �0 = � et �1 = 1� �.D'apr�es la remarque de [DL2] page 1048, en posant E1 le sous espace vectoriel deIR3 orthogonal �a e1, la restriction de la matrice P tTj(P t)�1 (j = 0 ou 1) au sous espaceP tE1, que l'on notera P tTj(P t)�1=P tE1 est obtenue en �eliminant la premi�ere ligne etla premi�ere colonne de P tTj(P t)�1 (donc en �eliminant la premi�ere ligne et la premi�erecolonne de P�1T tjP puis en transposant). Ce qui donneP tT0(P t)�1=P tE1 = � 0 00 � � et P tT1(P t)�1=P tE1 = � 0 0�1 1� � � :De la même mani�ere, on obtientP tTi1 : : : Tin(P t)�1=P tE1 = � 0 0�inQn�1k=1 �ik Qnk=1 �ik � :Donc la norme de la matrice P tTi1 : : : Tin(P t)�1=P tE1 est � Qnk=1 �ik .On va utiliser les r�esultats suivants (voir [DL1] page 1395 et [DL2] pages 1037-1038,1043 et 1053)Th�eor�eme 1 Supposons que les coe�cients cn, n = 0; : : : ; N satisfaient PNn=0 cn = 2 etPNn=0(�1)nnlcn = 0 pour l = 0; 1: : : : ; L.Pour chaque m = 1; : : : ; L + 1, on pose Em le sous espace vectoriel de IRN orthogonal �aVectfu1; : : : ; umg o�u uj = (1; 2j�1; : : : ; N j�1). Supposons qu'il existe 12 � � < 1, 0 � l � L(l 2 IN) et C > 0 tels que, pour toute suite binaire (ij)j2IN� , et tout m 2 IN�,k Ti1 : : : Tim=El+1 k� C�m2�ml: (5)Alors� Il existe une solution f continue non triviale et appartenant �a L1, pour l'�equationd'�echelle associ�ee aux cn;� f est �a support compact dans [0; Nk�1 ], f(x) + f(x+1)+ : : :+ f(x+N � 1) = 1 pourtout x 2 [0; 1], et f est l fois continûment d�erivable:� Si � > 12 , alors la d�eriv�ee d'ordre l, f (l) appartient �a C� log�log 2 (IR);Si � = 12 , alors f (l) satisfaitjf (l)(x+ t)� f (l)(x)j � Cjtjj log tj:5



Proposition 1 L'estimation (5) est �equivalente �a la propri�et�e suivante:il existe m 2 IN� et une matrice N �N , B de d�eterminant non nul, tels quemaxij=0 ou 1j=1;:::;m k �Ti1 : : : �Tim=BEL+1 k� 2�ml;avec �Ti = BTiB�1.Comme k P tTi1 : : : Tin(P t)�1=P tE1 k� Qnk=1 �ik , alors, d'apr�es la Proposition 1 et leTh�eor�eme 1, il existe une unique fonction continue F = F� et appartenant �a L1(IR), satis-faisant (1) et (2). De plus F est H�olderienne d'exposant de H�older �min = minf jlog �jlog 2 ; jlog(1��)jlog 2 g.Par cons�equent, en prenant 
 = [0; 3], on peut dire que F est autosimilaire avec des Sj(
)ne v�eri�ant pas la condition de s�eparation Sj(
) \ Sj0(
) = ;.Par ailleurs, pour tout x 2 [0; 1]F (x) + F (x+ 1) + F (x+ 2) = 1 : (6)Pour x 2 [0; 1], on consid�ere la d�ecomposition dyadiquex = 1Xk=1 ik(x)2�ket on d�e�nit l'op�erateur de shift � par�x = 1Xk=2 ik(x)2�k+1 :Observons que �x = S�1i1(x)(x) = � 2x si x 2 [0; 1=2]2x� 1 si x 2 [1=2; 1].On pose V (x) = (F (x); F (x + 1); F (x + 2)) :Il vient alors V (x) = Ti1(x) V (�x)donc il en r�esulte par it�eration que pour tout n 2 IN,V (x) = Ti1(x) : : : Tin(x) V (�nx) :D'autre part, en notant < X;Y > le produit scalaire de deux vecteurs X et Y de IR3, onaura F (x) = < e3; V (x) >= < e3; limn Ti1(x) : : : Tin(x) V (0) >= limn < (Ti1(x) : : : Tin(x))t e3; V (0) >= limn < �2 nXk=1 ik k�1Yl=1 �il e1 � in n�1Yk=1 �ik e2 + nYk=1�ik e3; V (0) > :6



Grâce au fait que �0 et �1 sont compris entre 0 et 1 et �a la propri�et�e (6), on obtient8x 2 [0; 1]; F (x) = �2 1Xk=1 ik(x) k�1Yl=1 �il(x) : (7)On vient donc de trouver une forme analytique explicite pour F sur [0; 1].Regardons maintenant le lien entre le graphe de F sur [1; 2], [2; 3] et son graphe sur[0; 1]. Pour y 2 [1; 2], on pose x = 12y, comme F est support�ee par [0; 3], l'�equation (1)donne F (x) = �F (2x) + �F (2x� 1)= �F (y) + �F (�x)donc F (y) = 1�F (x)� F (�x) :Or d'ap�es (7) F (�x) = �2 1Xk=1 ik(�x) k�1Yl=1 �il(�x)!= �2 1Xk=2 ik(�x) k�1Yl=2 �il(�x)!= 11� � F (x)� �21� � ;par cons�equent F (y) = 1� 2��(1� �)F (12y) + �21� � : (8)En�n, grâce �a (6), on a pour x 2 [2; 3]F (x) = 1� �21� � � 1� 2��(1� �)F (x� 12 )� F (x� 2) : (9)Pour x 2 [0; 1], 1�F (x) est la primitive de la mesure de probabilit�e binomiale � con-struite sur [0; 1] par le proc�ed�e it�eratif suivant : �a l'�etape n = 0, on a�ecte �a l'intervalle[0; 1] le poids 1. A l'�etape n = 1, on attribue un poids �0 = � �a l'intervalle [0; 1=2] etle poids �1 = 1 � � �a l'intervalle [1=2; 1]. A l'�etape n, on divise [0; 1] en 2n intervalles�egaux en longueur, on rep�ere chacun de ces 2n intervalles par une s�equence symbolique(i1; : : : ; in) o�u ik = 0 ou 1 selon que l'intervalle consid�er�e soit l'un des 2k�1 intervalles�a gauche (ik = 0) ou l'un des 2k�1 intervalles �a droite (ik = 1) de la d�ecompositiondes 2k intervalles obtenus �a l'�etape k, on attribue alors un poids �i1 : : : �in �a l'intervalleIi1;:::;in = [Pnk=1 ik2�k;Pnk=1 ik2�k + 2�n].
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3 R�egularit�e ponctuelle, spectre des singularit�es et formal-isme multifractalDans cette section, on fournit la valeur de la r�egularit�e ponctuelle, le spectre des singu-larit�es et la preuve du formalisme multifractal. Il y a plusieurs fa�cons de faire ceci : onpeut se ramener au cas des fonctions autosimilaires et d�eduire directement le r�esultat maiscomme 1�F (x) est la primitive d'une mesure de probabilit�e binomiale, nous pr�ef�erons faireappel au formalisme multifractal pour les mesures et appliquer les r�esultats de certainsauteurs �a notre cas, et de toute mani�ere, l'autosimilarit�e de F fera l'objet de la troisi�emesection, �a �n de d�et�ecter les chirps logarithmiques.Th�eor�eme 2 Soit 0 < � < 1, � 6= 12 et F la solution de l'�equation (1) sous la conditionde normalisation (2). Alors pour x 2 [0; 1] tel quea(x) := lim infn �Pnl=1 il(x)n jlog(1��)jlog 2 + (1� Pnl=1 il(x)n ) jlog �jlog 2 � � 1, on a�(x+ 2) = �(x+ 1) = �(x) = a(x) :En plus, pour � 2 [�min; 1] d(�) = infq (�q � �(q))avec �(q) = � log(�q+(1��)q)log 2 .Et pour � 2]�min; 1], d(�) = infq>1(�q � �(q) + 1)et le formalisme multifractal s'applique.Preuve :On va d'abord rappeler le formalisme multifractal pour les mesures et montrer le lien avecle formalisme multifractal des fonctions.Pour x 2 [0; 1], on note In(x) l'unique intervalle dyadique de longueur 2�n contenantx, c'est �a dire l'intervalle [Pnl=1 il(x)2�l;Pnl=1 il(x)2�l + 2�n[ et on d�e�nit la r�egularit�eponctuelle de la mesure � en x par :��(x) = lim infn log �(In(x))log jIn(x)j :Posons E�(�) = fx 2 [0; 1] = ��(x) = �get �(q) = limn logPk (�([k2�n; (k + 1)2�n]))qlog 2�n :Alors le formalisme multifractal pour les mesures dit que :dimE�(�) = infq (�q � �(q)) :
8



Arneodo et ses collaborateurs (cf [ABM1]), Brown, Michon et Peyri�ere (cf [BMP]) etCollet, Lebowitz et Porzio (cf [CLP]) ont montr�e la validit�e de ce formalime pour desmesures multinomiales. Par ailleurs, si f d�esigne la primitive de la mesure �, c'est �a diref(x) = Z x0 d� = �([0; x]);alors pour � � 1 x 2 E�(�)() lim inf log jf(x+ h)� f(x)jlog jhj = � ;soit donc x 2 E�(�)() �(x) = � :Si d(�) d�esigne le spectre des singularit�es de f , il s'ensuit alors que pour � � 1d(�) = infq (�q � �(q)) : (10)D'autre part, on aXk ��([k2�n; (k + 1)2�n])�q = Xk jf(k2�n)� f((k + 1)2�n)jq� 2n Z jf(x+ 2�n)� f(x)jq dx ;Par cons�equent, si 1 + �(q) < q alors�(q) = 1 + �(q) :Pour notre mesure, on a��(x) = lim infn �Pnl=1 il(x)n j log(1� �) jlog 2 + (1� Pnl=1 il(x)n ) j log � jlog 2 � = a(x)et �(q) = limn logPjij=n j�ijqlog 2�n = limn log(�q + (1� �)q)nlog 2�n = � log(�q + (1� �)q)log 2 :Par cons�equent, 1 + �(q) < q () q > 1 et donc�(q) = 1� log(�q + (1� �)q)log 2 8q > 1: (11)Finalement, le Th�eor�eme 2 d�ecoule du fait que pour �min < � � 1, infq(�q +log(�q+(1��)q)log 2 ) est atteint en hlog �� log(2�(1��))log(2��) �i = hlog �1��i qui est sup�erieur �a 1.Remarque : Contrairement aux r�esultats de [DL3], on n'a pas le ph�enom�ene detransition de phase : il y avait une singularit�e en � = 1 dans le spectre de [DL3], ce quiest ne pas le cas pour le notre. 9



4 Autosimilarit�e, chirps logarithmiques et ondelettesRappelons qu'une fonction f(x) d'une variable r�eelle est H�old�erienne d'exposant � en x0s'il existe un polynôme P de degr�e au plus � tel qu'on ait au voisinage de x0j f(x0 + h)� P (h) j� C j h j� :Cette majoration, ne permet pas de d�ecrire les oscillations de j f(x0 + h)� P (h) j.Des comportements tr�es oscillatoires ont �et�e �etudi�es dans [JM] et [Me1], lorsque par ex-emple f(x0 + h)� P (h) � h� sin 1h� ;l'indice � �etant l'exposant de H�older en x0 tandis � mesure la rapidit�e des oscillations quivont s'acc�el�erer quand h tend vers 0.Une situation moins oscillante apparait lorsque f est \approximativement autosimilaire"au voisinage de x0, plus pr�ecis�ement lorsque (si � < 1)f(x0 + h)� f(x0) = ���(f(x0 + �h)� f(x0)) +O(jhj�)avec � < 1. Cette �egalit�e implique bien sûr quef(x0 + h)� f(x0) = jhj�G�(log�h) +O(jhj�)o�u le � d�esigne le signe de h et G est une fonction log � p�eriodique.Introduisons donc la d�e�nition suivanteD�e�nition 1 On dit qu'une fonction f a un chirp logarithmique d'ordre � en x0 , dep�eriodicit�e log � et de r�egularit�e r � 0, s'il existe un polynôme P de degr�e au plus � etdeux fonctions G+ et G� appartenant �a l'espace de H�older Cr, p�eriodiques de p�eriode log �et born�ees telles que f(x0 + h)� P (h) = jhj�G�(log�h) +O(jhj�)ou de fa�con �equivalente, sif(x0 + h)� P (h) = ���(f(x0 + �h)� P (�h)) +O(jhj�) :Dans [Ja3], Ja�ard a �etabli des conditions n�ecessaires et su�santes pour l'existence dechirps logarithmiques, portant sur la transform�ee en ondelettes de la fonction. En plusil a trouv�e une formule qui fournit explicitement les coe�cients de Fourier des fonctionsG+ et G� aux points o�u les fonctions autosimilaires (d�e�nies dans [Ja1] et [Ja2] ) ont deschirps.Soit � > 0, consid�erons une ondelette  2 C [�]+1(IR) telle que pour tout 0 � l � [�] + 1,j (l)(x)j � C(1+jxj)[�]+2 et R xl (x) dx = 0 et de plus (par exemple)  paire, ou impaire, ou ̂(�) = 0 pour � � 0 (et  non identiquement nulle). Voici les �enonc�es des th�eor�emes deJa�ard [Ja3].
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Th�eor�eme 3 Si f a un chirp logarithmique d'ordre � en x0 , de p�eriodicit�e log � et der�egularit�e r, alors la transform�ee en ondelettes de F v�eri�eCa;b(f) = a�H(log a; b� x0a ) +O(a� + jb� x0j�) (12)avec H(x; y) log � p�eriodique en la premi�ere variable,jH(x; y)j � C(1 + jyj)��r (13)et jH(x; y)�H(x0; y)j � Cjx� x0jr(1 + jyj)� : (14)R�eciproquement, supposons qu'il existe � < � tel queCa;b(f) = a�H(log a; b� x0a ) +O(a�(1 + jb� x0ja )�) (15)avec H(x; y) satisfaisant (13) et (14). Alors f a un chirp logarithmique d'ordre � en x0,de p�eriodicit�e log � et de r�egularit�e r � ", 8" > 0.Soit maintenant f une fonction k-autosimilaire sur [0; 1], i.e v�eri�antf(x) = dXi=1 �if(S�1i (x)) + g(x) ; (16)avec j�ij < 1 pour i = 1; : : : ; d, Si des applications a�nes de [0; 1] dans [0; 1] de rapportsde contraction �i, telles queSi(]0; 1[) \ Sj(]0; 1[) = si i 6= jet g est Ck �a d�ecroissance rapide ainsi que ses d�eriv�ees d'ordre inf�erieur �a k. On supposeen plus que f n'est pas Ck en un point x0.Alors les points o�u f n'est pas Ck appartiennent au compact K invariant par les Si(K = SSi(K)).Chaque point de ce compact peut s'�ecrirex = limn 7!1Si1 � : : : � Sin(t)o�u t est un point quelconque de [0; 1]. On peut donc coder x par la suite (i1; : : : ; in; : : :),ou encore par le nombre X = X(x) =Xn ind�ndont le d�eveloppement d-adique est pr�ecis�ement la suite in.Th�eor�eme 4 Soit f une fonction k-autosimilaire et x un point cod�e par un rationnel;Notons �(x) = �i1 : : : �ip(x)o�u i1 : : : ip(x) est la suite p�eriodique apparaissante dans le codage de x, et�(x) = �i1 : : : �ip(x) :Alors f a un chirp logarithmique d'ordre � = log �(x)log�(x) en x, de p�eriodicit�e log �(x) et der�egularit�e k. 11



Notons que la d�etection des chirps d�ecoule directement de l'�equation fonctionnelle (16).Dans ce qui suit, nous appliquerons les r�esultats de Ja�ard pour la solution F = F�de l'�equation (1) (sous la condition de normalisation (2)) �a �n de d�et�ecter ses chirpslogarithmiques. Pour cela on va d'abord la transformer en une fonction 1-autosimilaire.La m�ethode nous a �et�e communiqu�ee par Daubechies [Dau], pour nous signaler que lafamille d'exemples de son article avec Lagarias, tombe bien dans le cadre des fonctionsautosimilaires, trait�e par Ja�ard dans [Ja2].Pour x 2 [0; 1=2], l'�equation (1) s'�ecritF (x) = �F (2x) : (17)Pour x 2 [1=2; 1], on a F (x) = �F (2x) + �F (2x� 1)qui grâce �a (8), devient 1� 2�1� � F (x) + �31� � + �F (2x� 1):Il vient F (x) = (1� �)F (2x� 1) + �2 : (18)On a F (0) = 0 et F (1) = �, on d�e�nit alors une fonction continue ~F qui s'annule auxbords par ~F (x) = F (x)� �x pour x 2 [0; 1] et 0 ailleurs.En r�e�ecrivant (17) et (18) pour ~F , on aura~F (x) = 8<: � ~F (2x) + (2�2 � �)x si x 2 [0; 1=2](1� �) ~F (2x� 1)� (2�2 � �)x+ 2�2 � � si x 2 [1=2; 1]0 ailleurs.En posant �0 = � et �1 = 1� � ;
 =]0; 1[ ;Sj(x) = 12x+ j2 pour j = 0; 1 ;et g(x) = 8<: (2�2 � �)x si x 2 [0; 1=2]�(2�2 � �)x+ 2�2 � � si x 2 [1=2; 1]0 ailleurs.On aura alors ~F (x) = 1Xj=0 �j ~F (S�1j (x)) + g(x) ;avec �0 = � et �1 = 1� � ;Si(
) � 
 pour j = 0; 1 ;12



S0(
) \ S1(
) = ; ;et g est une fonction uniform�ement Lipschitzienne et localis�ee.~F est donc une fonction 1-autosimilaire. Par cons�equent, en tout point x cod�e par unrationnel, ~F a un chirp logarithmique d'ordre � = � log �(x)p(x) log 2 en x, de p�eriodicit�e �p(x) log 2et de r�egularit�e 1.Vu que ~F est �egale �a F modulo un monôme, il en r�esulte de la d�e�nition 1 et desrelations (8) et (9) qu'en tout point x cod�e par un rationnel (et ses translat�es x + 1 etx+ 2), tel que a(x) � 1, F a un chirp logarithmique d'ordre � = � log �(x)p(x) log 2 , de p�eriodicit�e�p(x) log 2 et de r�egularit�e 1. C'est �a dire qu'on a pour jhj assez petitF (x+ h)� F (x) = �(x)[F (x + 2�p(x)h)� F (x)] +O�jhj� log �(x)log 2p(x)� ;F (x+ 1 + h)� F (x+ 1) = �(x)[F (x + 1 + 2�p(x)h)� F (x+ 1)] +O�jhj� log �(x)log 2p(x)�et F (x+ 2 + h)� F (x+ 2) = �(x)[F (x + 2 + 2�p(x)h)� F (x+ 2)] +O�jhj� log �(x)log 2p(x)� :Autosimilarit�e des fonctions d'�echelle et formalisme multifractal:On vient de voir que modulo un monôme, la fonction d'�echelle F� est 1-autosimilaire.Ainsi elle v�eri�e le formalisme multifractal sur une partie de l'intervalle [0; 1].Dans [Dau], Daubechies nous a signal�e que toute fonction d'�echelle, dont les coe�cientscn v�eri�ent les L+ 1 r�egles de sommeNXn=0 cn(�1)nnl = 0 pour l = 0; : : : ; L ;peut se transformer en une fonction autosimilaire N �L� 1 dimensionnelle: les �j serontdes matrices N �L� 1�N �L� 1 et la fonction d'erreur devient une fonction vectoriellede IRN�L�1. Ainsi, si on impose N � 1 r�egles de somme, i.e si L = N � 2, alors, moduloun polynôme de degr�e N � 2, la fonction d'�echelle devient (N � 2)-autosimilaire dans lesens classique, et le formalisme multifractal pour � < N � 2 en r�esulte.Toutefois, remarquer que la famille d'exemples F� fait partie du cas L < N � 2, en e�etL = 0 et N = 3, alors qu'on n'a eu aucune di�cult�e pour transformer F� en une fonctionautosimilaire et de v�eri�er le formalisme multifractal.Nous allons maintenant prouver que ceci est presque aussi le cas pour la fonction dede RhamF (x) = F (3x) + 13[F (3x � 1) + F (3x+ 1)] + 23 [F (3x� 2) + F (3x+ 2)] ; (19)avec toujours F 2 L1 et R F (x) dx = 1. On montre en fait que cette fonction est autosim-ilaire, mais avec une fonction d'erreur discontinue.
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5 Formalisme multifractal pour la fonction de de RhamLa fonction de de Rham a �et�e introduite par G.de Rham dans le but de construire desfonctions continues nulle part d�erivables.On se propose de montrer que cette fonction est multifractale et de v�eri�er le formalismemultifractal.Pour cela, on va tout d'abord en posant f(x) = F (x � 1), se rendre �a l'�equationd'�echelle classique. f satisfait alorsf(x) = 4Xn=0 cnf(3x� n) (20)avec c0 = c4 = 23 , c1 = c3 = 13 et c2 = 1.On a une seule r�egle de somme qui s'�ecrit sous la forme c0 + c3 = c1 + c4 = c2 = 1.Consid�erons les trois matricesT0 = � 2=3 01=3 1 � ; T1 = � 1=3 2=32=3 1=3 � et T2 = � 1 1=30 2=3 � :Consid�erons aussi les vecteurs e1 = (1; 1) et e2 = (1; 0) et notons P la matrice depassage de la base canonique de IR2 dans la base (e1; e2).On aP�1T t0P = � 1 00 23 � ; P�1T t1P = � 1 230 �13 � et P�1T t2P = � 1 130 23 � :Un raisonnement par r�ecurrence nous permet d'�etablir que pour tout (i1; : : : ; in) 2f0; 1; 2gn P�1 (Ti1 : : : Tin)t Pe1 = e1et P�1 (Ti1 : : : Tin)t Pe2 = �13 n�1Xk=0 kYl=1 �il!�ik+1e1+ n�1Yk=1 �ik! e2 ;avec �0 = �2 = 23 et �1 = �13 ; �0 = 0, �1 = �2 et �2 = �1.Ce qui donneP�1 (Ti1 : : : Tin)t Pe2 = �13 n�1Xk=0 3�k2Nk(0)+Nk(2)(�1)Nk(1)�ik+1e1+3�n2Nn(0)+Nn(2)(�1)Nn(1)e2 ;avec Nk(i) (i = 0; 1; 2) le nombre des indices valant i, dans le n-uplet (i1; : : : ; in).14



En utilisant alors la Proposition 1 et le Th�eor�eme 1, il est facile de prouver que f est �asupport dans [0; 2] et qu'elle est H�olderienne d'exposant de H�older �min = log(3=2)= log 3 =1� log 2log 3 ' 0; 36907:::, et que f(x) + f(x+ 1) = 1 pour tout x 2 [0; 1].Il en r�esulte que la fonction de de Rham F 2 C log 32= log 3(IR) et est �a support compactdans [�1:1] et que F (x) + F (x � 1) = 1 pour tout x 2 [0; 1]. Ainsi, on peut remplacer Fpar sa restriction �a [0; 1] pour la v�eri�cation du formalisme multifractal.Ces r�esultats sur le support ainsi que l'�equation fonctionnelle satisfaite par f nouspermettent aussi d'�ecriref(x) = 8<: 23f(3x) si x 2 [0; 13 ]�13f(3x� 1) + 23 si x 2 [13 ; 23 ]23f(3x� 2) + 13 si x 2 [23 ; 1]que l'on peut aussi �ecrire sous la formef(x) = 2Xj=0 �jf(S�1j (x)) + g(x) ; (21)avec Sj(x) = 13x+ j3 pour j = 0; 1; 2 ;et g(x) =8>><>>: 0 si x 2 [0; 1=3]23 si x 2 [1=3; 2=3]13 si x 2 [2=3; 1]0 ailleurs.f est alors du type autosimilaire, respectant la condition de s�eparation, mais la fonctiond'erreur g n'est même pas continue.On essaye alors l'argument utilis�e pour les fonctions F� : on a f(0) = 0 mais f(1) =�23f(2) + 1 = 1 6= 0, on d�e�nit alors une fonction ~f(x) qui s'annule en 1 aussi, par~f(x) = f(x)� x.Il vient donc ~f(x) = 8<: 23 ~f(3x) + x si x 2 [0; 13 ]�13 ~f(3x� 1)� x+ 1 si x 2 [13 ; 23 ]23 ~f(3x� 2) + 2x� 1 si x 2 [23 ; 1]~f est aussi du type autosimilaire, avec toujours une fonction d'erreur discontinue.On vient donc de prouver que malgr�e le \manque" de r�egles de somme, on peut trans-former la fonction d'�echelle de de Rham en une fonction de type autosimilaire satisfaisantla condition de s�eparation, mais avec une fonction d'erreur discontinue.Signalons que la fonction de de Rham a une forme analytique explicite, en e�et, pourx 2 [0; 1], on consid�ere la d�ecomposition triadiquex = 1Xk=1 ik(x)3�k15



et on d�e�nit l'op�erateur de shift � par�x = 1Xk=2 ik(x)3�k+1 :Observons que �x = S�1i1(x)(x) = 8<: 3x si x 2 [0; 1=3]3x� 1 si x 2 [1=3; 2=3]3x� 2 si x 2 [2=3; 1].On pose V (x) = (f(x); f(x+ 1)) :Il vient alors V (x) = Ti1(x) V (�x)donc il en r�esulte par it�eration que pour tout n 2 IN,V (x) = Ti1(x) : : : Tin(x) V (�nx) :Ainsi pour x 2 [0; 1]F (x� 1) = f(x) =< e2; V (x) >= < e3; limn Ti1(x) : : : Tin(x) V (0) >= limn < (Ti1(x) : : : Tin(x))t e2; V (0) >= �13 1Xk=0 kYl=1 �il(x)!�ik+1(x) (22)= �13 1Xk=0 3�k2Nk;x(0)+Nk;x(2)(�1)Nk;x(1)�ik+1(x) ; (23)o�u Nk;x(i) d�esigne le nombre d'indices valant i dans les k premiers termes du code de x.On voit clairement que pour x 2 [0; 1],F (x� 1) = f(x) = 1Xk=0 kYl=1 �il(x)! g((Si1 � : : : � Sik)�1(x))= 1Xk=0 kYl=1 �il(x)! g(�kx) : (24)Ce r�esultat �etait pr�evisible, car il s'agit en fait de l'expression de toute fonction au-tosimilaire. D'autre part, en utilisant soit la propri�et�e (22) ou de nouveau (24) , on peutv�eri�er que lorsque x et x+ t ont les mêmes n premiers termes du code, alorsF (x+ t)� F (x) = �[F (x+ t� 1)� F (x� 1)]= ��i(n;x)[F (�n(x+ t)� 1)� F (�nx� 1)] : (25)16



En estimant cette expression, on montre (voir [DL2] p:1069) que pour x 2 [0; 1] tel querx(1) := limn 7!1 Nn;x(1)n existe, on ajF (x+ t)� F (x)j = jF (x+ t� 1)� F (x� 1)j � Cjtjb(x)�" ;avec b(x) = �min + rx(1) log 2log 3 = 1� log 2log 3(1� rx(1)) : (26)Cela veut dire que pour un tel x, �(x) � b(x) :D'autre part, en posant pour J 2 IN, l1J(x) (respectivement l0;2J (x)) la longueur de lachaine (non interrompue) de 1 (respectivement de 0 ou 2) pr�ec�edant (et incluant) iJ(x).On prend x tel que limj l0;2j (x)j = 0 = limj l1j (x)j et on �xe � > 0, il existe j0 tel que pourj � j0 l0;2j (x)j � � et l1j (x)j � � :Par ailleurs, pour tout j, il existe j00 � j tel queaj00(x) < a(x) + �;donc j�i(j00;x)j > 3�j00(a(x)+�) :On pose ~j = �j � l0;2�j (x) avec �j = j00 � l1j00(x); on aura i~j(x) = 1 et i~j+1(x) = 0 ou 2. Deplus si on se restreind �a j � j1 = (1 � �)�1j0, alors j00 � j � j1 � j0 et �j = j00 � l1j00(x) �j00(1� �) � j0, et donc l0;2�j (x) � ��j. Il en r�esulte que~j � j00 � �j00 � ��j � (1� 2�)j00 ;Par cons�equent j�i(~j;x)j � j�i(j00;x)j > 3�j00(a(x)+�) � 3�(a(x)+�)(1�2�)�1~j :Si i~j+1(x) = 0, on prend hj = 233�~j , on a alors i(~j; x+ hj) = i(~j; x) et par cons�equentjF (x+ hj)� F (x)j = jF (x+ hj � 1)� F (x� 1)j= j�i(~j;x)j jF (y~j + 23 � 1)� F (y~j � 1)javec y~j = S�1i(~j;x)(x).Mais i~j+1(x) = 0, donc y~j = 13y~j+1. DoncjF (x+ hj)� F (x)j = j�i(~j;x)j jF (13y~j+1 + 23 � 1)� F (13y~j+1 � 1)j= j�i(~j;x)j j23F (y~j+1 � 1) + 13 � 23F (y~j+1 � 1)j= 13 j�i(~j;x)j� Cjhjja(x)+�0 :17



On aura le même r�esultat en prenant hj = �233�~j , si i~j+1(x) = 2.On vient donc de montrer le Th�eor�eme suivantTh�eor�eme 5 Pour x 2 [0; 1] tel que rx(1) := limn 7!1 Nn;x(1)n existe, on a�(x� 1) = �(x) = �min + rx(1) log 2log 3 :Remarquons aussi que lorsque rx(1) = 0, on a �(x� 1) = �(x) = �min; et que lorsquerx(1) = 1 (par exemple les points de la forme 3�j(l+ 12)), on a �(x� 1) = �(x) = 1. Doncce Th�eor�eme nous a�rme que la fonction de de Rham est multifractale : il y a tout unintervalle ([�min; 1]) de singularit�es sup�erieures �a la r�egularit�e globale �min.Pour un point normal, c'est �a dire tel que rx(0) = rx(1) = rx(2) = 13 , �(x � 1) = �(x) =�min + 13 log 2log 3 ' 0; 57938:::.Ce Th�eor�eme nous permet aussi de minorer le spectre des singularit�es de F . Pour cela,il faut calculer la dimension de Hausdor� de l'ensemble des points x tels que rx(1) existe,et vaut une certaine valeur r(1).Il y a une r�eponse �el�ementaire �a ceci dans un th�eor�eme �etabli par G.Eggleston [Egg] dontl'�enonc�e dans le cas triadique est le suivantTh�eor�eme 6 Etant donn�es trois nombres positifs r(0), r(1) et r(2) tels que r(0)+ r(1)+r(2) = 1; alors la dimension de Hausdor� de l'ensemble E(r(0);r(1);r(2)) des points x telsque rx(i) existe, et vaut r(i), i = 0; 1; 2 est� 1log 3 (r(0) log r(0) + r(1) log r(1) + r(2) log r(2)) :En utilisant ce Th�eor�eme et celui d'avant, on aura en posant pour � 2 [�min; 1],r�(1) = log 3log 2(�� �min)d(�) � � sup0�a�1�r�(1) a log a+ (1� a� r�(1)) log(1� a� r�(1)) + r�(1) log r�(1)log 3 :Ce sup est atteint au point a� := 1�r�(1)2 qui est bien dans [0; 1� r�(1)], il en r�esulte doncque d(�) � � 1log 3( log 3log 2 � � log 3log 2) log( log 32 log 2 � � log 32 log 2)� 1log 3(� log 3log 2 � log 3log 2 + 1) log(� log 3log 2 � log 3log 2 + 1) : (27)Passons maintenant �a la majoration du spectre des singularit�es. On va tout d'abordcalculer �(q), puis on on applique un th�eor�eme de Ja�ard suivant (cf [Ja1]) qui donne lamajoration de d(�) par la transform�ee de Legendre de �(q)� 1.Th�eor�eme 7 Soit q > 0 et s > mq . Si f 2 Bs;1q (IRm), alors d(�) � �q � sq +m.Ainsi, si m < �(q) < q, alors d(�) � �q � �(q) +m.18



On prend 3�j � h < 3:3�j , Aj = [�1 � 3:3�j ;�1] [ [�3:3�j ; 0] [ [1 � 3:3�j ; 1] etBj = [�1;�3�j ] [ [0; 1 � 3�j ].Z jF (x+ h)� F (x)jq dx � ZAj jF (x+ h)� F (x)jq dx+ ZBj jF (x+ h)� F (x)jq dx:Dans un premier temps, on a grâce au fait que F 2 C�min(IR)ZAj jF (x+ h)� F (x)jq dx � Cjhj1+�minq ; (28)et grâce au fait que F (x) + F (x� 1) = 1 pour x 2 [0; 1]ZBj jF (x+ h)� F (x)jq dx = 2Z 1�3�j0 jF (x+ h� 1)� F (x� 1)jq dx:En remarquant que l'intervalle [0; 1 � 3�j ] est l'ensemble des points x 2 [0; 1] tels quel'un des ik(x), k = 1; : : : ; j aumoins, est �egal �a 0 ou 1, on partitionne [0; 1 � 3�j ] sur lesensembles Bj;k, k = 1; : : : ; j, avec Bj;k = fx 2 [0; 1] : ik(x) = 0 ou 1; et ik+1(x) =ik+2(x) = : : : = ij(x) = 2g. Pour x 2 Bj;k, x+h et x ont les mêmes k� 1 premiers termesdu code, doncZBj;k jF (x+ h� 1)� F (x� 1)jq dx � (3k�1 jhj)q�min ZBj;k j�i(k�1;x)jq dx� (3k�1 jhj)q�min 3�j+k�1 (13 j�0jq + 13 j�1jq + 13 j�2jq):Ce qui donne ZBj jF (x+ h)� F (x)jq � Cjhj1+q2jq(2 + 2�q)j ;ou encore ZBj jF (x+ h)� F (x)jq � Cjhj1+q� log(2:2q+1)log 3 : (29)Ainsi, comme 1 + q�min > 1 + q � log(2:2q+1)log 3 , (28) et (29) impliquent queSq(h) � C 0jhj1+q� log(2:2q+1)log 3 : (30)En ce qui concerne la minoration de Sq(h), on prend hj = 3�j�2, et on se restreind audomaine B0j = fx 2 [13 ; 23 ] : ij�1(x) = ij+1(x) = ij+2(x) = ij+3(x) = ij+4(x) = ij+5(x) =0 et ij(x) = 2g. Pour x 2 B0j, x + hj et x ont les mêmes j + 1 premiers termes du code,doncjF (x+ hj)� F (x)j = j�i(j+1;x)j jF (S�1i(j+1;x)(x+ hj)� 1)� F (S�1i(j+1;x)(x)� 1)j :Or S�1i(j+1;x)(x) 2 [0; 134 ] (car ij+2(x) = ij+3(x) = ij+4(x) = ij+5(x) = 0) et S�1i(j+1;x)(x +hj) = 13 + S�1i(j+1;x)(x) 2 [13 ; 13 + 134 ], donc en posant y = S�1i(j+1;x)(x), on aurajF (S�1i(j+1;x)(x+ hj))� F (S�1i(j+1;x)(x))j= jF (S�1i(j+1;x)(x+ hj)� 1)� F (S�1i(j+1;x)(x)� 1)j= j �1 F (S�11 (13 + y)� 1) + g(13 + y) � �0 F (S�10 (y)� 1) � g(y) j ;19



doncjF (S�1i(j+1;x)(x+ hj))� F (S�1i(j+1;x)(x))j = j �13 F (3y � 1) + 23 � 23 F (3y � 1) j= j23 � F (3y � 1)j� 23 � 1627 > 0et parsuite Sq(hj) � C 0jhj j1+q� log(2:2q+1)log 3 : (31)Ainsi comme 8q > 0, 1 + q � log(2:2q+1)log 3 < q, on en d�eduit que 8q > 0, �(q) =1 + q � log(2:2q+1)log 3 .Donc grâce au th�eor�eme de Ja�ard, le spectre des singularit�es est major�e par infq>1(�q��(q) + 1).Un calcul facile nous montre que cet inf est atteint en q� = [log((1��) log 3)� log(2 log 2�2(1��) log 3)]= log 2, et que q� > 1 si et seulement si � 2 [�min; 1� 45 log 2log 3 ' 0; 6554587:::]et que la valeur de �q � �(q) + 1 en q� est�(1� �)log 2 log((1� �) log 3)� [ 1log 3 + (�� 1)log 2 ] log(2 log 2� 2(1 � �) log 3)+ 1log 3 log(2 log 2)qui co��ncide bien avec le minorant de d(�) dans (27).On vient donc de v�eri�er le formalisme multifractal pour la fonction de de Rham pourtout � 2 [�min; 1� 45 log 2log 3 ].Signalons que les r�esultats concernant la r�egularit�e ponctuelle et la d�etermination duspectre des singularit�es ont �et�e �etablis par Meyer (cf [Me2]) avant que nous fassions cetravail, en e�ectuant un changement de temps de la forme s = h(t) o�u h est un hom�eo-morphisme croissant de [0; 1] dans [0; 1] de sorte que, F �h�1 soit une fonction C� en toutpoint, � �etant �a la fois l'exposant de H�older ponctuel et global.Donc notre travail permet de retrouver les r�esultats de Meyer par une autre m�ethode pouret �egalement d'achever l'�etude de la validit�e du formalisme multifractal.
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