
Multifractalité et Formalisme Multifractal pour lesFonctions Autosimilaires avec g Peu RégulièreBen Slimane Mourad �19 Janvier 96Résumé. Le formalisme multifractal a été prouvé pour les fonctions autosimilairespour les exposants de Hölder inférieurs à la régularité globale de la fonction d'erreur g. Onse propose d'étudier le problème pour les exposants de Hölder supérieurs. On montre qu'ily a plusieurs changements au niveau de la nature fractale et la validité du formalisme mul-tifractal: les singularités de g perturbent le spectre des singularités de F , et le formalismemultifractal est faux dans certains cas.1 IntroductionLe formalisme multifractal est une conjecture qui dit que pour une fonction F et un � > 0,la dimension de Hausdor� d(�) de l'ensemble E� des points x où F a la même singularité� (i.e �F (x) := supf� : F 2 C�(x)g = �), est égale à la transformée de Legendre de�(p)� 1 d(�) = inf(�p� �(p) + 1)avec �(p) = supfs : F 2 Bs=p;1p g ;Bs;1p étant l'espace de Besov dé�ni par ([12])Z jCa;b(F )jpdb � Caspoù Ca;b(F ) est la transformée en ondelettes de F .Ce formalisme s'écrit encore lorsque �(p) < p sous la formed(�) = inf (�p� �(p) + 1)avec �(p) = lim infjhj7!0 log R jF (x+ h)� F (x)jp dxlog jhj :La validité de ce principe a fait l'objet de plusieurs recherches ([1], [2], [6], [8] et [9]).Ces auteurs se sont intéressés à des fonctions satisfaisant des équations fonctionnelles detype F (x) = dXi=1 �iF (S�1i (x)) + g(x) (1)�CERMICS, Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, La Courtine, 93167 Noisy-le-Grand, France.1



avec j�ij < 1, Si des contractions sur un domaine borné 
 de IRm et g une fonction assezrégulière. Ces fonctions sont dites autosimilaires et véri�ent le formalisme multifractal([1], [2], [6] et [9]) pour � inférieur à la régularité globale de g.On se propose d'étudier le cas où la fonction d'erreur g est peu régulière. On s'intéresseévidemment au cas �non trivial�, c'est à dire au calcul du spectre des singularités et à lavéri�cation du formalisme multifractal pour � supérieur à la régularité globale de g.Dans , on s'est restreint à l'analyse multifractale et la validité du formalisme multifractalpour les fonctions autosimilaires pour les exposants de Hölder inférieurs à la régularité globalede la fonction d'erreur g. Cette restriction vient du fait que pour la détermination del'exposant de Hölder ponctuel, on a utilisé le critère qui relie la régularité ponctuelle et latransformée en ondelettes (continue ou discrète) via la notion des espaces 2-microlocaux,qui n'est pratique que lorsque l'exposant de Hölder cherché est plus petit que la régularitéde l'ondelette choisie pour l'analyse.Mais on peut rencontrer des décompositions sur des bases d'ondelettes peu régulières, voirmême discontinues comme le cas du système de Haar; Malheureusement, dans ce cas laversion discrète du critère précédent ne su�t pas, et il sera fort intéressant de déduiredes renseignements de régularité correspondants à des exposants de Hölder supérieurs à larégularité de la base. Un premier moyen pour faire ça est de réécrire cette décompositionsur une base d'ondelettes plus régulières, en e�et, il existe des formules de reconstructionplus générales que celle qui fait intervenir uniquement l'ondelette d'analyse (on prendF : IR! IR) F (x) = C Za>0 Zb2IRC (a; b)(F )  �x� ba � db daa2 (2)dans lesquelles interviennent deux ondelettes, l'une pour l'analyse, l'autre pour la synthèse.On peut montrer que si 	 est telle queC Za>0  ̂(a) 	̂(�a) daa = C Za>0  ̂(�a) 	̂(a) daa = 1 ;alors F peut être reconstruite en remplaçant  dans (2) par la fonction 	; on obtient ainsiF (x) = C Za>0 Zb2IR C (a; b)(F ) 	�x� ba � db daa2 : (3)Un second moyen est de caractériser les espaces 2-microlocaux par des �ondelettes�singulières. Comme la dé�nition de ces espaces qui utilise la transformée en ondelettescontinue ne dépend pas de l'ondelette choisie (et plus généralement de la décomposition deLittlewood-Paley choisie), alors en prenant �l'ondelette du pauvre�  = �1� �0 (les massesde Dirac concentrées aux points 1 et 0) qui est singulière, on aura alorsC(a; b)(F ) = �1a  ( :a ) � F� (b) = F (b� a)� F (b) ;ce qui permet de caractériser les espaces 2-microlocaux C�;�0(x0), 0 < � < 1 et �� < �0 <1� � par la relation (cf [11])jF (b� a)� F (b)j � Ca��1 + jb� x0ja ���0 si 0 < a+ jb� x0j � 1 et a > 0 : (4)2



Cette caractérisation est �très voisine� de la dé�nition de la régularité Hölderienne ponctuelle�au point x0�, ceci con�rme le rapport qui existe entre les espaces 2-microlocaux et la régu-larité ponctuelle, mais elle est nettement plus di�cile à véri�er.On peut aussi donner des critères pour la régularité ponctuelle entre 1 et 2 par �l'ondelette�(�1 � �0) � (�1 � �0) = �2 � 2�1 + �0 qui a deux moments nuls, on a en fait l'équivalenceentre F 2 C�;�0(x0), 1 < � < 2 et �� < �0 < 2� � etjF (b+ 2a)� 2F (b+ a) + F (b)j � Ca��1 + jb� x0ja ���0 si 0 < a+ jb� x0j � 1 : (5)La version discrète (pour a = 2�j�1 et b = k2�j) de cette relation estjF (k2�j + 2�j)� 2F (k2�j + 2�j�1) + F (k2�j)j � C2��j �1 + jk2�j � x0j2�j ���0 (6)si 0 < 2�j + jk2�j � x0j � 1 .Or pour F dé�nie sur [0; 1], continue et s'annulant aux points 0 et 1, le termeF (k2�j + 2�j) � 2F (k2�j + 2�j�1) + F (k2�j) correspond bien au coe�cient Cj;k dudéveloppement de F sur la base de Schauder �j;k(x) = �(2jx � k) pour j 2 IN et k =0; : : : ; 2j � 1, où rappelons �(x) = inf(x; 1� x) si x 2 [0; 1]; 0 sinon, qui est uniformémentLipschitzienne. La relation (6) ne su�t pas pour caractériser les espaces 2-microlocauxC�;�0(x0) pour � > 1 pour la raison suivante : si elle l'était alors elle caractériserait aussi larégularité ponctuelle; or, les fonctions F1(x) = �(x) et F2(x) = �(x)+ 12�(2x)+ 12�(2x�1)ont les mêmes coe�cients sur la base de Schauder pour j � 2 et pourtant F1 n'est pasdérivable au point 1=2 alors que F2 y est C1. Voici un autre problème : la fonction x2 estC1 alors que ses coe�cients Cj;k = 2�2j ne décroissent pas rapidement, en e�et le systèmebiorthogonal de la base de Schauder a seulement 2 moments nuls.Le même problème se pose pour les fonctions exprimées dans le système de Haar hj;k(x) =2j=2h(2jx � k) pour j 2 IN et k = 0; : : : ; 2j � 1; les points dyadiques sont des points dediscontinuités pour ces fonctions. Pour les points �su�samment loin� des dyadiques, cesfonctions sont C1 et le critère de la régularité ponctuelle marche; pour les points �bienapproximés� par les dyadiques, ce critère ne s'applique pas. Dans [10], Ja�ard a montrécomment l'exposant de Hölder ponctuel dépend aussi de la qualité de l'approximation parles points dyadiques. Nous évoquerons l'un de ses résultats dans ce chapitre. La versiondiscrète ne su�t pas pour la caractérisation des espaces 2-microlocaux par les ondelettespeu régulières. Les résultats de Ja�ard concernant le critère de régularité ponctuelle et lesrelations entre ces espaces et la régularité ponctuelle donnent une réponse élémentaire àce problème.Signalons en�n que les espaces de Besov (et donc �(p)) peuvent être caractérisés pardes critères sur les coe�cients d'ondelettes singulières telle que le système de Haar.C'est avec ces �outils� qu'on part maintenant vers l'étude multifractale et du formalismemultifractale pour les fonctions autosimilaires pour les exposants de Hölder supérieurs à larégularité globale de g.On va prendre comme fonction d'erreur g la fonction de Schauder �(x) qui est C1selon notre dé�nition pour la régularité Hölderienne uniforme; on dé�nit sur [0; 1] deuxcontractions S0 et S1 par S0(x) = 12x et S1(x) = 12x + 12 . Les fonctions autosimilaires3



qui en découlent vont révéler plusieurs changements au niveau de la nature fractale et lavalidité du formalisme multifractal.En itérant l'équation (1), on obtient le développement explicite de F sur la base deSchauder F (x) = 1Xj=0 �i1(x) : : : �ij(x) ��(Si1(x) � : : : � Sij(x))�1(x)� ; (7)(i1(x); : : : ; ij(x); : : :) étant le code binaire de x 2 [0; 1] : x =P1l=1 il2l ( il n'est pas nécessaired'interdire ici il = 1 à partir d'un certain rang).Notons i(j; x) = (i1; : : : ; ij) ; �i(j;x) = �i1 : : : �ij ;Si(j;x) = Si1 � : : : � Sij ;et dé�nissons l'opérateur de shift � par�x = 1Xk=2 ik(x)2�k+1 :Observons que �x = S�1i1(x)(x) = � 2x si x 2 [0; 1=2]2x� 1 si x 2 [1=2; 1].On a alors F (x) = 1Xj=0 �i(j;x) ��S�1i(j;x)(x)� ;ou encore F (x) = 1Xj=0 �i(j;x) � �� jx� ;On pose j�jmax = maxfj�0j ; j�1jg et j�jmin = minfj�0j ; j�1jg ;Considérons � = � log j�jmaxlog 2 et ! = � log j�jminlog 2Dans la prochaine section, on montre que dans certains cas, les singularités des fonc-tions de la base de Schauder aux points dyadiques perturbent la nature fractale de F :la régularité ponctuelle de F en un point x dépend de la �qualité� de son approximationpar les points dyadiques. Dans d'autres cas, on trouve des résultats semblables à ceuxde l'analyse multifractale des fonctions autosimilaires avec une fonction d'erreur g assezrégulière.Dans la troisième section, on donnera la valeur exacte du spectre des singularités.Dans la quatrième section, on déterminera les fonctions �(p) et �(p) et on étudiera lavalidité du formalisme multifractal.
4



2 Régularité ponctuelleLe critère qui relie la régularité ponctuelle et les coe�cients d'ondelettes via la notiondes espaces 2-microlocaux, n'est valable que pour les exposants de Hölder inférieurs à larégularité de la base, donc pour les exposants de Hölder inférieurs à 1 pour le cas de la basede Schauder. Ce critère ne permet pas d'estimer les exposants de Hölder supérieurs auxpoints dyadiques et ceux qui sont �bien approximés par les dyadiques�. Dans [10], Ja�arda trouvé des renseignements pour ce problème; en particulier, il a prouvé que la régularitéaux points dyadiques est assurée si on adjoint à la condition 2-microlocale classique unecondition �algébrique� sur les coe�cients qui exprime le fait que le graphe de F n'est pas�anguleux� au point dyadique considéré.On dé�nit le �taux d'approximation de x par les points dyadiques� parr(x) = lim supl log dist(x; 2�lIN)log 2�l ;Remarquons que r(x) � 1 pour tout x.Théorème 1 Soit f(x) =PCj;k�(2jx� k). Si f 2 C�(x) pour � < 3, alors il existe uneconstante A 2 IR telle quej Cj;k �A2�2j j� C2��j(1 + j2jx� kj)� : (8)Inversement, supposons que les coe�cients Cj;k véri�ent pour une constante A appar-tenant à IR, la condition 2-microlocalej Cj;k �A2�2j j� C2��j(1 + j2jx� kj)� (9)avec � < � et 1 < � < 3.Alors� Si x est non dyadique, alors �(x) � 1 + �� 1r(x) ; (10)(en particulier, si r(x) = 1 alors �(x) � �).On a en fait un résultat plus précis pour r(x) > 1; Pour chaque j, on dé�nit kj =kj(x) par jkj2�j � xj = infk2IZ jk2�j � xjet S � IN� parj 2 S si kj2�j 6= kj�12�(j�1) et kj2�j = kj+12�(j+1):Soit J 2 S et J 0 le premier indice tel que jkJ2�J � xj � 2�J 0=4.On pose EJ(x) = CJ�1;(kJ�1)=2 � J 0Xj=J 2j�J(Cj;2j2�JkJ�1 + Cj;2j2�JkJ ):5



On pose aussi rJ(x) = log jkJ2�J � xjlog 2�J et �J(x) = log jEJ(x)jlog 2�J :Si � > lim infJ2S �1 + �J (x)�1rJ(x) �, l'exposant de Hölder de f en x est�(x) = lim infJ2S �1 + �J(x)� 1rJ(x) � ; (11)sinon �(x) � � : (12)� Si x est dyadique (donc J 0 =1), alors siEJ(x) = 0 (13)alors f 2 C�(x) (donc �(x) � �); sinon f n'est pas dérivable en x (donc �(x) � 1).Il faut noter que pour � � 3 le théorème précédent marche de la même façon enretranchant B(x�k02�j)3 (k0 = [2jx]) des coe�cients Cj;k pour 3 � � < 4; C(x�k02�j)4pour 4 � � < 5 ...Remarquons aussi qu'on n'a aucune perte de régularité par rapport aux résultats sur unebase s'ondelettes arbitrairement régulière si r(x) = 1, ainsi par exemple en tout point xnormal en base 2 (c'est à dire que la proportion des 0 dans son développement binaire estégale à celle des 1).Passons maintenant à l'application de ce résultat. Pour cela, on va d'abord chercher lacondition 2-microlocale. Pour k2�j =Pjl=1 il2�l, on a Cj;k =Qjl=1 �il .On pose Lj(x) = supjk2�j�xj�2:2�j jCj;kj ;�j(x) = logLj(x)log 2�jet �(x) = lim inf �j(x) :Considérons l'unique entier ~j tel que2�~j � jk2�j � xj < 2:2�~j : (14)Si ~j � j alors jk2�j � xj < 2:2�~j � 2:2�j , doncjCj;kj � Lj(x)� C2�(�(x)�")j� C2�(�(x)�")j(1 + j2jx� kj)pour tout  > 0. 6



Par ailleurs, si ~j < j alorsjCj;kj � L~j(x) j�jj�~jmax� L~j(x) 2��(j�~j)� C2�(�(x)�")j j2jx� kj�(x)�"�� :Ainsi, on a la condition 2-microlocalejCj;kj � C2�(�(x)�")j (1 + j2jx� kj)�(x)�"��: (15)Passons maintenant à l'estimation de EJ .De la dé�nition de J 0, il vientEJ(x) = �i(J�1;x) � J 0Xj=J 2j�J [�i(J�1;x)�j�J1 �0 + �i(J�1;x)�1�j�J0 ]= �i(J�1;x)�1� �01� 2�1 (1� (2�1)J 0�J+1)� �11� 2�0 (1� (2�0)J 0�J+1)�= 12�i(J�1;x)�2� 2�01� 2�1 (1� (2�1)J 0�J+1)� 2�11� 2�0 (1� (2�0)J 0�J+1)� :On pose aJ(x) = log j�i(J;x)jlog 2�J ;On a alors le résultat suivantThéorème 2 Soit 0 < j�0j < 1 et 0 < j�1j < 1; Soit F la fonction donnée par la sérieF (x) = 1Xj=0 �i(j;x) �(� jx)solution de l'équation autosimilaireF (x) = �0F (2x) + �1F (2x� 1) + �(x) ;Alors pour x 2 [0; 1], on a� 1. Si �0 + �1 6= 1=2, alors� (a) si j�jmax < 1=2 (donc � > 1), alors �(x) > 1 pour tout x, et� A. si r(x) > 1 et x n'est pas dyadique, alors�(x) = lim inf�1 + aJ(x)rJ(x) � 1rJ(x)�= 1 + lim inf log 2J j�i(J;x)jlog jkJ2�J � xj : (16)� B. si r(x) = 1 alors �(x) = �(x).7



� C. si x est dyadique, alors �(x) � 1.� (b) si j�jmax � 1=2 (donc � � 1) alors�(x) = �(x) :� 2. Si �0 + �1 = 1=2, alors �(x) = �(x) :Preuve:Remarquons d'abord que dans le cas r(x) = 1, la condition 2-microlocale (15) et la propriété(10) du Théorème de Ja�ard nous donnent�(x) � �(x) ;Et que d'autre part, si �(x) < 2 alors grâce à la première partie du Théorème 1, �(x) nepeut pas être supérieure à �(x).Si 2 � �(x) < 3, remarquons que la première partie du Théorème 1 implique quejCj;k � Cj;k+1j � C2��j(1 + j2jx� kj)� ;Pour notre cas, la di�érence de deux valeurs consécutives de Cj;k est de l'ordre de grandeurde Cj;k, donc �(x) � �(x) ;Des di�érences d'ordre supérieur pour les Cj;k sont du même ordre de grandeur que celuide Cj;k, donc pour �(x) � 3, on obtient aussi �(x) � �(x). Ainsi�(x) = �(x):Maintenant, on va calculer l'exposant de Hölder pour les autres x;1. Si �0 + �1 6= 1=2, alors(a) si j�jmax < 1=2, on a alorsi. Si r(x) > 1 et x n'est pas dyadique, on ajEJ(x)j � j�i(J;x)j ; (17)Donc �J(x) � log j�i(J;x)jlog 2�J = 1 + log 2J j�i(J;x)jlog 2�J :Il s'ensuit que1 + �J(x)� 1rJ(x) � 1� 1rJ(x) + 1rJ(x) log j�i(J;x)jlog 2�J = 1 + 1rJ(x) (aJ (x)� 1)
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où � signi�e que les deux suites ont la même limite inférieure; et puisquerJ(x) � J 0=J alors1 + �J(x)� 1rJ(x) � 1 + JJ 0 (�1 + log j�i(J;x)jlog 2�J )� 1 + log 2J j�i(J;x)jlog 2�J 0 :Comme r(x) > 1 et �(x) > 1 alors pour � > 0 assez petit (tel que �(x) >1 + �) il existe une in�nité de J telle que 1=rJ (x) < 1 � �; pour tels J ona �J(x) > 1 + � et donc comme j�jmax < 1=2, alors j�jmax � �2 pour uncertain � < 1, et LJ 0(x) � j�i(J;x)j j�jJ 0�Jmax� j�i(J;x)j (�2)J 0�Jdonc grâce à (17)�J(x) � logLJ 0(x)log 2�J + (J 0J � 1)( log �log 2 � 1)et par suite 1 + �J(x)� 1rJ(x) � �J 0(x)� ( 1rJ(x) � 1) log �log 2donc �(x)� � > lim inf�1 + �J (x)� 1rJ(x) � ;La propriété (11) du Théorème de Ja�ard donne�(x) = lim inf�1 + �J(x)� 1rJ(x) � = 1 + lim inf log 2J j�i(J;x)jlog 2�J 0 ;donc �(x) = 1 + lim inf log 2J j�i(J;x)jlog jkJ2�J � xj :ii. Si x est un point dyadique, comme EJ(x) 6= 0 alors �(x) � 1.(b) si j�jmax � 1=2 alors dans ce cas,i. si x n'est pas dyadique, on ajEJ (x)j � C2J 0�JLJ 0(x)soit donc 1 + �J(x)� 1rJ(x) � �J 0(x)et donc on aura �(x) = �(x) :9



ii. Si x est dyadique, comme �(x) = � est inférieure à 1, alors le théorèmeclassique de la caractérisation de la régularité nous donne �(x) = �.2. Si �0 + �1 = 1=2, alors(a) si x n'est pas dyadique, on aEJ(x) = 12�i(J�1;x) �(2�1)J 0�J+1 + (2�0)J 0�J+1�donc, on aura comme auparavantjEJ(x)j � C2J 0�JLJ 0(x)et �(x) = �(x) :(b) Si x est dyadique, alors EJ = 0, donc la condition 2-microlocale (15) nousdonne �(x) � � et l'égalité découle grâce au même raisonnement que celui ducas r(x) = 1 pour j�jmax < 1=2.La preuve du Théorème 2 est donc achevée.3 Spectre des singularitésOn va prouver le résultat suivantProposition 1 � (i) Si �0 + �1 6= 1=2, alors� (i-1) si j�jmax � 1=2 (donc � � 1) alors pour � 2 [�; !]d(�) = infq (�q � (q)) avec (q) = � log(j�0jq + j�1jq)log 2et d(�) = �1 ailleurs.� (i-2) si j�jmax < 1=2 (donc � > 1) alors pour � 2 [1;minf1+ 1� ; e�g] avec e� =�(j2�0j� log j2�0j + j2�1j� log j2�1j)= log 2 et � l'unique réel véri�ant j2�0j� +j2�1j� = 1, on a d(�) = �(�� 1) :� (ii) Si �0 + �1 = 1=2, alors pour � 2 [�; !]d(�) = infq (�q � (q))et d(�) = �1 ailleurs.Preuve :Dans cette preuve, on ne va pas tenir compte des points dyadiques puisque leur contribu-tion donne une dimension de Hausdor� nulle.Vu la forme de l'expression de l'exposant de Hölder, la preuve des cas (i-1) et (ii) est ex-actement la même que celle faite dans [9]. Remarquons d'autre part que si x est un point10



α
υ ωυ+ω

2

1

0

d(α) (α)=σ(α−1)

0 ωυ , eσ1

d

α

σ
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On va donc estimer la dimension de E�; remarquons qu'on peut recouvrir E� par lesintervalles I(�)i1;:::;in , n � m; ce qui donneXn�m Pi1;:::;in=0 ou 1j~�i1 :::~�in j�<2�n j I(�)i1;:::;in jd � Xn�m Xi1;:::;in=0 ou 1 j I(�)i1;:::;in jd= Xn�m 2d(j~�0j�d + j~�1j�d)n ;si j�jmax < 1=2, ceci est uniformément borné si et seulement si j~�0j�d + j~�1j�d < 1, c'est àdire pour d > d� avec d� l'unique réel véri�ant j~�0j�d� + j~�1j�d� = 1.Comme d� en tant que fonction de � est décroissante (car d� = �=�) alorsd(�) � d 1��1 = �(�� 1) : (19)D'autre part, pour donner une bonne minoration pour le spectre des singularités, onva dans un premier temps supposer que j�0j = j�1j := � 2 [1=4; 1=2[. La dépendance en xdans le numérateur de la formule (16) disparaît, et les ensembles de singularités seront lesensembles de points ayant la même approximation par les points dyadiques. Dans ce cas� = ! = � log�log 2 := �� > 1, donc pour � 2 [1; ��]E(�) = ( \�< 1��1 E� )n( [�> 1��1 E� )avec E� = \m�1 [n�mFn+]� ~�n� ; ~�n�[et Fn l'ensemble de toutes les sommes i12�1+i22�2+: : :+in2�n où ij = 0 ou 1. On a dans cecas d 1��1 = �(��1) log 2log ~� = (��1)=(���1). Donc pour � 2 [1; ��], d(�) � (��1)=(���1).Pour minorer le spectre des singularités, il su�t de construire une mesure de probabilité� dont le support est l'ensemble des singularités E(�) (ou une partie de E(�)), qui véri�ela propriété de �scaling� : �pour tout intervalle I � IR, de longueur jIj � 1=2, on ait�(I) � CjIjd 1��1�", 8" > 0�.Soit m1 < m2 < ::: une suite croissante d'entiers qui tend assez rapidement vers l'in�ni,disons que pour tout n � 1, mn+1 � exp(mn). PosonsK 1��1 = \n�1G( 1��1 )mn (20)avec G( 1��1 )m = Fm+]� ~�m 1��1 ; ~�m 1��1 [: (21)On applique alors le résultat suivant (voir [7]: Example 4.7 p:59-60)Proposition 2 Soit 0 < s < 1 �xé et n1 < n2 < : : : une suite d'entiers qui croit rapi-dement (telle que par exemple nk+1 � maxfnkk; 3n1=sk g pour chaque k). Pour chaque k,soit Ak � IR constitué d'intervalles de longueur n�1=sk chacun, tels que la distance entre lesmilieux de deux intervalles consécutifs est n�1k . Alors dimH Tk�1Ak = s.12



Pour notre cas, Ak = G( 1��1 )mk , nk = 2mk et s = (� � 1)=(�� � 1), donc dimHK 1��1 =(�� 1)=(�� � 1).On pose Nk le nombre d'intervalles de longueur 2~�mk 1��1 que l'on peut trouver dansHk = G( 1��1 )m1 \ : : : \ G( 1��1 )mk , et �k la mesure de probabilité qui, à chacun de ces Nkintervalles, associe le poids N�1k dx=2~�mk 1��1 . D'après [7] (Example 4.6 p:58-59 et Example4.7 p:59-60), on a �k * � quand n!1, où � = � 1��1 est supportée par K 1��1 , et il existeune constante C > 0 telle que pour tout intervalle I, jIj � 1=2, on a�(I) � C j I j(��1)=(���1) log 1j I j : (22)D'autre part, on a E(�) � E 1��1 n( [�> 1��1 E� ) (23)et �(E�) = 0 pour tout � > 1�� 1 :Comme la réunion de ces ensembles peut être écrite comme une réunion dénombrable, lamesure de leur réunion s'annule, donc � 1��1 (E(�)) = � 1��1 (E 1��1 ) = 1 car K 1��1 � E 1��1 .Le lemme suivant nous permet alors de conclure que d(�) = (� � 1)=(�� � 1) pour� 2 [1; ��].Lemme 1 Soit A � IRm et R" l'ensemble de tous les recouvrements de A par des ensemblesde diamètre au plus ". SoitM";d(A) = infr2R" XAi2r(diamAi)d log(1=(diamAi))et soit Mesd(A) = lim sup"!0 M";d(A)la d-mesure de Hausdor� measure modi�ée (évidemment, cette modi�cation ne change pasla dimension de Hausdor� de A qui est D = inf fd : Mesd(A) = 0g = sup fd :Mesd(A) = +1g).Soit � une mesure de probabilité sur IRm et E � IRm.Si lim supr!0 �(B(x; r))rs log(1=r) < C 8 x 2 E, alors Mess(E) � �(E)C .Revenons maintenant au cas général, on va écrire l'ensemble des singularités sous laforme d'une partition d'ensembles de points ayant la même approximation par les pointsdyadiques, puis minorer la taille de ces nouveaux ensembles.On écrit E(�) = [��1A� \E(�)avec A� = fx : lim sup log jkJ2�J � xjlog 2�J = �g :13



On a aussi E(�) � [�2[maxf1; ��1��1 g;!�1��1 ]A� \D(��1)�avec D(��1)� = fx : lim log j~�i(J;x)jlog 2�J = (�� 1)�g :Donc d(�) � sup�2[maxf1; ��1��1g;!�1��1 ] dimHA� \D(��1)� : (24)On va montrer que la dimension de Hausdor� de A�\D(��1)� est supérieure au produitdes dimensions de Hausdor� de A� et D(��1)� et que le suprémum précédent coïncide avec�(�� 1).Un raisonnement analogue à celui du cas j~�0j = j~�1j nous donneA� = (\�<�A� )n( [�>�A� ) ;avec A� = \m�1 [n�mFn+]� 2�n� ; 2�n�[et dimHA� = 1=�.D'autre part la dimension de Hausdor� de D(��1)� est bien connue (cf [7] ou [9] parexemple) et vaut infa(a(� � 1)� � �(a)) avec �(a) = � log2(j~�0ja + j~�1ja).On pose ~K� = Tn�1 ~G(�)mn avec ~G(�)m = Fm+]� 2�m� ; 2�m� [. Pour la minoration de ladimension de A� \D(��1)� on va construire sur l'ensemble ~K� , une famille de mesures deprobabilités invariantes, analogue à celle qui intervient dans le calcul des dimensions desD(��1)� (cf [9]) et utiliser le Lemme de Billingsley.On pose P0 = j~�0ja2�(a) et P1 = j~�1ja2�(a), alors P0 + P1 = 1. Construisons sur ~G(�)mnune mesure de probabilité �n telle que pour tout (i1; : : : ; imn),� mnXl=1 il2�l+ ]� 2�mn� ; 2�mn� [! = Pi1 : : : Pimn :Alors �n * � quand n!1, où � = ��;a est une mesure de probabilité supportée par~K�.Soient x 2 ~K� \ D(��1)� et I(x; r) un intervalle de centre x et de rayon r. Commex 2 D(��1)� alors il existe n tel que pour i = (i1(x); : : : ; imn(x)), log j~�ijlog 2�mn � (��1)�+ �,donc pour rn = 2�mn� et a > 0, on a �(I(x; rn)) � Pi1 : : : Pimn = j~�ija2mn�(a), donclog�(I(x; rn))log 2�mn� � a(�� 1) + a�� �(a)� ;Donc pour tout a > 0 et � > 0lim supr 7!0 �(I(x; r))ra(��1)� �(a)� +� = +114



donc, d'aprés le Lemme de Billingsley, Ms( ~K� \ D(��1)�) = 0 et dimH ~K� \ D(��1)� �a(�� 1)� �(a)� 8a > 0.Soit maintenant r > 0, on prend j tel que 122�j � 2r < 2�j et i = (i1; : : : ; ij) le codede l'intervalle dyadique de longueur 2�j contenant I(x; r) alors�(I(x; r)) � Pi1 : : : Pij= j~�ija2j�(a)� 2�ja((��1)���)2j�(a) = 2�j[a((��1)���)��(a)] pour a > 0� 2�j[a(��1��)� �(a)� ]donc 8� > 0 �(I(x; r))ra(��1)� �(a)� �� � C :En prenant a = "log � log j~�1j+ (�� 1)� log 2log j~�0j+ (�� 1)� log 2!# ="log j~�0jj~�1j# := a� (25)on aura alors � 0(a) = (� � 1)� et l'in�mum de a(� � 1) � �(a)� est atteint pour a = a�;De plus, grâce à des arguments analogues à ceux de [9] on a �( ~K� \D(��1)�) > 0 (avec� = ��;a�); donc en utilisant le Lemme de Billingsley, on aura l'égalitédimH ~K� \D(��1)� = infa>0(a(� � 1)� �(a)� ) : (26)Du travail précédent, on en déduit qued(�) � sup�2[maxf1; ��1��1 g;!�1��1 ] 1� infa (a(�� 1)� � �(a)) : (27)On pose '(�) = infa (a(�� 1)� � �(a)) = a�(�� 1)� � �(a�)et �(�) = 1�'(�):Un calcul facile nous donne�0(�) = � 1�2 log 2 log(j~�0ja� + j~�1ja� ):Donc �0(�) = 0 si et seulement si j~�0ja� + j~�1ja� = 1, c'est à dire que a� = �, ouencore � = � (j~�0j� log j~�0j+j~�1j� log j~�1j)(��1) log 2 := ��; Or � 2 [maxf1; ��1��1g; !�1��1 ] si et seulement si� 2 [1;�(j~�0j� log j~�0j+ j~�1j� log j~�1j)= log 2] doncsup�2[maxf1; ��1��1 g;!�1��1 ]�(�) = �(�� 1) :Ce qui achève la preuve de la Proposition 1.Ainsi, on constate que les singularités des fonctions de la base Schauder aux pointsdyadiques (bien que leur réunion soit dénombrable et ait une dimension de Hausdor�nulle) changent complètement la nature fractale de la fonction autosimilaire associée.15



4 Validité du formalisme multifractalRemarquons que la dérivée (au sens des distributions) de la fonction F est donnée par lasérie F 0(x) =P1j=0 2j�i(j;x) h�S�1i(j;x)(x)� où h(x) est la fonction de Haar qui vaut 0 pourx < 0, 1 sur [0; 1=2[, �1 sur [1=2; 1[ et 0 pour x � 1.Dans [5], on a le résultat suivantProposition 3 Soit 0 < s < 1=p � 1 et f =PCj;kh(2jx� k). Si f 2 Lp etsup0<�<� "Zt2[0;1] : t+�2[0;1] jf(t+ �)� f(t)jp dt#1=p = O(�s) ; � 7! 0 (28)alors Aj;p := 2j( 12� 1p ) Xk j2� j2Cj;kjp! 1p = O(2�js) ; j 7! 1: (29)Réciproquement, (29) implique que la série de Haar correspondante converge vers fdans Lp satisfaisant (28).Ainsi la Proposition 3 est identique à la caractérisation des séries d'ondelettes régulièresdans les espaces de Besov (cf [12]) et donne �f (p) = �f (p) = sp.Appliquons ce résultat pour F 0, on aAj;p = 2�j=p2j0@Xjij=j j�ijp1A 1p = 2�j��1+ 1p� log(j�0jp+j�1jp)p log 2 �= 2�j� 1p� log(j~�0jp+j~�1jp)p log 2 � ;1. Si �0 + �1 6= 1=2, alors(a) si j�jmax � 1=2, alors pour tout p � 1, on a j~�0jp + j~�1jp > 1 et donc pour toutp � 1 �F 0(p) = �F 0(p) = 1 � log(j~�0jp+j~�1jp)log 2 , ainsi comme �(p) = �F 0(p) + p et�(p) = �F 0(p) + p, alors pour � 2 [�; !]infp�1(�p� �(p) + 1) = infp�1(�p� �(p) + 1) = infp�1 log2((2�j�0j)p + (2�j�1j)p)= d(�)et le formalisme multifractal est valide.(b) si j�jmax < 1=2, alorsi. si j�0j+ j�1j > 1=2, on pose p0 l'unique p tel que j~�0jp + j~�1jp = 1, (c'est àdire p0 = �); alors pour tout 1 � p < p0, on a j~�0jp + j~�1jp > 1 et par suite�F 0(p) = �F 0(p) = 1� log(j~�0jp+j~�1jp)log 2 , ainsiinf1�p<p0(�p� �(p) + 1) = inf1�p<p0(�p� �(p) + 1)= inf1�p<p0 log2((2(��1)j~�0j)p + (2(��1)j~�1j)p)= inf1�p<p0 log2((2�j�0j)p + (2�j�1j)p) :16



Cependant pour p � p0, on a Aj;p � C2�js, 80 < s < 1=p, donc �F 0(p) � 1,et comme F 0 n'est pas continue alors F 0 =2 Bs;1p pour s > 1=p, et par suite�F 0(p) = �F 0(p) = 1, doncinfp�p0(�p� �(p) + 1) = infp�p0(�p� �(p) + 1) = (�� 1)p0 :Pour 1 � � � �, on a 2�j�0j � 1 et 2�j�1j � 1, il s'ensuit alors queinf1�p<p0(�p� �(p) + 1) = inf1�p<p0(�p� �(p) + 1)= log2((2(��1)j~�0j)p0 + (2(��1)j~�1j))p0= (�� 1)p0 ;Or par dé�nition, (�� 1)p0 = d(�) pour � � 1, ainsi pour 1 � � � �d(�) = infp�1((�� 1)p� �(p) + 1) = infp�1((� � 1)p� �(p) + 1) (30)et pour � < � � minf1 + 1� ;�(j~�0j� log j~�0j+ j~�1j� log j~�1j)= log 2gd(�) = infp�p0(�p� �(p) + 1) = infp�p0(�p� �(p) + 1) : (31)ii. si maintenant j�0j + j�1j < 1=2, alors pour tout p � 1, j~�0jp + j~�1jp < 1 etdonc �(p) = �(p) = 1 + p. Il s'ensuit queinfp�1(�p� �(p) + 1) = infp�1(�p� �(p) + 1) = �� 1 :Comme � < 1 alorsd(�) < infp�1(�p� �(p) + 1) = infp�1(�p� �(p) + 1) ;et le formalisme multifractal échoue dans ce cas.2. Si �0 + �1 = 1=2, alors(a) si j�jmax � 1=2 alors comme précédemment le formalisme multifractal est valide.(b) si j�jmax < 1=2 alors le formalisme multifractal est valide pour tout � 2 [�; !] telque l'in�mum dans infp�1 log2((2�j�0j)p+(2�j�1j)p) est atteint pour p 2 [1; p0].D'où la conclusion suivanteThéorème 3 Soit F la fonction donnée par la sérieF (x) = 1Xj=0 �i(j;x) �(� jx)solution de l'équation autosimilaireF (x) = �0F (2x) + �1F (2x� 1) + �(x) ;Alors 17
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