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Résumeé. Le formalisme multifractal a été prouvé pour les fonctions autosimilaires
pour les exposants de Holder inférieurs & la régularité globale de la fonction d’erreur g. On
se propose d’étudier le probléme pour les exposants de Holder supérieurs. On montre qu’il
y a plusieurs changements au niveau de la nature fractale et la validité du formalisme mul-
tifractal: les singularités de g perturbent le spectre des singularités de F', et le formalisme
multifractal est faux dans certains cas.

1 Introduction

Le formalisme multifractal est une conjecture qui dit que pour une fonction F' et un o > 0,
la dimension de Hausdorff d(«) de 'ensemble E“ des points x ou F' a la méme singularité
a (ie ap(z) := sup{f : F € C’(z)} = a), est égale a la transformée de Legendre de
n(p) =1
d(e) = inf(ap —n(p) +1)
avec
n(p) = sup{s : F € B)/P*};

Bp'™ étant l'espace de Besov défini par ([12])
[1Castypas < ca

ott Cyp(F) est la transformée en ondelettes de F.
Ce formalisme s’écrit encore lorsque 7(p) < p sous la forme

d(a) = inf (ap — C(p) +1)
log (2 + ) — F(z)}" d

.. og r+h)—r(x T

=1 f
((p) =limn log 7]
La validité de ce principe a fait ’objet de plusieurs recherches ([1], [2], [6], [8] et [9]).

Ces auteurs se sont intéressés a des fonctions satisfaisant des équations fonctionnelles de
type

F(z) = ZMF(S{l(x)) +9(x) (1)
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avec |A;| < 1, S; des contractions sur un domaine borné 2 de R™ et g une fonction assez
réguliére. Ces fonctions sont dites autosimilaires et vérifient le formalisme multifractal
(1], [2], [6] et [9]) pour « inférieur & la régularité globale de g.

On se propose d’étudier le cas ol la fonction d’erreur g est peu réguliére. On s’intéresse
évidemment au cas “non trivial”, c’est & dire au calcul du spectre des singularités et a la
vérification du formalisme multifractal pour « supérieur a la régularité globale de g.

Dans , on s’est restreint a ’analyse multifractale et la validité du formalisme multifractal

pour les fonctions autosimilaires pour les exposants de Holder inférieurs a la régularité globale
de la fonction d'erreur g. Cette restriction vient du fait que pour la détermination de
I’exposant de Holder ponctuel, on a utilisé le critére qui relie la régularité ponctuelle et la
transformée en ondelettes (continue ou discréte) via la notion des espaces 2-microlocaux,
qui n’est pratique que lorsque 'exposant de Holder cherché est plus petit que la régularité
de l'ondelette choisie pour I’analyse.
Mais on peut rencontrer des décompositions sur des bases d’ondelettes peu réguliéres, voir
méme discontinues comme le cas du systéme de Haar; Malheureusement, dans ce cas la
version discréte du critére précédent ne suffit pas, et il sera fort intéressant de déduire
des renseignements de régularité correspondants a des exposants de Holder supérieurs a la
régularité de la base. Un premier moyen pour faire ca est de réécrire cette décomposition
sur une base d’ondelettes plus réguliéres, en effet, il existe des formules de reconstruction
plus générales que celle qui fait intervenir uniquement ’ondelette d’analyse (on prend
F:R—R)

z—0b da
Cotat)(F) v (10) % ®
a>0 JbeR a a
dans lesquelles interviennent deux ondelettes, I'une pour ’analyse, I’autre pour la synthése.

On peut montrer que si ¥ est telle que

Co [ i) W) T =0y [ da) b

Fe) =G, /

d
do _
a

alors F' peut étre reconstruite en remplagant ¢ dans (2) par la fonction ¥; on obtient ainsi

a

Fla) = Cy /a>0 [ cyfaiim @(x_b> dbj—g. (3)

Un second moyen est de caractériser les espaces 2-microlocaux par des “ondelettes”
singuliéres. Comme la définition de ces espaces qui utilise la transformée en ondelettes
continue ne dépend pas de I'ondelette choisie (et plus généralement de la décomposition de
Littlewood-Paley choisie), alors en prenant “l’ondelette du pauvre” ¢ = §; — dp (les masses
de Dirac concentrées aux points 1 et 0) qui est singuliére, on aura alors

Clab)(F) = (1¢(;)*F> (b) = F(b—a) — F(b) ;

a a

ce qui permet de caractériser les espaces 2-microlocaux coe (o), 0<a<let—a<d <
1 — o par la relation (cf [11])

—a'
|F(b—a)—F(b)|§Cao‘<1+M> si0<a+|b—zp|<leta>0. (4)
a
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Cette caractérisation est “trés voisine” de la définition de la régularité Holderienne ponctuelle
“au point z(”, ceci confirme le rapport qui existe entre les espaces 2-microlocaux et la régu-
larité ponctuelle, mais elle est nettement plus difficile & vérifier.

On peut aussi donner des critéres pour la régularité ponctuelle entre 1 et 2 par “I’ondelette”
(01 — do) * (01 — 0g) = 2 — 201 + dp qui a deux moments nuls, on a en fait I’équivalence
entre F € C%% (zp), I <a<2et —a <o <2—aet

b—aol\
|F(b+ 2a) — 2F (b + a) + F(b)| < Ca® <1 n ﬂ) si0<a+|b—mz|<1. (5)
a
La version discréte (pour a = 27771 et b = k277) de cette relation est

—q —a'
F(k2 9 4277 —2F (k277 +2 9 Y)Y+ F(k277)| < C2% (1 + W;%“') (6)
$i0 <27+ [k277 — x| < 1.

Or pour F' définie sur [0, 1], continue et s’annulant aux points 0 et 1, le terme
F(k277 4+ 277) — 2F(k277 + 27771) + F(k277) correspond bien au coefficient Cjj du
développement de F sur la base de Schauder A;;(z) = A(27z — k) pour j € N et k =
0,...,2/ — 1, ott rappelons A(z) = inf(x,1 — ) si z € [0,1]; 0 sinon, qui est uniformément
Lipschitzienne. La relation (6) ne suffit pas pour caractériser les espaces 2-microlocaux
C (x4) pour o > 1 pour la raison suivante : si elle était alors elle caractériserait aussi la
régularité ponctuelle; or, les fonctions Fi(z) = A(z) et Fo(z) = A(z)+5A(22)+3A(22—1)
ont les mémes coefficients sur la base de Schauder pour j > 2 et pourtant F; n’est pas
dérivable au point 1/2 alors que F y est C*°. Voici un autre probléme : la fonction z? est
C alors que ses coefficients Cj , = 272/ ne décroissent pas rapidement, en effet le systéme
biorthogonal de la base de Schauder a seulement 2 moments nuls.
Le méme probléme se pose pour les fonctions exprimées dans le systéme de Haar hj i () =
21/2h(27z — k) pour j € Net k =0,...,27 —1; les points dyadiques sont des points de
discontinuités pour ces fonctions. Pour les points “suffisamment loin” des dyadiques, ces
fonctions sont C'™ et le critére de la régularité ponctuelle marche; pour les points “bien
approximés” par les dyadiques, ce critére ne s’applique pas. Dans [10], Jaffard a montré
comment 'exposant de Hélder ponctuel dépend aussi de la qualité de ’approximation par
les points dyadiques. Nous évoquerons 1'un de ses résultats dans ce chapitre. La version
discréte ne suffit pas pour la caractérisation des espaces 2-microlocaux par les ondelettes
peu réguliéres. Les résultats de Jaffard concernant le critére de régularité ponctuelle et les
relations entre ces espaces et la régularité ponctuelle donnent une réponse élémentaire a
ce probléme.

Signalons enfin que les espaces de Besov (et donc n(p)) peuvent étre caractérisés par
des critéres sur les coefficients d’ondelettes singuliéres telle que le systéme de Haar.
C’est avec ces “outils” qu’on part maintenant vers I’étude multifractale et du formalisme
multifractale pour les fonctions autosimilaires pour les exposants de Holder supérieurs a la
régularité globale de g.

On va prendre comme fonction d’erreur g la fonction de Schauder A(x) qui est C!
selon notre définition pour la régularité Holderienne uniforme; on définit sur [0, 1] deux
contractions Sy et Sy par Sp(z) = 3z et Si(z) = 3z + 3. Les fonctions autosimilaires



qui en découlent vont révéler plusieurs changements au niveau de la nature fractale et la
validité du formalisme multifractal.

En itérant ’équation (1), on obtient le développement explicite de F' sur la base de
Schauder

F(z) = Z Azl(w) e >‘z](:1:) A ((S“(I) 0...0 Szj(a:))il(x)> ; (7)
5=0
(41(z),...,%j(x),...) étant le code binaire de z € [0,1] : . = >}, % (il n’est pas nécessaire
d’interdire ici 4, = 1 & partir d’un certain rang).

Notons
’L(j,.’E) = (’il, . ,’LJ) , )\1(3@) = >‘i1 . >\i]- y
..08;.

j !

Siia) = S 0o

et définissons 'opérateur de shift 7 par
o0
T = Zik(x)kaH .
k=2

Observons que

o B 2% six € [07 1/2]
T = Sil(a:)(x) = { 2c—1 sixz € [1/27 1]-
On a alors
(0.0
Flz) =" Ay A (Sia(@)
7=0
ou encore
(0.0
F(a) = i A (73) ;
7=0
On pose
|>\|mam = ma${|>\0|a |>\1|} et |>‘|mm = mzn{|>\0|’ |>\1|} ;
Considérons
v = _M et w= —w
Tog 2 log 2

Dans la prochaine section, on montre que dans certains cas, les singularités des fonc-
tions de la base de Schauder aux points dyadiques perturbent la nature fractale de F:
la régularité ponctuelle de F' en un point x dépend de la “qualité” de son approximation
par les points dyadiques. Dans d’autres cas, on trouve des résultats semblables & ceux
de analyse multifractale des fonctions autosimilaires avec une fonction d’erreur g assez
régulieére.

Dans la troisiéme section, on donnera la valeur exacte du spectre des singularités.

Dans la quatriéme section, on déterminera les fonctions 7(p) et {(p) et on étudiera la
validité du formalisme multifractal.



2 Régularité ponctuelle

Le critére qui relie la régularité ponctuelle et les coefficients d’ondelettes via la notion
des espaces 2-microlocaux, n’est valable que pour les exposants de Holder inférieurs a la
régularité de la base, donc pour les exposants de Holder inférieurs a 1 pour le cas de la base
de Schauder. Ce critére ne permet pas d’estimer les exposants de Holder supérieurs aux
points dyadiques et ceux qui sont “bien approximés par les dyadiques”. Dans [10], Jaffard
a trouvé des renseignements pour ce probléme; en particulier, il a prouvé que la régularité
aux points dyadiques est assurée si on adjoint & la condition 2-microlocale classique une
condition “algébrique” sur les coefficients qui exprime le fait que le graphe de F' n’est pas
“anguleux” au point dyadique considéré.
On définit le “taux d’approximation de z par les points dyadiques” par

log dist(z,27'N)

Y

=1i
r(x) 1mlsup Tog 2!

Remarquons que r(z) > 1 pour tout z.

Théoréme 1 Soit f(z) =Y C;xA(27z —k). Si f € C(x) pour o < 3, alors il existe une
constante A € R telle que

| Cjr — A27% |[< C27% (1 + |27z — K[)* . (8)

Inversement, supposons que les coefficients Cj, vérifient pour une constante A appar-
tenant a R, la condition 2-mucrolocale

| Cjp — A27% |< 027 (1 + |27z — k)P (9)

avec f < aetl <a<3.
Alors

e Si x est non dyadique, alors

a—l'

alz) > 1+ (@)

(10)

(en particulier, si r(xz) =1 alors a(z) > a).
On a en fait un résultat plus précis pour r(z) > 1; Pour chaque j, on définit k; =
kj(z) par
kj277 — 2| = inf |k277 — x|
k€EL

et S C N* par
JES s k277 # k127U et k270 = k270D,

Soit J € S et J' le premier indice tel que |k;2~7 —z| > 27 /4.
On pose
Jl

Ey(z) = CJ—I,(kJ—l)/Z - Z 2j_J(Cj,212—JkJ71 + Cj,2i‘2—JkJ)-
j=J



On pose aussi

_log |ks277 — |
N log 2=/

|
et ay(z) = o8

()

Si a > liminf;cg (1 + 2t

a(z) = liminf <1 + M)
Jes ri(x)
sinon
alz) > a.
e Six est dyadique (donc J' = 00), alors si
EJ(x) =0

|E(z)]
log2—/

), lexposant de Hélder de f en x est

I

(13)

alors f € C*(x) (donc a(x) > «); sinon f n’est pas dérivable en x (donc a(zx) < 1).

Il faut noter que pour «
retranchant B(z — ko2 7)3 (ko
pour 4 < a <5 ..

>
= [27z]) des coefficients C; ; pour

3 le théoréme précédent marche de la méme facon en

3<a<4;Clr—k27)*

Remarquons aussi qu’on n’a aucune perte de régularité par rapport aux résultats sur une
base s’ondelettes arbitrairement réguliére si r(z) = 1, ainsi par exemple en tout point x
normal en base 2 (c’est & dire que la proportion des 0 dans son développement binaire est

égale a celle des 1).
Passons maintenant & I’application de ce résultat. Pour cela,
condition 2-microlocale. Pour k277 =

On pose
Lj(z) = sup  |Cjul,
|k2—i —z|<2.2-]
_ log Lj(x)
Bix) = log2—7

et
B(z) = liminf B;(z) .

Considérons I'unique entier j tel que
270 < k2 — 3] <2279
Sij > j alors [k2=9 — 2| < 2.2~ < 2.277_ donc

1Ck

IN NN

pour tout v > 0.

on va d’abord chercher la

i io-l . )
=1 27" ona Cjp = [Ty Aire

(14)



Par ailleurs, si j < j alors

|C,k| < (LE) |>‘|maa:
< Lj(z) 27
< o2 (Bl@)- |23x_k|ﬂ(x)—8—v

Ainsi, on a la condition 2-microlocale
(Cial < C2V@=2 (1 4 2 — )@=, (15)

Passons maintenant a ’estimation de Fj.
De la définition de J', il vient

Es(@) = A1 ZQJ T 1M Mo+ Ay 1N ]
>\0 f— >\1 1_
= Ai(.]—l,a:) (1 - 1— 2)\1 (1 - (2>\1)J J+1) - 1_72)\0(1 — (2)\0)‘] J+1)>
_ 1 2)\0 _ J—J+1 B 2>\1 B J—J1
On pose
log [Ai(,2)]
aj(z) = Wg? :

On a alors le résultat suivant

Théoréme 2 Soit 0 < [A\g| <1 et 0 < |\1] < 1; Soit F la fonction donnée par la série

o0
7=0

solution de ’équation autosimilaire
F(z) = F(Q2z) + M F(2x — 1)+ A(z) ;
Alors pour z € [0,1], on a
o 1. SiXo+ A #1/2, alors

— (a) si |Amaz < 1/2 (donc v > 1), alors f(z) > 1 pour tout x, et
x A. sir(x) >1 et x nest pas dyadique, alors

a(z) = liminf <1+a1(gc) - )
ry(z)  ry(z)
log 27| Xi(2)]
= 1l+liminf—— ">, 1
+ limin log|fs2 7 — g (16)

x B. sir(zx) =1 alors a(x) = B(z).



x C. si x est dyadique, alors a(z) < 1.

— (b) si |Amaz = 1/2 (donc v < 1) alors

e 2. Si X+ A\ =1/2, alors

Preuve:
Remarquons d’abord que dans le cas r(z) = 1, la condition 2-microlocale (15) et la propriété
(10) du Théoréeme de Jaffard nous donnent

a(z) = p(z) ;

Et que d’autre part, si f(x) < 2 alors grace a la premiére partie du Théoréme 1, a(x) ne
peut pas étre supérieure a (3(z).
Si 2 < fB(z) < 3, remarquons que la premiére partie du Théoréme 1 implique que

Cik — Cjgpra] < C27(1+ |27z — K|))™ ;

Pour notre cas, la différence de deux valeurs consécutives de Cj, est de I'ordre de grandeur
de Cj, donc

a(z) < p(z) ;

Des différences d’ordre supérieur pour les Cj sont du méme ordre de grandeur que celui
de Cj, donc pour B(x) > 3, on obtient aussi a(x) < B(x). Ainsi

Maintenant, on va calculer ’exposant de Holder pour les autres x;
1. Si X+ Ay # 1/2, alors

(a) si |A|maz < 1/2, on a alors

i. Sir(z)>1 etz n’est pas dyadique, on a

|Ey ()] ~ [Xiga)] 5 (17)
Donc | | ) |
10g Ai(s0) log 27 Xis,0)
~ — T 1 A S A .
@) log 2=/ log 2=
Il s’ensuit que
ay(z) —1 1 1 log|Aigsa| 1
1 — 7  ~1- y -1 1
T @ T lg2T e @@



ou = signifie que les deux suites ont la méme limite inférieure; et puisque
ry(z) = J'/J alors

ay(xz)—1 J log [Ai(s,)]
14 70 o (a2 )]
* ry(z) +J’( log 2=/ )
~ 14 1og 27| X 1.
- log 2=/

Comme r(z) > 1 et B(x) > 1 alors pour € > 0 assez petit (tel que 5(z) >
1 + ¢€) il existe une infinité de .J telle que 1/r;(x) < 1 — ¢; pour tels J on
a By(z) > 1+ € et donc comme [Amar < 1/2, alors |Alpee < § pour un
certain p < 1, et

Ly(z) < |Aigw)l ez
N
< i)l (5)‘] 4
donc grace a (17)
log Ly(z) ,J log p
. 1
(@) log2—/ ( J )(log 2 )
et par suite
J(x) -1 1 log p
1 < By — —
* ry(x Br () (TJ(x) )log2

donc

B(z) — € > liminf <1 + %) ;

La propriété (11) du Théoréme de Jaffard donne
ay(z)

7_1> =1+ liminf
ry(z)

log 27| X1, _

a(z) = liminf (1 + oga—7

donc ;
log 27 | \j(s,0)]

log |kj2=7 — x|
ii. Si z est un point dyadique, comme E;(z) # 0 alors a(z) < 1.
(b) si [Almaz = 1/2 alors dans ce cas,

i. si x n’est pas dyadique, on a

a(z) =1+ liminf

\E;(z)| < 27~ Ly (x)

soit donc () 1
aj\xr) —
14— — >f3pn
+ @) 2 B (x)
et donc on aura
a(r) = B(z)



ii. Si z est dyadique, comme ((x) = v est inférieure a 1, alors le théoréme
classique de la caractérisation de la régularité nous donne «a(z) = v.

2. Si N+ A =1/2; alors
(a) siz n’est pas dyadique, on a

1 r_ 1
E;(z) = EAi(Jfl,z) ((2>\1)J T+ (2X0)7 JH)

dOIlC, on aura comme auparavant
\E;(z)| < C27 7Ly (z)

et
a(z) = B(z) -

(b) Si z est dyadique, alors E; = 0, donc la condition 2-microlocale (15) nous
donne a(z) > v et I’égalité découle grace au méme raisonnement que celui du
cas r(z) = 1 pour |A| ez < 1/2.

La preuve du Théoréme 2 est donc achevée.

3 Spectre des singularités

On va prouver le résultat suivant
Proposition 1 o (i) Si Xo+ A1 #1/2, alors
— (i-1) si |Almaaz = 1/2 (donc v < 1) alors pour o € [v,w|

_log([Aol? + [AM]?)
log 2

d(a) =i1l}f(aq—7(q)) avec  y(q) =

et d(a) = —o0 ailleurs.

— (i-2) i |Almae < 1/2 (donc v > 1) alors pour o € [1,min{l+ L, e,}] avec e, =
—(|12X0|7 log |2Xo| + [2A1]7 log |2A1])/ log 2 et o l'unique réel vérifiant |2Xo|” +
2A1]7 =1, on a

dla) =0(a—1).

o (ii) Si Ao+ A1 = 1/2, alors pour a € [v,w]
d(a) = inf(aq — v(q))

et d(a) = —oo ailleurs.

Preuve :

Dans cette preuve, on ne va pas tenir compte des points dyadiques puisque leur contribu-
tion donne une dimension de Hausdorff nulle.
Vu la forme de Iexpression de ’exposant de Holder, la preuve des cas (i-1) et (ii) est ex-
actement la méme que celle faite dans [9]. Remarquons d’autre part que si z est un point

10



d@) d(a)=o(a-1)

1 v min(1+ é » €g) @

Figure 1: spectre des singularités pour les cas (i-1) et (ii) (& gauche) et (i-2) (& droite)

log dist(z,2~'N)
log 2—!

que lexposant de Holder en z est (v+w)/2. Comme presque tout point est normal en base

2, alors pour presque tout point l'exposant de Holder est (v+w)/2; donc d((v+w)/2) = 1.
I nous reste maintenant a étudier le cas (i-2); on va d’abord caractériser les ensembles

des singularités. Pour z non dyadique tel que r(z) > 1, on a a(z) = « si et seulement si

normal dans la base binaire alors limy = 1 et donc le Théoréme 2 implique

_ v . 1
k2 S x| = |>\i(]7x)|ej(x) avec limsupf,(z) = P

avec Z\i(jyx) = S\il(x) oo A (z) OU Ao = 2 et Ay = 2X1; cela se traduit comme suit :

Ve >0, {J ¢ [ks27 — 2| < [\im|e 15 } est infini

et
V8 >0, 35 tel que VI > Jy,  [ks27 — ] > [Ny |10

Ainsi, de la définition de ky, il vient

ae)=aeze () BN U B) (18)

0< 1y P
avec
EBy= (", B =6PDu6?, u..
m>1
Gl = 7
" ~i1"--a~i79:00u1 L1setm
|)\i1...Aim‘6<2*m
et

m m
] o v % o 5 %
P D pYD VI LI S 1 R DS P L
I=1 =1
On pose E(@ Pensemble des singularités d’ordre «, on a alors

d(e) = dimg B < inf dimy By .
s< 1y

11



On va donc estimer la dimension de FEj; remarquons qu’on peut recouvrir Ej par les
9)
¢

D1 yeenyln?

)
- > P

nom j1,~~~,jn=0 oul
- ‘)\il...)\in‘6<27n

intervalles n > m; ce qui donne

IN

> 9

n>m i1,...,0n=00ul

— Z 2d(|5\0|(5d + |5\1|6d)n :

n>m

81 [Almaz < 1/2, ceci est uniformément borné si et seulement si Xol? 4 | M%7 < 1, Clest &
dire pour d > d; avec dg 'unique réel vérifiant |Ao|%% + |\ |% = 1.
Comme dj en tant que fonction de § est décroissante (car ds = /) alors
dla)<d 1 =oc(a—1). (19)
a—1
D’autre part, pour donner une bonne minoration pour le spectre des singularités, on
va dans un premier temps supposer que |Ao| = |[A1] := A € [1/4,1/2[. La dépendance en
dans le numérateur de la formule (16) disparait, et les ensembles de singularités seront les
ensembles de points ayant la méme approximation par les points dyadiques. Dans ce cas

v=w —%ggz\ :=ay > 1, donc pour a € [1, ay]
EC=(() BN\ U BEs)
s<ily eah
avec

By= () U Fut]— A7, 307

m>1n>m

et F}, 'ensemble de toutes les sommes i;2 1 +i9272 4. . . 4,27 onl i = 0oul. On adans ce
:sg?\ = (a—1)/(ax—1). Donc pour a € [1,p], d(a) < (a—1)/(ay—1).

Pour minorer le spectre des singularités, il suffit de construire une mesure de probabilité
1 dont le support est ’ensemble des singularités E(@) (ou une partie de E(O‘)), qui vérifie
la propriété de “scaling” : “pour tout intervalle I C R, de longueur |I| < 1/2, on ait
u(I) < O’ e > 00,

Soit m1 < mo < ... une suite croissante d’entiers qui tend assez rapidement vers l'infini,
disons que pour tout n > 1, my4+1 > exp(m,,). Posons

cas d%:—(a—l)

_1
K1 =) Gﬁgn—l) (20)
a—1 nZl
avec
(+1) Im—L Im—-
G2~V = Fppt] — AN™a1 | X" 1], (21)

On applique alors le résultat suivant (voir |7]: Example 4.7 p:59-60)

Proposition 2 Soit 0 < s < 1 fizé et ny < ny < ... une suite d’entiers qui croit rapi-
dement (telle que par exemple ng 1 > max{n£,3n,1€/s} pour chaque k). Pour chaque k,

soit A, C R constitué d’intervalles de longueur nlzl/s chacun, tels que la distance entre les
milieur de deuz intervalles consécutifs est ny ‘. Alors dimy Ny, Ak = s.

12



1
Pour notre cas, Ay = GE#,;I), nE = 2"k et s = (o — 1)/(ax — 1), donc dimpgK 1 =
a—1
(a—1)/(ax —1). i 1
On pose N le nombre d’intervalles de longueur 2A™*a-T que 1’'on peut trouver dans

(527) A (357)

= Gm; . N Gm, *, et pp la mesure de probabilité qui, a chacun de ces Ny
~ 1
intervalles, associe le poids N, Yz /2X" a=1 . D’apres [7] (Example 4.6 p:58-59 et Example
4.7 p:59-60), on a pr — p quand n — 0o, ou g = p_1_ est supportée par K 1, et il existe
a—1 a—1

une constante C' > 0 telle que pour tout intervalle I, |[I| < 1/2, on a

1

p(I) < C | T |/l 1)10g|l|

D’autre part, on a
E@ SELN U B) (23)
5>af

et

1
p(Es) =0 pour tout ¢ > 1"

Comme la réunion de ces ensembles peut étre écrite comme une réunion dénombrable, la
mesure de leur réunion s’annule, donc ML(E(O‘)) =pu1 (B, )=1lcar K. CE_ 1 .
a—1 a—1 a—1 a—1 a—1
Le lemme suivant nous permet alors de conclure que d(a) = (a — 1)/(ay — 1) pour
o€ [1, Oé)\].

Lemme 1 Soit A C R™ et R, I'ensemble de tous les recouvrements de A par des ensembles
de diamétre au plus €. Soit

M. 4(A) = inf (diam A;)%log(1/(diam A;))
reflle
A;€r

et soit
Mesg(A) = limsup M, 4(A)

e—0

la d-mesure de Hausdorff measure modifiée (évidemment, cette modification ne change pas
la dimension de Hausdorff de A qui est D = inf {d : Mesg(A) = 0} = sup {d
Mesg(A) = +o0}).

Soit i une mesure de probabilité sur R™ et E C R™.

. B(z,r
Si hmsupM <C VYz€E, alors Mess(E) > @

r—o0  15log(1/r)

Revenons maintenant au cas général, on va écrire ’ensemble des singularités sous la
forme d’une partition d’ensembles de points ayant la méme approximation par les points
dyadiques, puis minorer la taille de ces nouveaux ensembles.

On écrit
Ble) — U AP N E@
B>1

avec
log k277 — x|

log2—/ =B}

AP = {z : limsup

13



On a aussi

E@ 5 U AP N D(g-1)p
Be[maz{l,2=1},4=1]
avec ~
. log A0l
D(afl)ﬁ = {.’E . th = (Oé — ].)/8} .
Donc
d(a) > sup dimp A N D(q-1)s- (24)
Belmaz{l,2=1},4=]

On va montrer que la dimension de Hausdorff de A% ND(q-1)p est supérieure au produit

des dimensions de Hausdorff de AP et D (4-1)5 et que le suprémum précédent coincide avec
ola—1).

Un raisonnement analogue a celui du cas [Ao| = |A;| nous donne
AP = (AN 45),
0<p 0>
avec
As=() U Fatl -2, 27
m>1n>m

et dimpg AP = 1/p.

D’autre part la dimension de Hausdorff de D(,_1)3 est bien connue (cf 7] ou [9] par
exemple) et vaut inf,(a(a — 1)8 — 7(a)) avec 7(a) = —logy(|Ao|® + |A1]%).

On pose K5 =5, é%{ avec G = Fp+] —27™8  27m8[ Pour la minoration de la
dimension de A% N D(;,l) 3 on va construire sur I’ensemble K 3, une famille de mesures de
probabilités invariantes, analogue a celle qui intervient dans le calcul des dimensions des
D1y (cf [9]) et utiliser le Lemme de Billingsley.

On pose Py = |5\0|“27(“) et P = |5\1|“2T(“), alors Py + P, = 1. Construisons sur é,(q@b
une mesure de probabilité u, telle que pour tout (i1,...,%m, ),

mn
[ <Zil2_l +]—27mnb 2—mn5[> =P,...P, .

I=1
~ Alors py, = p quand n — 00, ot 4 = g, est une mesure de probabilité supportée par
Kg.
Soient © € K N D(_1)g et I(xz,r) un intervalle de centre z et de rayon r. Comme

T € D4—1)g alors il existe n tel que pour i = (i1(z),...,%m, (7)), 1;;%'3‘,2‘” <(a—1)B+e,

donc pour 7, =278 et a > 0, on a p(I(x,m)) ~ By, ... B, = |X\i|*2™7(@)  donc

Tmp

7(a)

log (I, 7m)) oy 1y 1 ge — 79,
i /6 )

log 2—mnf

Donc pour tout a > 0 et e >0

1
lim sup Lx,r())) = +00
=0 Ta(a—l)—%—l—e

14



donc, d’aprés le Lemme de Billingsley, MS(K'ﬂ N D-1)3) = 0 et dimHKg N D-1)p <
a(a—l)—%Va>0.

Soit maintenant r > 0, on prend j tel que %2*3' <2r <2V eti=(i,... ,5) le code
de l'intervalle dyadique de longueur 277 contenant I(x,r) alors

pI(z,r) < Py...P

]

= |A|e2m@
< 2 Jalla=)B=e)gir(a) — g—ilalla—DB—)=7(@)] Lourq > 0
< g-ilala—1-6-TG
donc Ve > 0
plIz ) _
Ta(afl)fyfe -
En prenant
log | A —1)Blog?2 A
a= |log| — og|i\1| (o —1)flog / log|i\—0| = ag (25)
log [Ao| + (a — 1) log 2 Al
on aura alors 7'(a) = (o — 1) et U'infimum de a(a — 1) — % est atteint pour a = ag;

De plus, grace a des arguments analogues a ceux de [9] on a u(Kg N D(q-1)3) > 0 (avec
W= ,ug,aﬁ); donc en utilisant le Lemme de Billingsley, on aura [’égalité

. - . T(a
dimpKg N Dg_1)3 = gg(a(a —-1)— %) . (26)
Du travail précédent, on en déduit que
1
d(a) > sup —inf(a(a —1)8 — 7(a)) . (27)

v—17 w—1 a

pe[maz{l, i=},5=1]

On pose
p(B) = inf(e(a —1)8 = 7(a)) = ag(a —1)8 = 7(ap)
et 1
() = Bso(ﬁ)-
Un calcul facile nous donne
¥(9) = 7o log(lRal*” + [1[).

Donc @'(8) = 0 si et seulement si [Ao|® + |A1|% = 1, cest a dire que ag = o, ou
encore 3 = —(‘;\O‘Ulog(‘ci\fwl/;\y; log|ha]) B; Or B € [maz{l, %}, Z—j] si et seulement si
a € [1,—(|Ao]? log [Ao| + |A1]7 log |A1])/ log 2] donc

sup o(B) =0c(a—1).

Be[maz{l,2=1}, 9]
Ce qui achéve la preuve de la Proposition 1.
Ainsi, on constate que les singularités des fonctions de la base Schauder aux points
dyadiques (bien que leur réunion soit dénombrable et ait une dimension de Hausdorff
nulle) changent complétement la nature fractale de la fonction autosimilaire associée.
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4  Validité du formalisme multifractal

Remarquons que la dérivée (au sens des distributions) de la fonction F' est donnée par la

série F'(x) = Y7202/ Xi(j.0) h (Siz;x) (a:)) ou h(z) est la fonction de Haar qui vaut 0 pour
x <0, 1sur[0,1/2[, =1 sur [1/2,1] et 0 pour z > 1.

Dans [5], on a le résultat suivant

Proposition 3 Soit 0 <s<1/p<1letf=>3 Cjh(2z—k). Sife€LPet

1/p
sup [/ |f(t+e)—f(t)|pdt] =0(6°), 0—~0 (28)
0<e<d [0,1] : t+€€]0,1]
alors .
, _ » _
Ajp =207 (Z |2;Cj,k|p> =0(277%), jrr oo (29)
k

Réciproquement, (29) implique que la série de Haar correspondante converge vers f
dans LP satisfaisant (28).

Ainsi la Proposition 3 est identique a la caractérisation des séries d’ondelettes réguliéres
dans les espaces de Besov (cf [12]) et donne nf(p) = (¢(p) = sp.

Appliquons ce résultat pour F’, on a

=

. 1 log(AglP+IA11P)
2_3(_1+5_W

Ajp =272 | 3 NI ) =
li|=j

i 1_log(XolP+1X117)

= 92 ](p plog2 ) ;

1. Si Ao+ A1 # 1/2, alors

(a) si [Amaz > 1/2, alors pour tout p > 1, on a [Ag|? + |A1[? > 1 et donc pour tout
log(|Ao[?+|A1[7)

p>1np(p) =C(p) =1— B ainsi comme 7(p) = np(p) + p et
((p) = (i (p) +p, alors pour o € [v,]
inf(ap — ((p) +1) = inf(ap —n(p) +1) = inflogy((2*|Xo|)? + (2| A1])P)
p>1 p>1 p>1
= d(a)

et le formalisme multifractal est valide.
(b) si [Almaz < 1/2, alors
i. si [Ao| + |A1] > 1/2, on pose py I'unique p tel que |5\0|p~+ AP =1, (Cest &
dire pg = o); alors pour tout 1 <p < pg, on a [Ag|” + |A1[P > 1 et par suite
N (p) = o (p) = 1 — REAELAE aini

1§§1<fp0(ap —((p+1) = 1§lzgl<fp0(ap —n(p) +1)

= inf logy (2 V| Xo))? + (2@~ D X )P)

1<p<po

_ inf 1 2% o )P 2% P) .
 Jnf 0g2((2%|Ao])? + (2%|A1])P)
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ii.

Cependant pour p > pg, on a Aj, < C277% Y0 < s < 1/p, donc Cpr(p) > 1,
et comme F’ n’est pas continue alors F' ¢ B,"™ pour s > 1/p, et par suite

nr (p) = (pr(p) =1, donc

inf (ap —n(p) +1) = inf (ap —((p) +1) = (@ —1)po -
P>Po P>Po

Pour 1 <a <w,on a2%X| <1 et 2%\ | <1, il s’ensuit alors que

15‘,?<fp0(0‘p —n(p) +1) = lgﬁfpo(“p —C(p) +1)
= logy((2(* V| Xg[)Pe + (2@ DX )P0
(a—1)po ;

Or par définition, (o — 1)pg = d(«) pour a > 1, ainsi pour 1 < a <wv

d(a) = ;Izlg((a —Dp—((p)+1)= ;Izlg((a —Dp—mn(p) +1) (30)

et pour v < o < min{l + 1, — (1Ao7 log [ Xo| + | A1]7 log | A1)/ log 2}

d(a) = piglfo(ap —((p)+1) = piglfo(ap —n(p) +1) . (31)

si maintenant |Ag| 4 |A1| < 1/2, alors pour tout p > 1, [Ao[? + [A]P < 1 et
donc n(p) = ((p) =1 + p. Il s’ensuit que

inf(ap — ((p) +1) = inf(ap —n(p) +1) =a—1.

p=1 p>1
Comme o < 1 alors

d(a) < inf(ap — ¢(p) +1) = inf(ap —n(p) +1),
p>1 p>1

et le formalisme multifractal échoue dans ce cas.

2. Si N+ A1 =1/2; alors

(a) si|A|lmazr > 1/2 alors comme précédemment le formalisme multifractal est valide.

(b) si|A|maz < 1/2 alors le formalisme multifractal est valide pour tout a € [v,w] tel
que U'infimum dans infy> logy ((2%|Ao|)? + (2%|A1])?) est atteint pour p € [1, po].

D’ou la conclusion suivante

Théoréme 3 Soit F la fonction donnée par la série

P(z) =Y A M)
j=0

solution de ’équation autosimilaire

Alors

F(z) = MF(2z) + MF(2z — 1) + A(z) ;
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1. 8i Mo+ A1 #1/2, alors
(a) $i|Amaz = 1/2 (i.e v < 1) alors le formalisme multifractal est valide sur [v,w].
(b) st |Amaz <1/2 (i.ev > 1), alors
i. si|Xol|+|A1] > 1/2, alors le formalisme multifractal est valide sur [1, min{1+
510l log [ Ao] + 1|7 log [As])/ log 2}].
ii. si |Ao| + |\1| < 1/2, alors le formalisme multifractal échoue.

2. Si Ao+ A1 =1/2, alors

(a) si|A|maz = 1/2 (i.e v < 1), alors le formalisme multifractal est valide sur [v,w].

(b) st |Nmaz < 1/2 (i.e v > 1), alors le formalisme multifractal est valide pour tout
a € [v,w] tel que Uinfimum dans inf,>1logy((24|Xo])? + (2%|A1])P) est atteint
pour p € [1,0].
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