
Quadratures singulières et fonctions d'échelleAlbert Cohen 1 Abdelhak Ezzine 2Résumé� N ous présentons une méthode de quadrature, pour le calcul du produit scalaire I = R f(t) �(t) dt,lorsque f(t) présente une singularité de type homogène, la fonction �(t) étant dé�nie par une équationd'échelle. Singular quadratures and scaling functionsAbstract� A quadrature method is presented for the computation of the inner product, I = R f(t) �(t) dt,where f(t) has a singularity of homogeneous type, and � is implicitely determined by a re�nement equation.Version anglaise AbrégéeWavelet bases have proved to be a powerful tool for the discretization of singular inte-gral equations, since they usually lead to sparse matrices. However, one needs to computequantities of the type hf; �j;ki and hT�j;k; �j;li, where f is a function, T is an operator withkernel K(x; y) and �j;k = 2j=2�(2j � �k) is the generator of the underlying multiresolutionapproximation Vj.The di�culties in computing these quantities arise from the fact the f and K mightbe singular and � is only known implicitely as a solution of a re�nement equation �(x) =2PNk=0 hk �(2x�k). As a prototype example, we consider the computation of I = R f(t)�(t)dt.In the case where the function f is C l, quadrature rules have been introduced in [1, 9]using the fact the moments Mk = R xk�(x)dx can easily be computed from the re�nementequation.A �rst approximation of I is then obtained by replacing f by a polynomial interpolationof degree l�1 on the support of �. In order to improve the precision, one can use a subdivisionmethod: iterating the re�nement equation, one obtains �(x) = Pk sj;k 2j�(2jx � k), andthe initial quadrature rule can be replaced by a combination of similar rules at scale 2�j.An analysis of the coe�cients sj;k and of the local error, shows that the numerical precisionis of order 2�jl.In the case where f has a singularity of homogeneous type, i.e. jf(x)j � Cjx � pj
 andj@lf(x)j � Cl!jx� pj
�l, l � 0, �1 < 
 < 1, it is then natural to subdivide the function � ina non-uniform way, i.e. introducing higher scales near the singularity, and use�(x) = Xj=1;���;J Xk2Kj aj;k 2j�(2jx� k) + Xk2RJ aJ;k 2J�(2Jx� k);where k 2 Kj for 2�jk of order 2�j.A new quadrature is derived approximating � by the �rst part of this decomposition.For a preassigned precision ", we use in each layer Kj a di�erent degree l(j) of polynomialinterpolation and compute the local error accordingly. Since there is no regularity at p, acrude error estimate is used to determine J .1. Laboratoire d'Analyse Numérique, Université Pierre et Marie Curie, 4 Place Jussieu, 75005 Paris.2. Cermics, Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, Central 2, La Courtine, 93167 Noisy le Grand.1



Optimizing the choice of l(j), we �nd that the precision " can be attained by using anorder of (1=(
 + 1) + j
j=(
 + 1)2)[log2(")]2 quadrature points.In the case of a higher order singularity, our method can still be applied, integrating Iby parts to reduce the order of the singularity and using the fact that the derivatives of ascaling function are linear combination of other scaling functions ([7]).1 IntroductionLa motivation principale de ce travail provient de la discrétisation sur des bases d'on-delettes d'équations intégrales singulières. La mise en oeuvre d'une méthode de Galerkinnécessite en e�et le calcul de produits scalaires du type hf; �j;ki et hT�j;k; �j;li, où f est unefonction T un opérateur intégral de noyau K(x; y) et �j;k = 2j=2�(2j � �k) est la base del'espace d'approximation Vj engendré par la fonction d'échelle �, que l'on décompose par lasuite dans une base d'ondelettes [3].La mise au point de quadratures précises pour le calcul de ces quantités se heurte àtrois di�cultés : les fonctions f et K peuvent présenter des singularités, la régularité de lafonction � est limitée par la taille de son support [3] et � n'est connue qu'implicitementcomme solution d'une équation d'échelle�(x) = 2 NXk=0 hk �(2x� k); (1)où N 2 N� et les réels hk; k = 0; � � � ; N , sont connus explicitement. On rappelle que l'on asupp(�) = [0; N ].Nous allons montrer que cette équation permet néanmoins d'obtenir une méthode dequadrature de faible coût calculatoire, pour une précision " �xée. Par changement d'échelleon se ramène au calcul de Sk = R f(t)�(t� k)dt et Tk;l = R K(x; y)�(x� k)�(y � l)dx dy.Nous traitons ici uniquement le calcul de Sk, dans le cas où f présente une singula-rité de type homogène en un point. Cependant, la méthode s'étend de façon naturelle aucalcul de Tk;l pour des noyaux de type Calderon-Zygmund, en remarquant que la fonction�(x; y) = �(x)�(y) véri�e une équation d'échelle induite par (1). Cette étude, ainsi qu'uneimplémentation de l'algorithme correspondant, fera prochainement l'objet d'une publication.Notons �nalement que les fonctions B-splines satisfont des équations du type (1) et que notreméthode peut ainsi s'appliquer dans le cadre des éléments �nis.Sans perte de généralité, on se ramène au problème du calcul de I = R f(t)�(t)dt.Dans un premier temps nous allons rappeler la méthode développée dans [1, 9], lorsque lafonction f est de classe C l(R); l 2 N� : Ensuite nous expliciterons la méthode de quadraturepour une singularité de type homogène jxj
; j
j < 1: En�n nous évoquerons le traitement dessingularités d'ordre plus élevé.2 Quadrature pour une fonction régulièreSoit f une fonction de classe C l. La méthode de quadrature de [1, 9] utilise la donnéedes moments Mk = R xk�(x)dx. En e�et, l'équation (1) donne accès aux valeurs de Mk parun calcul réccursif très simple (� est normalisée au sens où M0 = 1). On trouvera dans [2, 6]2



une généralisation de ce résultat au calcul d'intégrales de produits de fonctions d'échellequelconques.En remplacant alors f par son interpolation par un polynôme Pl de degré l � 1, auxpoints xi = iN=(l� 1), i = 0; � � � ; l� 1, on obtient une suite de poids (wli)i=0;���;l�1 dépendantlinéairement des moments Mk, k = 0; � � � ; l � 1, et une première approximationI = hPl; �i+ E = Xi=0;���;l�1 wli f(xi) + E; (2)où jEj � B supt2supp(�) jf l(t)j représente l'erreur de la quadrature de I:Si jEj > "; on améliore la précision par la méthode de subdivision suivante : par itérationde (1), nous obtenons �(x) = Xk sj;k 2j�(2jx� k); (3)Les coe�cients sj;k sont calculés par un algorithme de subdivision sj;k =Pn hk�2nsj�1;n (ontrouvera dans [4] une étude générale de ces algorithmes), et sont uniquement déterminés parle produit scalaire sj;k =< �; ~�(2j � �k) > où ~� est une fonction duale (que l'on peut choisirégale à � dans le cas d'une fonction d'échelle orthonormale).En injectant (3) dans I, et en utilisant la même méthode pour le calcul de hf; 2j�(2j ��k)i,on obtient des points xj;ki = 2�j(k + xi) 2 supp(�j;k), i = 0; � � � ; l � 1 et une approximationI =Xk sj;k Xi=0;���;l�1wli f(xj;ki ) + Ej (4)où jEjj � Pk jsj;kEj;kj. L'erreur de quadrature Ej;k = hf; 2j�(2j ��k)i�Pi=0;���;l�1wli f(xj;ki )est estimée par jEj;kj � Cl2�jl supt2supp(�j;k) jf l(t)j:De plus, en utilisant la majoration jMlj � (N sup j�j)l, on a l'estimation Cl � K l=l! où Kne dépend que du choix de la fonction �.On déduit de sj;k = < �; ~�(2j � �k) > l'estimation jsj;kj � D2�j, D = k�k1k~�k1, eton remarque que la somme dans (3) comporte au plus N2j+1 termes non nuls. On a doncPk jsj;kj � 2DN , et l'estimationjEjj � Dl2�jl supt2supp(�) jf l(t)j: (5)Il est ainsi possible de rendre l'erreur jEjj arbitrairement petite en augmentant la valeur dej.3 Méthode de quadrature pour les singularités homo-gènesSoit f 2 L2(R) une fonction C1 partout sauf en un point p où elle présente une singularitédu type jx � pj
; �1 < 
 < 1 (on a donc f 2 L1loc). On suppose ainsi que l'on a jf(x)j �Cjx� pj
 et j@lf(x)j � Cl!jx� pj
�l, l � 0.La formule (3) devient alors inadaptée, car l'erreur de quadrature locale Ej;k dépendfortement de la distance du support de �j;k au point p ainsi que du choix de l. Il est donc3



naturel d'e�ectuer une subdivision non-uniforme consistant à itérer la décomposition (3) surles fonctions �(2j � �k) dont le support est proche de p.Soit " l'erreur de précision exigée pour le calcul de I.On note dj;k la distance de supp(�j;k) au point p. On a alors l'estimationjEj;kj � CK l2�jld
�lj;k = Cd
j;k[K2�jd�1j;k]l: (6)On pose alors dj = (K2�j)=2, et pour 0 < j � J , on dé�nit par récurrence une suited'ensemble Rj, en prenant R0 = f0g, Rj = fk 2 Z ; dj;k � djg\Sj et Kj = (Z�Rj)\Sj oùk 2 Sj si et seulement si il existe l 2 Rj�1 satisfaisant supp(�j;k) � supp(�j�1;l). En itérantl'equation d'échelle sur les fonctions �(2j � �k), k 2 Rj, on obtient une décomposition dutype �(x) = Xj=1;���;J Xk2Kj aj;k 2j�(2jx� k) + Xk2RJ aJ;k 2J�(2Jx� k); (7)où les aj;k sont calculés par un algorithme de subdivision qui se concentre sur la singularité.L'échelle d'arrêt J sera déterminée en fonction de la précision " exigée dans l'évaluation deI. La méthode de quadrature que nous proposons consiste alors à approximer I suivantI = Xj=1;���;J Xk2Kj aj;k Xi=0;���;l(j)�1wl(j)i f(xj;ki ) + EJ ; (8)où le degré l(j) varie en fonction de j. L'erreur EJ est la somme des erreursE1J = JXj=1 Xk2Kj aj;kEj;k:et E2J = Xk2RJ aJ;k2J < f; �(2J � �k) > :Grace au choix de dj, on a pour k 2 Kj, jEj;kj � C2�
j2�l(j). A chaque niveau j, onprend pour l(j) la plus petite valeur telle que jEj;kj � "=(2AJ), pour tout k 2 Kj, avecAJ =PJj=1Pk2Kj jaj;kj, ce qui assure ainsi jE1J j � "=2.Comme dans le cas de la subdivision uniforme, il est possible d'obtenir une estimationAJ � A, indépendante de l'échelle d'arrêt J . Une di�culté nouvelle provient de ce que lescoe�cients aj;k ne sont pas tous égaux aux sj;k de la section précèdente, et ne peuvent doncpas tous être identi�és aux produits scalaires < �; ~�(2j � �k) >. L'estimation jaj;kj � D2�jn'est donc plus triviale, mais elle est assurée dans deux cas particuliers :� Lorsque les coe�cients hn sont positifs (par exemple dans le cas des B-splines). L'esti-mation jaj;kj � 2�j est alors une conséquence de P h2n =Ph2n+1 = 1=2. De plus, ona directement l'estimation AJ � 1.
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� Sous une hypothèse technique portant sur la suite dj qui assure que aj;k = sj;k lorsquek 2 Rj, j = 1; � � � ; J � 1. Les majorations jaj;kj � HD2�j, k 2 Kj et jaJ;kj � HD2�J ,k 2 RJ en découlent, avec H = Pn jhnj, puisque ces coe�cients sont respectivementcalculés à partir des coe�cients sj�1;k, k 2 Rj�1 et sJ�1;k, k 2 RJ�1 par des com-binaisons linéaires �nies faisant intervenir les coe�cients hn. On montre dans [5] quecette hypothèse est toujours satisfaite par le choix dj = (�K2�j)=2, pour un facteur1 < � < 2 bien choisi, ce qui ne modi�e pas les estimations de Ej;kDans le deuxième cas, il est alors facile d'obtenir AJ � DHPJj=1 2�jCard(Kj) � A, oùA est indépendante de J .Pour déterminer l'échelle d'arrêt J , on estime E2J parjE2J j � DH2�JPk2RJ 2J j < f; �(2J � �k) > j� DH(sup(Pk j�(� � k)j) Rjt�pj<dJ+N2�J jf(t)jdt� CR2�(
+1)J ;où la constante R ne dépend que de la fonction �. Puisque 
 > �1, il est possible de choisirJ tel que jE2J j � "=2.On obtient ainsi une précision jEJ j � ", avec un nombre de points de quadraturesN(") =PJj=0Card(Kj)l(j)� CaPJj=0 2j(dj � dj�1)(log2(") + j
jJ)� CbJ(� log2(") + j
jJ)� Cc(1=(
 + 1) + j
j=(
 + 1)2)[log2(")]2;où les constantes Ca, Cb et Cc ne dépendent que de la fonction �.4 Méthode de quadrature pour les singularités d'ordreélevéConsidérons à présent le cas où la singularité de f en p est d'ordre r > 0. Lorsquep 2 supp(�), la fonction � doit être au moins de classe Cr a�n de permettre l'existence de I.D'autre part, l'estimation de l'échelle d'arrêt par la méthode précédente diverge en général.On utilise alors une technique de régularisation introduite par J.C.Nedelec [8] pour lecalcul d'intégrale singulières dans le cadre des éléments �nis: la distribution f véri�e en e�etf = g[r] où g est une distribution d'ordre 0, et on se ramène au calcul de I = (�1)rhg; �([r])iavec [r] la partie entière de r.Ce dernier calcul s'e�ectue par la méthode décrite dans la section précédente grâce àune propriété remarquable des fonctions d'échelles à support compact, décrite dans [7]: Ona l'identité �([r]) =Prk=0(�1)k(rk)'(� � k) où ' est une fonction d'échelle continue à supportcompact, véri�ant ' = 2PN�rn=0 gn'(2 � �n) avec P hnein! = [(1 + ei!)=2]rP gnein!.5



Par exemple, dans le cas où f = vp( 1x), on obtient I = hln jxj; '(� � 1)i � hln jxj; 'i,que l'on calcule par la méthode de la section précèdente. Remarquons que cette techniques'applique immédiatement au calcul des éléments la matrice de la transformée de Hilbert.Références[1] R. Coifman G. Beylkin and V. Rocklin, Wavelet transform and numerical algorithms 1. Comm.Pure, Applied Math, XLIV, 1991.[2] W. Dahmen et C.A. Michelli, Using the re�nement equation for evaluating integrals of wavelets.SIAM J. Numer. Anal., 30(2):507�537, april 1993.[3] I. Daubechies, Ten lectures in Wavelets, volume 61. CBMS-NFS 61, 1992.[4] N. Dyn, Subdivision schemes in computer-aided geometric design, dans �Advances in NumericalAnalysis II, Wavelets, Subdivision algorithms, and Radial Basis Functions", W.A. Light (ed.),Clarendon Press, Oxford, 1992, 36-104.[5] A. Ezzine, Etude et réalisation des algorithmes de quadratures pour la résolution des équa-tions intégrales dans une base d'ondelettes. Thèse de doctorat de l'école nationale des ponts etchaussées, septembre 1996.[6] A. Kunoth, Computing re�nable integrals - Documentation of the program - Version 1.1. Tech-nical report ISC-95-02-Math, Texas A& M University, 1995.[7] P.G. Lemarié, Fonctions a support compact dans les analyses multirésolution. Rev. Iberoameri-cana, 7:157�182., 1991.[8] J. C. Nedelec, Integral equations with non integrable kernel, Integral equations and OperatorTheory, 5, 1982, 562�572.[9] W. Sweldens and R. Piessens, Quadrature formulae and asymptotic error expansions for waveletapproximation of smooth functions. SIAM J.Numer. Anal., 31(4):1240�1264,1994.
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