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Résumé— nous présentons une méthode de quadrature, pour le calcul du produit scalaire I = [ f(¢) ¢(t) dt,
lorsque f(t) présente une singularité de type homogene, la fonction ¢(t) étant définie par une équation
d’échelle.

Singular quadratures and scaling functions

Abstract— 4 quadrature method is presented for the computation of the inner product, I = [ f(t) ¢(t) dt,

where f(t) has a singularity of homogeneous type, and ¢ is implicitely determined by a refinement equation.

Version anglaise Abrégée

Wavelet bases have proved to be a powerful tool for the discretization of singular inte-
gral equations, since they usually lead to sparse matrices. However, one needs to compute
quantities of the type (f, ¢;x) and (T'¢;x, ¢;,1), where f is a function, 7" is an operator with
kernel K (z,y) and ¢, = 2//2¢(27 - —k) is the generator of the underlying multiresolution
approximation V.

The difficulties in computing these quantities arise from the fact the f and K might
be singular and ¢ is only known implicitely as a solution of a refinement equation ¢(z) =
25N o hi ¢(20—k). As a prototype example, we consider the computation of I = [ f(t)é(t)dt.

In the case where the function f is C!, quadrature rules have been introduced in [1, 9|
using the fact the moments My = [ 2F¢(x)dx can easily be computed from the refinement
equation.

A first approximation of I is then obtained by replacing f by a polynomial interpolation
of degree [—1 on the support of ¢. In order to improve the precision, one can use a subdivision
method: iterating the refinement equation, one obtains ¢(z) = >, sjx 27¢(2x — k), and
the initial quadrature rule can be replaced by a combination of similar rules at scale 277,

An analysis of the coefficients s, and of the local error, shows that the numerical precision
is of order 2—jl.

In the case where f has a singularity of homogeneous type, i.e. |f(z)| < Clz — p|” and
10! f(x)| < Clllz —p|7!, 1 >0, =1 < v < 1, it is then natural to subdivide the function ¢ in
a non-uniform way, i.e. introducing higher scales near the singularity, and use

d(x) = Z Z ajr 2 ¢(2x — k) + Z a2’ 027w — k),

j=1,,J k€K kERy

where k € K; for 277k of order 277,

A new quadrature is derived approximating ¢ by the first part of this decomposition.
For a preassigned precision ¢, we use in each layer K a different degree [(j) of polynomial
interpolation and compute the local error accordingly. Since there is no regularity at p, a
crude error estimate is used to determine J.
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Optimizing the choice of [(j), we find that the precision £ can be attained by using an
order of (1/(y+ 1) + |v]/(v + 1)?)[logy(£)]? quadrature points.

In the case of a higher order singularity, our method can still be applied, integrating 1
by parts to reduce the order of the singularity and using the fact that the derivatives of a
scaling function are linear combination of other scaling functions (|7]).

1 Introduction

La motivation principale de ce travail provient de la discrétisation sur des bases d’on-
delettes d’équations intégrales singuliéres. La mise en oeuvre d’'une méthode de Galerkin
nécessite en effet le calcul de produits scalaires du type (f, ¢;x) et (L¢jx, @j1), ot f est une
fonction T un opérateur intégral de noyau K(z,y) et ¢, = 29/2¢(27 - —k) est la base de
I'espace d’approximation V; engendré par la fonction d’échelle ¢, que I'on décompose par la
suite dans une base d’ondelettes |3].

La mise au point de quadratures précises pour le calcul de ces quantités se heurte a
trois difficultés: les fonctions f et K peuvent présenter des singularités, la régularité de la
fonction ¢ est limitée par la taille de son support [3] et ¢ n’est connue qu’implicitement
comme solution d’une équation d’échelle

N
plx) = 2 hy (22 — k), (1)

k=0
ou N € N* et les réels hy, k = 0,---, N, sont connus explicitement. On rappelle que 'on a

supp(¢) = [0, N].

Nous allons montrer que cette équation permet néanmoins d’obtenir une méthode de
quadrature de faible cotit calculatoire, pour une précision ¢ fixée. Par changement d’échelle
on se rameéne au calcul de Sy = [ f(t)p(t — k)dt et Ty, = [ K(z,y)¢(x — k)d(y — 1)dz dy.

Nous traitons ici uniquement le calcul de Sy, dans le cas ou f présente une singula-
rité de type homogéne en un point. Cependant, la méthode s’étend de fagon naturelle au
calcul de Ty, pour des noyaux de type Calderon-Zygmund, en remarquant que la fonction
O(z,y) = ¢(x)p(y) vérifie une équation d’échelle induite par (1). Cette étude, ainsi qu’une
implémentation de I’algorithme correspondant, fera prochainement ’objet d’une publication.
Notons finalement que les fonctions B-splines satisfont des équations du type (1) et que notre
méthode peut ainsi s’appliquer dans le cadre des éléments finis.

Sans perte de généralité, on se raméne au probléme du calcul de I = [ f(¢)¢(t)dt.

Dans un premier temps nous allons rappeler la méthode développée dans |1, 9], lorsque la
fonction f est de classe C'(R),! € N*. Ensuite nous expliciterons la méthode de quadrature
pour une singularité de type homogéne |x|?, |y| < 1. Enfin nous évoquerons le traitement des
singularités d’ordre plus élevé.

2 Quadrature pour une fonction réguliére

Soit f une fonction de classe C'. La méthode de quadrature de |1, 9| utilise la donnée
des moments M = [ 2*¢(z)dz. En effet, I'équation (1) donne accés aux valeurs de M}, par
un calcul réccursif trés simple (¢ est normalisée au sens ot My = 1). On trouvera dans |2, 6]
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une généralisation de ce résultat au calcul d’intégrales de produits de fonctions d’échelle
quelconques.

En remplacant alors f par son interpolation par un polynéome P, de degré [ — 1, aux
points z; = iN/(l—1),4=0,---,1—1, on obtient une suite de poids (w!);—....,—1 dépendant

linéairement des moments My, k =0,---,1 — 1, et une premiére approximation
I=(P,¢)+E= > wf(z)+ E, (2)
i=0,,1—1

ol |E| < Bsup,csupp(g) |f'(t)] représente Uerreur de la quadrature de 1.
Si |E| > &, on améliore la précision par la méthode de subdivision suivante: par itération

de (1), nous obtenons b(z) = Z Sin V(2w — k), (3)
k

Les coefficients s, sont calculés par un algorithme de subdivision s;; = > hg_2nSj_1,, (01
trouvera dans [4] une étude générale de ces algorithmes), et sont uniquement déterminés par
le produit scalaire s;;, =< ¢, $(27 - —k) > on ¢ est une fonction duale (que on peut choisir
égale & ¢ dans le cas d'une fonction d’échelle orthonormale).

En injectant (3) dans 7, et en utilisant la méme méthode pour le calcul de (f, 27¢(27-—k)),
on obtient des points ajfk =279(k + ;) € supp(pjx), 2 = 0,- -+, — 1 et une approximation

I=) sip Y w f@*) + E (4)
k

=0, 0—1

ou |Ej| < >, 1sjkEjk| Lerreur de quadrature Ej; = (f, 2j¢(2j'—k)>—zi:0,...yl,1 wt f(z")
est estimée par '
Bkl < G270 sup  [f(1)].

tesupp(o; k)

De plus, en utilisant la majoration [M;| < (N sup |¢])!, on a Pestimation C; < K'/I! ou K
ne dépend que du choix de la fonction ¢.

On déduit de s;;, = < ¢, (27 - —k) > Destimation |s;z] < D277, D = ||¢[lcol|Bl1, et
on remarque que la somme dans (3) comporte au plus N2/*! termes non nuls. On a donc
Y e lsikl < 2DN, et estimation

|Ej| < D270 sup | fH(H)]. (5)
tesupp(e)

Il est ainsi possible de rendre 'erreur |E;| arbitrairement petite en augmentant la valeur de
J.

3 Meéthode de quadrature pour les singularités homo-
génes
Soit f € L*(R) une fonction C* partout sauf en un point p ot elle présente une singularité
du type |z —p|?", =1 <y <1 (on a donc f € Li,.). On suppose ainsi que 'on a |f(z)]| <
Clz —p| et |0 f(x)| < Cll|z —p|~!, 1 >0.
La formule (3) devient alors inadaptée, car Ierreur de quadrature locale E;; dépend
fortement de la distance du support de ¢;; au point p ainsi que du choix de [. Il est donc
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naturel d’effectuer une subdivision non-uniforme consistant a itérer la décomposition (3) sur
les fonctions ¢(27 - —k) dont le support est proche de p.

Soit € l'erreur de précision exigée pour le calcul de I.

On note d;, la distance de supp(¢;x) au point p. On a alors 'estimation

|Eji| < CK'279'd),' = Cd] [K277d;)" (6)

On pose alors d; = (K277)/2, et pour 0 < j < J, on définit par récurrence une suite
d’ensemble R;, en prenant Ry = {0}, R; ={k € Z; d;, < d;j}NSjet K; = (Z—R;)NS; on
k € S; si et seulement si il existe [ € R;_; satisfaisant supp(¢;x) C supp(¢;_1,). En itérant
'equation d’échelle sur les fonctions ¢(27 - —k), k € R;, on obtient une décomposition du

type
ple) = D) apV¢2x—k) + Y an2'¢(2'z — k), (7)
j=1,,J k€K; kER;

ou les a;; sont calculés par un algorithme de subdivision qui se concentre sur la singularité.

L’échelle d’arrét J sera déterminée en fonction de la précision € exigée dans I’évaluation de
I.
La méthode de quadrature que nous proposons consiste alors a approximer / suivant

I= 3" S a Y w? fl)+Ey, (8)
07 al(])_l

j=1l T kEK;  i=0,-
ou le degré [(j) varie en fonction de j. L’erreur E; est la somme des erreurs

J

E} = Z Z ajykEj,k.

j=1 keK;

et
B} = a2 < f.02"—k) >.

kERy

Grace au choix de dj, on a pour k € Kj, |E;jx| < C277727%0)_ A chaque niveau j, on
prend pour [(j) la plus petite valeur telle que |Ej;| < €/(2A4), pour tout k € Kj, avec
Ay = Z‘j]:l > ke, [@kl; ce qui assure ainsi |EL| < e/2.

Comme dans le cas de la subdivision uniforme, il est possible d’obtenir une estimation
Ay < A, indépendante de ’échelle d’arrét J. Une difficulté nouvelle provient de ce que les
coefficients a;; ne sont pas tous égaux aux s, de la section préceédente, et ne peuvent donc
pas tous étre identifiés aux produits scalaires < ¢, (27 - —k) >. L’estimation |a;;| < D27
n’est donc plus triviale, mais elle est assurée dans deux cas particuliers:

— Lorsque les coeficients h,, sont positifs (par exemple dans le cas des B-splines). L’esti-
mation |a;x| < 277 est alors une conséquence de ) ho, = > hopt1 = 1/2. De plus, on
a directement ’estimation A; < 1.



— Sous une hypothése technique portant sur la suite d; qui assure que a;; = s; lorsque
ke Rj,j=1,---,J — 1. Les majorations |a; x| < HD27 k € K; et |ay;| < HD2™/,
k € R; en découlent, avec H = ) |hy|, puisque ces coefficients sont respectivement
calculés a partir des coefficients s;_1 4, k¥ € Rj_; et s;_14, K € R;_; par des com-
binaisons linéaires finies faisant intervenir les coefficients h,. On montre dans [5] que
cette hypothése est toujours satisfaite par le choix d; = (aK277)/2, pour un facteur
1 < o < 2 bien choisi, ce qui ne modifie pas les estimations de Ej

Dans le deuxiéme cas, il est alors facile d’obtenir A; < DH ijl 277Card(K;) < A, on
A est indépendante de J.
Pour déterminer I’échelle d’arrét J, on estime E?% par

|E3| < DH277Y, . 27| < f,6(27 —k) > |

< DH(sup(324 |60 = K)[) Jis_pca, s no-o | f(B)ldE

< CvRQf('erl)J7

ou la constante R ne dépend que de la fonction ¢. Puisque v > —1, il est possible de choisir
J tel que |E3%| < /2.
On obtient ainsi une précision |E;| < £, avec un nombre de points de quadratures

N(e) = 32, Card(K;)I())
< Co X020 2 (d; — dj1)(logy(e) + |71 )
< CypJ(—logy(e) + [7[)

< Ce(1/(v + 1) + [y]/ (v + 1)*) [log,(e) 7,

ol les constantes C,, C}, et C. ne dépendent que de la fonction ¢.

4 Méthode de quadrature pour les singularités d’ordre
élevé

Considérons a présent le cas ou la singularité de f en p est d’ordre r > 0. Lorsque
p € supp(¢), la fonction ¢ doit étre au moins de classe C” afin de permettre 'existence de I.
D’autre part, I’estimation de 1’échelle d’arrét par la méthode précédente diverge en général.

On utilise alors une technique de régularisation introduite par J.C.Nedelec [8] pour le
calcul d’intégrale singuliéres dans le cadre des éléments finis: la distribution f vérifie en effet
f = gl ot g est une distribution d’ordre 0, et on se raméne au calcul de I = (—1)"(g, #(I"D)
avec [r] la partie entiére de r.

Ce dernier calcul s’effectue par la méthode décrite dans la section précédente grace a
une propriété remarquable des fonctions d’échelles & support compact, décrite dans [7]: On
a l'identitée (') = >°7 (=1)¥(5)¢(- — k) ot ¢ est une fonction d’échelle continue a support
compact, vérifiant ¢ =23V g, 0(2 - —n) avec 3 hpe™ = [(1 + %) /2]" Y gne™.
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Par exemple, dans le cas ot f = wp(L), on obtient I = (In|z|, (- — 1)) — (In|z|, ¢),

que 'on calcule par la méthode de la section précédente. Remarquons que cette technique
s’applique immeédiatement au calcul des éléments la matrice de la transformée de Hilbert.
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