Nouvelles algébres d’opérateurs caractérisés par leurs
décomposition sur une base d’ondelettes.

A. Ezzine!

.1 Introduction

Au cours de ce travail nous allons nous intéresser a la représentation d’opérateurs li-
néaires dans une base d’ondelettes . Etant donnée une analyse de multirésolution (V}) ¢ (z)
de L?(R™) conduisant a une fonction ¢ telle que (¢(z — k))rez est une base ortho-
normée de Vp et des ondelettes (¢§)xen ; A = {X = k277 + 27771 €€ {0,1}", ¢ #
(0,...,0), k € Z"} et (¥5)re(z) est une base du complémentaire de V; dans 'espace
Vit1 quon note W;,ona L*R") = @jez W; et pour un entier [ on peut aussi écrire
L*(R") =V, ®j>Wj .

De Décriture ci dessus de I’espace L?(R™) nait I’existence de deux bases orthonormées de
L%*(R™) ,la premiére est la réunion de celles des espaces W; en 'occurence (¢§)xea , alors
que la seconde est la réunion de (¢ k)rcz et (¥5)rea, avec Ay ={A € Aetj<I}.

Soit T' un opérateur Continu définie de D(R™) — D(R™) , d’aprés le célébre théoréme
de L.Schwartz il existe une distribution K définie sur (R?") telle que formellement on a:

Tf () = / K(zy) f(y) dy (0.1)

dans le sens des distributions ,c’est & dire que:

Vo, 0 e DR") < T 0 >=< K|op®@¢p > (.0.2)

Les propriétés de la localisation, la régularité et la cancellation des ondelettes ont pour
conséquence une représentation de l'opérateur dans cette base sous forme de matrices
bandes ce qui nous permettra de faire des opérations sur ’ensemble de ces opérateurs
que 'on explicitera dans les sections suivantes . On peut remarquer la différence subsis-
tante entre le premier terme de 'égalité (.0.2) ci dessus qui est un crochet de dualité
(D'(R™) , D(R™)) et le second qui est un crochet de dualité (D'(R?*?) , D(R?")) et
¢ @1 est le produit tensoriel de ¢ par 9, ¢ ¢ (z,y) = ¢(x) ¥(y) . Pour que (.0.1)
ait un sens on suppose que K (appelé noyau distribution) soit une distribution tempérée

La représentation de 7 en tant qu’opérateur de L?(R™) dans L?(R") se fait de deux
maniére différente et selon le choix de la base orthonormée de L?(R") comme on ’a indiqué
ci dessus . Si on décompose le noyau K sur le produit tensoriel des ondelettes (1/5)aen
on obtient la “forme standard” et on note

O N) =< T ¢w >

Alors que si on décompose K sur les ondelettes bidimentionnelles donc sur la suite
(P ® Py s Ya @ dn, dA ® ¢>\'))\(j,k),)\’(j,k’)eA2 on obtient la forme non standard.
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Dans ce travail seule la forme standard sera étudiée, avant tout on fait remarquer que
beaucoup de travaux ont été fait sur au sujet de la forme standard notamment par P-
G.Lemarie (|2], et S.Jaffard [1| et une étude plus compléte est faite par Y.Meyer dans
Pouvrage [4].

Puisque la suite (Uxx(z,y) = r(z).4hy (y))A,/\’eM est une base tensorielle de L?(R™ x
R"), la forme standard est une véritable représentation matricielle M (X, A') = O(A, X)
de l'opérateur 1" dans une telle base et on peut donc déduire que la forme standard est
stable par multiplication .

Dans un premier temps nous allons définir une nouvelle classe d’opérateurs caractérisés
par leurs matrices dans la base (W x(2,9)) vea2 -

.2 Rappels et Définition

.2.1 Rappels

Soit V un espace vectoriel tel que D(R") C V C L*R") avec D(R") l'espace
des fonctions indéfiniment dérivables & support compact , les deux injections ci dessus sont

continues et d’image dense . on note V' lespace dual de V . Soit Q louvert de
(R* x R") définis par z #y V (x,y) € (R*)? .

Définition 1 soit T : D(R") — D(R™) un opérateur linéaire continu . On dit que
T est un opérateur de Caldéron Zygmund si les conditions swivantes sont satisfaites

1. Le noyau K(z,y) est une fonction localement intégrable sur @ et 3 Cy telle que
k(z,y)l < Colz—y[™

2. il existe v €]0,1] et une constante Cy tels qu’on ait

|K(z,y) — K(z' —y)| < Cilz—a']7 |z -y
si lx—2a'| < %|x—y|
|K(z,y) — K(z—y')| < Cily—y]| Ifcl—yl‘”‘7
si ly—y'| < 5 lz—y

(.0.3)

8. T se prolonge en un opérateur continu sur L*(R") .

( on note CZO [’ensemble de ces opérateurs)

Définition 2 Un opérateur linéaire continu T : V. — V' est associé a une intégrale
singuliére s’il existe un exposant y €]0,1] , deuz constantes Cy et Cy et une fonction

K:Q —C

k(z,y)]
K (z,y) — K(z' —y)|

Co |z —y|™
Chlz —a'|" |z —y|™" 77

[\



. ) 1
si |z —a'] < 5 le—yl
K(z,y) — Kz—9)] < Cily—y"|e—y/™
. . 1
si ly—y'| < §|x—y|
(.0.4)

et Tf(x) = /K(m,y) fly) dy pour toute fonction f € V et tout = n’appartenant

pas aw support de f
( on note SIO l'ensemble de ces opérateurs)

Définition 3 Soit ¢ > 1 un entier. On pose alors ,pour toute boule B C R", de centre x
et de rayon R et pour toute fonction f € D(R™) a support contenu dans B,

Ny (f)=R%)

Si 0 < s <1, on définit de méme NB(f) par

laf) g
e O

/@) = I

NsB(f) = R§+ssup$¢y |.T — y|s

On dit qu’un opérateur linéaire continu T : V — V' est faiblement continu sur L?(R")
sl existe une constante C' > 0 et un entier q tels que l'on ait, pour toute boule B C R" et
pour tout couple (f,g) de deux fonctions de V, toutes deuz supportées par B,

| <Tf,g>|<CNE(f)NE(g).

Théoréme 1 (David et Journé) Si T est donné par la définition (2) . Alors T se
prolonge en un opérateur continu sur L*(R"™) si et seulement si les conditions suivantes
sont satisfaites

1. T(1) € BMO(R")
2. 'T(1) € BMO(R")
8. T est faiblement continu sur L*(R")

L’espace BMO(R") est l’espace dual de l'espace de Hardy H' | nous renvoyons le
lecteur a [3] pour tout ce qui concerne cet espace .

Définition 4 1. Soit v un réel strictement positif , une matrice “infinie” A indexée
par l’ensemble des cubes dyadiques AXA , appartient a l'ensemble M., si et seulement
st 4l existe une constante positive C  telle que :

|A>\0,>\1| <C W7(>\Oa>\1)- (.0.5)
avec
9—(5+7) ljo—j1l 1
L+ (o —j1)2 (1 + 2infUodn) | Xy — Ay |)n Y

Wy (Ao, A1) = (.0.6)



2. On note OM, la classe d’opérateurs T : L*(R") — L*(R") telle que la
matrice Thgx, = <TPrg, Py, > € M, .

Théoréme 2 ([4]) M, est une algébre .

Si 0 <y <1 ,onnote A, laclasse des opérateurs lineaires continus vérifiant les
conditions (.0.4) de la définition (2) et tels que T(1) = 'T'(1) = 0 . on a le théoréme
suivant [Meyer]| [4] .

Théoréme 3 ([4]) Si 0 <y <1 etsi T € OMy alors T € Ay . Réciproquement si
TeA, etsi 0<y"<v ,ona TeOM]

Remarque 1 1. Les résultats ci dessus sont donnés en détail dans [4].

2. On appelle algébre de lemarié la classe OM.,, .

.2.2 Nouvelle algébre

Dans l'espoir de raffiner les propriétés de I'algebre M., nous définissons la nouvelle
classe d’opérateurs suivante :

Définition 5 Soit v, o' deux réels strictement positifs , une matrice “infinie” A indexée
par l'ensemble des cubes dyadiques A X A, appartient a l'ensemble M., v si et seulement
si 1l existe une constante positive C telle que :

|A>\0,>\1| <C W’Y,’Y’(Am)\l)- (07)
avec

9—(5+7) ljo—j1l 1
L+ (jo — 51)% (1 4 2infGod) [ Ng — Ay )+

Woy 4 (Ao, A1) =

Remarque 2 Si v = v alors M, = M, .

Lemme 1
My C Myy C© My siy' <y
Mfy’ g Mfy,ry’ g Mr)/ SZ ’Y, Z Y.

Il suffit d’écrire les définitions de chacun de ces ensembles et utiliser les hypothéses pour

déduire ce résultat. )

Notation : Pour toute la suite on note 8 = n+v' et W, (Ao, A1) = (5 2 G g = M])P
T A0 — A1



.3 Condition Suffisante

Théoréme 4 L’ensemble M., v est une algébre pour tout couple de réels (v,7') vérifiant
0<~ <2v.

Démonstration: Il suffit de démontrer que M., ., est stable par la multiplication ma-
tricielle pour conclure . C’est a dire que si A, B sont deux matrices de M., ,» pour
quel couple (7v,7') a-t-on G = A.B € M., »?, autrement i 1 suffit donc de trouver une
constante C' telle que:

I=Y" W,y (Ao, ) Wy (A A1) < CWy 0 (Xo, ).
AEA

En effet:

9—(5+7) (ljo—jl+ 15—l _
W 1 (Xos A) Wy (A, Ap).

1+ [jo =)@ + 5 =51l

~
Il
vb.
=

9~ (2+7) (ljo—dl + i)

= —— s I
; (L + o =3P + 17 =51

avec I =3~ W, (X0, A) Wy (A, A1)
k

On commence par 1’étude de la somme en k ,donc par I et on passera a la somme en j
pour conclure .

I =370 Wayr (Mo, A) Way (A A1)
(.0.9)
=3, (1 + 200D | Ng — A|) 78 (1 + 2G|\ — Ay )P,

Le role symétrique de (Mg, A1) nous permet de supposer que jo > ji1 (quitte & remplacer
les opérateurs étudiés par leur transposée ), trois cas de la position de j par rapport a
joet 71 sont a distinguer :

L. J =70 271 donc  inf(j,jo) = jo et inf(j,j1) =5
2. Jo =720 donc inf(j,jo) =J et inf(j,51) =n
3. JozJg1 27 donc inf(j,jo) =J et inf(j,j1) =Jj

Avant de passer au calcul , quelques résultats nous paraissent indesponsables.

Lemme 2 Soient (e,n) € R*, (z,y) € R? et B € R



Si 0<n<e<l alors 3C=C(B) > 0 tg

S (L+|z—kel )P (1+ly—kn )" < Ce (L+]y—ane ') (.0.10)
keZnr

Lemme 3 Soient (4,50,51) € Z° tq jo > j > j1 Alors

DL+ —40)®) (14 G —50)*) " <C(1+(o—5)*) "
JEZ

Démonstrations: Tout d’abords , on fait remarquer que le lemme 3 est un cas particulier
du lemme 2 , on s’interesse donc a la démonstration de ce dernier,

On note 6 = ne ! 0 < 0 <1, deux positions de x par rapport & ¥y sont a
distinguer , soit C une constante strictement supérieur a 1 .

al ly—0z] < C

bl |y —0z] > C

Pendant que le premier cas est trés simple puise-qu’on peut confondre z et y et on se
rameéne & une somme de Reimann avec € <1 , le second cas est a étudier .
On distingue la région R; ou le triplet (x,y,k) vérifie

1
_ < |y —
de la région Ry ou
1
_ > |y — .
o —eh| > o |y — 0z

On note &1 et Sy les quantités suivantes:

Si= Y (L+]z—kel )™ (1+]y—kny )™’
kER

S = 3 (Ltle—ke) ™ (L+]y— k)

kER>
Pour tout £ € Ry on a:
Yy
y—nkl = 612 — e
9‘|%—x|—|x—ek|
1
> §|y—9$|

Or e < 1 alors par l'inégalite de Reimann on a

Z (1+|z—ke|) P <Che™
keZn



Alors &y vérifie:

St <27 (14 ly—ab])™F Yyegn (14 |z —kel )7
(.0.11)
< 29Ch e (1+|y—=0])7P.

Pour tout £ € Ry on a
|z — Oy| < 20|z — €k,

alors Sy vérifie:

-8 _
Sy < (T+g5ly—0z) " Ypezn (14 y—knl)™?

< 29609y C(B) (20 + |y — O]) .

Or, ly—z8| > Cetf < 1, alors: (20 + |y—0z|) P ~(1+|y—=z0]) " |, comme
n < e, Sc vérifie:

S <aBem (DT + |y—baf) P
(.0.12)

<CiB) e ™ (1 + Jy—0z))F.
la somme de (.0.11) et (.0.12) donne (.0.10), d’ou le lemme 3.

Remarque 3 1. Du lemme 2 ci dessus on deduit :
Avec n =€ =1, l'equation (.0.10) donne,

Do (l+lz—k) P (1+ly—k) " < C(1+]y—a])”
keZn

L’inégalité ci dessus est vraie pour tout couple (x,y) € R?, si on prend = = up et
y=ov avec 0 < pu <v <1 alors on obtient l'inegalité suivante

S (Lt fup— k)P (14 fow =) # <C (1 + Jow—unl) 8
kezm

<Cv 31 + jv—upvt|)?
v (u,0)

2. On rappelle la somme de Reimann, pour e e R, k€ Z", z € R

C sie>1
kgzn(l—Hx kel ) _{CE" sie<l. VoeRet>n,



Revenons maintenant a la démonstration du théoréme 4 et commengons par le premier cas
j > jo > ji,onnote I{ la quantité donnée par 'équation (.0.9) correspondant au cas
ci dessus;

§o= Y (14200 = A)F L +2r - x|
k
= Z(1+|2j0>\0 — k9jo—i _ 7«2j0*j*1|)*ﬂ (1+|k2j1*j — poii—i-1 _ )\12j1|)*ﬁ_
k

avec les notations suivantes:
Tj = 2j0>\0 — p9jo—j—1 , €= 9jo—j
yj =201\ — r20t7Imh oy = 20
. -1 _ 9j1—j
ona: 0<n<e<l et ne" =217,

Eo= 3 (1+le— kel )™ (14 |y; = kn )~
keZn

le lemme 2 nous assure l'existence d’une constante C' = C(3) > 0 telle que ,

B < o) e (1 + |y —ame]) ™. (.0.13)
< CB) e (14 20 xg— M) 7

En passant & la somme en j on obtient grace a (.0.13)

9—(5+7) (27—jo—j1) i

L = . . — I
; 1+ ljo— 4@+ i —al)

9—(5+7) (27—jo—j1)

A ) -,
< OO (P Po-n)T Y (1+|jo—j|2)(1+|j—j1|2)6

< C(ﬁ) ( I + 2j1|>‘0 - >\1|)_/8 m Z 2= ) (25—jo—3j1)—n(jo—7)
: _3 2= (Jo—31)
< C(ﬁ) (1 + 2]1|)\0—)\1|) B (1+|]0_]1 22 2y(j— ]0

La somme ci dessus est convergente parce que j > jg et v > 0, d’ou la conclusion
intermédiaire suivante :

Sij > jo > j13C=CP) tg L < CB) Wyr(Xo, A1) (.0.14)

On traite maintenant le second cas correspondant & jo > j > Jj1 et on note Ig la
somme correspondante a (.0.9);



Bo= S 0+2n-A) P +2a— AP
k
: -5 . S
= > (1 +12720 -k - gl) (1427 Ay — k20T —pid-1) 77,
k
Avec les notations suivantes
T

$j:2j>\0 — 5 , e=1

yj = 2j1)\1 — p2ii—i—l , n= 27177
le lemme 2 est encore vérifiée avec ¢ = 1 , on déduit donc ’existence d’une constante
C=C(B) > 0tg:
B < CP) (1+ |zm—yl)™". (.0.15)

Au passage a la somme en j on obtient:

, = 9—(5+7) (jo—i1) p
2T A0+ jo—P)A + a2

< B 2 G0 (14 24— M) X (L o — 427N+ i — A
le lemme 3 nous donne:
s 27 (34 Go—a)

(L + jo— 1% (.0.16)

L < OB (1 + 24— l)

< C(PB) Wiy (Ao, M)

On acheive la démonstration du théoreme en traitant le cas correspondant a jo > j1 > j
, on note Ig la quantité donnée par 1’équation (.0.9) avec les hypotheéses ci dessus;

0= S+ 22— ) (142 = A
k
- Z (1 + 2j7j0|)\02j0 — k2Jo—J _ 7«2j0*j71|)*3 (1 + 2j*j1|)\12j1 — koi1J _ 7«2j1*j71|)*3‘
k
Notation;
Tj = 2j0>\0 — p9jo—j—1 , €= 97=1Jo

yj = 2j1)\1 — poiii—l , n= 21—



ona 0<e<n<1 et

=3 (1+ |we—k)™" (1 + |yn—k)~".
k
D’apres le point (i) de la remarque ?? on déduit 'existence d’une constante C = C(8) >
0tq:
0 <c@n? (1 et —y|) "
3 S n " (1 + |zjen yil)

on termine en passant a la somme en j :

(.0.17)

9—(5+7) (o+j1—27) )
I = ) - — ——~ I}
~ (L4 [0 =)@ + |7 =51

. _3 9—(5+7) (o+i1—25) 9(j1—35)8
< C 14+ 27— A - - —
< CO+ 2o M) X G ma T AP

1+ 22— Ay]) ™7
(1 + [jo—J1l?)

< C(H) W%v’(AO,M)Z 9(2y=7")(1-41)

j

c(p) (

IN

9—(5+7)(Jo—11) 22—2(%4-7)3'1 22(5+7)J 9(ir1=i)8
J

et comme j; > j ,la somme ci dessus n’est convergente que si v < 2y , on deduit
donc que si 4" < 27y alors il existe une constante C' = C(f3) telle que:

I3 < C(ﬁ) W’y,’y’(AO,)\l)a (-0-18)

Conclusion
D’apres les équations (.0.14),(.0.16),(.0.18), on conclut que pour

(v,7") € R? verifiant v < 2y
il existe une constante C' = C(n,v,7') telle que;
|G( Ao, A1) < C W,y (Ao, A1) (.0.19)

La matrice G = A.B appartient & M., » si 7 <2y

.4 La nécessité de la Condition ~' < 2y

Nous venons de démontrer que pour tout couple réel (v,7') vérifiant ~' < 2y
I'ensemble M., ,» associe est une algébre , nous allons maintenant regarder la réciproque
. On énnonce le théoréme suivant ,

Théoréme 5 Si M, est une algébre alors v' < 2y .

10



Démonstration;

Nous allons faire un raisonnement par l’absurde; en effet, soient ~, 7/ deux réels
positifs tels que 7' > 2y peut-on prouver 'existence de deux élements A, B de I’ensemble
M, tels que leur produit G = A.B n’est pas dans M, s .

On prend A= B =W avec la matrice W donnée par WAo, A1) = W, 1/(Ao, A1) , la
matrice produit est donnée donc par

Go M) = D W (Ao, A) Wy (A A1)

AEA
= > AL
JEZ
avec
; inf(j,jo) -8 inf(j,j1) —B
o= 3 (1200005 — o) (14 2563 - )

keZn
o (54) (ol +i—d1 )
L+ —70)2) L+ —751)?)

Si Az = {)\EA/jozjlzj},ng {]/)\EAg} alors

Al =

G, M) > Y AP
JEJ3

j{: Al I
JEJ3
W’y,'y’ (>\Oa >\1) ’

et on note

I = (.0.20)

montrer que G ¢ M., revient & montrer que I' — oo , le lemme suivant va nous
confirmer ce resultat , ce qui acheivra la démonstration du théoréme .

Lemme 4 [ existe un couple (Ao, A1) tel que pour toute constante C >0 ona I' > C
( I' est donné par (.0.20)).

en effet,
Avec les notations suivantes ,

T = kg—l—%o — p2loITL e =900

Yy = kl—l—% — 2Tl =900

11



on a ' » 75
r = Dkezn (L [ze —Kk[) 7 (14 |yn — k)
Wy (Noy A1) = 27+ (io=ih (14 1y — xen—lD—ﬂ _

D’une part , I est une somme a termes positifs ,donc on peut la minorer par I'un de ses
termes, soit celui qui correspond & k = [ze] et on aura donc;

r > nﬂ 2*(%+’7) (ljo—711) (7]71+|y—x67771|)7
> 27 9B U-i) (77_1+|y—xe77_1|)_ﬂ
D’autre
S 4l
II = L
W%’Y’O‘m)\l) 7

on minore donc I’ de la fagon suivante,

Z AT 278 2=G=30B (n=1 4 |y — xenfll)*ﬁ
JEJ3

9o~ (5+0) (io=it) (1 4 |y — zen1|) 7

-1 B
> gfﬂz 2(2y=7")(i—j1) L+ |y — wen”|
= ' 77—1 + |y _ $€77_1| ’
J€EJ3

On note

-1 B
=Y 2000 ( L+ |y — zen| > :
= =t + |y — zen~!|

U< Jy — zen™!| et le second a

On distingue deux cas , le premier correspond a 7~
Nt > |y —wen™!|

On considére X1 et Yo telle que ,

-1 B
5, = > o2r—)G—n) ( L1y —zen|
nl+ly—wenty) 7

JE€Js3
=t < |y —zen™!
et p
-1
5, = > or—)G—n) (L 1y —zen|
o nt+ly —zen7t) 7
JE I3

n >y —zen

ona X = X1 + Xo.

12



Comme les calculs sont faits sur des termes positifs alors il suffit de montrer que 'un des
deux termes (X;,%9) tend vers l'infini pour un certain couple (Ag,A;) pour conclure
qu’il existe (Mg, A1) tel que ¥ — oo.

Lemme 5 Avec les mémes notations ci dessus ,

Si 2% Ao—M| > 1  alors V>0 % > C (.0.21)

en effet;
Ona n!<|y—xen | alors

21T <N = Ai| dome 277 < |[Ag— A

ce qui donne
. log|lho — A
i glAo — A1
log 2

si on note j* =1 —[log2|Ao — A1]] ona j > j* lasomme X; devient,

-1 \”?
=Y 260 ( L+ |y — zen| > :
n2725 oy = e

or n7t < |y —=xen~!| , alors

(1+|y—xen_1| >B><1+|y—xen_1| AT PV A
| )

'+ |y — zen~!| 2ly — zent SO\ 20N = Ay

et comme 2/1|\g — A1| > 1 alors

— B

1+ |y —xen! . _

( -1 |y ! —|1 ) > (2ﬂ|>‘0 —>‘1|) B;
!+ |y — wen™!|

sionnote b=2""2Y m =j —jet m*=j —j* par hypothése ona b > 1 donc
Y1 vérifie;

J1
Y > ZQ(%-’Y')U-J&) (2j1|)\0 _ )\1|)_ﬂ
J=J*
m*
> Y2 - a)
m=0

pour b=1 on a
Y1 > (m* + 1) (2j1|)\0 — )\1|)7ﬂ s
en faisant tendre j; vers oo alors V Ag le couple (Ag,A;) répond au lemme 5.
pour b >1 on ecrit,
-8 1— b1+m*

21>(2j1|)\0—)\1|) b

13



Pour tout couple (Ag, A1) tel que

X =21y — \i| = +oo donc m* — +00

on a
) 1+m* _ (X+2)logab __
(271 A0 — Ay]) 7 bb_ill - X*BeTll — +oo,
car b > 1 ; on déduit donc que VC > 0 1 > C d’ou le lemme 5 et on conclut donc
par VC > 0 I' > C ,d’ou le lemme 4 et par 'occasion on acheive le démonstration
du théoréme .
Conclusions:

1. la matrice G = W.W vérifie, 3 (Ag, \;) € A? tq:VC >0

G()\[), )\1) > CW%’Y'(AO’ )\1) donc G ¢ M’Y;’Y"
2. M, est une algebre si et seulement si ' < 2.

3. Pour toute la suite de cette partie on suppose que la condition 0 < 7 < 2y est
vérifiee donc M, ., est une algebre.

.5 Algébre M, et bases d’ondelettes

Définition 6 Soit (1)\)aca une base d’ondelettes provenant d’une analyse de multiré-
solution de régularité r, pour tout couple de réels (v,7') tel que 0 < ~' < 27, on définit
OM., . la classe d’opérateurs T : L*(R") — L*(R") dont la matrice représentative
dans la base orthonormée () @ @bl)\)(A,/\')eM appartient a lalgébre M., .

Il est trés important de faire remarquer que cette définition ne dépend guére du choix de
la base d’ondelettes, comme le montre le lemme ci aprés.

Lemme 6 Soient (1\)xen et (¥x)aen deus bases orthonormées d’ondelettes de régularité
r. Si on note P la matrice de passage d’une base a l'autre,

Py = /TP/\(ﬂ?)iP,\f(x)dx.

Alors PeM,, Vy <m0 <~ <2,

Avant de donner la démonstration de ce lemme, nous allons rappeler les expressions des
propriétés de la régularité, la localisation et le caractére oscillant d’une ondelette.

Définition 7 (/3/) Soit r € N, une fonction 1 est appelée une ondelette de classe r si
P vérifie:

1. Si r=0, ¢(x) € L°R) et si 7> 1, p(z) ainsi que toules ses dérivées ,jusqu’a
Uordre v, appartient o L*°(R)
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k
‘(ai ) da@)| < On 20D (1 4 (2l — )N, (0.22)
T
3. Pour 0<k<r
+o00o
/ 2* (x) de = 0. (.0.23)
— 00

4. La collection des fonctions 2% V(2iz — k), j €Z, k € Z est une base orthonormée
de L*(R).

Les deux premiers points caractérisent la régularité et la localisation de v, le troisiéme
point donne le caractére oscillant de v et il est connu aussi sous le nom de propriété de

cancellation.

Retournons maintenant a la démonstration du lemme (6) ci dessus, d’'une part nous
avons

Pyy = <ty >= /Qﬁ,\(x)?ﬁ,\' (z)dx
= 2" [a - ks - ),

Par la localisation des ondelettes ¢ et 9, pour N un entier positif, nous avons

| Py

< 2%U+J">/(1 120z — k)N + 27 2 — KN da,
< 23<j+j’>/(1 + 127z — k)" N1+ 27 |z — K'277|) "N da, (.0.24)
or d’aprés [3], il existe une constante Cy > 0 telle que

/ (1+ 270 — k)™ (14 272 — ) ™Vdo < Cy2™ (1 + 20|K'277 — k277])~,

On en déduit alors que (.0.24) se majore de la maniére suivante

‘p/\,)\, < CNQ*%(j’,j)(l + 2j|k/27j/ B k27j|)fN.

Si on choisit N > n + ' alors

| Py | < On27 310731 (1 4 21f000 |\ — )=, (.0.25)

D’autre, En utilisant le caractére oscillant de 1 (.0.23) et sa régularité qui se traduit par

‘%‘k(x) - ¢jk(k127j’)‘ < 200G+ g — g2

‘ r
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nous déduisons que la quantité ‘P)\7 | se majore par

| Py

IN

[ 3@ = a2 [ )
2i(5-+7) / k2

< oG-l

' |y (z)| d

IN

(.0.26)
Si v < r alors il existe une constante C' > 0 telle que

|Py x| < C2= (3= (.0.27)

Donc & laide des deux majorations (.0.25) et (.0.27) ci dessus de |Py
—7)

on en obtient une troisiéme majoration M3z = M{MQ(1 ’
suffisamment petit, on obtient

, notées My et Mo,

oul 0 < 7 < 1. En choisissant 7

[Py x| < 027 GHENI=dl(q 4 oinfGa [\ — Ny (.0.28)

On conclut donc que la matrice P appratient a ’algebre M., ..

Remarque 4 D’apres le lemme ci dessus utilisation d’une ondelettes o support compact
pour létude des algebres M., est largement suffisante.

.6 Théoréme de Caractérisation des algébres M, .,

Nous nous limitons dans cette section au cas ou 0 <y < 1 et 0 < ' < 27 et on note
vt = sup(y,7y') et v~ = inf(y,v'), nous rappelons quelques notations necessaires pour
la simplification des calculs.

Pour A =277(k+ $) avec € € {0,1}" et € # (0,...,0) , on désigne par Q(A) le cube
dyadique définit par Q(A\) = {z / 2z —k € [0,1["} et il existe un entier m tel que le
support de 1y (z) = 27 1(2/z — k) soit inclus dans mQ()\) avec

m+1 1

mQ\) =z /2x—k¢c [—T,m+2+§[”. (.0.29)

Soit V un espace vectoriel tel que D(R") C V C L*R") avec D(R") lespace
des fonctions indéfiniment dérivables & support compact, les deux injections ci dessus sont
continues et d’image dense et V' est son dual.

Définition 8 Nous définissons A, la classe d’opérateurs continus

T : V—V'
Tf(z) = / K(z.y) f(4) dy
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pour tout = n’appartenant pas au support de f, tel que le noyau K(z,y) associé vérifie

|K(z,y)] < Cplo—y[ =7l (.0.30)

Cl|x—x'|7:r|x—y|_n_7j si |lr—yl <1
K@y~ K@ =) < { Cilo—a e -y si oyl > Let|o—af > 1
Cilt =2V |z —y|™7 s |lz—y|>1let|z—1'|<1

1
si |z—1] < 3 |z — y| (.0.31)
Cily =" e —y[ """ s Jo—y| <1

Cily =y e -yl ™7 si ls—yl>letly—y|>1
Cily—=¢'|" |z =yl si |lz—y|>letly—9y[<1

K (z,y) — K(z —y)]

IN

. 1
sily—yl < 5 lz—yl (.0.32)

Théoréme 1 Si0 <y <2yet0<y<letsiT e MyyaorsT e A, etT(l) =
'T(1) = o.

La démonstration de ce théoréme est largement inspirée de celle utilisée dans [4] pour la
caractérisation des algébres de Lemarié et beaucoup de confirmations y sont empruntées.

Nous allons développer les calculs dans le cas ou v < o' < 2v, dans ce cas v~ = 7 et
=9
Supposons que T € M., ,r, alors il existe une constante C' > 0 telle que
Tax| = | <Tr by >| < C Wy (AN, (.0.33)
avec o
90— (5+7) li—J'l 1
Wy (A N) = (.0.34)

T+ G =77 (L+ 200G\ = N7
D’apres le lemme 6, la définition de M, o ne dépend pas de la base d’ondelettes choisie,
nous allons alors faire tous les calculs dans une base d’ondelettes & support compact et de
régularité r = 1.

On doit montrer que le noyau K (z,y) associé a T vérifie les inégalités (.0.30)-(.0.32),
seule l'inégalité (.0.31) sera établit éxplicitement, les deux autres se font d’une maniére
tres similaire.

En effet, suivant la position de Uentier j par rapport a lentier j', le noyau K(z,y) se
décompose de la maniére suivante

K(xvy) = Kl(xvy) + KQ(xvy) + K3($7y)
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ou

Ki(z,y) = Y. <Tin, > ha(z)n ()
AN/ (37>5))
Ky(z,y) = Y < T, ha > ala)dn (y)
AN/ (5'=1))
et
Ks(z,y) = > <Tix,va > a@)pn ().

AN/ (3'<3))

Il suffit de démontrer que chacune des quantités K, Ko et K3 vérifie (.0.32), nous donnons
en détail la démonstration pour Kj(z,y) et celles pour les deux autres en découlent trés
facilement.

Soient jp et j; deux entiers tels que 2770 < |z —y| < 2770t ot 2701 < |y —of| <
2701+ comme le triplet (z,y,y’) est tel que |y —y'| < 3|z — y| alors jo < j1. On remarque
que quatre possibilités sont envigeables pour la position des entiers j et j' par rapport aux
entiers jg et j1, on écrit alors

K1 (z,y) — Ki(z,y')] < > [T [oa(@)] [9x (y) — Px (y)]

AN/ (<50, <" <41))

+ > [T |[9a(@)] [ (y) — Par (y')]

AN/ (7<50,5">41))

+ > [T x [[a(@)] [9ox () — x ()]

AN/ (Jo<g<i'<in))

+ > [T |[9a(@)] [hx (y) — par (v')]

AN/ (Jo<4pi">41))

La localisation des ondelettes nous permet d’oublier les sommes en k € Z" et k' € Z"
puisque, pour z,y et y' fixés, ces sommes portent sur un ensemble de couples (k, k') de
cardinalité uniformément bornée. Alors on garde seulement les sommes en j € Z et en
j' € Z, I'inégalité ci dessus devient

|Ky(z,y) — Ki(z,y)| < %1+ D2 + B3 + 3y, (.0.35)

avec

o= C Y3 Wy A N)a@)] [ (v) — v ()]

(3<gdo, 4'<j1)

o= C Y Y Wy W)@ [$a (y) — dn (4)],

(5<d0, 5'>31)
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Tyo= C )Y Woy W N)a@)] [ (y) —dx (v)]
(3>3o, 4'<j1)
et

Sio= Y ST Wy W) @) [ (v) — ox ()] -

(3>3jo, 3'>71)

ot W, (A, X') est donnée par (.0.34).
La premiére série 3 porte sur les gros cubes Q(A) et les gros cubes Q(\'), ondelette
P (y) est supposée de classe 1 alors il existe une constante C' > 0 tel que

[ox (y) = 9w ()| < C26 D |y — ),
avec l'estimation (.0.34) nous déduisons que
Si<ly—y) Y] D 2l nitq | — ) (.0.36)
(I<jo, J'<j1)

. Si jo > 0 nous avons
20077 < 9rtNio < O g — y| (.0.37)

en faisant la somme en j’ et comme
207" < 2=t < ¢ Jy — 4|71 (.0.38)
alors nous déduisons qu’il existe une constante C7; > 0 telle que la série ¥ vérifie
%1 < Cily=y'|" o —yl "7
. Si jg < 0, ou bien j; < 0, dans ce cas puisque 1 — < > 0 nous avons
207" < =10 < O Jy — oY1 (.0.39)

et comme
2(n )i < o(ntMjo < & |z —y|~ "7 (.0.40)

alors il existe une constante Cio > 0 telle que la série X vérifie
< Cly—y[" |z —y ™

ou bien j; > 0, alors d’aprés (.0.38) et (.0.40) nous déduisons qu’il existe une
constante C13 > 0 telle que

Y, < Cly—¢[|z—yl ™.
Nous pouvons donc conclure qu’il existe trois constantes strictement positives Ci1, Ci2, Ci3
telles que

S < Cnly—y| |z -y si jo >0

b

IN

Croly—y[" |lz—yl™ 7  sijo<Oetji <0 (-0.41)

2

IN

Cisly—y'|" |z -yl st jo < 0etjp > 0.

19



Pour la seconde série Yo, elle porte sur les gros cubes Q(\) et les petits cubes Q(\)
puisque j < jo et 5/ > j;. La régularité de 1) n’apporte pas grande chose, puisqu’elle
s’exprime en fonction du terme |y —y'| qui est trés faible, on majore donc 9y par || |00

et on a
T Y D 2 i (14 |j — 4'2) (.0.42)
(3<do, §'>71)

De la méme maniére que pour ¥ nous démontrons qu’ils existent Cyq, CooetCs3 telles que
Sy < Coly—y| |z —y[™ si jo =0
So < Coply—o/|" le—y| ™" sijo<O0etj <0 (.0.43)

D)

IN

Coly—y'["|lz—yl™ 7 sijo<Oetj >0

Les deux derniéres séries portent sur les petits cubes Q()\) et les petits cubes Q(N),
ces derniers sont suffisament petit pour qu’ils soient loin 'un de l'autre, donc la valeur
de |z — y| est trés interessante. En utilisant (.0.34) et les mémes arguments congernant la
régularité de 1y (y) que nous avons explicités pour les series X1 et Xo, nous obtenons

Sy < fy—y/| D D 2001 | — ) M1+ 2 A = V)T
(Jo<J, j'<j1)
(.0.44)
< Jy=y > Y 201 | — 5 2) T+ [k — 1)
(jo<g, 5'<d1)
et
Sy <Y Y20 Id (L | — )7L 4 2N = X))
(Jo<g, 3">71)
(.0.45)
< S0 ST 2 i (14 [ — )L+ [k — 1))
(Jo<d, 3'>71)

avec [ entier tel que 277k € Q(j,1).

Soit m un entier tel que m > 1 et le support de l'ondelette ¢y = 1); soit inclus dans
mQX = mQ(j,k) (.0.29), et comme (7, k,[) sont reliés par les conditions = € mQ(j, k) et
y € mQ(j,1) c’est a dire que

Vr—ke[-Z+1mt+2+1L"
ly—le[-Z+3m+2+3[",
alors nous avons facilement

(L4 k =) <z —y7h
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... 9i jo > 0, nous nous trouvons donc au voisinage de la diagonale, c’est & dire que
|t —y|<letona

2+ Ni (1 4 [k — 1)~ < 201 4 [k — 1))
(.0.46)
< Jz—yl

et comme
9(1=7)5' < o(1=7)7’ < |y _ y’|7_1 (.0.47)

alors pour la série X3 donnée par (.0.44) il existe une constante C' > 0 telle que

B3 < Carly — o/ |z —y| 7

Si jo < 0, nous sommes trés loin de la diagonale, ot bien j; < 0 et dans ce cas nous

avons
207" < 270" < |y — /1 (.0.48)
et
20 HNI (1 4 [k — 1))~ < 2008 (1 4 [k — 1))V (L + |k — 1)
(.0.49)
<z -yl
donc la série X3 vérifie
S5 < Caaly — o/ |z —y| 7"
ou bien j; > 0 alors de (.0.47) et (.0.49) nous avons
Y3 < Casly —y'|"|lz —yl "7
Nous concluons donc qu'’ils existent Cs; > 0,C39 > 0 et C33 > 0 telles que
S < O ly—y'[" [z =yl sijo>0
Y3 < Caoly—o/|" | —y|™ " sijo<O0etj <0 (.0.50)

Y3 < Cly—y|" |z -y~ sijo<0etj; >0

En faisant le méme travail pour la série >4 nous obtenons l’existence de quatres
constantes Cyq1 > 0,Cye > 0 et Cy3 > 0 telles que

¥y < Culy—y| |z — y|_n_7’ st jo > 0
Sy < Coly—y| le—y|™ "  sijo<0etj; <0 (.0.51)
¥y < Caoly—y[" e —y| ™7 st jo<0etj >0
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De (.0.41), (.0.43), (.0.50) et (.0.51) nous déduisons que K, vérifie 'inégalité (.0.32).

Il reste & démontrer que T(1) = 'T(1) = 0, en effet, si v < 4 Dalgébre M.,
est inclus dans l’algébre M., ( respectivemnt si y > v 'algébre M., ./ est inclus dans
lalgebre M), or d’aprés [4], tout opérateur T' dont la matrice représentative dans une
base d’ondelettes est un élément de M., (respectivement M) vérifie T'(1) = r@) = o.
Par ceci nous terminons la démonstration du théoréme.
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