
Fonctions d'échelles et nouvelles notions de momentsA. Ezzine 1.1 IntroductionDans ce travail on présente de nouvelles notions de moments de la fonction d'échelle� associée à une analyse de multirésolution. On commence par un rappel des ondeletteset de la notion d'analyse de multirésolution. Ces deux notions constituent à elles seulesl'essentiel de la théorie des ondelettes largement éxplicités dans beaucoups d'ouvrages, oncite içi quelques uns qui ont été la principale référence [11], [4]. On donne la dé�nition d'uneanalyse de multirésolution, de la fonction d'échelle et d'une ondelette; quelques propriétésliées à la notion de bases d'ondelettes vont être explicitées et des exemples d'ondelettesvont être dressés.Ensuite, après le rappel des moments ordinaires Mi = R xi�(x)dx et un algorithmenécessaire pour leurs calculs [7] [9]. On dé�nit trois nouvelles notions de moments endonnant les algorithmes de calcul ainsi que des résultats obtenus après implémentation..2 Analyse de multirésolution et fonction d'échelleNous allons rappeler içi la manière pour dé�nir la transformée d'ondelette discrète. Ils'agit de la notion d'analyse de multirésolution introduite par Y. Meyer et S. Mallat [11],[10] :Dé�nition 1 Une analyse de multirésolution de L2(R); qu'on note AMR, c'est la donnéed'une suite de sous espaces fermés emboités Vj 2 L2(R); j 2 Z véri�ant :(i) Vj � Vj+1(ii) f(x) 2 Vj () f(2x) 2 Vj+1;(iii) f(x) 2 V0 () f(x+ k) 2 V0 8k 2 Z(vi) \j2ZVj = f0g et [j2ZVj est dense dans L2(R);(v) 9� 2 V0 telle que R �(t)dt 6= 0 et la famille des fonctions �(x� k); k 2 Z forme unebase de Reisz de V0.Puisque la fonction � 2 V0 et V0 � V1 alors il existe une suite (hk)k2Z telle que�(x) = p2Xk2Zhk�(2x� k) (.0.1)On appelera cette équation tout le long de ce travail l'équation d'échelle, d'autres nomina-tions sont possibles dans d'autres ouvrages telles que l'équation de dilatation, l'équationde re�nement etc. La fonction � est appelée fonction d'échelle.1. Cermics, Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, Central 2, La Courtine, 93167 Noisy le Grand.1



En intégrant l'équation (.0.1) et comme la fonction d'échelle � est telle que R �(t)dt 6= 0alors on déduit que la suite (hk)k2Z véri�e :Xk hk = p2: (.0.2)La fonction d'échelle � est complétement détérminées par l'équation (.0.1) et la condi-tion de normalisation R �(t)dt = 1: Pour sa construction il su�t de se donner une suite(hk)k2Z véri�ant (.0.2) et l'algorithme en cascade qui est esentiellement basé sur léquation(.0.1) donne les valeurs de � aux points dyadique [4, 1, 6, 12, 2]. D'une manière généralela connaissace de la forme analytique de la fonction d'échelle n'est nullement obligatoire,seules la donnée de l'éqaution (.0.1) et la connaissance des moments de � sont su�santespour tout éventuel calcul et nous verrons tout cela dans la suite de ce travail.L'espace Vj engendré par la famille �j;k(x) = 2 j2�(2jx � k) servira à approximer lesfonctions, en calculant les projections de celles ci sur Vj. Comme L2(R) = �[j2ZVj alorstoute fonction élément de L2(R) peut être approximé en calculant ses projections. Pourpouvoir approximer les fonctions constantes il faut suppoer que la fonction d'échelle et sestranslatés forment une partition de lúnité :Xk2Z�(x� k) = 1 (.0.3)Par passage aux transformées de Fourier (.0.3) devient�̂(k2�) = �k k 2 Zet (.0.1) donne : �̂(�) = m0(�2)�̂(�2) (.0.4)où m0 est une fonction 2��périodique dé�nie parm0(�) = 1p2Xk hke�ik�: (.0.5)Comme �̂(�2) = m0( �22 )�̂( �22 )et en répétant cette opération une in�nité de fois alors on obtient :�̂(�) = 1p(2�) 1Yj=1 m0(2�j�): (.0.6)La convergence de ce produit est utidiée dans [4, 6, 3].Comme exemple célèbre de fonctions d'échelles on donne les B-splines qui sont dé�niesde la manière suivante : On note S1 = �[0;1] la fonction indicatrice sur l'intervalle [0; 1];pour m 2 N� la B-spline d'ordre m notée Sm est dé�nie réccursivement par une convolutionSm = Sm�1 � S1 et on l'éqaution suivantesm(x) = 2m�1 mXi=0(mk )Sm(2x� k): (.0.7)2



.3 OndeletteSoit Wj l'espace complémentaire de Vj dans Vj+1; la dé�nition d'un tel espace quin'est pas essentiellement unique nous permet d'avoir la décomposition suivanteL2(R) =MWj: (.0.8)L'espace Wj par sa dé�nition contient l'information manquante lors du passage de Vj àVj+1, pour cela on le nomme l'espace des détails à l'échelle j.On appelle ondelette la fonction  telle que la famille ( (x � k))k2Z forme une basede Reisz de W0. Par dé�nition de l'analyse de multirésolution on montre que ( j;k(x) =2 j2 (2jx � k))k2Z forme une base de Reisz de Wj et d'aprés (.0.8) nous déduisons que lacollection des fonctions ( j;k; j; k 2 Z2) est une base de Reisz de L2(R):Comme W0 � V1 alors en écrivant l'ondelette  dans la base (�(x � k))k2Z; il existeune suite (gk)k2Z telle que  (x) = p2 2M�1Xn=0 gk'(2x� k) (.0.9)qui s'écrit aussi �̂(�) =m1(�2)�̂(�2); (.0.10)avec m1(�) = 1p2Xk gke�ik�: (.0.11).4 Bases orthogonalesC'est le cas de bases d'ondelettes qui nous int¯esse le plus dans ce travail et ceci grace àla facilité de sa manipulation dans les calculs. On dé�nit une fonction d'échelle orthogonalela fonction � telle que la famille (�(x � k))k2Z devient une base orthogonale de V0. DoncZ �(t)�(t� k) = �0kou alors w(�) =X j�̂(� + k2�)j2 = 1; (.0.12)avec (.0.4) on obtient alorsw(2�) = P jm0(�)j2j�̂(� + k�)j2= jm0(�)j2w(�) + jm0(� + �)j2w(� + �):comme w(�) = 1 alors ona jm0(�)j2 + jm0(� + �)j2 = 1; (.0.13)3



et de l'écriture (.0.5) de la fonction m0 (.0.13) nous donneXk hkhk�2l = �l: (.0.14)De même que pour la fonction �, l'ondelette  est dite orthogonale si la famille ( (x�k))k2Z forme une base orthogonale de W0; alorsZ  (t) (t � k) = �0kce qui nous amène, de la même manière que pour la fonction �, �onclure que la fonction m1donnée par (.0.11) véri�e une équation similaire à (.0.13) à savoirjm1(�)j2 + jm1(� + �)j2 = 1: (.0.15)Comme L2(R) =LWj et les fonctions  j;k sont orthogonales deux à deux alors la famille( j;k)j;k2Z2 est une base orthonormée de L2(R):On dé�nit maintenant une analyse de multirésolution orthogonale, il s'agit d'une AMRtelle que l'espace Wj est dé�nit comme le complémentaire orthjogonal de Vj dans Vj+1 etapr dé�nition de l'AMR on remarque que seule la condition W0?V0 est su�sante pour quel'AMR soit orthogonale. Or W0?V0 revient à écrireZ  (t)�(t � k) = 0 8k 2 Zqui s'écrit par la formule de poisson commeX  ̂(� + k2�)�̂(� + k2�) = 0; 8� 2 R: (.0.16)Avec (.0.4) et 2.1b l'égalité (.0.13) ci dessus nous donnem1(�) �m0(�) +m1(� + �) �m0(� + �) = 0 (.0.17)on déduit alors qu'elle existe une fonction g; 2��périodique véri�ant g(� + �) = �g(�)telle que [5] m1(�) = g(�) �m0(� + �): (.0.18)Lemme 1 Si jg(�)j = 1 alors � orthogonale =)  orthogonale.En e�et, si � est orthogonale alors ona (.0.13), en remplaçant m1 par sa valeur donnée par(.0.18) dans le calcul de jm1(�)j2 + jm1(� + �)j2 et avec l'hypothèse jg(�)j = 1 on obtient(.0.15).D'un point de vue numérique il serait trés intéressant que la fonction d'échelle � etl'ondelette  aient des supports compacts, ceci a lieu dans la cas où les �ltres m0 et m1sont des polynomes trigonométriques c'est à dire que m0 et m1 tels qu'ils sont dé�nisrespectivemnet par (.0.5) et (.0.11) sont �nis, dans ce cas, de (.0.18) on déduit donc quela fonction g est un polynome trigonometrique.4



On conclut donc que si on veut avoir une base d'ondelettes orthogonale à support com-pact, il faut choisir la fonction g de (.0.18) comme un polynome trigonometrique véri�antjg(�)j = 1 et g(� + �) = �g(�): Le choix standard pour la fonction g est g(�) = �e�i� [5].Dans ce cas les suites (hk)k2Z et (gk)k2Z sont �nies, seuls les éléments hk et gk associés àk = 0; � � � ; N � 1, sont non nuls. N = 2M où M 2 N� et représente le nombre de momentsnuls de la fonction d'échelle �. L'équation d'échelle s'écrit donc�(x) = N�1Xk=0 hk�(2x� k) (.0.19)les suites hk et gk sont reliées par gk = (�1)k �h1�k: (.0.20)Nous citons les bases d'ondelettes de Daubechies comme meilleur exemple pour les on-delettes orthogonales à support compact et on dresse ci dessous un tableau contenantquelques exemples de suites hk, et par l'algorithme en cascade on représente les fonctions�M d'échelle correspondates.Remarque 1 � On peut aussi construire une base orthogonale à partir d'une base deReisz en considérant la fonction d'échelle �? telle que�̂?(x) = �̂(�)w(�) ;où w(�) est donnée par (.0.12).� Beylkin,coifman et Rokhlin dans[8] et I.Daubechies dans [5] ont construit des basesd'ondelettes symétriques dont la fonction d'échelle véri�e pour un entier �M :Z xi '(x+ �M) dx = 0; i = 1; : : : ;M � 1 (.0.21)on les a appelés �coi�ets�. Nous représentons ci dessous quelques exemples de coi�ets,elles correspondent aux �ltres (hi)i=0;:::;3M�1 véri�ant P3M�1i=0 hi = p2 donnéspar le tableau ci après.
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M i hi2 0 0:48296291314453411 0:83651630373780772 0:22414386804201343 �0:1294095255126033 0 0:33267055295008251 0:80689150931109242 0:45987750211849143 �0:13501102001025464 �0:08544127388202675 0:03522629188570954 0 0:23037781330889641 0:71484657055291542 0:63088076793985873 �0:02798376941685994 �0:18703481171909315 0:03084138183556076 0:03288301166688527 �0:010597401785069010 0 0:026670061 0:188176802 0:527201193 0:688459044 0:281172345 �0:249846426 �0:195946277 0:127369348 0:093057369 �0:0713941510 �0:0294575411 0:0332126712 0:0036065513 �0:0107331814 0:0013953515 0:0019924116 �0:0006858617 �0:0001164718 0:0000935919 �0:00001326

M i hi2 �2 �0:051429728471�1 0:2389297284710 0:6028594569421 0:2721405430582 �0:0514299728473 �0:0110702715294 �4 0:011587596739�3 �0:029320137980�2 �0:047639590310�1 0:2730210465350 0:5746823938571 0:2948671936962 �0:0540856070923 �0:0420264804614 0:0167444101635 0:0039678836136 �0:0012892033567 �0:0005095053996 �6 �0:002682418671�5 0:005503126709�4 0:016583560479�3 �0:046507764479�2 �0:043220763560�1 0:2865033352740 0:561285256871 0:3029835717732 �0:0507701407553 �0:0581962507624 0:0244340943215 0:0112292409626 �0:00636966010117 �0:0018204589168 0:0007902051019 0:00032966517410 �0:00005019277511 �0:000024465734Le tableau à gauche donne les �ltres de longueur L = 2M associés aux fonctions d'échelle de Daubechiespour M = 2; 3; 4; 10 représentées dans la �gure (FIG 1.1). Et celui de droite donne les �ltres de longueurL = 3M associés aux coi�ets pour M = 2; 4; 6 représentées dans la �gure (FIG 1.2) .
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.Fig. 1 � Quelques exemples de fonctions d'echelle correspondantes aux coi�ets(la colonne à droite) , auxondelettes d'I.Daubechies (la colonne à gauche) , on remarque bien la di�érence des supports pour la mêmenombre de moments nuls M
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.5 Nouvelles notions de moment.5.1 Moments ordinaires : Rappels.L'équation d'échelle (.0.19) donne accès aux valeurs de Mk = R xk �(x) dx par uncalcul réccursif très simple (� est normalisée au sens où M0 = 1). On trouvera dans [7, 9]une généralisation de ce résultat au calcul d'intégrales de produits de fonctions d'échellequelconques et on rappelles içi les grandes lignes de la méthode. Puisque�(x) = Z e2�ix��̂(�) d�alors, nous avons Z yk �(y) dy = (2�)�k(�i)k dkd�k �̂ jk=0or �̂(�) = m0(�=2) �̂(�=2) et �̂(0) = 1; les dérivées de la transformée de Fourier de �s'expriment donc par �̂(k)(0) = 2�k kXl=0 � kl � m̂0(k�l)(0) �̂(l)(0)) �̂(k)(0) = 2�k1�2�k k�1Xl=0 � kl � m̂0(k�l)(0) �̂(l)(0):on déduit donc la formule réccurente suivante :Mp = Z xp �(x) dx = 12p � 1 pXi=1 � pi �miMp�i; p = 1; : : : ;M � 1 (.0.22)avec: mi = 1p2 2M�1Xn=0 hnni; i = 0; : : : ;M � 1 (.0.23)
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k 2 3 4 100 1:00000000000e + 00 1:00000000000e + 00 1:00000000000e + 00 1:00000000000e + 001 6:33974589933e � 01 8:17401167810e � 01 1:00539321345e + 00 2:13096815090e + 002 4:01923777054e � 01 6:68144669138e � 01 1:01081551366e + 00 4:54102506925e + 003 1:31091538279e � 01 4:45460044913e � 01 9:07360367246e � 01 9:48102536203e + 004 �3:021933565909e � 01 1:17226347006e � 01 5:83771813559e � 01 1:89523308966e + 015 �1:06587285311e + 00 �4:66510905905e � 02 6:30775241167e � 02 3:51965767186e + 016 �2:41783035039e + 00 1:47354534090e + 00 �2:37749435288e � 01 5:79706852707e + 017 �4:72791240031e + 00 1:06728808683e + 01 �8:17841787095e � 01 7:73198936849e + 018 �8:40765539856e + 00 4:83009119195e + 01 �1:93803883128e + 01 6:27949381259e + 019 �1:35142662601e + 01 1:81428345214e + 02 �2:00465275763e + 02 �3:19994591376e + 0110 �1:83643342457e + 01 6:18393596591e + 02 �1:41963579680e + 03 �1:74246743690e + 0211 �1:53776342745e + 01 1:99271425928e + 03 �8:2882077421e + 03 2:40126302022e + 0212 2:04356970442e + 01 6:22212460107e + 03 �4:31895504389e + 04 5:64479845086e + 0313 1:61829096057e + 02 1:91965612611e + 04 �2:09155395696e + 05 5:63022897337e + 0414 6:06578724845e + 02 5:96783414894e + 04 �9:63160743437e + 05 5:83083824579e + 0515 1:86869717660e + 03 1:90992051157e + 05 �4:27642693954e + 06 6:29455519619e + 0616 5:24015829499e + 03 6:42498534549e + 05 �1:84588983269e + 07 6:74617660910e + 0717 1:38794605619e + 04 2:30398604919e + 06 �7:77703878158e + 07 7:18420399087e + 0818 3:53132056092e + 04 8:81860374050e + 06 �3:19712788478e + 08 7:73770563290e + 09Tableau 2 : Les moments Mk; k = 0; � � � ; 18 pour les fonctions d'échelles associées auxondelettes de Daubechies dont le nombre de moments nuls est M = 2; 3; 4 et 10.
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.5.2 Moment fractionnaireDé�nition 2 Soient � la fonction d'échelle associé à une AMR de Daubechies, � unréel tel que 0 < j�j � 1, nous appelons moment fractionnaire de type � de � la quantitéM� = Z jxj� �(x) dx; (.0.24)Algorithme de calcul La méthode numérique de calcul de M� que nous expliciteronsci dessous est issue d'une discussion avec I.Daubechies et consiste à calculer d'abord leséléments de la suite M�;p = R jxj� �(x � p) dx. Le terme M�;0 correspond à ce qu'oncherche.Nous allons calculer tout les éléments M�;p en même temps. Comme la fonction d'échelle� a son support compact dans l'intervalle I = [0; 2M � 1] alors le support de la fonctiontranslatée �(: � p) est dans I 0 = [p; 2M � 1 + p]; on note IM = [�(2M � 1); 0] . Deuxcas sont à envisager pour la position de p par rapport à IM :1. Si p 62 IM ; la fonction h(x) = jxj� est C1 sur le support de �(:�p) et l'intégraleR jxj� �(x � p) dx peut être approchée arbitrairement en remplaçant h(x) par sasérie de Taylor autour de p tronquée à L termes ,M�;p ' Z LXk=0 1k!�(� � 1)(� � 2) : : : (�� L+ 1) p��k (x� p)k �(x� p)dx' LXk=0 1k!�(� � 1)(�� 2) : : : (� � L+ 1) p��k Z (x� p)k �(x� p)dx' LXk=0 1k!�(� � 1)(�� 2) : : : (� � L+ 1) p��k Mk; (.0.25)où Mk est donné par (.0.22) pour k = 0; : : : ; L:2. Si p 2 IM c'est à dire que p � 0 et jpj � 2M � 1, par l'équation d'échelle (.0.1)nous obtenons M�;p = Z jxj� �(x� p) dx= p2Xm hm Z jxj� �(2x� 2p�m) dx= 2�(�+ 12 ) 2M�1Xm=0 hm M�;2p+m (.0.26)et nous déduisons le système linèaire suivant à 2M équations2(�+ 12 )M�;p � 2M�1Xm = 02p+m 2 IM hmM�;2p+m = 2M�1Xm = 02p+m 62 IM hmM�;2p+m; (.0.27)10



pour p = �(2M � 1); : : : ; 0 et 2M inconnues M�;i; i = �2M + 1; : : : ; 0:Finalement la valeur de M�;0 obtenue en résolvant le système (2M; 2M) (.0.27) estla quantité M� recherchée..5.3 Moment logarithmiqueDé�nition 3 Nous appelons moment logarithmique de � la quantitéL = Z log jtj �(t) dt:Nous allons utiliser la même idée de calcul des moments fractionnaires pour calculer lemoment logarithmique. Pour p 2 Z; on noteLp = Z log jtj �(t� p) dtAvec les mêmes notations que le paragraphe ci dessus I = [0; 2M � 1] est le supportde �, I 0 = [p; 2M � 1 + p] est le support �(: � p); on note IM = [�(2M � 1); 0]. Deuxpossibilités sont à envisager pour la position de p; par rapport à IM : Si p 62 IM ; la fonctionh(x) = log jxj est C1 sur le support de �(: � p) et l'intégrale R log jxj�(x � n) dxpeut être approchée arbitrairement en remplaçant log jxj par sa série de Taylor autour dep tronquée à L termes. Si p 2 IM alors par l'équation d'échelle nous obtenonsLp = p2Xm hm Z log jxj�(2x � 2p�m) dx= 1p2 Xm hm Z log jxj2 �(x� 2p�m) dx= 1p2 Xm hm Z log jxj�(x � 2p�m) dx � log 2p2 Xm hm Z �(x� 2p�m) dx= 1p2 2M�1Xm=0 hm L2p+m � log 2Nous déduisons le système linéaire suivant à 2M équationsp2Lp � 2M�1Xm = 02p+m 2 IM hm L2p+m = 2M�1Xm = 02p+m 62 IM hm L2p+m � p2 log 2: (.0.28)pour p = �(2M � 1); : : : ; 0 et 2M inconnues Li; i = �2M + 1; : : : ; 0:Finalement la valeur de L0 obtenue en résolvant le système (2M; 2M) (.0.28) est laquantité L rechercée. 11



.5.4 Moment tronquéDé�nition 4 Soit c 2 R; nous appelerons moment tronqué à gauche et moment tronquéà droite de la fonction d'échelle � respectivement les quantitésGi = Z c0 ti �(t) dt; (.0.29)Di = Z 2M�1c ti �(t) dt: (.0.30)Nous supposons que le point c est dans le support de la fonction d'échelle � car le cascontraire est sans intérêt. En utilisant l'équation d'échelle (.0.1) nous allons donner uneméthode pour calculer simultanément Gi et Di. En e�et�(t) = p22M�1Xm=0 hm �(2t�m)= p2 Xm2K+1 hm �(2t�m) + p2 Xm2K�1 hm �(2t�m)+ p2 Xm2Kc1 hm �(2t�m);où K+1 = fm = 0; : : : ; 2M � 1 6 supp(�(2: �m)) � [c; 2M � 1]g;K�1 = fm = 0; : : : ; 2M � 1 6 supp(�(2: �m)) � [0; c]get Kc1 = fm = 0; : : : ; 2M � 1 6 c 2 supp((�(2: �m))g:En répétant la procédure pour tout m 2 Kc1 jusqu'a l'échelle n nous montrons qu'il existedes suites réelles a+jm; a�jm; acjm telles que�(t) = nXj=1 Xm2K+j a+jm �(2jt�m) + nXj=1 Xm2K�j a�jm �(2jt�m)+ Xm2Kcn acjm �(2nt�m): (.0.31)En injectant (.0.31) dans (.0.29) et (.0.30) nous obtenonsGi = nXj=1 Xm2K�j a�jmZ c0 ti �(2jt�m) dt;= nXj=1 Xm2K�j a�jm 2�j(1+i)Mi;m; (.0.32)
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Di = nXj=1 Xm2K+1 a+jmZ 2M�1c ti �(2jt�m) dt= nXj=1 Xm2K+1 a+jm 2�j(1+i)Mi;m: (.0.33)où Mi;m = Z (t �m)i �(t) dt est le moment shifté de � . Voici quelques exemples decalcul de ce type de moments .Daubechies;M = 4 c = 4:5e + 00 � = 3:90625e � 03i Di Gi Di + Gi Mi0 2:131315598037e � 03 9:978597040851e � 01 9:999910196831e � 01 1:000000000000e + 001 9:785585253102e � 03 9:955671143100e � 01 1:005352699563e + 00 1:005393213457e + 002 4:487546232415e � 02 9:657572802786e � 01 1:010632742602e + 00 1:010815513666e + 003 2:055201340664e � 01 7:010157110371e � 01 9:065358451035e � 01 9:073603672468e � 01Daubechies;M = 4 c = 4:5e + 00 � = 9:765625e � 04i Di Gi Di + Gi Mi0 2:135108647771e � 03 9:978583115872e � 01 9:999934202349e � 01 1:000000000000e + 001 9:802657292934e � 03 9:955609568280e � 01 1:005363614121e + 00 1:005393213457e + 002 4:495230141984e � 02 9:657300585366e � 01 1:010682359956e + 00 1:010815513666e + 003 2:058659770954e � 01 7:008953932274e � 01 9:067613703228e � 01 9:073603672468e � 01Daubechies;M = 3 c = 5e� 01 � = 2:470355e � 04i Di Gi Di + Gi Mi0 8:588096648135e � 01 1:411903351865e � 01 9:999999999999e � 01 1:000000000000e + 001 7:696369014765e � 01 4:776426633438e � 02 8:174011678108e � 01 8:174011678108e � 012 6:500886531007e � 01 1:805601603783e � 02 6:681446691386e � 01 6:681446691385e � 013 4:381991035131e � 01 7:260941400228e � 03 4:454600449133e � 01 4:454600449133e � 01Daubechies;M = 3 c = 5e� 01 � = 39:0625e � 04i Di Gi Di + Gi Mi0 8:576864875697e � 01 1:359319583386e � 01 9:936184459082e � 01 1:000000000000e + 001 7:690752849842e � 01 4:517142808365e � 02 8:142467130678e � 01 8:174011678108e � 012 6:498078330514e � 01 1:677739125576e � 02 6:665852243071e � 01 6:681446691386e � 013 4:380586886599e � 01 6:630340325513e � 03 4:446890289855e � 01 4:454600449134e � 01
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