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Résumé :Nous présentons dans ce rapport une comparaison de deux méthodes de volumes
finis dans le domaine temporel appliquées a la résolution des équations de Maxwdiukes
formulations different essentiellement dans la définition des volumes finisadllages non
structurés qui sont soit centrés aux noeuds ou bien centrés sur les élémentsyi2sudet
gradients sont également étudiés pour la deuxiéme formulation et diverses exggenanme-

riques bidimensionnelles sont présentées afin de valider et comparer lesndé&approches
proposees.

Mots-clé : Electromagnétisme -Equations de Maxwell - Volumes finis - Eléments finis -Sché
mas décentres.

(Abstract: pto)



Comparison between two finite volume methods
in computational electromagnetics

Abstract: This report deals with a comparison between two time-domain finite volunigoue
which are used to solve the set of Maxwell equations with unstructured mésteesvo formu-
lations mainly differ in the definition of the finite volumes which can be as netle centered
as element centered. Two type of gradients are also proposed concerning the eksmered

approach and various 2D numerical applications are presented in order to tesnapake the
several approaches.

Key-words: Electromagnetism -Maxwell equations - Finite volumes - Finite elementsuA
rate schemes.



COMPARAISON DE DEUXMETHODES DE VOLUMES FINIS EN ELECTROMAGSMES

Table des matieres
1 Introduction 4
2 Systeme de Maxwell 5
2.1 Formulation conservative et hyperbolicité . . . . .. ... ... ... ..... 5
2.2 Ondesendimensiondeuxdespace . . . . . . . . . .. ... 6
3 Approximation numérique 7
3.1 Présentation des deux méthodes de volumes finis . . . ... ... ... .... 7
3.2 Formulation faible et flux décentré d’'ordreun . . . . . .. ... ... ..... 8
3.3 Schémasdordre supérieur . . . . . ... .. 10
3.3.1 Calcul des gradients par interpolation linéaire sur le maillage initial 1Q
3.3.2 Calcul des gradients par interpolation linéaire sur un maillage dual . . . 11
3.4 Traitement des conditions aux limites . . . . . . . ... ... ... ... ... 12
3.5 Intégrationentemps . . . . . . ... 15
4 Expériences numeériques 16
4.1 \Validationde laformulationVFCE . . . . . . . .. .. ... ... ....... 16
4.2 Comparaison des formulations VFCNetVFCE . . . . ... ... ... .... 16
4.3 Comparaison des deux méthodes de calcul du gradient . . . . ... ... ... 20
5 Conclusion 25
Annexe 25
Bibliographie 27

RR n’° 3166



4 Jean-Pierre Cioni, Malika Remaki

1 Introduction

Il est maintenant devenu relativement classique de considérer les équatidazwlell ins-
tationnaires en tant que systeme conservatif hyperbolique [3, 18, 19]. L'utiisd¢i volumes
finis pour la résolution numérique est alors naturelle et permet d’obtenir des schgphiaites
en temps y compris pour des maillages non structurés de type éléments finis. Rieplsche-
mas numeriques précis a la fois en temps et en espace ainsi qu'adaptés digpastifs et
matériaux peuvent étre construits en utilisant le caractere hyperboliquetdmsys

La méthode des volumes finis requiert dans un premier temps une partition du domaine de
calcul qui est issue du maillage initial constitué d’éléments finis. Le choty gkl de volumes
de contrdle n’est pas unique en maillage non structuré et I'on peut en distinguégetassnt
au moins deux: les volumes finis centrés aux noeuds du maillage (notés VFCN etuésnsti
de polygones ou polyédres centrés aux noeuds) et les volumes finis centrés aux élémants (not
VFCE et qui sont les éléments du maillage initial). Nous disposons actuellatedat for-
mulation VFCN pour la résolution des équations de Maxwell et celle-ci a éieéeapour de
nombreux dispositifs [3, 4, 6, 8]. D’autre part, des résultats théoriques ont bti& étace qui
concerne la précision et la stabilité des schémas numériques employés [9, 10].

L'intérét du développement d’une formulation centrée aux éléments est efisemtnt
d’ordre géométrique, puisqu’elle permet de considérer beaucoup plus naturellemeoitnen
paraison avec la formulation VFCN) des couches de matériaux différents surfi@ses métal-
liques par exemple. Plusieurs codes numériques en formulation VFCE ont étépbéged ce
jour en électromagnétisme (cf. [1] en ce qui concerne la France) et les asle@énployés sont
généralement d’'ordre deux en espace et en temps. Nous renvoyons d’autre phetles¢?]
pour des résultats théoriques au sujet de la formulation VFCE.

Dans ce rapport, nous proposons des schémas d’ordre élevé a la fois en temps et en espace
pour la formulation VFCE. D’autre part, l'originalité de ce travail coresish des comparai-
sons d’ordre qualitatif et quantitatif des deux formulations VFCE et VFCN sur uengnis
d’'applications numériques bidimensionnelles. En effet, les deux approches n’ont pas a not
connaissance été réellement confrontées. Bien que les différences doacenbiie avec la
complexité des dispositifs étudiés, nous avons dans un premier temps axé Nos compauaisons
tour d’applications assez simples afin de tester les schémas d’ordre élbséd(urtitialement
en formulation VFCN) et les conditions aux limites qui ont été prises en conifestihment.
Ce rapport constitue donc le premier volet de la comparaison des deux méthodes de volumes
finis.

INRIA



COMPARAISON DE DEUXMETHODES DE VOLUMES FINIS EN ELECTROMAGSMES

2 Systeme de Maxwell

2.1 Formulation conservative et hyperbolicité

En I'absence de charges et de courants, le systeme de Maxwell peut s’écrite frose
suivante:

Q: + F1(Q). + F2(Q)y + F5(Q). =0, 1)
avec.
( B, ) ( 0 3 ( D:/E \ ( —Dy/é’f 3
By —D:/E 0 DCC/E
B. D -D,
Q=4 ot B =3 b Ra@ =8 TR Ra@=d L
DZ ) _By/lu’ ) Bﬁ/u ) 0 )

soit sous forme condensée:

Q + V.FQ) =0, 2
avecF'(Q) = ' (F1(Q); F2(Q); F5(Q)).

Cette formulation conservative s’exprime donc en fonction de I'induction mayreéti
B = B(x, t) et du déplacement électrigile= D(x, ¢). On note: la permittivité du milieu e
la perméabilité magnétique. Nous ne considérons ici que des matériaux isotropesgéhem
(¢ et sont constants).

Le systeme (2) est hyperbolique. En effet, considérons la combinaison linéaiux deifl
vante :

F(Qmn)=nF(@Q),

oun= *(ny, n2, n3) €st un vecteur non nul quelconquee. La matrice jacobienng définie
par:

_ 92
- 73

est diagonalisable pour tout vectepnon nul delR? ® et pour tout vecteu®) de IR °.
Ses trois valeurs propres réelles de multiplicité double sont données par :

FI(Q) )

M=clnll, = —clnll, As=0, 3)

ol c = —— désigne la vitesse de la lumiére dans le milieu de propagation.
Ep

Ces propriétés du systeme de Maxwell sont a la base des méthodes de volumes fiis et de
schémas numériques que nous allons présenter.
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6 Jean-Pierre Cioni, Malika Remaki

2.2 Ondes en dimension deux d’espace

En dimension deux d’espace, les équations de Maxwell peuvent étre découplées en deux
systemes de trois équations analogues associés aux ondes transverses maghéfipetesux
ondes transverses électriquéds) [15]. Nous avons choisi ici la direction suivant I'axe,
comme direction privilégiée et le champ électromagnétique ne dépend que des dabbesar
d’espacer ety. La polarisation de I'onde précise alors la direction des champs de vecteurs.

Pour les ondes transverses magneétiqués, (H.z = 0), onaB = (B,, B,,0) et
D = (0,0, D.) en coordonnées cartésiennes. Seules les composantes non nulles des inductions
électrique et magnétique sont considérées. La formulation conservative hgilimeelle en
champ total et associée aux ondes transverses magnétiques s’écrit :

Q + F(Q). + G(Q), =0, (4)
avecQ = "(Q1,Q2,Qs) = '(B,, By, D.),
0 Q3/€
F(Q) = { —Qs/¢ , G(Q) = 0
_QZ/N Ql/ﬂ

Pour les ondes transverses électriquigs, (E.z = 0), le systeme conservatif garde la
méme forme que celle du cd&\/ .. Nous nous intéresserons donc par la suite uniquement au
cas transverse magnétique et I'on renvoit le lecteur a 'annexe 5.1 pour la fopticite du
systéme associé a la polarisatibi.

Le caractére hyperbolique des systémes de Maxwell bidimensidfinglst7 £’ se montre
de la méme facon que pour le systeme de Maxwell tridimensionnel. D’autre pargtiace
jacobienne pour le systenie\/ devient:

0 0 m/e
A = 0 0 —m /e . (5)
mw/n —m/pw 0

Les valeurs propres, au nombre de trois maintenant et distinctes, resteigjudsrit celles du
systeme complet (cf . Eqg. (3)). Dorénavant, nous nous restreindrons aux problémesnbidim
sionnels de propagation d’onde qui sont régis par les équations (4).

INRIA
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3 Approximation numeérigue

3.1 Présentation des deux méthodes de volumes finis

Le systéeme de Maxwell en régime transitoire que nous étudions ici est linégresbo-
lique et conservatif en la variablg. Ceci justifie 'approximation numérique basée sur des
schémas décentrés que nous avons choisie, parfaitement adaptés et développésegplar
la résolution numeérique de tels systemes. Le choix des volumes finis est enlpartlicté
par la possibilité d’obtenir des schémas conservatifs explicites, y comprisgdpeunaillages
tridimensionnels non structurés de type éléments finis [3]. Il est égalemenblpadsidéfinir
des schémas d’ordre élevé pour ce type de méthode [9, 10].

L'idée de base de ces méthodes est de diviser le domaine spatial considéréles apH
pelées volumes finis et de former les équations discrétes a partir de la foomdigable du
systéeme de lois de conservation, écrite pour chaque cellule.

A partir d’'un méme maillage bidimensionnel de type éléments finis triangulaieseurs
choix sont alors possibles pour la définition des cellules, tout en gardant le méme gqieéde
mas numeériques pour la résolution des équations.

Une méthode de volumes finis (que I'on notera VFCN par la suite) a été préalablgénent
veloppée pour des volumes de contrdles constitués de polygones centrés autour des noeuds du
maillage en dimension deux (fig. 1), et de polyédres en dimension trois. Cette lappnootam-
ment été validée en dimensions deux et trois d’espace pour les équations de Mayavél| p].

Une autre possibilité est de prendre comme volumes de contrdle les élémentdldganai
plus précisément des triangles pour le cas bidimensionnel considéré (fig. 2). Legsdinis
sont alors dits centrés aux €léments et nous référencerons dans la suite pareite@deuxieme
approche, qui a été proposeée initialement par Durlofsky, Osher et Engquist pour lasréguat
d’advection et de Burgers [12].

FIG. 1 — Cellule d’intégrationC; (méthode VFCN).

Remarque 3.1 L'interface entre deux cellules pour la méthode VFCN est une réunion de deux
segments/, IG1] et [, IG2] (cf. fig. 1). En revanche, pour la méthode VFCE, les interfaces
entre deux triangles (ou cellules) sont des segments de la triangulation (fig. 2).
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8 Jean-Pierre Cioni, Malika Remaki

FIG. 2 — Cellule d’intégrationT; (méthode VFCE).

Les parties relatives aux schémas numériques sont trés similaires palaube méthodes.
Nous avons donc choisi de présenter ici la méthode VFCE en mettant en valeutisetapiaés
et différences par rapport a VFCN ainsi que les différents choix possibles mfi&eette
seconde approche (en ce qui concerne les conditions aux limites et le calcul destgraaiie
exemple). Nous renvoyons d’autre part le lecteur a [3, 7] pour plus de détails camckrna
méthode de volumes finis centrés aux noeuds VFCN.

3.2 Formulation faible et flux décentré d’ordre un
Formulation faible

Soit une discrétisation par éléments finis P1 du domaine de calcul bidimendibdoehée

nt

par:Q) = U T;, ouT; est un triangle ett le nombre d’éléments.

Une folrn%ulation faible est obtenue en intégrant le systeme (4) sur chaque volumer@éecont
ou triangleT; en prenant comme fonctions test les fonctions caractéristiques des cetlules.
supposant la dérivée partiellp; constante en espace duron obtient en utilisant une formule
de Green, I'équation pour chaque triangle du maillage :

Aire(1) (Q); + | F(Quvdo=0, (6)
ouv est la normale unitaire extérieurda;.

Le terme intégral dans I'équation (6) peut alors étre décomposé en une somme defhesint
et de termes de bord:

3
Aire(T;) (Q:); + >_ @45 + termes de bore= 0 | (7)

=1

ou @;; est une approximation que nous allons définir du flux intetne  ¥'(Q).v do.
o1;NoT;

INRIA
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Flux décentré d’ordre un

Nous allons maintenant présenter la maniére dont nous avons discrétisé les fhesinbs
terme intégral est évalué comme suit:

(I)'I,J - fFW\((Qh,)”? ’

oun = (my,n) = /8T o vdo et F(Q,) est une valeur approchée #4Q,) le long de
I'interface 0T; N OT;. Nous nous sommes ainsi ramenés a I'évaluation de flux dans la direction
de la normaley et donc a un probleme monodimensionnel. On introduit alors une fonction de
flux numérique® dépendant des deux et&ls = Q. (T;) etQ, = Q,(7}) de part et d’autre
de l'interfacedl; N 07} :

®;; = ®(Qi,Q)) .

Définition 3.1 SoientF' =' (F(Q); G(Q)) et.A définis respectivement par (4) et (5).
Le flux numérique est dit décentré s'il vérifie :
F(u) + F(v 1
oy = T A v w s o)),
pour deux états voisins etv.

Ceci est une extension directe de la définition du schéma décentré monodimensionnel de
Lax, Harten et Van Leer (cf. [13, 17]) que nous avons appliquée au systeme de Maxwel

Remarque 3.2 Dans le cas présent, le systéme étudié est linéaire et la matrice jacohienne
ne dépend pas des variablaset v. Le terme erO(| v — u |) est donc nul. D’autre part, le
schéma est linéaire.

Il résulte de la linéarité du systeme de Maxwell que tous les flux décentréseliandsont
identiques; il 'y a donc pas de choix parmi les schémas décentrés pour résoudre numeérique-
ment les équations de Maxwell en milieu homogeéne. lls se réduisent tous en faschéma
ICR (Isaacson-Courant-Rees) vectoriel. On trouvera dans I'annexe 5.2 #;flexplicite dans
le cas du systeme de Maxwell bidimensionnel. D’autre part, nous renvoyonslerla¢®] pour
des résultats de convergence de schémas décentrés d’ordre un pour la formul@ian VF

Remarque 3.3 Les schémas d’ordre un étant identiques en milieu homogéne, on peut donc
utiliser indifféremment un solveur de Riemann ou la définition (3.1) pour calculer legflux
ternes. En revanche, seul le solveur de Riemann permet de construire le sché&uatae
milieu hétérogengvérifiant les conditions de saut des composantes tangentielles [8, 14].

Remarque 3.4 Ce schéma d’ordre un est similaire pour les méthodes VFCN et VFCE mais les
flux sont échangés a travers des interfaces de cellules différentes (cf. figs 1 et 2).

Ces schémas conservatifs ne sont que d’ordre un en espace et nous allons mainteérent déc
comment obtenir des schémas d’ordre supérieur a partir de la fonction de flux num@rique

1. la jacobienne dépends alors des caractéristiques du milieu

RR n° 3166



10 Jean-Pierre Cioni, Malika Remaki

3.3 Schémas d’ordre supérieur

Nous construisons maintenant un schéma d’ordre trois en espace en utilisansl@xtte
la méthode MUSCL (Monotonic Upwind Schemes for Conservation Laws) de Van uger a
éléments finis [13, 20]. Nous allons procéder de maniére identique a ce qui a été fai@ pour |
méthode VFCN [3].

Une maniére d’obtenir un schéma d’ordre supérieur est d’augmenter le degré dpdlater
tion dans une cellule et d’évaluer les flux a I'aide de valeurs extrap@lgest Q,; a I'interface
0T; N 0T}. Cette extension nécessite I'évaluation du gradient de la solution sur chdiple ce
On notera que I'obtention de schémas d’ordre supérieur est assez directe @anétbibde
puisque seule une modification des arguments de la fondtiest a réaliser par rapport au flux
d’ordre un.

La fonction de flux d’ordre supérieur s’écrit :

——

Qi =Qi+ §>QTi(Gi)-GiGij ) (8)
——
Qi =Q; + ﬁQTj (G).G;Gij ,
ou G; etG; sont les centres de gravité des triandle®t 7;, etG;; le point milieu de I'aréte
o0T; N 0T;.

Pour des raisons de précision et de stabilité [11], nous calculons en fait les pewaddiurs
aux interfaces des cellules en introduisant un parametre de décentragsceeless résultants
sont connus sous le nom deschémas.

Ces valeurs interpolées sont calculées de la maniere suivante::

Qi; =Qi + %{ (1-208)(Q; — Qi) + 45§>QTi(Gi)-G¢Gij }
1 ey, ©
Qi = Q — ;{1 -29)(Q; - Q) + 45V Qu (G)). GG )

ou ﬁQTi est un gradient de la solution sur le trian@lequi reste encore a définir.

Finalement, nous prenomps= é comme parametre de décentrage afin d’obtenir un schéma
d’ordre trois en espace dans le cas de maillages structurés qui minimigedesgia numeérique.
L'ordre trois de ce schéma a notamment été montré pour le systeme de Maxwellrisinres|
[10], dans le cadre de la méthode VFCN et en utilisant des gradients qui sont des malennes
gradients de Galerkin aux noeuds du maillage.

Dans la deuxiéme approche VFCE, diverses possibilités existent pour la défingigrede
dients et nous proposons ici d’en tester et comparer deux d’entre elles.
3.3.1 Calcul des gradients par interpolation linéaire sur le maillage initial

Nous proposons ici d’utiliser les fonctions linéaires sur chaque triangle du maillages
faut cependant définir dans un premier temps des valeurs aux noeuds du maillage puisque nous
ne disposons que de valeurs constantes par triangles avec la méthode VFCE.

INRIA
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Les valeurs aux noeuds sont calculées a I'aide d’'une moyenne pondérée par les aires des
triangles:

1
, Aire(Ty) Qlz; ,
| > Aire(T)) ;. Sz@-;Tj !

Q(S:) =
ou {S;, i = 1,ns} est I'ensemble des noeuds du maillage&ddt la valeur constante de la
solution au barycentre de la cellulg.

A partir de l'interpolation linéaire sur les triangles, on obtient alors IesliglntsﬁQTi
constants par triangle :

3
vQr, = Y Q(sh) 'Vt (10)
k=1

ou S* (k = 1,3), sont les trois sommets du triangleet p* (k = 1, 3), les fonctions de base
linéaires associées aux trois points, définies localemerif;s@ette définition des gradients
a éeteé utilisée en particulier dans [18]. Comme cette définition utilsgiladients de Galerkin
définis & partir des valeurs de la solution aux noeuds, on référencera par laeteigéefinition
par(GN).

3.3.2 Calcul des gradients par interpolation linéaire sur un maillage dual

La premiére approche proposeée pour le calcul des gradients de la solution sur les cellul
triangulaires comporte cependant quelques inconvénients. La formule (10) réadiffeteme
moyenne faisant intervenir de nhombreuses valeurs autour de la cellule consféree.re-
trouve confronté notamment a des problémes de définition des champs aux noeuds du maillage
en milieu hétérogene, ou certaines composantes des champs sont discontinuess desav
arétes.

On cherche donc, a partir de valeurs données aux barycentres des triangles, a d&finir de
gradients faisant intervenir uniguement les valeurs adjacentes a une cellule ddong avons
repris ici une idée de Durlofsky, Osher et Engquist qui proposent un schéma d’ordre deux en
maillage triangulaire. Dans cette étude, nous avons adapté au systeme de INdekvneln-
sionnel et ayi-schéma cette idée initialement proposée pour I'équation d’advection lirgtaire
I'équation de Burgers. Nous allons maintenant rappeler brievement la définitigratéents
proposés et I'on pourra se référer a [12] pour de plus amples détails.

Trois interpolations linéaires associées a des triangles peuvent étresigtilie = (ABC).
Les trois candidats sont repérés sur la figure 3[pat., et Ls.

Les gradients sur le triangle, = (i, i) sont alors calculés classiquement a partir de
I'interpolation linéaire :

vQ., =Q

VI ST /S

oup} est la fonction de base linéaire définie localement sur le triabgks associée au noeud
ir, (la fonctionp) étant associée au noef)dOn obtient des formules tout a fait analogues pour
les triangled., et L; avec une permutation circulaire de I'indike

RR n° 3166



12 Jean-Pierre Cioni, Malika Remaki

FIG. 3 — Interpolations possibles syt BC).

On propose donc de calculer le gradient sur le triafigle- (ABC) comme suit:

var,

7

3
= 3; ZAire(Lj) ﬁQL]. ,
> Aire(L;) i=1
=1

ou{L,, j = 1,3} est 'ensemble des trois candidats possibles (cf. fig 3). Nous avons sup-
posé dans cette section que les trois points constituants chaque tidamglesont pas alignés.
Comme cette définition utilise les gradients de Galerkin définis a partiradesrs de la solution

aux barycentres des triangles, on référencera par la suite cette définiti@n/pa

3.4 Traitement des conditions aux limites

Pour imposer les conditions aux limites dans un probleme en électromagnétisere (et
particulier de diffraction), il est classique de distinguer la frontiére diejétl’, et la frontiere
artificielleI' . délimitant le domaine de calcul.

On utilise sur la frontiére artificiellE. des conditions absorbantes afin de minimiser I'effet
des ondes parasites dues a la troncature du domaine de propagation. En particuliepom®us av
utilisé ici surl", un décentrage d’ordre un, ce qui permet de garder le méme type d’approxi-
mation que pour les points internes [7].

Pour un objet métallique parfaitement conducteur, on imposg;siarcondition (en terme
de champ électrique total iciyt A E = 0. La bonne prise en compte de cette conditon aux
limites est essentielle pour I'obtention de solutions de qualité. L'utibsatians la méthode
VFCN de cellules centrées aux noeuds nous amene a tronquer les cellules du bortamtélimi
le domaine de calcul puisque des noeuds sont placés sur le bord du domaine (fig. 4). Nous
sommes donc amenés a résoudre des équations aux dérivées partielles sur desestnatouv
ce défaut géomeétrique nous entraine a faire un traitement qui n’est pas natarélighgation
de volumes finis et d’échanges de flux.

En revanche, dans I'approche VFCE des volumes finis centrés aux élémentsyéadé@é
marche que pour les points internes (échange de flux et techniques de décentrage) peut étre

INRIA
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FIG. 4 — Cellule d’intégrationC; au bord (méthode VFCN).

développée pour ce type de conditions aux limites. Les cellules internes et au baed sffet
identiques (fig. 5).

FIG. 5 — Cellule d’intégration’; au bord (méthode VFCE).

Nous proposons donc pour la méthode VFCE de calculer les flux associés a la condition
aux limitesn A E = 0 par I'intermédiaire d'un “demi-probleme de Riemann”, nomme ainsi
puisque I'état au-dela de la frontiére n’est pas connu.

Remarque 3.5 En ce qui concerne les flux internes, nous rappelons que tous les schémas dé-
centrés d’ordre un sont identiques dans le cadre de notre étude. Nous avons choisi ici de les
expliciter a I'aide de la définition de Lax-Harten-Van Leer (cf. def. 3.1). Une auaesibilité

est de les présenter comme le résultat de la résolution (ici exacte) d’'un preldé Riemann
(solveur de Godunov ou solveur de Riemann exact [8, 14, 17]). Dans le cas ou les celhiles s
internes, les états sont connus de part et d’autre de l'interface.

On considére maintenant le systeme de Maxwell dans la direction de la nornteleddy
notéen = ‘(ny, ny). Le demi-probléme de Riemann considéré est alors le probleme de Cauchy
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14 Jean-Pierre Cioni, Malika Remaki

et aux limites suivant:

0
R — A n 4n+1
Qt"‘anA(Q) 0 , x €Ty, t e[t t"t],

Qx,t=t") = Q" ,xeT;, (11)
nAExX) =-nAE™x) ,xel,NaT;.

La donnée initialg)™ est constante sur le triandlé et correspond a la solution des équa-
tions de Maxwell au temp#&'. En se plagant dans la direction de la normale, on peut alors ne
considérer qu’un probleme monodimensionnel facile a résoudre.

Le champ E™¢ = f(Ej" Eic Ei*¢) est une fonction vectorielle donnée et réguliére.
Dans des problémes de diffractida’*c peut étre le champ électrique incident éclairant I'obs-
tacle lorsque les équations sont résolues en champ diffracté. Pour une résolctiamg total,
cette fonction vectorielle est nulle.

La solution dans I'espace-temps du demi-probleme de Riemann considéré esatssd@m
sur la figure 6. Elle est composée de deux états congigin(donnée initiale) eQ* qui reste a
déterminer pour expliciter les flux aux bords qui s’écrivent :

P, = AQ" .

dr_ . L
qr - -clindl

Q nxE=-nxE™
Milieu homogenge
Qn

Cellule du bord

Fic. 6 — Probléeme de Riemann au bord.

Les deux état§)” et Q* sont séparés par la droite de discontinuité d’équation
dr

- = ¢ || m ||. On pose Q* = (Q3%,Q3,Q%) oules composantes sont dans un premier
temps celles associées a la polarisafidd. De E™* = (0,0, £i") , on obtient alors a partir
de la condition aux limites I'équation); = —e E"° .

D’autre part, on a la relation de saut suivante :

AQ -QY =—|[n](Q -Q"),
qui permet d’expliciter entierement le flux au bord :

~(n2 E})
@ || nl] (m £5°)

(N2 QY — i Q) /1 + Qy /e + EY'°
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Par un calcul similaire, on obtient dans le @ak le flux suivant:
—(n2 Q%) /1
®" =|| n|| (n1Q3)/p

_(n2 Einc —ny E;nc)

3.5 Intégration en temps

Apres avoir explicité la discrétisation spatiale, on obtient le systeame-discret suivant
associé a chaque cellulg (les indices sont ici omis) :

Q- +¥(Q) =0,

ou ¥ représente la discrétisation spatiale.

Les problémes instationnaires nécessitent une intégration en temps ties.draananiere la
plus simple de construire des schémas précis en temps est d’utiliser une mégblasite ele
Runge-Kutta multi-pas. On obtient finalement pour un schémpas:

Q =Q", N
Q' = Qo—m‘l’(Ql_l) 1=1,2,.k,
Qn+1 — Qlc .

ou At est le pas de discrétisation en temps. Comme le systeme de Maxwehésstd] le
schéma explicite a trois pak € 3) est d’ordre trois en temps. Associé @schéma en espace,
le schéma ainsi construit est a la fois d'ordre trois en espace et d’ordrestraesmps [11].
Le lecteur trouvera également des détails complémentaires sur latétdbjli-schéma pour le
systéeme de Maxwell et la formulation VFCN dans [9].
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4 Expériences numériques

4.1 Validation de la formulation VFCE
Evolution d'un mode dans une cavité carrée

On considére une cavité métallique carrée de abté 1 m. Les expressions analytiques
des modes de résonance sont connus pour cette géométrie [16] et nous proposons ici de suivre
I’évolution en temps du mode (1,1) pour le cas transverse magnétique. Cette mepacadeé-
mique nous permet de valider feschéma appliqué a la formulation VFCE et le traitement des
conditions aux limites de métal parfait avec le solveur de Riemann exact.

Nous avons pris comme donnée initiale I'expression analytique du mode (1,1) au temps
t = 0. Les erreurs en normi . ||, des composantes de la solution numérique par rapport a
la solution exacte ont ensuite été calculées apres un temps ns. Le schéma utilisé pour
I'approche VFCE est ug-schéma en espace avesl /3, et un schéma de Runge-Kutta a trois
pas pour l'intégration en temps.

On note E1, E2 et E3 les erreurs associées aux compoddntds, et £.. Nous avons
reporté dans le tableau 1 ces erreurs en fonction du pas d’espace pour un ensemtdie de t
grilles réguliéres (maillages en triangles). Nous rappelons que les caftdte effectués pour
une méme condition CFL, d’ou une variation du nombre d’itérations en temps suigriilda
pour atteindre le temps requis.

| grlle | E1 | E2 | E3 | itérations]
20 x 20 | 3.2107° | 3.210™° | 1.4107° 58
40 x 40 | 3.2107°% [ 3.2107% | 1.7107° 117
80 x 80 | 4.010~" | 4.010° 7 | 2.010° " 234

TaB. 1 — Erreur en normé| . ||, en fonction du pas d’espace (formulation VFCE).

Les comparaisons avec la solution exacte se révelent trés satisfaisahte peut égale-
ment remarquer que pour ce cas test, I'erreur est divisée par au moins huit emtdigipas
d’espace par deux. Il semble donc que I'on retrouve les mémes caractéristiquesigsielu
schéma en formulation VFCN. En effet, les résultats théoriques obtenusdjlamsritrent que
ce schéma est d’ordre trois en grilles structurées pour la formulation VFCN.

4.2 Comparaison des formulations VFCN et VFCE

Il existe différentes fagcons de comparer des méthodes et nous avons ici retene cat@ra
de base I'utilisation de maillages identiques. Deux types de cas test saerdidsétun calcul
de spectre de résonance et un calcul de SER (Surface Equivalente Radarg péatjtnous
avons utilisé pour les deux formulations VFCE et VFCN d’ordre supérieur les gradiéfinis
a partir des valeurs aux noeuds du maillage (gradients GN).
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Calcul de modes de résonance

Nous proposons maintenant de calculer le spectre de résonance de la méme céeité&arr
tallique. Cette expérience est également intéressante puisque les solxgictes sont connues
[16].

Dans un premier temps, le champ électromagnétique est initialisé par uneegaassen-
trée en un point de la cavité et aprés une évolution transitoire de la solutioneatuefine
transformée de Fourier de la solution pour obtenir le spectre. Nous avons reportégueld
le spectre du champ totél. en fonction de la fréquence. Il a été obtenu apfEd itérations en
temps pour les deux méthodes (méme pas de temps et un maillage qui correspond a environ 28
points par longueur d’onde pour la premiere fréquence qui est égalé2a GHZ). Les fleches
verticales représentent les fréquences de résonance exactes de la&Scaigs. dix premiers
modes, la plupart sont capturés par les deux méthodes. Cependant on peut remarquer que la
formulation VFCE est plus précise dans la bande de hautes fréquences du spedire étudi

0.2 T T T T

VFCN —
VFCE -
0.18

0.16

0.14 -

0.12 -

01 |

0.08 -

0.06

0.04 -

0.02 -

oL B I NS =
0 03 [oal [T e T [ ds ] 1

FIG. 7 — Spectre de résonance de la cavité carrée.

Calcul de SER

Ce cas test consiste a éclairer un disque de rdyen2.5 m par une onde plane monochro-
matique de longueur d’onde = (2 x 7)/k = 3 m. Le maillage utilisé est composé de16
noeuds et la discrétisation spatiale correspond envifginpints par longueur d’onde.

Le champ électrique diffract&. apres convergence vers I'état périodique est représenté
pour les deux méthodes sur la figure 8. Les deux approches ont reproduit des résultats trés
similaires.
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FIG. 8 — Champ diffractér. (méthode VFCE a gauche, VFCN a droite).

A l'aide d’'une transformée de Fourier en temps et d’une formule de rayonnement des
champs, on obtient le diagramme de SER. Il représente I'intensité du chamgcteifa I'in-
fini dans le domaine fréquentiel, cette quantité étant repérée en coordonnées fahgjtes de
0 a360°). Nous avons reporté sur la figure 9 les diagrammes de SER relatifs a la sekditie
et aux solutions approchées obtenues par les deux formulations. On peut remarquerajue les s
lutions numeériques se comparent bien a la solution exacte et qu’elles sont de méitée qual
Ensuite, nous avons calculé I'écho rada# (a 0) en fonction de la frequence (a maillage fixé).
Les deux méthodes donnent des résultats comparables jusqu’ak{&aviron14 points par
longueur d’onde), mais la méthode VFCE s’avére plus précise sur 'ensemble deséegue
étudiées (figure 10). En effet, la méthode VFCN ne donne plus de résultats significadir-
tir de k*R=30 (environ7 points par longueur d’onde), alors que la formulation VFCE permet
d’atteindre k*R=50.

Colts CPU

On représente dans le tableau 2 les codts en temps CPU des méthodes VFCH gtoviF
le cas test précédent (calcul de SER). On peut remarquer que le temps deacakng a une
itération est pratiguement le méme pour les deux méthodes. Ceci est todbgitpie puisque
le nombre de flux a évaluer est identique dans les deux cas. Cependant, la formuk@iBn V
requiert une valeur du nombre CFL inférieure a celle utilisée avec VFCN d’atbdnplus
important de la simulation globale.

méthode VFCE VFCN
CFL 1 1.3
temps/itération (s)  0.98 0.99
temps global (s) 400 324

TAB. 2 — Colts en temps CPU.
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DB

0 50 100 150 200 250 300 350 400
ANGLES

FIG. 9 — Diagrammes de SER du disque pour les méthodes VFCE et VFCN.

20 T T T T T T T T

16 - 4

2 LT - //,,0“;‘/»«” ”””””””””””” .|

4 I I I I I I I I
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

FIG. 10 — Echo radar en fonction de k*R) (= 0) pour les deux méthodes VFCE et VFCN .
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Conclusion

Pour certains calculs comme ceux dits internes (cavités) ou externes, (BER)éthodes
VFCN et VFCE donnent des résultats de qualité équivalente pour des maillagegiden®n
notera d’autre part que la formulation VFCE est environ deux fois plus colteusedga da la
condition CFL).Elle a cependant 'avantage de traiter des problemes ave@desrices deux
fois plus grandes que celles tolérées par la méthode VFCN. Ce résultat n’estrpesnant
puisque I'on a environ deux fois plus de degrés de liberté pour la méthode VFCE.

4.3 Comparaison des deux méthodes de calcul du gradient

Dans le cadre de la formulation VFCE, nous avons proposé deux approches pour le calcul
des gradients de la solution. Nous n’avons jusqu’a présent utilisé que le gradient GN qui est
défini a partir des valeurs de la solution aux sommets du maillage initial. Egites section,
plusieurs cas tests nous serviront & comparer les deux méthodes de calcul du gfdaieGH5
(définition & partir des valeurs aux barycentres).

Calcul d’erreur pour le mode de résonance (1,1)

Nous avons ici repris le cas test associé a la cavité carrée de la sédtidra figure 11
représente les coupes (gn= 0) des solutions numériques obtenues avec les gradients GN
et GB. Les solutions sont données au terps 13,33 ns (soit 317 itérations du schéma de
Runge-Kutta a trois pas) et le nombre CFL a été fixe a

Sur la figure 12, les courbes représentent I'évolution en temps du mode de résonance en un
point de la cavité. On remarque que les deux courbes se comparent bien dans les deux cas e
approchent bien la solution exacte.

D’autre part, nous avons évalué sur une grille structurée 'erreur en riprnig des trois
composantes du champ électromagnétique (cf. section 4.1). On note toujours E1,3H2%t E
erreurs associees aux composatfesH, et £.. Le calcul d’erreur a été effectué pour la grille
20 x 20 au tempg = 13, 33 ns (cf. Tab. 3).

| typedegradienf E1 | E2 | E3 |
GN 3.2107° | 3.210°° | 1.410°°
GB 7.3107° | 7.310°° | 2.310°°

TAB. 3 — Erreur en norme| . ||, pour les deux types de gradient.
On remarque que les erreurs calculées sur les trois champs sont faibles qoltpueyse

de gradient employé. Cependant, I'erreur est plus faible pour le gradient utiésari€urs aux
noeuds (GN).
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0.1 T T T T T T T

EXACT —
'GRADIENT GN’ -----

0
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FIG. 11 — Coupe eny = 0 pour le mode de résonance (1,1).
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FIG. 12 — Evolution en temps du mode de résonance (1,1).
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Spectre de résonance

La méme expérience que celle présentée a la section 4.2 a été réalispectte du champ
E. est représenté sur la figure 13 et les deux courbes associées aux gradients BsBbat G
trés proches.

0.04 T T T T T

"GRADIENT GN' ——
'GRADIENT GB’ -----

0.035 |- B

0.025 |- 1 .
|Ez| 0.02 | | i R

0.015

0.005

0 1 ) 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
FREQUENCE

FIG. 13 — Spectre de résonance de la cavité carrée.

Calcul de SER

Nous avons ici repris la géométrie du disque définie dans la section 4.2 et I'onuécalc
le diagramme de SER. La figure 14 représente les courbes obtenues par la méthodenVFCE
utilisant les deux méthodes de calcul du gradient. Toutes deux se comparent bietuéida s
exacte.

On peut noter également le peu de différences entre les deux gradients surdeslisodu
champ électrique pour une régularit¢, de 'onde incidente (fig. 15).

Diffraction par une impulsion

On s’intéresse maintenant a la simulation de la diffraction par une impudsiole disque.
L'onde incidente illumine le c6té droit de I'obstacle et elle est obtenue aprésattoaal’'une
onde plane, en prenant le signal sur une demi-longueur d’onde pour une fréquéncé de:
et nul sinon. On notera que la composahteassociée a cette impulsion est de clasgsur IR
contrairement a la figure 15.

La figure 16 représente les isovaleurs du champ fétapres un temps de simulation
t = 3,33 ns. Les isovaleurs associées aux deux gradients sont de méme qualité.
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14

T
'EXACT —
"GRADIENT GN’ -----
'GRADIENT GB’ -----

DB

0 50 100 150 250 300 350 400

200
ANGLES

FiG. 14 — Diagramme de SER du disque.

FiG. 15 —Champ totalE. pour une onde plane (gradients GN a gauche, GB a droite) .
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FIG. 16 — Champ totalF. pour une impulsion (gradients GN a gauche, GB a droite) .

Colts CPU

Nous avons reporté dans le tableau 4 le colt CPU ramené a une itération des deux types
de gradients pour la méme application. On peut noter que le gradient GN est trois fogs moi
colteux que le gradient GB. Ceci n’est pas surprenant puisque le calcul du gradient GB fa
intervenir trois triangles pour chaque celldlg

| typede gradient GN | GB |
| temps(s) |[2107%] 61077 |

TAaB. 4 — Temps CPU pour les deux types de gradients.
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5 Conclusion

Les deux méthodes de volumes finis (VFCE-centrée aux éléments et VFCHecankr
noeuds) ont été confrontées sur la base de plusieurs types d’applications numeériques, qu'il
s’agisse de calculs de surface équivalente radar, de champ diffracté aodarrée. Des com-
paraisons a la fois d’ordre quantitatif et qualitatif montrent que les deux méthodestidese
résultats de bonne qualité. Bien que la formulation VFCN soit moins colteuse dlufaét
condition CFL moins restrictive, la méthode VFCE présente I'avantage dedesdes pro-
blemes avec des fréquences plus élevées (a maillage identique).

Il est donc intéressant de poursuivre le développement de I'approche VFCE et de faire de
développements spécifiques a cette approche. Elle devrait effectivemesttpeds considérer
plus naturellement des dispositifs incluant des couches de matériaux ou desssuniffageent
minces. D’autre part, I'étude des gradients définis a partir de valeurs auxehtres (GB)
constitue une premiére étape aux spécificités de la formulation VFCE. Elardi cepen-
dant a étre complétée par des expériences en milieu hétérogéne qui devraienpluet: son
avantage le gradient GB.

De nouvelles études qui concernent aussi bien les milieux hétérogenes que la dimension
trois en espace sont en cours de réalisation.

Annexe

Annexe 5.1 : Forme conservative des équations de Maxwell en polarisation traverse
électrique TE,.

La formulation conservative bidimensionnelle en champ total et associ@mdes transverses
électriques s’écrit :

Q: +FQ), +G(Q), =0,

et les composantes non nulles du champ électromagnétique sont:
Q = t(_va _Dy7 Bz) .
On obtient alors::

0 Qs/ 1
F(Q) = { —Qs/u , G(Q) = 0
—Q2/e Q1/e

On peut remarquer que les fliket G redonnent exactement ceux du @as/ en interchan-
geant seulementet i, dans les équations.
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Annexe 5.2 : Flux numériques décentrés d’ordre un pour le systeme ddaxwell.

SoientF' =' (F(Q); G(Q)) et.A définis respectivement par (4) et (5). On pose alors
F(Q.n)=nF(Q).

En milieu homogeéne, les flux échangés d’'une cellyleers une cellule adjacenté s’écrivent
alors pour le systeme de Maxwell bidimensionnel:

(I)ij = (Qi;Qjan) )

_ FQi,m)+FQ;m) | Aln) |
= 5 - (Q-Qi,

oun = “(n,n,) estla normale a l'interfacT; N 07 orientée d€; versT;.

En posant maintenatif = n , &0 = 2 , On obtient :
| n |l | n |
(52)2 =& 0 (52 Q3)/€
[Al=clinll | ~8& @ 01 o F=|n] ~(&1@a)/e
0 0 1 —(£&1Q2 — & Q1) /1

Annexe 5.3 : Matrices de passage pour la diagonalisation du systeme de Maxweltbi
mensionnel.

La matrice A définie par (5) est diagonalisable daliset la matrice de ses valeurs propres
associées s’écrit :
1 0 O
Acn(O —1 0).
0 0 0

La matriceA4 peut donc se mettre sous la fortde= T'AT ! avec:

& —& & & =& 1/Z
T=| & & & . T = % =& & 1/7
zZ Z 0 26 265 0

ou Z = uc est 'impédance du milieu de propagatiorgde vecteur défini dans I'annexe 5.2.
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