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Astract : In this work, we are interested in a few mathematical questions related to fluid
flows in exterior domains that for the sake of simplicity we suppose to be R™*, n > 2. More
precisely, we prove some properties of the gradient operator and of solenoidal functions. We
then seek for solutions of the stationary Stokes problem (S) with prescribed behaviour at
infinity. To this end we use the weighted Sobolev spaces W2*P(R™) which are appropriate
for such elliptic problems because they satisfy Hardy inequalities. We also consider the case
of data in the Hardy space H'(R™). At last, we precise under wich conditions solutions of
problem (S) can be written as convolutions with the fundamental solution of (S) and derive
asymptotic properties for such solutions.

On s’intéresse ici au probléme de Stokes qui modélise en premiére approximation des écoule-
ments stationnaires lents de fluides visqueux dans R”, n > 2. En considérant u le champ des
vitesses du fluide, et 7 le champ de pression, on aboutit au systéme :

—Au +Vr =f dans R”,
divu = ¢g dans R".

(5)

Ce probléme a été complétement étudié dans les espaces de Sobolev classiques lorsqu’il est
posé sur un ouvert borné avec une condition de bord. On peut se référer a ce sujet a Iarticle
|Cat61]. Cependant, si ce cadre fonctionnel est adéquat lorsque le domaine est borné, il ne I’est
plus dés que l'on s’intéresse a certains domaines non bornés. En effet, on ne dispose plus pour
de tels domaines des inégalités de Poincaré qui sont 'un des ingrédients essentiels de résolution.



D’autre part, le comportement des fonctions & 'infini devient un élément important pour la
description du comportement des solutions. Les espaces de Sobolev classiques sont sur ce point
aussi trop restrictifs. L’enjeu principal du probléme est donc de determiner un cadre fonctionnel
qui dispose des propriétés essentielles des espaces de Sobolev, et qui propose un large éventail
de comportements a l'infini. On portera un intérét particulier aux cas ou le fluide est au repos
a l'infini.

De nombreux auteurs se sont déja penchés sur le probléme de Stokes dans des domaines non
bornés et ont introduit divers cadres fonctionnels. H. Kozono et H. Sohr utilisent par exemple
les espaces H'"?(R") = D(]R”)”v o
[Koz91]), ce qui exclut en particulier le cas de la dimension 2.

Par ailleurs, Galdi et Simader (c¢f. [Gal90], [Gal94b] ou encore [Far93|) utilisent ’espace
D™P(R™) défini comme l'ensemble {u € L} (R™), D™u € LP(R™)} quotienté par les polynomes

loc

et établissent des résultats pour n/(n—1) <p <n, (cf.

de degré strictement inférieur a m. On peut dans certains cas décrire le comportement a
I’infini de ces fonctions. Cependant, il est fortement lié par construction au degré de régularité
m. En revanche, les espaces de Sobolev avec poids introduits initialement par Hanouzet dans
[Han71|, ou Kudrjavcev dans [Kud59|, puis développés notamment par Giroire dans [Gir87|, se
présentent comme un outil largement efficace et maniable. En effet, les fonctions de ces espaces
satisfont des inégalités avec poids de type Poincaré, et ont un comportement a l'infini bien
caractérisé. La variété de résultats obtenus pour 'opérateur de Laplace dans R” en témoigne
( voir par exemple [McO79, Loc83, Amr94b).

Le travail qui suit a pour double objectif de résoudre le systéme de Stokes (S) dans les espaces
de Sobolev avec poids -ce qui constitue un préliminaire intéressant a I’étude d’écoulements au-
tour d’obstacles- et d’étudier les propriétés de certains opérateurs de convolution dans ce méme
cadre fonctionnel. Aprés une présentation des espaces de Sobolev avec poids, nous dévelop-
pons dans la seconde partie des résultats concernant les opérateurs gradient et divergence. On
poursuit par des résultats qui s’inscrivent dans la continuité des travaux de V. Girault et A.
Sequeira [Gir91| qui résolvent (S) en dimension 2 et 3 dans le cas hilbertien p = 2, ainsi que
de M. Specovius-Neugebauer ( c¢f. [Spe94|) dont nous améliorons certains résultats - moins de
valeurs de p exclues grace a 'introduction des poids logarithmiques ainsi que plus de résultats
de régularité. Plus précisément, nous prouvons l'existence, I'unicité, et la régularité des solu-
tions du probléme de Stokes en le ramenant & deux équations de Poisson découplées sur les
inconnues u» et 7. On montre enfin comment on peut aborder le cas p = 1 en utilisant ’espace
de Hardy H'(R").

La convolution par la solution élémentaire est souvent utilisée pour construire des solutions
d’équations aux dérivées partielles. On se propose donc de déterminer dans quels cas on peut
écrire explicitement sous forme de convolution les solutions exhibées auparavant. En particulier,
ces développements montrent combien il convient d’étre prudent vis-a-vis de certains passages



a la limite. On utilise pour ceci la théorie des opérateurs intégraux singuliers de Calderon-
Zygmund. Ces résultats peuvent étre comparés a ceux obtenus pour les potentiels de Riesz dans
[Amr94a]. D’autre part, ces résultats permettent d’obtenir des développements asymptotiques
des solutions du probléme de Stokes.

1 Notations et cadre fonctionnel

Tout au long de ce travail, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et p un réel dans l'intervalle
|1, 4+00[. On note D(R™), 'espace des fonctions indéfiniment différentiables & support compact
dans R™ et D'(R") son dual. A tout réel p € |1,4+00[, on associe son conjugué p’ par la
relation 1—1)+I% = 1. On rappelle que LP(R™) désigne 'espace des fonctions mesurables telles que
Jen luPdz < 00 qui, muni de la norme ||u||o®e) = ([yn |u[Pde)'/?, est un espace de Banach
dont le dual est LP (R"). Pour tout entier naturel m, W™?(R") désignera comme de coutume
I’espace de Sobolev {v € D'(R");VA € N* |A| < m,d0*v € LP(R")} . Tous ces espaces seront
munis de leurs normes naturelles. On utilisera sans les rappeler leurs propriétés classiques; on
pourra & ce sujet se reporter a [Ada75].

On note P; (resp. P{*) I'espace des polynomes (resp. polynomes harmoniques) sur R” de
degré inférieur ou égal & [ . On convient que P; = P = {0} si [ < 0. D’autre part, pour tout
sous-espace fermé Y d’un espace de Banach X, on note X/Y D'espace quotient de X par Y et
le polaire de Y dans le dual X' de X :

X'1lY ={fe X' WweY, < f,v>=0}

On écrira , dans le but d’alléger les notations, toutes les fonctions et distributions vectorielles
a n composantes ainsi que les espaces qui s’y rapportent en gras. Par exemple, pour f € L?(R"),
on comprendra (fy,..., f,) € (LP(R™))". Enfin, on convient que ’ensemble noté {1,...,k} est
vide lorsque I’entier k est négatif ou nul.
Afin de définir les espaces de Sobolev avec poids qui nous intéressent, on introduit les deux
fonctions poids : p(x) = (1+ |z|*)'/2,
lg p(z) = In(2 + [2]).

Définition 1.1 Soient m € N,a € R et p €]1,400[. On définit ’entier

-1 si n/p+aé¢{l,...,m},

k=k =
(m;napaa) { m_n/p—O{Sinon,

et I’espace
WrP(R)={ uweDR");VAe N
0 <A<k, p* ™ P(lg p)~'0 u € LP(R"),
F+1< A <m, oo € (R ),



muni d’une stucture d’espace de Banach par la norme :

a m+|\|

m
lellwzer @y = ZII 8AUIILp wy D TN U )7

|A|=0 IA|=k+1

Comme dans [Han71] ou [Gir87|, on peut prouver que D(R") est dense dans W2I"P(R"), de
sorte que le dual de W™ (R") noté W% (R") est un espace de distributions. On définit aussi
la semi-norme :

[ gy = (3 1070l ) 7.
|A|=m
On notera que la présence du poids logarithmique n’intervient que pour des exposants dits
critiques i.e. qui vérifient n/p+a € {1,...,m}. Leur introduction (voir également |Ler74|) est
indispensable pour prolonger certains résultats obtenus dans les cas non-critiques.

Dans le but d’étudier le probléme (S) & données dans L'(R"), nous introduisons I’espace de
Hardy H'(R™)

H'(R")={ue L'(R"),Vj=1,...,n,Rju e L'(R")},

ou les tranformées de Riesz R; sont définies par :

Xi i
Ri(f) = cav.p. (f % —|x|,f+1), j=1,....n

1.1 Propriétés fondamentales des espaces W "P(R")

Les propriétés suivantes sont démontrées par exemple dans [Amr94b]. Les fonctions de W/P(R")
sont des distributions tempérées, qui peuvent étre dans certains cas des polynomes. En effet,
si on pose j = j(m,n,p,a) = [m — (n/p + «)], on [s] désigne la partie entiére du réel s, alors
P; est le plus grand espace de polynomes contenu dans W7*P(R"). Contrairement aux espaces
de Sobolev classiques, les espaces avec poids ne forment pas une famille d’espaces emboités.
Cependant, on a les injections continues suivantes :

WP (RY) ¢ W MP(RY) ssim >0, n/p+a#1oum<0, n/p —a#0, (1.1)

et I'opérateur 9* est continu de W™P(R") dans W&q%')‘"p(R”). En outre, les propriétés locales
de WP(R™) sont identiques a celles des espaces classiques W™P(R").

La propriété fondamentale qui suit (cf. [Amr94b|) découle d’une inégalité généralisée de
Hardy. Elle permet notamment de caractériser les distributions de W7*?(R™) au moyen de leur
dérivée d’ordre le plus élevé.



Théoréme 1.2 Soient m > 1 un entier et o un réel quelconque. Alors, il existe une constante
C =C(m,n,p,a) >0, telle que

Vu € WIPE, | u g e, < Clulwger.

ot j' = min(j,m — 1). En particulier, la semi-norme | . |ym» définit une norme équivalente a
la norme de Uespace quotient W™P(R")/Pjr.

Dans certains cas il est possible de mieux caractériser le comportement a I'infini des fonctions
de W™P(R™). A titre d’exemple, on a,

Lemme 1.3 Soient p > n,a € R tels que n/p + a # 1. Pour toute fonction u € WIP(R™), et
x € R" tel que || > 1, on a

|z]—o00

lu(e)| < Clal"*ullyzs et || u(e)] =0,

ot C' > 0 est une constante indépendante de wu.

Preuve : On traite tout d’abord le cas o = 0. Soit ¢ € D(R") a support dans la boule de
rayon 1 centrée en (0 et égale a 1 sur la boule de rayon 1/2 centrée en 0. L’estimation proposée
est triviale pour uy. D’autre part, on montre aisément que V(u(l — ¢)) € LP(R*),p > n, de
sorte que, grace aux injections de Sobolev, on a

lu() (1 — p(x)) — u(y)(1 = p(y)] < CIV(u(l = @)llro@nlz -y "7,

ce qui permet de conclure en choisissant y = 0. Pour traiter le cas général, il suffit de remarquer
que si u € WIP(RY) et n/p + a # 1 alors, p*u € W,?(R"). Pour la seconde propriété, on
considére une suite u, € D(R") approximant w dans WLP(R"). Il découle de la premiére
inégalité que

sup 2| () — 2|7 ()] < OV (u = )|y
T|>

Par conséquent, en dehors de la boule unité, |x|**"/P~'y est limite uniforme de fonctions a
support compact et tend donc vers 0 & 'infini.

1.2 Equation de Poisson dans R"

Les résultats suivants (cf. [Amr94b|) sont fondamentaux tant pour 'étude de la régularité que
celle du comportement & l'infini des solutions du probléme de Stokes. Par souci de concision,
on se limite aux cas ou « est entier, mais on dispose de résultats similaires pour « réel.



Théoréme 1.4 Soient m,l des entiers naturels et p € |1,+00[. Les opérateurs de Laplace

sutvants sont des isomorphismes :

A WERY) /PRy = WIPRY) sil>0etn/p¢{l,....1}, (1.2)
A WP (RY)/Prnsp — Wo T P(RY) LPy ) sin/p' #1 oum=0. (1.3)

Théoréme 1.5 Soient m et | deux entiers strictement positifs. Les opérateurs de Laplace
sutvants sont des isomorphismes :

A WS;”;;IJ(R")/PUAH?”/M — W_ PR sin/p ¢ {1,...,0—m}, (1.4)

A WIELP(RY) I/Vlcr:;l,p(R”)J_P[lAH_n/m sin/p' ¢ {1,...;,l+1}.  (1.5)

Remarque 1.6 Les isomorphismes précédents n’ont pas lieu pour certaines valeurs de p. Con-
sidérons par exemple une fonction u € W2 (R"); il est alors clair que Au € W (R?).
D’autre part, W2" (R*) € W™ (R"), donc Au € W™ (R*) N W, " (R*). Cependant, comme
W2 (R") ne s'injecte pas dans W, " (R*), Popérateur

A WE (R Pacagmy = W™ (R LR,

ne peut étre surjectif et a fortior: un isomorphisme. En revanche, si 'on introduit ’espace
XU (Re) = W2 (R 0 W B (R™), on peut alors prouver que

A . W12:n’ (Rn)/’P[lfn/n’} - X?,n’ (Rn)_LR
est un isomorphisme.

Ces deux théorémes permettent d’obtenir d’autres isomorphismes par dualité. Par exemple,
sin/p¢{1,...,1l}, Padjoint A* de I'isomorphisme :

A W}lp(Rn)/,P[lA-l-l—n/p] - W:llyp(Rn)a

est un isomorphisme de W'* (R") dans W, ¥ (R*)LPR ) - Mais si u € W' (R et
¢ € D(R"), alors

<u,Ap >Wl1,pr>< < Au,p >Wz

— = _ !
W_ll,p 1,p % Wi,lp )

de sorte que A* = A par densité de D(R") dans W'?(R*). On utilisera par la suite sans
démonstration supplémentaire les résultats duaux tels que celui prouvé ci-dessus.

Les résultats précédents ne s’appliquent pas dans le cas ou p = 1. Cependant, si l'on
considére des données dans 'espace H'(R"™), on peut construire des solutions du probléme



de Laplace dans des espaces de Sobolev avec poids. On utilise pour cela le théoréme 1.4 et
Pinjection continue de ' (R") dans W, " (R*)LR . De plus, la continuité des tranformées de

Riesz de H'(R") dans H'(R") et le fait que pour u € H'(R"), R;Ry,(Au) = _af-Q;xk permettent

d’obtenir de la régularité supplémentaire sur la solution.

Théoréme 1.7 Soit f € HY(R"), il eziste une unique fonction u € W™ (R™) /Pri—n/mn telle
que,

—Au = f.

De plus, D*u appartient o H(R") et il existe C > 0, dépendant seulement de n telle que

2
st gorgm, .+ D%l oy < €l

Remarque 1.8 On peut en fait montrer que Vu appartient a I’espace de Lorentz L™ ' (R") C
L (R*). C'est a dire qu’en notant mes(A) la mesure de Lebesgue du borélien A, on a pour
1=1,...,n:

/0+00 (mes({|Bu| > t}))Y™ dt < 4oo0.

2  Quelques propriétés des opérateurs gradient et diver-

gence

Cette section décrit certaines propriétés des opérateurs gradient et divergence dans les espaces
de Sobolev avec poids. On appliquera en particulier celles-ci pour établir certains résultats de
densité pour les fonctions a divergence nulle. On définit a cet effet 'espace,

V = {u € DR, diveu =0} .

Dans [Amr94b], il est prouvé que si u est une distribution dont le gradient appartient a
LP(R™) , alors il existe une constante A(u) telle que u + A(u) € WyP(R"). Sip < n, cette
constante est unique, tandis que si p > n, elle est arbitraire et peut étre choisie égale a 0. Nous
étendons ce type de propriété a des distributions moins réguliéres dans le lemme qui suit.

Lemme 2.1 Soient [ un entier naturel non nul et p tel que n/p ¢ {1,...,1}. Alors, pour toute
distribution g telle que Vg appartient a W:ll’p(]R”), il existe une constante K telle que g + K
appartienne a WE’lp(]R”). De plus, K est unique dés que n/p <.

Preuve : Considérons une telle distribution g, alors Ag = div (Vg) est élément de WP (R™).
Supposons dans un premier temps que [ > 1. Gréace a (1.5), il existe une distribution u dans
WOP(R™) telle que,



Au = Ag. (2.1)

Cependant, g n’étant pas nécéssairement tempérée, on ne peut pas conclure que la différence
u — ¢ est un polynome harmonique. En revanche, la relation (2.1) implique que (Vu — Vg) est
harmonique et tempérée, puisqu’élément de W:ll’p(]R”). Par conséquent, il existe un polynéme
A
A de ’P[lflfn/p] tel que,
Vg=Vu+ A

D’autre part, cette égalité impose que le polynome A soit le gradient d'un polymome p appar-
tenant & Py_,/y et donc a W'F(R"). La fonction v = u + u appartient alors a W7 (R*) et
vérifie Vg = Vv, ce qui montre que ¢ et v différent d’une constante.

Lorsque [ = 1, la démonstration est identique a l’exception de la premiére étape. En effet,
on dispose pour résoudre (2.1) de I'isomorphisme :

Lorsque p' < n, on peut appliquer & la lettre le raisonnement précédent; en revanche, si p’ > n
on doit s’assurer que

<Ag, 1>, 0.

-2,p 2,p/ —
P xXWY

Pour cela, il suffit de vérifier que pour tout ¢ appartenant a Wf’p, (R™), on a I’égaliteé :

— <Agq,p >,

-2,p 2,p! =
X W

<Vq,Vp >w

j’pr}’p, ’
Cest évidemment le cas si ¢ appartient & D(R™), et par densité de D(R") dans W2? (R*) la
relation a lieu si ¢ appartient & W2 (R")<

La proposition qui suit s’attache & démontrer certains isomorphismes relatifs a I’ opérateur
divergence dans certains espaces avec poids. En particulier, les propriétés obtenues par dualité
pour 'opérateur gradient peuvent étre considérées comme des versions simplifiées du théoréme
de de Rham (|[DeR60]). On introduit auparavant ’espace,

Vil ={u € WI"P(R"); divu = 0}.
Proposition 2.2 Soientl € N et p € |1,00[. Les opérateurs suivants sont des isomorphismes :

div : W' (RY)/ VY - WO (R sin/p' ¢ {1,...,1}, (2.2)
div : WP (RY)/VE — W (R*) sin/p > |, (2.3)
div : WP (RY)/ VY = WP (RYAR sin/p ¢ {1,..., [} etn/p<l.  (2.4)



Preuve : Ces opérateurs sont clairement injectifs et continus, on a donc seulement a prouver
qu’ils sont aussi surjectifs. Dans les deux premiers cas, on construit des inverses explicites de
ces opérateurs en posant (div)™' = V(A™). En effet, appliquons (1.3),(1.4) ou (1.5) avec
m = 1, on obtient alors les isomorphismes :

AW (R PE iy = WO (RY), sin/p' & {1,...,1},

AW (RY) = WP (R LPE, . sin/p & {1,...,1},
desquels on déduit respectivement (2.2) et (2.3).

En revanche pour montrer la surjectivité de (2.4), la construction précédente ne fonctionne
plus du fait des conditions d’orthogonalité qui apparaissent pour définir I'inverse du laplacien.
On va donc prouver le résultat sur 'opérateur gradient correspondant dont on constate aisément
qu’il est injectif et continu. Pour prouver sa surjectivité, on note tout d’abord que toute dis-
tribution f de W:ll’p(]R”)J_Vll’p’ est orthogonale aux fonctions de V et vérifie donc I’hypothese
du théoréme de de Rham. Il existe donc une distribution g telle que Vg = f. 1l suffit alors
d’appliquer le lemme 2.1 & ¢g pour conclure.

Ces isomorphismes peuvent encore étre formulés sous forme de conditions “Inf-Sup” grace a
un résultat de Babuzka et Brezzi (¢f. [Bab73, Bre74|). Le corollaire suivant en est I'illustration.

Corollaire 2.3 Pour tout entier naturel [ et p € |1,00[, il existe une constante C strictement
positive telle que :

N ). div dx
inf  sup Jan ¥ 1260 >C sion/p¢{l,...,1}, (2.5)
B T ||w||wlo,p||so||wl_,ff
p#0
N ). div dx
inf  sup Jor ¥ e(2) >C sion/p>lI, (2.6)
BEWOP ||¢||Wg’lp||()0||wllqp’
vED o0
. ). div dx
inf  sup Jon ¥ #(@) >C sin/p<letn/p¢{l,... 1} (2.7)
¢€W9’lp/R¥,€wll,p’ ||¢||WE’,P/R||‘P||W11@’
VA 0

Preuve : C’est une conséquence directe de la proposition 2.2 et du résultat suivant da a
Babuzka et Brezzi. Soient X, M deux espaces de Banach réflexifs, a une forme bilinéaire sur
X x M, et les opérateurs linéaires A : X — M’ et A* : M — X' définis pour tout (v, w) € X xM
par a(v,w) = < Av,w >pyay= <v, AW >xex.
On pose N = KerA. Les trois assertions suivantes sont alors équivalentes :

i) A est un isomorphisme de X/N dans M.



ii)A* est un isomorphisme de M dans X' LN.
iii) Il existe une constante C' > 0 telle que,

inf sup 40 o
vt vey Iollxlwllas

On se contentera d’établir (2.5), un raisonnement similaire étant valable pour (2.6) et (2.7).
En effet, en posant X = Wi’f,(R”), M = WP(R") et a(v, w) = [,, vdivwdz, on obtient si
n/p’ ¢ {1,...,1} 'équivalence de la propriété (2.2) avec la condition (2.5). &

Nous poursuivons cette section par des résultats de densité concernant les fonctions a di-

vergence nulle. Des résultats similaires sont prouvés dans [Gir92| pour le cas hilbertien tridi-
mensionnel.

Proposition 2.4 Soit [ un entier naturel non nul. Sin/p' ¢ {1,...,1}, alors V est dense dans
V7.

Preuve : Il suffit de montrer que toute forme linéaire continue sur Vzl P qui s’annule sur V(R")
est identiquement nulle. Considérons donc T € (V,;?)’ telle que

VeV, <T, o> =0.

Comme Vll’p est un sous-espace fermé de Wll’p(]R”), le théoréme de Hahn-Banach affirme que
I’on peut prolonger T en une distribution T appartenant a W:ll’p, (R™). D’aprés le théoréme de
deRham, il existe donc une distribution ¢ telle que T= Vgq. De plus, ¢ satisfait les hypothéses
du lemme 2.1; par conséquent, il existe une constante K telle que ¢+ K appartient a WE’;" (R™).
Alors pour toute fonction x de Vll’p,

<T,x> =<T,x>
=< vq) X >w:ll,P’><Wll,P

=—<q+ K, divx > 0,

WOP WO
ce qui prouve la nullité de T.

La technique précédente ne fonctionne pas dans le cas ou [ est un entier négatif. Pourtant,
le résultat reste vraisi n/p ¢ {1,...,—{}. On introduit par conséquent des outils différents. En
particulier, si on veut approcher directement les éléments de Vll’p par des fonctions de V, on
doit disposer d’une technique de troncature préservant la nullité de la divergence. A cet effet,
nous introduisons des opérateurs différentiels (voir [Gob71]) qui vérifient certaines propriétés
du rotationnel en dimension 2 et 3.
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Définition 2.5 L’opérateur rot (Dy) avec Dy = (01, ..., 0x) est défini par la matrice rectangle
k(k — 1)/2 x k construite selon la récurrence suivante :

1) rot 2(D2) = (—62 61)

ii) Pour tout & > 2, la matrice de rot ;(Dy,) est donnée par :

0 ... . 0 -0 Ok—1

0 . 0 :
0 (-1)id, 0 (=1)i+15;
0 . 0
(=1)F=19, 0 0 | (=1)ka,

0
rot kfl(Dkfl)
0

ou ¢ désigne le numéro de ligne du coefficient concerné.

Lorsque k est précisément égal a la dimension n, 'opérateur rot,,(D,,) et son transposé rot * (D,,)
vérifient d’intéressantes propriétés que nous détaillons dans la proposition qui suit.

Proposition 2.6 On a les relations :
div rot; (D,) =0 et rot;(D,)rot,(D,)=—Al,+ Vdiv. (2.8)

Remarque 2.7 Lorsque n = 2 ou 3, cette définition et les propriétés précédentes coincident

avec ceux du rotationnel classique.

On établit maintenant certaines propriétés de surjectivité de 'opérateur rot qui nous per-
mettront de généraliser le résultat de la proposition 2.4 a toutes les valeurs entiéres de [. La
premiére étape du raisonnement consiste a obtenir ce type de résultats pour des polynomes.

Lemme 2.8 Soit | un entier positif quelconque. Pour tout polynome A € P, (R"), tel que
div A = 0, il eziste un polynome p € (P (R?))"=D/2 qui vérifie 1’égalité :

rot» (D) = A.

Preuve : On effectue la démonstration par récurrence sur n. On note Z;(f) la primitive
O‘Tj f dxj, de sorte que lorsque n = 2, il suffit de prendre y = —Zy(X). Supposons maintenant
que le résultat soit vrai pour un entier k£ > 2 et tout degré [.

Pour résoudre le probléme proposé au rang k£ + 1 pour un degré maximal valant [y, on
choisit de chercher un champ de vecteurs p € (P, o1 (REFH))FEHD/2 dont les k — 1 premiéres
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composantes sont identiquement nulles. En notant /i = (ftg+41 - - -, fle(k+1)/2), €t en tenant compte
de la définition de rot}, on est ramené a résoudre le systéme différentiel suivant :

(=1)*Opprpt  (vot x(Dr)it)r = i,
(rot: (D), =X, Vil kb,
(—1)k+131ﬁ6k = Akl

En particulier, la derniére équation suggére de poser py, = (—1)*"1Z; Az ;1. Les équations

restantes s’écrivent alors sous la forme,

rot j(Dg)ft = A (2.9)

. A= AL+ D01 Arsn,
ol - ,
>‘j: )‘j VJE{Q,...,]{},

k
> OkA, =0. (2.10)
=1

Cependant, [ et A dépendent de k + 1 variables. Par conséquent, il existe une unique famille
<0 ~1
(AL A 0) de polynomes appartenant a P (RF) telle que

lo )
A= "Nz
- k+1°
j=0

En introduisant cette décomposition dans (2.10), on déduit pour tout j € {0,...,lp}, la nullité
de la divergence de X Par hypothése de récurrence, on peut donc trouver pour tout j €
{0,...,1p}, un polynome fi’ tel que,

rot § (D) i’ = N.

Comme rot j(Dy) n’agit que sur les k premiéres variables et par linéarité, i = 3.0:0 ﬂjxi 41
vérifie effectivement (2.9) et permet donc de conclure la démonstration. <

On revient maintenant plus spécifiquement aux espaces de Sobolev avec poids pour donner
le résultat de surjectivité suivant.

Proposition 2.9 Soit [ un entier naturel et p tel que n/p ¢ {1,...,1}. Pour toute distribution
w appartenant @ Vi’f, il existe une distribution o dans (VVE’f’(R"))”(”*1)/2 telle que,

rot » (D,)p = u.
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Preuve : Par hypothése rot,(D,)u appartient a (W P(R?))*»=1D/2. 11 existe d’aprés les
théorémes 1.4 et 1.5 une fonction ¢ € (WP (R?))*=1D/2 tel que,

—AY = rot ,(D,,)u.
En appliquant 'opérateur rot?*(D,,) & cette équation, on obtient,
—rot ) (D,)A¢ = rot (D,) rot,(D,)u,
ce qui s’écrit encore d’aprés (2.8),
—A(rot)(Dy,)Y —u) =0.

Autrement dit, la fonction A = rot*(D,,)1) — w est un polynéme de ’P[%an/p] qui de plus est
a divergence nulle. D’aprés le lemme 2.8, il existe un polynome p € (Ppia—n/p (R?))""=1/2 tel
que A = rot *(D,)p. En particulier, ¢ + p appartient a (WP (R*))»(n=1/2 et

rot (D) (¥ +p) =u.
On est maintenant en mesure de compléter la proposition 2.4.

Théoréme 2.10 Soit [ un entier quelconque.
Sin/p ¢ {1,....1} etn/p g {1,...,—1}, alors V est dense dans V™.

Preuve : Le cas [ > 0 a déja été traité dans la proposition 2.4. On s’intéresse donc seulement
au cas [ < 0. Soit @ une fonction de Vljl avec [ > 0. D’aprés la proposition 2.9, il existe une
distribution ¢ dans (W2>P(R™))»™~1/2 telle que,

rot r (D) = 0.

On considére maintenant une fonction a appartenant & D(R™), prenant ses valeurs dans
intervalle [0, 1] et valant identiquement 1 sur la boule unité de R". Pour tout réel R strictement
positif, on pose :

Ve € R", ag(x) = a(z/R).

On montre aisément que la suite pr = pag converge, lorsque R tend vers 'infini, vers ¢ dans
(W2P(R*))"»=D/2_ En particulier, 8 = rot’pg converge vers @ = rot:p dans WP(R").
Fixons donc £ > 0. On sait, d’aprés ce qui préceéde, qu’il existe un réel Ry tel que

10k, — BHW}IP(R") <e/2.
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D’autre part, comme O g, est a support compact, elle appartient a I’espace de Sobolev classique
WP(R"). Considérons donc une suite de noyaux régularisants (p)gen; alors

Pk * Or, gmary 0r, dans W'P(R").

De plus, py * Or, appartient & D(R") et div (pg * Or,) = pi, * (div@g,) = 0. Par conséquent, il
existe un entier ky tel que l'on ait simultanément,

Pko * ORO €V et ||0R0 — Pk ¥ 0R0||Wi’lp(R”) < 6/27

Ce qui permet de conclure la démonstration par simple inégalité triangulaire.

Nous concluons cette section par une variante du résultat de de Rham qui est une con-
séquence directe du théoréme 2.10 et de la proposition 2.2 .

Théoréme 2.11 Soit [ un entier quelconque et p tel quen/p" ¢ {1,...,1} etn/p ¢ {1,...,—1}.
Alors, pour toute distribution f € Wl_l’p(R”) satisfaisant,

Ve e VR"), <f,¢>=0,

il existe une distribution g € VVlO’p(]R”), unique a une constante additive pres, telle que Vg = f.

3  Probléme de Stokes dans R”

L’objectif de cette section est d’établir des résultats d’existence, d’unicité et de régularité du
probléme de Stokes (S5). On notera T' 'opérateur correspondant :

T:(u,m) — (—Au+ V7, —divu). (3.1)

Dans un premier temps, on montre que ’on peut découpler la vitesse u et la pression 7 dans le
systéme de Stokes et se ramener essentiellement a deux équations de Poisson. On donne ensuite
une application de cette procédure a des données appartenant a des espaces avec poids.

3.1 Existence et unicité pour le probléme de Stokes dans R"

Intéressons nous tout d’abord au noyau de I'opérateur 1" lorsque celui-ci est défini sur ’espace
des distributions tempérées 8’ x S&'. Soit (u,7) un élément de ce noyau. En prenant la
divergence de la premiére équation de (S), on déduit que 7 est une distribution tempérée
harmonique i.e. un polyndéme harmonique. En particulier, Awu est un polynéme harmonique,
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i.e. w est une distribution temperée biharmonique, donc un polyndéme. On introduit alors pour
tout entier £ l'espace défini par [Gir92] :

Sk ={(A 1) € Py, x Piry; divA = 0, —AX + Vu = 0}.

On notera que conformément a la convention choisie pour les espaces Py, Sr = {(0,0)} lorsque
k < 0et Sy =R"x{0}. Pour tout entier &, Sy est un sous-espace de dimension finie du noyau
de T dans 8’ x §&’. On a donc immeédiatement le résultat d'unicité suivant :

Lemme 3.1 Quels que soient les entiers m,l avec m > 0, le noyau de T lorsqu’il est défini
sur Wit P(RY) x WD (R™) est égal Si—i+1-n/y]

On s’intéresse maintenant aux questions d’existence de solutions. Soit (u,7) € &' x &' une
solution du probléme de Stokes (S). En prenant la divergence de la premiére équation, on
constate que (u, ) vérifie le systéme découplé d’équations de Poisson :

, Ar = div f + Ag,
(5) { Au =Vr —f.

Cependant, les problémes (S) et (S) ne sont pas équivalents. En effet, si (v, 1) vérifie (S’), on
a seulement :

—Av+Vr=f dans 8'(R"),

Adive = Ag dans §'(R").
En particulier, divwv = g+ p ol p est un polynome harmonique. Le lemme suivant prouvé dans
|Gir92| lorsque n = 3 permet de modifier v de sorte a retrouver une solution du probléme
initial ().

Lemme 3.2 Pour tout entier naturel k, P = div (Piy,)-

Preuve : Si k = 0, c’est évident.
Si k = 1, on associe a z; le polynome \; = (\;;) = (%(m?

compris modulo n-. Il est clair que divA; = x; et AX; = 0. D’ou le résultat par linéarité.

2 . . . .
— x%,,)) -les indices seront ici

Supposons maintenant que k > 2 et soit u € Pg. Alors p se décompose en sa partie de degré
1, notée py et un polynome ps tel que Vyg(0) = 0 et p5(0) = 0. On notera que puy et g sont
harmoniques. Par linéarité et grace au cas k = 1, il suffit de prouver le résultat pour py. En
utilisant les notations du lemme 2.8, on vérifie aisément que

1
A= E(Ij(/v’a)),
est une solution du probléme.

En appliquant ce lemme & p = dive — g, il vient p = div\ avec A € PkA+1' Le couple
(v + A, 7) satisfait alors le probléme de Stokes (S5). On applique maintenant ce raisonnement
en utilisant des isomorphismes du laplacien de la section 1.
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3.2 Application aux espaces avec poids

On se contente dans un premier temps de construire des solutions dans WP (R*) x LP(R").
Remarquons tout d’abord que si (v,7) appartient & WyP(R") x LP(R") alors —Awv + Vr
appartient & W ?(R"). De plus, si A € Pli—n/p alors,

< —-Av +Vm, A > < Vo, VA>,, 1w — <7, divA >, ;»=0.

—1,p 1,p/ =
WP xW)

Il est donc raisonnable d’établir le résultat suivant.

Théoréme 3.3 Soit (f,g) appartenant & W, "P(R") x LP(R"), satisfaisant la condition de
compatibilité :

VA€ Puonp), <FiA> 0, (3.2)

Wy P Wi
alors le probleme (S) associé posséde une solution unique (u,7) € (WP(R)/Pp_np) X

LP(R™). De plus, on a lestimation :

w1+ Al 17l < CULS oo + N9 20)

ot C' > 0 est une constante ne dépendant que de p et n. Ce qui est équivalent a dire que

l'opérateur de Stokes,
T : (WyP(R") x LP(R™))/Shi—nsp — (Wy "P(R") x LP(R™)) LSj1 /] (3.3)
est un isomorphisme.

Preuve : L’opérateur 1" est clairement continu et son injectivité découle du lemme 3.1. S’il
est surjectif, c’est alors un isomorphisme. Considérons par conséquent (f,g) appartenant a
(W PP (RY) LP1_nyp)) X LP(R?); alors div f est dans W, P(R"). De plus, pour tout polynome
pde Py © Wo (RY),

< din, il >W072,p><W02,p,: — < f, Vu >Wal,pxwé,p,: 0.

Autrement dit, div f appartient a Wy ”(R") LPy_,/) - Le méme raisonnement améne a une
conclusion identique pour Ag. D’autre part, grace a (1.4), Uopérateur,

A LP(RY) — Wy 2P (R™) LPr /e,

est un isomorphisme. De sorte qu'il existe une unique fonction 7 dans LP(R™) vérifiant 1’égalité
A(r — g) = div £. Par ailleurs, pour toute fonction ¢ appartenant a Wy ¥ (R*),

< 8Z'7T, ) >W0—1,p — <, 8Zg0 ZrexLr -

l,p, =
x W
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Ceci montre en particulier que si n/p’ < 1 alors < 9;m,1 > = 0. En utilisant (1.3) avec m = 0,
on déduit qu’il existe une solution w dans W{*(R") du systéme :

Au=Vr—f.

Comme on l'a vu, divu — g est un polyndéme harmonique. De plus, comme celui-ci appartient
a LP(R™), c’est le polynome nul. Ainsi (w,w) vérifie T'(u,7) = (f,—g), ce qui prouve la
surjectivité de 'opérateur 7.

Remarque 3.4 Si les données sont telles que Ag + divf = 0, alors la pression 7 solution
dans LP étant harmonique est donc identiquement nulle. Ceci n’est pas toujours le cas pour
d’autres régularités des données; on pourra par exemple voir le cas f € LP(R") ci-dessous. En
particulier, on notera que cette situation est totalement différente de celle qui prévaut dans les
domaines bornés.

Nous allons maintenant établir une famille plus générale d’isomorphismes dans les espaces avec
poids qui explicite comment en choisissant des données adéquates, on peut varier le comporte-
ment & 'infini des solutions du probléme de Stokes. En particulier, on verra comment certaines
conditions d’orthogonalité sur les données sont indispensables pour obtenir une bonne décrois-
sance a l'infini des solutions.

Théoréme 3.5 Soient | € N, # 0 et p tel que n/p ¢ {1,...,1}. Pour tout couple (f,g) dans
W_P(R*) x WPP(R?), le probleme (S) admet une solution (w, ) dans WP (R*) x WP (R?)
unique a un élément de Syy1_n/p pres. De plus, on a lestimation :

ol Al 175 s o) < COLS lhgmpo + 19 lhyop),

ot C' > 0 est une constante ne dépendant que de n,p, (.

Preuve : Il faut donc prouver que 'opérateur suivant,
T : (WYP(RY) x WP (R™))/Sps1-np — W PRY) x WOP(RY), (3.4)

est un isomorphisme. II suffit de résoudre les équations découplées (S') comme au théoréme
3.3, mais en utilisant d’autres isomorphismes du laplacien, en 1'ocurrence :

A WERY) /PR = W (RY)

[l—n/p

A WERY) /PR — WIP(RY)

I+1-n/p

qui sont fournis par les théorémes 1.4 et 1.5. On modifie alors les solutions de (S’) obtenues
avec un polynome construit a 'aide du lemme 3.1 pour achever la résolution du probléme (.5).

&
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On désire maintenant construire des solutions ayant une meilleure décroissance a I’infini.
La méthode précédente s’avére alors plus délicate & mettre en oeuvre du fait de ’apparition de
conditions de compatibilité spécifiques pour les données. Cependant, en raisonnant par dualité
sur les isomorphismes précédents, on obtient les résultats souhaités.

Corollaire 3.6 Soient | € N;I # 0 et p tel que n/p" ¢ {1,...,1}. Pour tout couple (f,g)
appartenant & W, "P(R*) x WP(R") satisfaisant la condition de compatibilité,
V()\, H) S S[l+1—n/p’]7 <f,A>

rH<g,p> 0,

—  —
W, P xwhP WP xw %P

le probleme (S) admet une unique solution (w,m) € W, P(R*) x WP(R*). De plus, on a
lestimation :
ol + 17 oo < CULE loro + 119y,

ot C' > 0 est une constante ne dépendant que de p,n, (.

Preuve : On considére 'opérateur de Stokes (3.4) ot on change p en p’. En vertu du théoréme
3.5, son adjoint

T* WP (RY) x WPP(RY) — (W, P(R™) x WP (RY)) LSut1 n/p
est un isomorphisme. Par un argument de densité, on prouve que

T"(x,§) = (mAx + V¢, —divx),

de sorte que le résultat est démontré. &

Remarque 3.7 On notera, en particulier que grace au lemme 1.3, la solution u € Wll’p(R”)
construite au corollaire précédent satisfait :

si, n/p) =1+ 1etp>n>3. Clestadire que u décroit a linfini plus vite que la solution
fondamentale du probléme de Stokes. Ce résultat nécéssite naturellement certaines conditions
de compatibilité sur les données, en l'occurence, < f;;1 >=0, 1 =1,...,n.

Les théorémes 3.3, 3.5 et 3.6 sont prouvés dans [Spe94| a 'exception des cas ou interviennent
les poids logarithmiques (i.e. p = n ou p = n' dans le Th. 3.3, n/p =1 + 1 dans le Théoréme
3.5, et n/p' =1+ 1 dans le Théoréme 3.6). La méthode utilisée fait aussi intervenir de maniére
significative les résultats connus sur le laplacien, mais nécéssite 'introduction d’une inconnue
auxiliaire et la résolution de trois équations de Poisson dans R™.
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3.3 Résultats de régularité

Cette partie est destinée a présenter quelques propriétés de régularité des solutions du probléme
de Stokes. L’intérét, en particulier, de ces résultats est de montrer que régularité locale et
comportement a I'infini des solutions du probléme de Stokes sont indépendants. Les preuves
étant similaires a celles des théorémes 3.3 et 3.5, nous nous contenterons d’énoncer les résultats.
Le premier est la version réguliére du théoréme 3.5 tandis que le second est celle du corollaire
3.6.

Théoréme 3.8 Soient m et | deux entiers srictement positifs et p vérifiant simultanément
n/p ¢ {1,...,1—m}. Pour tout (f,g) € W [P(R*) x W™ (R"), le probléme de Stokes (S)
admet une solution (u,7) € WP (RY) x W™ (R") unique & un élément de Syyy n/p pres.
De plus, on a l’estimation :

1 f A m 5 m, < C m—1, m, y
o (1 Al 4117 ) < COLS g+ o lhwzs)

ot C' > 0 est une constante ne dépendant que de p,n,m,l.

Remarque 3.9 la preuve du cas p =n/,l =1 et m > 1 est un peu plus délicate du fait qu’elle
nécéssite I'utilisation d’un résultat critique sur le laplacien pour résoudre (S’).

Théoréme 3.10 Soient m et deux entiers positifs avecm > 0 et p tel quen/p' ¢ {1,...,1+1}.

Pour tout couple (f,g) € Wi P(R*) x WI"E(R") vérifiant la condition de compatibilité :

V(AJI’L) ES[l*Flfn/p’}a <f7A> < g, p> :07

m—1,p 1—m, m,p —m,p’
Werl XW_ Wm+lXW—m—l

le probleme de Stokes (S) admet une solution (u,m) € Wit P(R") x WP (R*) unique sil > 0,

et unique a un élément de Sp_p/p pres sil = 0. De plus, on a les estimations :

I [lwymsso + |7 lwre, < CULF Nwmore + 19 lwyg) si 0> 0,

infaczr | %+ Allwgeis + 17 e < CULS llwg-so + 19 llwgpe), 5i1=0,

ot C' > 0 est une constante ne dépendant que de p,n,m,l.

Remarque 3.11 Grace a l'espace Xf’"/ introduit dans la remarque 1.6, on peut montrer que

I’opérateur suivant est un isomorphisme :
T : (W?;n’ v Wll,n’)/S[lin/nq — (th)yn’ x Wll,n/)_LSO

Les résultats de régularité suivants sont une conséquence des théorémes 3.3 et 3.8. Ils
s’avérent utiles pour améliorer celle des solutions des équations stationnaires de Navier-Stokes.
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Proposition 3.12 On considére p et q deux réels distincts dans Uintervalle |1, +00].

i) Sif e Wy "P(R* )N W, (R, g € LP(R*) N LI(R™) avec p < q et si f vérifie la condition
de compatibilité (3.2), alors le probléme (S) admet une solution (uw,7) avec u € WP(R") N
Wy Y(RY) et m € LP(R™) N LY(R™). En particulier si p < n, cette solution est unique.

i) Sif € Wy "P(R*)NLI(R?), g € LP(RM)NW, U (R?), et si f vérifie la condition (3.2), alors le
probléme (S) admet une solution (u, ) avec u € WP (R)NW(R?) et m € LP(R*)NW,*(R")
et (w,m) est unique a un élément de Simin(1—n/p,2—n/q)] PTES.

Dans un travail récent, R. Coifman, P.L. Lions, Y. Meyer et S. Semmes [Co0i93| ont montré
que le terme non-linéaire uw.Vu apparaissant dans les équations de Navier-Stokes vérifie de
meilleures propriétés de régularité que celles fournies par I'inégalité classique de Holder. Par
exemple, si u € LP(R") est a divergence nulle et Vu € LP(R*) alors, u.Vu appartient a
H'(R*). De méme, si Vu € L*(R*) et divu = 0, alors div (u.Vu) € H'(R?). Ces propriétés
appliquées aux équations stationnaires de Navier-Stokes permettent une amélioration des régu-
larités connues pour la vitesse et la pression pourvu que des résultats similaires soient obtenus
pour le probléme (S).

Théoréme 3.13 Soient f € H'(R?) et g € L™ (R*) tel que Vg € H'(R™). Alors, le probleme
(S) admet une solution (u,r) € WL™ (R") x L™ (R"), unique sin > 3 telle que Vr et D?u €
HY(R™) et on a lestimation :

||D2’u,||7.[1(Rn) + ||v7r||Hl(Rn) < C“f + ngHl(Rn).
De plus, lorsque n =2, on a u € L®(R?) et
||l @yr < CIF + Vol @n).

Preuve : On donne la preuve dans le cas ¢ = 0. En fait, il suffit de prouver ’estimation
pour V7. En effet, l'estimation sur D?u est alors une conséquence du théoréme 1.7. Comme
H(R") € W, " (R"), on sait que

Ar = divf € Wy 2" (R").

On ne peut donc pas conclure directement en utilisant un isomorphisme du Laplacien. Cepen-
dant, soit f, une suite d’¢léments de D(R") approximant f dans H'(R*) (¢f. [Ste70| pour
I'existence d’une telle suite) et soit F' la solution élémentaire du laplacien. On pose 7, =
Fxdivf, et 0, =Fxf,. On a alors :

Vim =V(Fxdivf,)=Vdive,,.
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Soit §,, € Wé’"’ (R™) une solution donnée par le théoréme 1.7 du probléme :

La différence 8, — §,, est harmonique, c’est donc un polynome. De plus, 8, décroit a l'infini
au moins aussi bien que F'. Par conséquent, 6,, appartient & LY(R"), pour tout ¢ > n/(n—2) si
n > 3, et est inférieur & C'In(2+ ) si n = 2. D’autre part, les injections de Sobolev impliquent
que €, appartient a L™ ("=2(R") si n > 3 et L™°(R?) si n = 2.

On en déduit immédiatement qu’il existe un vecteur constant K,, telle que 6,, =€,, + K,
sin=2 et 0, =E¢, sin >3, (en effet, les espaces LP(R") + L?(R™) ne contiennent pas de
polynomes). On obtient donc d’aprés le théoréme 1.7 que,

1D20, |31 (&) < ClIF mll22 ey

On en déduit aisément que la suite Vr,, est de Cauchy dans H'(R") et converge donc dans
cet espace vers une fonction x € H'(R"). Linjection continue de ' (R") dans W, "' (R*) L P,
et le théoréme 3.3 permettent alors d’aboutir aisément a 1’égalité de x et de V7 ainsi qu’a
I’estimation désirée. &

On observera que le précédent résultat peut étre vu comme un résultat de régularité des
solutions fournies par le théoréme 3.3 dans le cas p = n’ du fait de l'injection continue de
H(R") dans W " (R") LP,.(voir également [Bet96] pour le cas de la dimension 2) Le second
résultat s’applique aux solutions données par le théoréme 3.8 avec m =1 = 1 et p = n' et
découle directement du théoréme 1.7.

Théoréme 3.14 Soit (f,g) € L™ (R") x W™ (R*) tels que divf + Ag € HH(R™). Alors le
probleme (S) admet une solution (w,7) € W2 (R*) x W™ (R*) telle que D*1 € HL(R"), et
on a [’estimation :

1D?7 [y < O div f + Agllpgr(n).-

De plus lorsque n =2, on a ® € L>(R?) et

17| oo (zym < Cll div f + Aglla @)

4 Solution élémentaire du probléme de Stokes dans R”.

On étudie la convolution par la solution élémentaire du probléme de Stokes pour des don-
nées peu réguliéres. Cette opération lorsqu’elle est définie (ce qui n’est pas toujours le cas)
donne des solutions explicites de (S). De plus elle permet d’analyser finement le comportement
asymptotique des solutions pour des données a support compact. Aprés quelques rappels, on
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déterminera a quels espaces avec poids on peut étendre la convolution en utilisant la théorie des
opérateurs intégraux singuliers de Calderon-Zygmund. On appliquera finalement ces propriétés
pour expliciter le comportement asymptotique des solutions du probléme de Stokes.

4.1 Deéfinitions et notations.

On rappelle tout d’abord que la solution élémentaire F' de (—A) dans R" est donnée si n > 3
par F(z) = ci(n)|x|*™ ( ¢i(n) désigne une constante réelle ne dépendant que n) et si n = 2
par F(z) = —= In(|z| ™).

Définition 4.1 Soient U = (Ujj)1<ij<n €t Q@ = (Qi)1<i<n respectivement une matrice et un

1

vecteur de fonctions de L;,.(R") données par :

Uij(x) = 6;;F (x) — ca(n)
Qi(x) = —2c¢9(n)

="

On rappelle que 0 désigne la masse de Dirac en 0 et d;; est le symbole de Kronecker. En utilisant
une technique classique, on a les égalités dans D'(R")

AUij - —(1 + 03(n))5ij5 - 2CQ(TL)V.p. kij; (41)
ZZ:l 8kUk] =0 (42)
ain = —262(7’1,)V.p. kij — 63(n)6ij5, (43)
. 5z T4
ou kyj(w) = |m‘|7n - ”|m|ni2-

En particulier, grace aux propriétés élémentaires de la convolution , on a le résultat classique
suivant :

Proposition 4.2 Soient f € D(R"),g € D(R") et K un compact contenant leur support. On
pose h =V (F x g). Alors le couple (w,m) défini par,

u:(uz’):ZUik*fk_hi et W:ZQk*(fk+ak9)a (4-4)
k=1 k=1

est une solution infiniment différentiable du probléeme (S). De plus, il existe R > 0 tel que si

|| > Ry, on a pour tout multi-indice X,

|2 u(z)] < Cra(llflle: + llgllc) 2> si n>3 oun=2et A#(0,...,0)
[u(z)] < Cx([|F]lzr + [lgllz0) In([2]) sin =2
0*g(x)] =< C(Ifllze + llgll) ||
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De plus, on peut préciser le comportement a l'infini de ces solutions. On se limite & un

développement au premier ordre.

Proposition 4.3 Soient f € D(R") et g € D(R"). Alors, pour tout multi-indice A, le couple
(w, ) défini par (4.4) admet le développement a 'infini

8>‘Ul($) =< fj, 1> 8>‘Ul]($) + 8>‘Ui($),

8>‘7r(m) =< fj, 1> GAQ](:B) + 8)‘77(:1:),
ot on utilise la convention de sommation sur les indices répétés, avec 0 v(x) = O(|z['~"A))

et Pn(z) = O(|z| ™) pour tout A.

Preuve : Considérons, y € K, il existe Rx > 0 indépendant de y tel que pour tout @ vérifiant
|¢| > Rk, on a |ty — x| > |x|/2 > Rk/2 pour tout t dans l'intervalle [0,1]. On peut donc
appliquer le théoréme des accroissements finis entre 0 et 1 a la fonction ¢ — 0*U;;(x —ty). On
en déduit alors aisément la majoration pour tout y € K et |x| > Rk :

02U (x — y) — 02Uy ()| < Cla|' "2,

ol la constante C' ne dépend que de K et A. De sorte que la fonction
MUy * fj— < f1,1> Uy = / [i(@) (@ Uy(y — ) — P Uy())dy,
K

décroit comme |z|'"" *. Le méme type de raisonnement s’applique a tous les autres termes
intervenant dans la formule (4.4) et permet de conclure la démonstration.

4.2 Le cas de seconds membres distributions.
On généralise ici les produits de convolution & des données f € Wl_l’p (R™). On pose pour
p e DR") :
<Ujxf,o>pxp=<f,1 Z Wl
<Qix[,o>pxp=<[,7 Z ey
V(y) =< Uy, p(y —.) >= (Uij * 9)(y),
1Y) =< Qi o(y —.) >=(Qi*¥)(y).

Le lemme suivant donne des conditions pour que (4.5) et (4.6) aient un sens.

Lemme 4.4 Soient p €|1,+o0[ et | un entier quelconque tels que n/p’ ¢ {1,...,1}. Si f €
I/Vl_l’p(R”), alors Uyj * f est une distribution si et seulement si n/p > 1—1 et Q; x f est une
distribution si et seulement si n/p > —l.
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Preuve : Soit ¢, — 0 dans Dg(R") ot K désigne un compact de R*. Pour conclure sur Uj;
(resp. @) il suffit de prouver que la suite v, associée par (4.7) (resp vn associée par (4.8))
tend vers 0 dans Wi’lp’ (R™). Lorsque l > 1—n/p, on a (n+1—1)p’ > n de sorte que I'on conclut
aisément pour U;; * f grace a la proposition 4.2. Dans le cas contraire, il suffit de constater
grace a la proposition 4.3 que si par exemple [, ¢m # 0, alors ¢, n’appartient pas a Wi’lp , (R™)
et (4.5) n’a pas de sens. Le méme raisonnement s’applique pour Q; x f <

Nous allons maintenant que les produits de convolution définis auparavant coincident avec
les solutions du probléme (S) fournies par les théorémes 3.3, 3.5 et le corollaire 3.6. A cet effet,
on utilise la théorie des opérateurs intégraux singuliers de Calderon-Zygmund. Cette théorie
étudie en particulier les propriétés de continuité d’opérateurs qui sont de la forme :

p — (Kyp)(y) = lim k(y — a)p(w)de. (4.9)

e—0 |$7y|>€

ol k satisfait la définition suivante :

Définition 4.5 Soit k£ une fonction localement intégrable en dehors de 'origine. On dit que &
est un noyau de Calderon-Zygmund si il existe une constante C' > 0 telle que :

i) pour tout & # 0, |k(z)| < Clz| ™.

ii)Pour tout ¢ = 1,...,n, la distribution 0;k(x) est une fonction localement bornée en dehors
de Dorigine , et pour tout & # 0, |9;k(x)| < Clz| ™ .

iii) opérateur défini pour ¢ € D(R") par (4.9) se prolonge en un opérateur continu de L*(R")
dans L*(R").

L’intérét majeur de ces opérateurs est qu’ils se prolongent en opérateurs continus sur certains
espaces LP avec poids. En particulier, 'opérateur

Kij o Kijo = AUy x ©) + (1 + c3(n))dijo = 0i(Qj * ) + c3(n)dsp

appartient a cette classe d’opérateurs. En effet, si ¢ appartient & D(R"), on montre de maniére
classique que

(Kijp)(y) = —2c2(n) lim kij(y — x)o(x)de. (4.10)

e—0 ly—z|>e

Les deux premiéres conditions de la définition sont trivialement vérifiées par tous les noyaux k;;.
La troisiéme, plus délicate, se vérifie par exemple en utilisant un résultat donné dans |Tor86]
(Chap XI, def. 5.1 et Th 5.4) qui exploite les propriétés de décroissance et de symétrie des
noyaux k;;. De plus, les opérateurs,

Kij © WP (R") — WP(RY), avec —n/p <1< n/p, (4.11)
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sont définis et continus, propriété qui découle de Pappartenance du poids p & la classe A, de
Muckenhoupt ( ¢f.[Mey90] Chap. VII,Cor. 2, p. 255, et [Tor86] Chap. IX).
On utilisera aussi les inégalités de Calderon-Zygmund suivantes démontrées dans [Amr94al,

Vu € D(R"), ||D2u||Wlo,p < C’||Au||Wlo,p sin/p' ¢ {1,...,1} et n/p > —l. (4.12)
On est maintenant en position d’établir certaines propriétés de continuité.

Proposition 4.6 Soient | un entier et p €]1,400] tels que 1 — n/p < | < n/p', alors, les
opérateurs de convolution par U;; sont continus de I/Vl_l’pJ_P[lH,n/p,] dans I/Vll’p.

Preuve : Soit f appartenant a I/Vfl’p LPyj1-nspy, il existe une fonction x dans W?’p et une
constante C' > 0 indépendante de f telle que :

divx = f et ||X||W?’p(R") < O||f||wl*1’P(Rn)'

En effet, il suffit de prendre x = V(A)~!(f) en prenant pour A Iisomorphisme (1.2) ou son

dual suivant le signe de I'entier [. Par conséquent, pour toute fonction @ appartenant a D(R"),
on a,

| < V(UZ] * f),0 >D'«D | = | < diVX, Uij x div @ >W7

4

< | <x,D*(U; = 6) >

a
L xw P
an
WP x WP

Grace a la proposition 4.2 | les fonctions U;; * @ appartiennent a Wfﬁl(R”) C Wf’lp’ (R™). De
plus, l'inégalité (4.12) s’étendant par densité a toutes les fonctions de WE}P' (R™). On déduit de

la propriété (4.11) :

| <V(Uij = [),0 >pxp | < Cllx lworll (1+¢3(n))0;;0 + K0 ||

wor'
< Ol X o 18 oy
et donc,
IV (Ui % f) lwor < CIL F lly-ve
D’autre part, en travaillant directement sur U;; x f, il vient :
| <Uij* f,0 >pxp | = | <x, V(Uij * 0) >W?,pxwg’f: | <l x ||W;)p|| V(U;j * ) ng’zp“

Comme U;; 0 € W%’ﬁl, on a d’aprés le théoréme 1.2 :

| V(Uij 0) » < C|| D*(Us; + 0) lyyopr

|| 0,p
W2,
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de sorte qu’en utilisant l'inégalité (4.12) et la propriété (4.11), on obtient :
| < Uy = 10> | <ONS lypooll0llyay. O

Le traitement de la “pression élémentaire” est plus aisé, car il ne fait intervenir que des
dérivations d’ordre 1. En particulier, on montre de maniére essentiellement similaire

Proposition 4.7 Soient | un entier et p tels que, —n/p <1 < n/p', les opérateurs de convolu-

tion par Q; sont continus de I/Vl_l’pJ_P[lAan/pq dans I/Vlo’p.

L’énoncé suivant donne les conditions pour lesquelles les solutions abstraites construites par
les théorémes 3.3, 3.5, et le corollaire 3.6 s’écrivent explicitement sous forme de convolution.

Théoréme 4.8 Soient | un entier et p tels que 1 — n/p < I < n/p' et (f,g) appartient a
(W, 7 x W) LSy41-n/p), alors la formule (4.4) a un sens et définit 'unique solution du
probleme (S) dans WP (R*) x WP (R).

Preuve : Suite aux hypothéses sur p et [, on a Syy1-n/p) = Plsi—n/p] X Pi—nyp) €t on peut
appliquer les propositions 4.6 et 4.7. Il suffit donc pour démontrer le résultat de s’assurer que
la fonction h = V(F % g) et son laplacien appartiennent a de “bons espaces”.

Plus précisément, les hypothéses vérifiées par ¢ font, d’aprés [Amr94a| que F x g est toujours
dans W/ ?(R"). Par conséquent h appartient a W, et Ah a Wl_l’pJ_’P[?H_n/p,]. Toutes les
convolutions sont donc définies au vu des résultats précédents, et le couple (u, q) défini par la
formule (4.4) est solution du probléme (S). <

L’étude précédente permet d’affiner ’analyse du comportement asymptotique des solutions
du probléme (S). En particulier, les deux résultats suivants étendent ou précisent les résultats
de la remarque 3.7. On considére dans un premier temps le cas de données distributions a sup-
port compact. Les solutions décroissent alors a I'infini comme pour des données réguliéres. Ce
résultat est comparable au théoréme V.3.2. de |Gal94a| qui établit une représentation asymp-
totique des solutions du probléme de Stokes dans un ouvert extérieur pour f € LP & support
compact et g = 0.

Proposition 4.9 Soient (f,g) € Wy "P(R*) x LP(R*) & support dans un compact K. La
formule (4.4) définit une solution (w,7) du probleme (S). Sin > 3, celle-ci est l'unique
solution de (S) telle que w et w tendent vers 0 a linfini. Sin = 2, celle-ci est, & un élément
de Sy pres, U'unique solution de (S) telle que u(x) = O(In|x|) et © tende vers 0 a linfini. De
plus, (uw, ) admet le développement asymptotique fourni par la proposition 4.3

Preuve : Soit [ tel que 1 —n/p < [ < n/p, alors (f,g) € W, "P(R*) x W?(R"). En particulier,
sip € D(R") telleque [ =1,onaf = Flflavee, fl =<fi,1>petf?c Wl_l’p(]R”)J_’PO.
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Grace a la proposition 4.2 et au théoréme 4.8, on vérifie que la formule (4.4) définit (u', 7')
associés & (f',0) et (u? 72) associés a (f2,g). Par conséquent, (u,7) = (u! + u? 7 + 72)
définit une solution du probléme (S). D’autre part, si By est une boule ouverte contenant K,
on sait qu’il existe w € WP(By) satisfaisant le probléme :

Aw = f? dans B et w = 0 sur 0Bg.

De sorte qu’en prolongeant Vw par 0 en dehors de B et en notant y la fonction prolongée, on a
f? = div y avec x € LP(R") a support dans By. Soient x,, et g,, des suites de D(R") a support
dans By approchant x et g dans LP(R"). Grace aux propositions 4.6 et 4.7 , u? est la limite
dans W, P(R"), de u2, = 3> Ui, * (div Xm)x — V(F * g,n). Or, la proposition 4.2 s’applique a
chacun des éléments de cette suite et donne, pour tout || > Ry et tout multi-indice A

[0*up, ()] < Ok (Ixtmllzr + lgmlln) 2] (4.13)

En particulier, comme x,, et g, sont de Cauchy dans LP(R") et a support dans K, elles sont
de Cauchy dans L'(R"). La suite 9*u?2, (x)|z|*~'* est donc de Cauchy dans L®({z, |z| >
Rk}). Elle converge donc uniformément et on peut passer a la limite dans (4.13). Le méme
résultat découle pour u' de la proposition 4.2. Quant aux propriétés d’unicité, elles découlent
directement des propriétés des polynoémes sur R*.

Les développements asymptotiques précédents sont fortement liés au propriétés de support
compact des données. Cependant, on peut abandonner cette hypothése, tout en conservant
d’intéressantes propriétés asymptotiques pour les solutions du probléme (5).

Théoréme 4.10 Soient | un entier et p > n > 3 tel que n/p’ = [+ 1. On considére f €
W, "P(R?) et g € W)P(RY). Alors, il existe une unique solution (w, ) du probleme (S) telle
que u tende vers 0 a linfini et m € I/Vlo’p(R"). De plus,

u;(x) = Z < fi 1> Ugj(z) + o(|z|*™).

Preuve : On utilise la décomposition f = f' + f? introduite pour prouver la proposition
4.9. Les convolées de f* et £* sont donc bien définies et fournissent chacune un des termes du
développement grace, en particulier, au lemme 1.3 et au corollaire 4.3.

On notera que ce résultat est optimal dans le sens ou dés que n/p’ > [+ 1 le développement
asymptotique n’est plus vérifié. Il améliore en particulier les résultats contenus dans |Gal94a).
On notera aussi qu’il ne requiert aucune condition de compatibilité sur les données, contraire-
ment au théoréme 3.3 ou au corollaire 3.6. D’autre part, ce type de démarche peut étre étendu
a beaucoup d’autres valeurs de p et [. Alors le terme dominant reste inchangé alors que 'ordre
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de décroissance du reste dépend de p, n et [. Le choix de données données plus réguliéres permet
aussi d’obtenir un développement asymptotique de la pression 7 qui n’a pas de sens sous les
hypotheéses faibles précédentes.
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