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Abstract

Dans ce rapport, nous cherchons & établir des conditions suffisantes et éventuellement néces-
saires de stabilité L? pour des méthodes de volumes finis du premier ordre en temps et en
espace, appliquées aux équations de Maxwell. En deux dimensions d’espace, nous proposons
une condition suffisante de stabilité d’'une grande généralité, puisqu’elle est valable pour toute
forme de volumes finis, avec des conditions aux limites absorbantes ou métalliques. Nous mon-
trons que cette condition est également nécessaire pour une classe de maillages réguliers. En
trois dimensions d’espace, la condition suffisante prend une forme similaire. Cependant, cette
condition n’est jamais nécessaire. Nous indiquons une nouvelle condition suffisante de stabilité,
plus large, et qui s’avere nécessaire pour des maillages en parallélépipédes rectangles.

L? STABILITY OF FINITE VOLUME SCHEMES
FOR THE MAXWELL SYSTEM IN TWO AND THREE DIMENSIONS
ON ARBITRARY UNSTRUCTURED MESHES.

Résumé

In this report, we investigate sufficient and possibly necessary conditions for the L? stability
of first-order accurate finite volume schemes for Maxwell’s equations. In two space dimensions,
we yield a very general sufficient condition, since it is valid for any form of cells, with metal-
lic or absorbing boundary conditions. We show this condition is also necessary for a class of
regular meshes. In three space dimensions, the sufficient condition takes a similar form. Ho-
wever, we show it is never necessary to achieve stability. We propose another more complex
sufficient condition for L? stability, which turns to be also necessary for regular meshes made
of parallelepipedic elements.



Table des matiéres

1

2

Introduction

Equations de Maxwell TM en 2D

2.1 Systéme arésoudre . . . . . ...l
2.2 Volumes finis triangulaires . . . . . . .. ... .o Lo
2.2.1 Imtroduction . . . . . . . . ...
2.2.2 Propriétés des matrices . . . .. ...
2.2.3 Estimations d’énergie . . . . . . ... Lo
2.2.4 Condition suffisante de stabilité . . . . . . .. .. ... ... ..
2.3 Généralisations . . . . . . .. Lo
2.3.1 Eléments quelconques . . . . . . .. ...
2.3.2  Autre traitement des conditions aux limites métalliques . . . . . . . ..
2.3.3 Schémas implicites . . . . . . .. .
2.4 Condition nécessaire de stabilité . . . . . . . . ... o oo

Equations de Maxwell en 3D

3.1 Systéme drésoudre . . . . ... ... ...
3.2 Volumes finis tétraédriques . . . . . . . .. ...
3.2.1 Introduction. .. . ... ... ... ....
3.2.2 Propriétés des matrices . . . .. .. ...
3.2.3 Estimations d’énergie . .. ... ... ..
3.2.4  Condition suffisante de stabilité . . . . . .
3.3 Généralisations . . . . . ... . oL
3.3.1 Eléments quelconques . . . ... .....
3.3.2 Schémas implicites . . . . .. .. .. ...
3.4 Condition nécessaire de stabilité . . . . . . . . ..
3.4.1 (69) n’est jamais nécessaire . . . . . . . .

3.4.2 Vers une condition nécessaire et suffisante
Autres estimations théoriques

Conclusion

© 00 O U = w W [\V]

— = =
_ = O ©

12
12
13
13
14
15
17
19
19
20
20
20
21

21

22



1 Introduction

De nombreuses méthodes numériques ont été utilisées pour la résolution des équations de
Maxwell instationnaires. A co6té des méthodes de différences finies, fondées sur le schéma de
Yee [12], sont apparues récemment des méthodes en volumes finis, depuis longtemps utilisées en
mécanique des fluides. Contrairement aux méthodes en différences finies, ces derniéres s’adaptent
naturellement aux maillages non-structurés [3].

La stabilité de méthodes en volumes finis est une question étudiée depuis de nombreuses
années. Pour des maillages réguliers et structurés, plusieurs types d’approches sont possible. La
plus utilisée est 'approche de von Neumann par modes de Fourier [1], qui donne un résultat sur
la stabilité L? d’un schéma numérique. L’approche par équation équivalente n’en est pas trop
¢loignée [11], mais n’est également valable que sur maillage régulier. Elle donne un résultat de
stabilité approché, puisqu’il concerne la solution continue de I’équation équivalente du schéma
numérique. Ces deux types d’approche ne traitent pas le probléme des conditions aux limites.
L’approche par équation équivalente est purement locale, tandis que ’approche de von Neumann
ne traite que des problémes infinis ou avec conditions aux limites périodiques.

La notion de schéma & variation totale décroissante, introduite par Harten [6], a permis de
démontrer la stabilité L de schémas en volumes finis sur des maillages non réguliers, mais
mono-dimensionnels.

On s’attache dans ce rapport a 1’étude de la stabilité L? de schémas en volumes finis en
deux et trois dimensions d’espace sur maillages non-structurés, avec des volumes finis de forme
quelconque, et en incluant deux types de conditions aux limites. Le type de méthode énergétique
utilisé s’inspire de démonstrations pour des méthodes d’éléments finis [2].

On s’intéresse plus particuliérement ici au systéme des équations de Maxwell. Pour ce sys-
téme hyperbolique linéaire, on s’intéresse au schéma décentré d’ordre un, et on cherche a établir
la limite de stabilité du schéma d’Euler explicite en temps. L’étude est d’abord menée en deux
dimensions d’espace pour les ondes transverses magnétiques (TM) - il en va exactement de
méme pour les ondes transverses électriques - puis dans le cas général en trois dimensions d’es-
pace. Une étude similaire pourrait étre menée pour ’équation d’advection en trois dimensions.
On considére un domaine borné, avec des conditions aux limites absorbantes (pour la frontiére
extérieure du domaine) et des conditions aux limites métalliques (autour d’un obstacle par
exemple).

Ce rapport s’articule ainsi: dans la section 2, pour les équations de Maxwell en deux di-
mensions d’espace (ondes TM), on établit une condition suffisante de stabilité de la méthode
numeérique (schéma décentré du premier ordre, schéma d’Euler explicite du premier ordre en
temps) sur une triangularisation quelconque, pour des volumes finis triangulaires, avec condi-
tions aux limites absorbantes ou métalliques. On étend ensuite cette condition suffisante aux
volumes finis de forme quelconque. On montre enfin que la condition suffisante établie est éga-
lement nécessaire pour des maillages réguliers. On procéde de méme dans la section 3 pour
le systeme de Maxwell en trois dimensions d’espace. On démontre cependant que la condition
suffisante de stabilité établie pour des volumes finis quelconques n’est jamais nécessaire. Ce-
pendant, nous donnons une estimation d’une limite de stabilité plus grande, qui est de plus
nécessaire pour une partition en volumes finis réguliers.



2 Equations de Maxwell TM en 2D

2.1 Systéme a résoudre

On considére les équations de Maxwell (ondes TM) en deux dimensions d’espace (milieu

homogéne de paramétres €, p et euc? = 1). Les grandeurs E., H, et H, sont solutions des
équations suivantes:

dE, _ OHy  9H,

G o

ot = ~ay (1)
OHy _ 9E,

LT ox

Les équations sont posées dans un domaine borné €. On impose sur le bord 92 du domaine
deux types de conditions aux limites: des conditions de type "bord métallique" autour d’un

obstacle par exemple, sur 0€2,,, et éventuellement des conditions absorbantes sur la frontiére
fictive a l'infini 9Q (voir Figure 1).

O

Fi1G. 1: Domaine Q et bords du domaine

En deux dimensions d’espace, et pour des ondes TM, la condition au bord métallique s’écrit
E. = 0. La condition absorbante dans la direction sortante unitaire 7 que nous considérons est

la condition absorbante de Silver-Miiller d’ordre un, qui se réduit en deux dimensions d’espace
et pour des ondes TM, & £, = cu (nyH, — nyHy).

Par le changement de variables suivant:

E, =pu
H,=%
on se rameéne au systéme du premier ordre
u u
v + Al v +B| v 0, (3)
w /, w w

€T

Y



ou les matrices symétriques A et B sont données par

0 0 —c 0 ¢ O
A= 0 0 O , B = c 0 0 (4)
—c 0 0 0 0 O

Le systéme précédent est hyperbolique strict, puisque pour tout couple de réels («, ) non
simultanément nuls, la matrice « A+ 3B est diagonalisable dans R, a valeurs propres distinctes
et égales a

pr =cyva’ + 5 (5)

La condition aux limites métalliques s’écrit maintenant u = 0 sur 9€2,, et, sur {2, la condition
absorbante dans la direction sortante unitaire 7 se transforme en v — nyv + n,w = 0.

2.2 Volumes finis triangulaires
2.2.1 Introduction

On suppose que l'on dispose d’une triangulation quelconque, en particulier non nécessai-
rement structurée, du domaine €2. On considére une méthode de volumes finis centrés sur les
éléments, c’est-a-dire pour laquelle les cellules sont les triangles de la triangulation. Pour chaque
triangle 7;, A; représente sa surface. Pour chaque aréte a;; interne du maillage, entre les triangles
7; et T, on note ii;; = (nijz, Nijy) la normale a 'aréte, orientée du triangle 7; vers le triangle
7; et de norme L;j, ot L;; est la longueur de 'aréte. Pour une aréte du bord du domaine, les
méme grandeurs sont définies, j jouant le role de 'indice d’un triangle fictif a 'extérieur du
domaine. Le schéma conservatif en volumes finis s’écrit:

wnrtl
Aty t Z Fi; =0, (6)
JEV:

o W =! (u,v,w), l'indice i représente le triangle 7;, At est le pas de temps et W/ est une
approximation de la valeur moyenne de W sur le triangle 7;. L’ensemble V; est I’ensemble des
triangles voisins du triangle 7; (ayant une aréte en commun).
Les flux numériques F;; sont donnés pour des arétes internes par

Fyj = (Angje + Bnijy) "W/ + (Angje + Bngjy)” W, (7)
ou les exposants =+ signifient les parties positive et négative de la matrice considérée, apreés
diagonalisation. Ce schéma, d’ordre un en espace, est une extension directe du schéma décentré
monodimensionnel de Harten, Lax et van Leer [7]. Il utilise un solveur de Riemann exact,
disponible pour un systéme hyperbolique linéaire. Pour une aréte du bord métallique 9€2,,, la
valeur manquante W;" au nceud fictif est prise (état miroir pour la condition au bord u = 0)
égale a

0
0 | wnr. (8)
1



Pour une aréte de la frontiére & linfini 0{2+, la condition de Silver-Miiller d’ordre un est a
nouveau imposée de manicre faible, cette fois en prenant W' = 0. Il s’agit alors de ne pas
prendre en compte les ondes entrant dans le domaine. Le flux au bord vaut donc

Fyj = (Anijo + Bnij,) "W/ (9)

Pour mieux comprendre pourquoi le flux (9) traite de maniére faible et consistante la condition
aux limites absorbante, il suffit d’observer que, pour tout état W =! (u, v, w), on a:

(Aniju + Bnijy)W = (Angj, + Bnij,)™W
e, _ My, Mz y
e (u ;" Ly w) Ha
ijx

Dans la suite, les exposants " sont omis, puisque nous étudions un schéma d’Euler explicite.
2.2.2 Propriétés des matrices
Pour chaque aréte a;j, on note désormais M;; la matrice
M;; = Anijp + Bnyjy = cLijMij. (10)
On a bien str les propriétés élémentaires:
iy = —iij,  Mj=—-M;,  Mj=—DM; (11)
D’autre part, pour chaque triangle du maillage, on a les propriétés de type géométrique:

> ity =0, > M =o. (12)

arétes arétes

On utilise le vecteur normalisé¢ n;; = ;; / L;j. La matrice M;; est diagonalisable, de valeurs

propres A\g = 0, Ay = 1 et A\_ = —1, respectivement pour les vecteurs propres (deux a deux
orthogonaux)
0 1 -1
0 ~ ~ _ ~
W=\ Ao |\ Wy =1 fy | Wy =1 Ay | (13)
Nijy —Nijz —Nijx

Les parties positive et négative de Mij sont données par

1 Tijy _ TNija
+3 2, 2 1
rt Nijy Ny NijaTijy _ 4wt gt
M=t T glum | o anwE W (14)
_ Nije Nijalijy Nija
3 T 2 +-3

On note ‘MZ

= M;f — MZ; On a les identités remarquables suivantes:

Y Vi Y VEIVE: VEs
M5+ M = My;, MGM;5 = +M;

5 MM =o0. (15)



2.2.3 Estimations d’énergie

On cherche a démontrer une condition nécessaire et/ou suffisante de stabilité de type L? du
schéma aux volumes finis précédent. Pour cela, on ne peut pas utiliser une approche par modes de
Fourier, puisque la triangulation est quelconque. On utilise alors une approche "énergétique",
ou l'on cherche une forme quadratique définie positive qui pourrait jouer le role de fonction
de Lyapunov pour la suite discréte des inconnues W™. On propose l’énergie suivante (dont
I’expression est directement dérivée de la version discrete de l'énergie électromagnétique en
deux dimensions)

EM =" AW W (16)

)

Nous cherchons sous quelle(s) condition(s) I’énergie précédente ne croit pas au cours d'un pas
de temps. Nous pourrons alors conclure que le schéma est stable, puisque I’énergie reste bornée
(entre zéro et sa valeur de départ) et qu’elle est une forme quadratique définie positive des
inconnues numériques du probléme.

Nous utilisons une nouvelle expression des flux numériques Fj;:

Fij = CLl'j (M;;Wl + MZ;W])
c ~ ~
= 5Ly [Mij(Wz' +Wj) - ‘Mij

AW
ou on a posé¢ AW;; = W; — W;. En notant AE = Entl — €7 nous avons:

AE = 30 —eAEST LW [N (Wi + W) - ‘Mij
7 JEV:

AWij)}
2

AW

At ~ ~
+y Ve Lij [Mz'j(Wz'Jer) - ‘Mz’j
i b gevs
Dans le dernier terme de ’équation précédente, on a utilisé 'abus de notation X? pour ‘X X.
On a aussi maintenu la notation W; pour les arétes frontiéres (il faut garder a l'esprit que W;
est un état miroir pour les bords métalliques et est nul pour la frontiére infinie), ainsi que le
sens de la différence AW;;. Notons respectivement T3 et T3 les termes d’ordre un et deux en At
dans I'expression de AE. Les termes de T peuvent étre regroupés deux a deux suivant les arétes
a;;, sauf pour les termes correspondant aux arétes frontieres. On utilise aussi la décomposition

du flux F;; avec Mij et ‘Mij . On a alors:
arétes aris M(W W) — ‘M AW ] +
o= Y —eAtLy |, R Y
internes W; [Mji(Wj + Wi) - ‘Mji AWji]
arétes : 5 -1 0 0
+ > =2eAtLi; |'Wi | MEWi+ MG [ 0 1 0 | W,
bord 0, 0 0 1
arétes ~ ~
+ Z —CAtLij [tWiMijWi -I—tWi Mij Wz]
bord 09



Pour les arétes frontiéres du bord métallique 952,,, une recombinaison élémentaire donne

arétes
T = Z —At [tWiMijWi + thMjin + tAWij |MU| AWZ'j]
internes
arétes 2 0 0
+ Z —At tWiMijWi + CLl'thl' 0 0 0 W;
bord 0, 0 0 O
arétes
+ Z —At [th'Ml'jWi + th' |Ml]| Wl]
bord 0«

Remarquons alors qu'une recombinaison par triangles cette fois-ci élimine une partie des termes.
En effet,

arétes arétes
Ty = Z [th'Ml'jWi + thMjin] + Z [tWiMijWi]
internes bords 0Q, |J 020
= Z ‘Wi Z M;; | Wi
triangles @ JEV;
= 0

Donc on a finalement,

arétes arétes 2cLi; 0 0
Ty=  —At Y AW M| AW — At Wil 0 0 0 | W
internes bord Q. 0 0 0
arétes
—AE > W M| W (17)
bord 0«

Le terme T est clairement négatif. Le terme T étant d’ordre 2 en At, ce résultat partiel nous
assure déja de la stabilité du schéma pour At assez petit. Pour les termes d’ordre deux, on

garde les mémes notations pour les termes de bord, puisque toutes les grandeurs utilisées ont
été définies. On a:

[ 2
A 2
3 1 . Vl
:JE )
At?
i b liev
At? | B ’
= 255 ZV | M5 A
¢ LJEVi

Le passage de la premiére a la deuxiéme égalité se fait en utilisant l'identité remarquable (12)
sur la somme des matrices M;; dans un méme triangle. On a donc le résultat global suivant



pour T5:

At? _
Ty = Z 1 ]%; [Mij AWU] (18)

2.2.4 Condition suffisante de stabilité

Le terme T, peut étre majoré. On envisage de majorer dans chaque triangle le terme X;
défini par
2

Xp= |30 [mgawy]| (19)
jev:

Plus précisément, on va majorer X; par un somme de termes quadratiques tAWijQijAWij, ou
(0;j est une matrice dépendant seulement de M;; si possible. Une premiére majoration grossiere
peut étre obtenue en utilisant la version vectorielle de 'identité (x +y + 2)? < 3(2? +y? + 22),

X; <3 Z tAWijMi;Mi;AWij =c Z [3Lij] [tAWZ'j (—M;) AWU} . (20)
JEVi JEVi

Pour cette premiere majoration, on n’a pas utilisé la forme particuliére des matrices M;; dans
un méme triangle. Or, on a:

MZ;AWU = Oéile'jW»i (21)

70

C ¢
2L

avec aj; = —g tWi;AWl-j et a?j = — AWijMi;AWij. (22)

tj
2
On a X; = (ZjGVi a;j Lij WJ) . On peut donc utiliser une majoration du type
(O~ L) < (OO0 Lip (Y Lijay), (23)
JEV; JEV; JEV;
qui donne, en utilisant le fait que la norme des vecteurs Wl; est /2,
X; <203 L) (Y Lija)).
JEV; JEV;

On fait finalement apparaitre des matrices Q;; en réécrivant la formule ci-dessus a l’aide de

22), en utilisant la notation P; = Y .., L;; pour le périmétre du triangle 7;,
JEV: U g

Xi <P, j%; o (=) awy). (24)

Cette formule est a comparer avec celle donnée en (20). On obtient finalement pour T3 la
majoration suivante:

o (=) awy]. (25)



Ainsi, on a, en éclatant & nouveau les sommes en sommes par arétes, et en reprenant les défi-
nitions de W; et AW;; pour les arétes du bord 0Q2,

arétes
P, At? P; At?
o< - > Awy [76 M+ MT} AW
7

internes
arétes -2 0 0 -2 0 0
P;At?

— Y wi[ 0 00 {CZ#MU] 0 00 |wW

bord 9%, 0 0 O ¢ 0 0 O

arétes

cP, A2

- 2 W{ T Mij]Wz- (26)
bord 9ee !

On regroupe maintenant le terme 77 donné par (17) et la majoration du terme 75 obtenue
ci-dessus (26). En utilisant la matrice symétrique T;; de diagonalisation de M;;, c’est-a-dire
Mij = tﬂjDijT%j, avec Dij =1 (0, CLZ'j, —CLZ'j), on trouve finalement:

0 0 0
arétes 0 CAtPj 1 0
AE < cAt Z LithWl'jtTl'j 2Aj B TzAWz]
internes CALP;
0 0 -1
24;
cAtP;
arétes 1 2 0 0
+cAt Z Lithi 10 0 0 W;
bord 8Qm 0 0 0
. 0 0 0
arétes 0 1 0
—l—CAtb %Q Ll'thl'tT%j CAt]Di , Tz]Wz
Ore OR%ee 24;

Ainsi, une condition suffisante pour que le schéma soit stable en norme L? est que tous les
termes diagonaux ci-dessus soient négatifs, i.e.

V aréte interne a;;, cAt P; <2A; et cAt P; < 2A4;
V aréte frontiere a;; € 082, |J 000, cAt Pi < 2A4;

Cette condition se réécrit, en parcourant toutes les arétes,

24;
P avec P, = Z L;;. (27)

! JEV:

cAt < min
7;

Il est intéressant de noter que la premiére majoration (20) conduit au résultat un peu plus faible
suivant: le schéma est stable si cAt est plus petit que le tiers de la plus petite hauteur d’un
triangle dans le maillage.
2.3 Généralisations

2.3.1 Eléments quelconques

On suppose désormais que l'on dispose d’une partition quelconque du domaine {2 en un
nombre fini de polygones connexes (ayant un nombre fini de cotés) qui seront les cellules de la



méthode de volumes finis. Pour chaque cellule 7;, A; représente sa surface. On appelle désormais
aréte (d'une cellule du maillage) la ligne polygonale commune a deux polygones. Pour chaque
aréte a;; = 7; () 7; interne du maillage, on note ;; = (nijz, nijy) 'intégrale le long de I'aréte de
la normale a l'aréte, orientée de la cellule 7; vers la cellule 7;. On note de plus L;; = ||7i;;]|. Pour
une aréte du bord du domaine, intersection entre le bord du domaine 9€,, | J 92« et une cellule
au bord du domaine, les méme grandeurs sont définies, j jouant le role de I'indice d’une cellule
fictive a I'extérieur du domaine. Enfin, on note V; ’ensemble des indices des cellules voisines de
la cellule 7; (ayant une aréte en commun).

Le schéma conservatif en volumes finis s’écrit de la méme maniére que pour les triangles (6).
Les flux numériques Fj; sont encore donnés pour des arétes internes par (7) et on utilise encore
I’état miroir (8) pour les flux de bord a travers les arétes de 9€2,, et un état fictif nul pour les
flux de bord a travers les arétes de 00 .

Les propriétés élémentaires des matrices, écrites en (10-15), et toutes les estimations d’éner-
gie faites sur les triangles (jusqu’a I’équation (18)) sont toujours valables. En effet, on n’a pas
utilisé la forme particuliére des triangles. Par contre, la majoration (20) du terme X; n’est plus
valable, car elle utilise explicitement le fait qu'un triangle a exactement trois voisins, ce qui n’est
pas le cas pour des cellules quelconques. Pour étre complet, on pourrait quand méme utiliser
une majoration de ce type, ou le nombre 3 serait remplacé par le nombre maximal de cellules
voisines pour une cellule dans la partition. Par contre, la majoration (23) ne dépend nullement
du nombre de voisins.

Toutes les étapes menant au résultat (27) sont valides, et celui-ci est donc obtenu pour une
méthode de volumes finis quelconques. Nous le rappelons: le schéma en volumes finis (6-7)
est stable en norme L? si

24;
P'Z’ avec P, = Z L;;.
JEV;

cAt < min
7;

)

(28)

2.3.2 Autre traitement des conditions aux limites métalliques

Pour le traitement de la condition au bord u = 0 sur 9€2,,, on peut étre tenté d’utiliser un
autre flux que celui utilisant un état miroir. Une autre maniére classique de procéder est de
prendre le flux suivant a travers ’aréte frontiere a;;:

0 U;
Fjj=M; | vi |,avecW;=1| v |. (29)
w; wj

Ce flux est différent du flux décentré entre W; et son état miroir. On peut d’ailleurs montrer
qu’il n’y a pas d’état W; tel que F;; soit égal a un flux décentré entre W; et W;. Cependant, on
montre facilement que ces flux aux bords métalliques ont tendance & produire de I’énergie. Par
exemple, pour un champ constant dans tout le domaine (sans frontiére infinie 0€2,), on a:

arétes 2
AE = u? P At Z l (30)
bord Q.. "

Ainsi, on ne pourra pas démontrer la décroissance de I’énergie, ni donc la stabilité L? du schéma
par ce moyen.

10



2.3.3 Schémas implicites

On s’intéresse ici & une classe de schémas implicites en temps, couplés au méme schéma en
espace. Le schéma (6-7) peut s’écrire de maniére formelle

Wl =W+ AtAW", (31)

ou W™ est le champ des inconnues & l'instant t" et A est une matrice, non symétrique, dépendant
uniquement de la géométrie et de la vitesse c. Dans le méme temps, on peut réécrire I’énergie
(16) sous une forme similaire,

E" ="WrEW™, (32)

ou la matrice E est bloc-diagonale, symétrique définie positive. En termes matriciels, la condition
de stabilité (28) est équivalente &
24; At
cAt < min Pl = (VW, tw {]EA + TtA]EA} W < 0) : (33)

i [

On s’intéresse ici aux schémas implicites suivants:
Wt = w4 AtAW™ Y avee WY = (1 — )W + oW (34)

ou 6 est un parameétre fixé dans |0, 1]. Ce schéma est seulement d’ordre 1 en temps, sauf pour
6 =1/2, ou il est du second ordre. On a successivement:

W= W — gAtAW

Wn+1 _ Wn+9 + (1 _ 9)AtAWn+9
1—-20)At
£ = &' 4 2Af W |EA + %tA]EA Wt
Le schéma implicite (34) est donc stable si
24;

cAt(1 —20) < min 2

(35)

En particulier, le schéma est inconditionnellement stable si § > 1/2, et conditionnellement
stable si 6§ < 1/2.

2.4 Condition nécessaire de stabilité

Il est difficile d’établir une condition nécessaire de stabilité avec un critére énergétique,
puisque la matrice d’évolution (A dans (31)) n’est pas symétrique. Sur le cas particulier d’un
champ uniformément nul, sauf sur une seule cellule ou il est de la forme particuliere W =
¥(u,0,0), on arrive néanmoins a démontrer que I’énergie peut croitre si

P.
cAt > min : 5 (36)
. | P? N Z L7
44, = 24;
JEV:
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Cependant, on peut montrer que la condition (28) est une condition nécessaire et suffisante
de stabilité pour des maillages particuliers, lorsqu’on considére un domaine égal & R? tout entier
ou lorsqu’on impose des conditions aux limites périodiques.

En effet, le schéma (6-7) peut se réécrire, grace a la propriété (12), sous la forme

Wit —wrp
;

A
At

+ Y (Angje + Bngy)~ (W) = W) =0. (37)
JEV:

On considére une classe de maillages (partitions en volumes finis) particuliers pour lesquels les

cellules peuvent étre coloriées en rouge ou en vert, de telle sorte que deux cellules voisines ont
des couleurs différentes. De plus, on demande que le maillage soit uniforme au sens suivant:

A, A
3 (P, A) tel T, S 2
(P, A) tels que V PP (38)

Nous allons exhiber un champ particulier de valeurs W; qui est amplifié par le schéma (37),
c’est-a-dire que W' = W; = Wi”+1 = AW, pour un réel A de module strictement supérieur a
un. Nous proposons le champ suivant:

W, =1, 0, 0), si7; est rouge
Wr =W, = r )y Yy ) 7 )
! ‘ { W, ="=1, 0, 0), si7; est verte.

On montre alors que le schéma (6-7) transforme le champ en:

wrtt—w,. P,

Vi, (7; rouge), AllT — T (Wv — WT) =0
: Wt —w, P,
\V/Z, (Z Verte), AZthU — 7l (WT — WU) =0
On a donc ALP ALP
) n c - c
Vi, Wi = W, avec \; =1 — T L=1- T
P 2A
Le schéma est clairement instable si > 2, c’est-a-dire si cAt > -

Ce résultat s’applique notamment aux maillages réguliers en rectangles (ou les cellules sont
les rectangles ou bien les triangles moitiés des rectangles [4] [ceux-ci étant coupés en deux de
maniére réguliére - méme sens, drapeau anglais, etc...|, ou encore les cellules médianes dont les
centres sont aux sommets des rectangles [5]), comme & bien d’autres maillages réguliers... Par
exemple, notre condition de stabilité est équivalente a celle proposée par Depeyre |4] pour des
volumes finis uniformes rectangulaires:

cAt  cAt

— 4+ —<1.
Ao T Ay S (39)

3 Equations de Maxwell en 3D

3.1 Systéme a résoudre

On considére maintenant les équations de Maxwell en trois dimensions (milieu sans sources,
homogéne de paramétres e, y, avec euc® = 1). Le champ de vecteur inconnu
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V =YFE,,E,,E.,H,, H,, H.) vérifie:

(OB _ OH. _ O0Hy

at — 0Oy 0z

68Ey 0H, _ OH.

ot 0z ox

pelon OHy _ 9H,

ot — Oz oy
o, _ 0By, _ ok. (40)

H=5¢ dz oy

0H, OE, OFE,

ot ox 0z

OH, _ 0E, _ Oby

\ 75 = oy dz

Les équations sont posées dans un domaine borné €. On impose sur le bord 92 du domaine
deux types de conditions aux limites: des conditions de type "bord métallique", i.e. 7 x E=0
sur 0€2,,, et éventuellement des conditions absorbantes sur la frontiére fictive & l'infini 0€.
Nous considérons la condition absorbante (dans la direction sortante unitaire 77) de Silver-Miiller
d’ordre un suivante:

ﬁxE:—cuﬁx(ﬁxﬁ>. (41)
Par le changement de variables
t
E, E, FE,
W = (—,—y,—,CHx7CHy7CHZ> ) (42)
A

A A A =0 43
8t+ “’"am+ y8y+ 7 0z ’ (43)
ot les matrices symétriques A,, A, et A, sont données (avec ¢ = —c) par
0000O00O0 0000O0TC 0000cO
00000 C 0000O0O0 000c0O0
0000¢c0 000cO0O0 0000O0O0
Az = 0000O00O0 Ay 00c0O00O0 A:= 0c00O00O0 (44)
00cO0OO0O0 0000O0O0 c00000
0c00O00O0 c00000O0 0000O0O0

Le systéme précédent est hyperbolique (non strictement), puisque pour tout triplet de réels
(nx,ny,nz) non simultanément nuls, la matrice n, A, + nyA, + n.A. est diagonalisable dans
R, & valeurs propres doubles et égales &

po =10

p+ = cy/ni +nj +n? (45)
p— = —cy/ni+ni+n?

3.2 Volumes finis tétraédriques
3.2.1 Introduction

On suppose que 'on dispose d’une trétraédrisation quelconque, en particulier non néces-
sairement structurée, du domaine €2. On considére une méthode de volumes finis centrés sur
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les éléments, c’est-a-dire pour laquelle les cellules sont les tétraédres eux-mémes. Pour chaque
tétraédre 7;, V; représente son volume. Pour chaque face f;; interne du maillage, entre les tétra-
édres 7; et 7;, on note ii;; = (Nijz, Nijy, Nij-) la normale & la face, orientée du tétraedre 7; vers
le tétraedre 7; et de norme S;;, ot S;; est l'aire de la face. Pour une face du bord du domaine,
les méme grandeurs sont définies, j jouant le role de 'indice d’un tétraédre fictif & 'extérieur
du domaine. Le schéma conservatif en volumes finis s’écrit:

wnrtl —wn
e IR (40
JEV:

ou l'indice ¢ représente le tétraedre 7;, At est le pas de temps et W est une approximation de
la valeur moyenne de W sur le tétraédre 7;. L’ensemble V; est I’ensemble des tétraédres voisins
de 7; (ayant une face en commun).

Les flux numériques F;; sont donnés pour des faces internes par

Fij = (Axnijx+Aynijy+Aznijz)+Win + (Axnijx+Aynijy+Aznijz)7W]n7 (47)

ou les exposants =+ signifient les parties positive et négative de la matrice considérée, apreés
diagonalisation. Ce schéma est d’ordre 1 en espace. Il utilise un solveur de Riemann exact,
disponible pour un systéme hyperbolique linéaire. Pour une face du bord métallique 9€2,,, la
valeur manquante W dans le tétraedre fictif est prise égale a I’état miroir pour la condition au

bord n;; x E = 0, c’est-a-dire

2 =t =
W]n _ Wln _ ( —.[3 + ?-_Zjnz] nz] 03 ) Win7 (48)
03 I3

ou 03 et I3 sont respectivement les matrices nulle et identité de taille 3. Le lecteur notera que
la notation anthj correspond & un produit tensoriel et a pour résultat une matrice de taille 3.
On voit bien que l'on impose faiblement que, & la frontiére, le champ E , & peu prés égal aux
trois premiéres composantes de (W;* + W/*)/2, est bien colinéaire a n;;.

Pour une face de la frontiére a l'infini 0Q2,, la condition de Silver-Miiller d’ordre un est
a nouveau imposée de maniere faible, cette fois en prenant W;" = 0. Il s’agit alors de ne pas
prendre en compte les ondes entrant dans le domaine. Le flux au bord vaut donc

Fij = (A;cnz-j;c+Ayni]~y+Azn¢jz)+W-". (49)

(2
Pour mieux comprendre pourquoi le flux (49) traite de maniére faible et consistante la condition
t - o
aux limites (41), il suffit d’observer que, pour tout état W = (E/u,cH), on a:
(Axnijx-I-Aynijy—i-Aznijz)W = (Axnijx—i-Aynijy-l—Aznijz)JrW
CSij n'{j X [n'{] X E 4+ uc n_{j X (n'{] X H)]

+ o -
21 [n;jXE—i-uC n_{jX (n_{]XH)]

Dans la suite, les exposants ™ sont omis, puisque nous étudions un schéma d’Euler explicite.

3.2.2 Propriétés des matrices

Pour chaque face f;;, on note désormais M;; la matrice

Mij = A;cnl-jw + Ayni]’y + Aznijz = CSijMij- (50)
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On a bien str les propriétés élémentaires:
ji=—ityj,  Mj=-Mg,  Mj=—M; (51)
D’autre part, pour chaque tétraédre du maillage, on a les propriétés de type géométrique:
d =0, Y M;=0. (52)
faces faces

On utilise le vecteur normalisé ’r:]:zj = 1i;;/S;j. Le vecteur ’r:]:zj est donc de norme unité. Pour
chaque face, on définit deux vecteurs tangents tw et tt” unitaires tels que le triedre (¢ Zj,ttij, i)
soit orthonormé direct. La matrice Ml] est diagonalisable, de valeurs propres doubles \g =

0, A = 1 et A\ = —1, respectivement pour les paires de vecteurs propres (deux a deux
orthogonaux)
a t = N ng ng il
Wz% :t(?ij: 0) W+: = (jyvt ij_? Wl]: (tj], ftm) (53)
WJ}" = (07 ﬁz’j) WJ (ttz tij) Wz; (t wvtm)
On a les identités remarquables suivantes:
v r— v vyt + T
M} +Mj; =My, M3SM;;=+M;, M}M; =0. (54)
On note ‘Mij = M; — Ml; On a:
~ 1 t t
+ +a +a +b +b| — 771+
ME o= 5 [W Wit Wt wit| = (55)
~ atrrr— bt —b| _
iy = -5 [Wij“ W+ Wt Wt = (56)

ou l’on a défini les projecteurs Hjj et H;j sur les sous-espaces propres associés respectivement a
/\+ =let A\. =—

3.2.3 Estimations d’énergie

On cherche 4 démontrer une condition nécessaire et/ou suffisante de stabilité de type L?
du schéma aux volumes finis (46-47) comme précédemment en deux dimensions d’espace. On
utilise désormais I’énergie suivante

= Vi'w Wy (57)
i
Nous cherchons sous quelle(s) condition(s) I’énergie précédente ne croit pas au cours d’un pas
de temps. Nous utilisons une nouvelle expression des flux numériques Fj;:

Fij = Csij (MJWz + MJVV})
= g Sij [Mz'j(Wi +W;) — | M
ou on a posé¢ AW;; = W; — W;. En notant AE = Entl _ €7 nous avons:
AE = gt ¢gm
> et Sy Wy [N (Wi + W) - ‘M]
i JEV;

+Z 2At2 ZSU [ W+W ‘Mij

AW

AWU)]

AW
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Dans le dernier terme de ’équation précédente, on a utilisé 'abus de notation X? pour ‘X X.
On a aussi maintenu la notation W; pour les faces frontiéres (il faut garder a l'esprit que W;
est I’état miroir W; défini en (48) pour les bords métalliques et est nul pour la frontiére infinie),
ainsi que le sens de la différence AW;;. Notons respectivement 77 et 75 les termes d’ordre un
et deux en At dans 'expression de AE. Les termes de 77 peuvent étre regroupés deux a deux
suivant les faces f;;, sauf pour les termes correspondant aux faces frontieres. On utilise aussi la

décomposition du flux Fj; avec Ml-j et ‘Mij . On a alors:
faces tw. | v (W N a7 .
T = Z —CAtSl'j th J\{z] (Wi + W]) ‘]\{z] AWU +
internes W; Mj'(Wj +Wi) - ‘Mji AW
faces
+ Z —ZCAtSl'j |:th' (M{;Wl + M;Wl)]
bord 0.,
faces
+ Z —CAtSl'j |:tWi Ml]Wl -|-tWi Mij Wl]
bord 0«

Pour les faces frontiéres du bord métallique 02,,,, une recombinaison élémentaire donne
_ ot Vs =11
X = 2'W; (MW, + MG W)

~ ~ L+ 2zt 0
='W, <2M$+2Mi}< 37T gz g g U3 W,

03 I3
- ~ —I3 0
o n _ 3 3 .
L YRS A PR |
— W, [WiyatWJGJFWJbtW#JF [WijatWija + W, b] ( Oi _;3 ﬂ "

ot Lot
= "WiMy;W; + 2'W, ( tij tig —Ettij iy 83 ) W;
3 3

On trouve alors, en notant II;; = t;-jtt_;-j + t?ijtt?ij le projecteur sur le plan de la face frontiére,

faces
T, = Z —At [tWiMijWi + thMjin + tAWij |Ml]| AWU]
internes
faces L. 0
+ > -At [tWiMijWi + 2¢S;;'W; ( o 02 > WZ}
bord 0€,,
faces
+ Z —CAtSZ'j |:tWi Ml]Wz + tWi Mij Wz}
bord 092

Remarquons que, par recombinaison par tétraédres cette fois-ci, une partie des termes se
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simplifie. En effet,

faces faces
T, = Z [tWiMijWi +thMjin] + Z [tWiMijWi]
internes bords 9, |J 00
-y ||
tétraédres i JEV;
=0
Finalement,
faces faces IL: 0
03
T, = —At. ZtAWij |Ml]| AWU — At Z QCSz'j tWi( 0;] 03 >Wz
internes bord 99,,
faces
—At Z th' |Ml]| W; (58)
bord 0«

Comme en deux dimensions, le terme 7 est négatif. Le terme T, étant d’ordre 2 en At, ce
résultat partiel nous assure déja de la stabilité du schéma pour At assez petit. Pour les termes
d’ordre deux, on procéde comme 3 la section précédente:

- 2
A 2
T = 24‘? > [My(Wi+ W)) — [ M| AWy]
7 ¢ €V
ZJE 2
At
= DT | 2o MW+ W) — M| AW
i ¢ L TEV:
- 2
At? _
=2 2V z]; ReEe]
) LIEV:

Le passage de la premiére a la deuxiéme égalité se fait en utilisant l'identité remarquable (52)
sur la somme des matrices M;; dans un méme tétraedre. On a donc le résultat global suivant
pour T5:

2
Zﬁ‘t/j 3 [Mi;AWij]

7 JEV:

9 =

(59)

3.2.4 Condition suffisante de stabilité

On majore dans chaque tétraédre le terme X; défini par
2

> [ aw]

JEV;

X

(60)

Plus précisément, on va majorer X; par un somme de termes quadratiques tAWijQijAWij, ou
(Q;j est une matrice dépendant seulement de M;; si possible. Une premiére majoration a la
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louche peut étre obtenue en utilisant la version vectorielle de l'identité (x; + x2 + x3 + :c4)2 <
4(z} + 23 + 23 + 23),

JEVi JEV:

Pour cette premiere majoration, on n’a pas utilisé la forme particuliére des matrices M;; dans
un méme tétraédre. On a:

Dong, si les tétraedres 7;, 7y, 7; et 7, sont les quatre tétraedres voisins du tétraedre 7;, on a:
2
X, = ? (Sin;jAWij + SikH;kAWik + SﬂH;lAle + SimH;nAWim> . (63)
On peut alors utiliser une majoration du type

O Sijai)? < (O SO Sijady), (64)

JEVi JeVi JeVi
qui donne, en utilisant la notation P; = ) jev: Sij, et les propriétés élémentaires des projecteurs,
Xi <P S AW AW, = eP, 3 ['AW (=M ) AWy (65)
JEV; JEV;

Cette formule est a comparer avec celle donnée en (61). On obtient finalement pour 75 la
majoration suivante:

> [rawsy (—a; ) awy] . (66)

tojev

cP;At?
By
- 2V;

Alinsi, on a, en éclatant & nouveau les sommes en sommes par faces, et en reprenant les définitions
de W; et AW;; pour les arétes du bord 9,

faces 2 2
t CBAt _ CPjAt _
T, < —.Z AW;; [72‘/; M;; + o Mj; | AW
internes
faces
- P;At? -
S w (R )[R (R 0w
bord O, A i A
faces 9
tor | DAL
_ Z WZ[ o Mi]}Wl (67)
bord 00

On regroupe maintenant le terme 77 donné par (58) et la majoration du terme 75 obtenue
ci-dessus (67). En utilisant la matrice symétrique T;; de diagonalisation de M;;, c’est-a-dire
Mij = tTijDijTij, ou la diagonale Dij est donnée par Dij = t (0, 0, CLij, CLZ'j7 —CLZ'j7 —CLZ'j), on
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trouve finalement:

faces 0 At}g 0
A& < cAt Z SithWl'jtTl'j 0 2‘/],] -1 0 T%jAWij
. AtP;
mnternes 0 0 CQVi ~ /' blocs 2x2
faces
P At y
+cAt Z Sij (C ‘l/ - 2) tw; (%U 83 > W;
bord 9%, ! 5
faces 8 01 8
+cAt Z Sl'thl'tTl'j a cALP: Tz]Wz
bord 09 0 L1
2V; blocs 2x2

Ainsi, une condition suffisante pour que le schéma soit stable en norme L? est que tous les
termes diagonaux ci-dessus soient négatifs, i.e.

V face interne f;;, cAt P; <2V; et cAt P; <2V;
V face frontiere f;; € 9Qy, |J 0000, At Pi <2V

Cette condition se réécrit, en parcourant toutes les faces,

. 2V,
cAt < min P~l’ avec P; = ; Sij- (68)
JEV;

3 (2

Il est intéressant de noter que la premiére majoration (61) conduit au résultat un peu plus faible
suivant: le schéma est stable si cAt est plus petit que le quart de la plus petite hauteur d’un
tétraédre dans le maillage.

3.3 Geénéralisations
3.3.1 Eléments quelconques

On suppose désormais que 'on dispose d’une partition quelconque du domaine 2 en un
nombre fini de polyédres connexes (ayant un nombre fini de faces) qui seront les cellules de
la méthode de volumes finis. Pour chaque cellule 7;, V; représente son volume. On appelle
désormais face (d’une cellule du maillage) la surface polyédrique commune & deux polyédres.
Pour chaque face a;; = 7;()7; interne du maillage, on note 7;; = (njz, nijy, nijz) 'intégrale
sur la face de la normale, orientée de la cellule 7; vers la cellule 7;. On note de plus S;; = |7
Pour une face du bord du domaine, intersection entre le bord du domaine et une cellule au bord
du domaine, les méme grandeurs sont définies, j jouant le role de I'indice d’une cellule fictive &
I’extérieur du domaine. Enfin, on note V; ’ensemble des indices des cellules voisines de la cellule
7; (ayant une face en commun).

Le schéma conservatif en volumes finis s’écrit de la méme maniére que pour les tétraédres
(46). Les flux numériques F;; sont encore donnés pour des faces internes par (47) et on utilise
encore I’état miroir (48) pour les flux de bord a travers les arétes de 0%, et un état fictif nul
pour les flux de bord & travers les arétes de 0€2.

Les propriétés élémentaires des matrices, écrites en (50-56), sont toujours valables. Toutes
les estimations d’énergie faites sur les tétraédres (jusqu’a ’équation (59)) sont toujours valables.
En effet, on n’a pas utilisé la forme particuliére des tétraédres. Par contre, la majoration (61)
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du terme X; n’est plus valable, car elle utilise ezplicitement le fait qu'un tétraédre a exactement
quatre voisins, ce qui n’est pas le cas pour des cellules quelconques. Pour étre complet, on
pourrait quand méme utiliser une majoration de ce type, ol le nombre 4 serait remplacé par le
nombre maximal de cellules voisines pour une cellule dans la partition. Par contre, la majoration
(64) ne dépend nullement du nombre de voisins. Le résultat (68) s’étend donc pour une méthode
de volumes finis quelconques. Nous le rappelons: le schéma en volumes finis (46-47) est stable
en norme L? sous la condition

2V;
P-l’ avec P, = Z Sij.
JEV:

cAt < min
7;

)

(69)

3.3.2 Schémas implicites

On s’intéresse & nouveau aux @-schémas implicites (34), ou la matrice A est la matrice
d’évolution dans (31) correspondant au schéma en volumes finis (46-47). On démontre comme
a la section précédente, que le #-schéma implicite (34) est stable sous la condition

2
o

=

cAt(1 —20) < mTin

(70)

Comme plus haut, le -schéma est inconditionnellement stable si @ > 1/2, et conditionnellement
stable si 6§ < 1/2.

3.4 Condition nécessaire de stabilité
3.4.1 (69) n’est jamais nécessaire

On peut montrer que la condition (69) n’est jamais une condition nécessaire de stabilité,
contrairement & ce qui se passe en deux dimensions d’espace. En effet, reprenons 1’ensemble des
majoration du terme T3 défini en (59). L'inégalité large (64) devient une inégalité stricte pour
tous les champs ne vérifiant pas

Vi, E|I(i/ VjeT;, H;jAWij =K.

En trois dimensions d’espace, cette condition est seulement vérifiée si chacune des deux
composantes de AW;; est colinéaire & 7;;. Il est & retenir que ce type de champ, s’il existe est
stationnaire pour le schéma (46-47).

En somme, on a, pour tout champ W", et pour tout pas de temps At:

e soit W™ est stationnaire, et AE =0
e soit W™ n’est pas stationnaire, et AE < 0 si At vérifie (69).

Ainsi, un argument élémentaire d’uniforme continuité (les champs W sont dans un espace de
dimension finie) nous montre que, dans tous les cas, le pas de temps maximal permis par (69)
n’est pas optimal.
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3.4.2 Vers une condition nécessaire et suffisante

La majoration (64) est une version discréte de 'inégalité de Cauchy-Schwartz. Dans cette
majoration, on n’a pas utilisé le fait que le champ de vecteur, égal a H;jAWij sur chaque face
Sij, est partout tangent & la face elleeméme. On aurait donc pu affiner la majoration. Pour
une cellule quelconque C de bord 9C, appelons K la plus petite constante, telle que, pour tout
champ de vecteur & tangentiel sur dC, on ait:

(/%fyg](/acf?. (71)

Pour toute cellule C, on a K < P. D’autre part, on a par exemple:
parallélépipede rectangle de cotés a > 3 > 7v: K=2a(f+v)=P-2V/«
sphere de diamétre D: K =2/3 n1D?* =P —2V/D
Si on utilise la majoration (71) a la place de la majoration (64), la variable P; est remplacée

par K; dans (65), et ceci pour toute forme de cellule. On obtient ainsi une nouvelle condition
suffisante de stabilité:

2V;
cAt < mTin I—Z avec I; deéfini en (71).

)

L (72)

Sur un maillage régulier de parallélépipédes rectangles, de cotés o« > 3 > +, la nouvelle
condition (72) s’écrit cAt(S + v) < [v. On peut montrer alors que la condition précédente
est aussi une condition nécessaire sur un maillage infini (ou fini avec conditions périodiques)
en utilisant la méme méthode que pour les ondes TM en deux dimensions d’espace (champ
constant dans la direction du plus grand coté et alterné dans les deux autres directions) .

Plagons ici une derniére remarque. Imaginons que nous nous concentrons sur une seule
cellule de forme circulaire ou sphérique de rayon R. En deux dimensions d’espace, la condition
de stabilité (28) donne localement cAt < R, ce qui est raisonnable pour des ondes allant & la
vitesse ¢ dans toutes les directions. En trois dimensions d’espace, la condition de stabilité (69)
donne localement cAt < 2R/3, alors que la nouvelle condition (72) donne cAt < R, ce qui est
plus satisfaisant.

4 Autres estimations théoriques

On peut se demander comment la condition de stabilité (28) en deux dimensions ou (69) en
trois dimensions se situent par rapport a des résultats précédents.

Rappelons d’abord que notre condition nécessaire et suffisante de stabilité en deux dimen-
sions pour des volumes finis uniformes rectangulaires est équivalente & celle proposée par De-
peyre [4].

Un autre résultat théorique bien plus général a été présenté par Vila et Villedieu [10]. Ils
démontrent que sous une condition deux fois plus forte (que (69)) sur le pas de temps, le schéma
est stable en norme L? (la condition est trois fois plus forte que (72) pour un maillage en cubes
ou localement pour une sphére). En fait, on peut démontrer dans le cas général du systéme de
Maxwell en trois dimensions (40) que cette condition, & savoir

V.
cAt < n%n FZ’ avec P; = ; Sij, (73)
JEV:
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permet d’assurer une certaine monotonie du schéma (les concepts de décroissance de la variation
totale [6] ou méme de décroissance des extrema locaux [8] n’étant pas disponibles pour les
systémes en plusieurs dimensions [9]). La monotonie est entendue au sens suivant: sous la
condition (73), chaque vecteur d’état est transformé en une sorte de combinaison convexe des
vecteurs d’état voisins et de lui-méme & 'instant précédent, c’est-a-dire:

W = NaWi + > Ny W, (74)
%
ou, pour tout ¢, les matrices IV;; et IV;;, pour tout j € V;, sont symétriques positives. Ainsi, on

retombe sur la définition donnée par Harten de la monotonie, ou

et w (e orp) ).

et F' est une "fonction croissante" de chacun de ses arguments. On peut se permettre de parler
de combinaison convexe pour la forme (74), puisque la consistance du schéma implique que

Ny + Z Nij = Ig, V1.
JEV:

Le schéma conservatif en volumes finis (46) se réécrit:

At
Wi = = S (M W)
tjev;
At -
v ey, JEV;

On prend donc

Vi, Vi €V, Nl'j = —Mi;
At
: _ +
Vi, Nip =I5 =+ > M
bjevs
Les matrices N;; et N;; sont clairement symétriques. Il est clair également que les matrices N;;

sont positives. Enfin, sous la condition (73), les matrices N;; sont aussi positives, puisque, Vi,
VYW, on a:

At

t . _t =" t +
WNaW = ‘WW =3 > twMEw
JEV;
At AtP;
> TWW - =Y s W > (1 - C—) WW > 0.
2 Jev; 2

5 Conclusion

Dans ce rapport, nous avons cherché des conditions suffisantes et éventuellement nécessaires
de stabilité pour des méthodes de volumes finis du premier ordre en temps et en espace, ap-
pliquées aux équations de Maxwell. Pour établir la stabilité L?, nous avons utilisé une version
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discréte de ’énergie électromagnétique comme fonction de Lyapunov des inconnues numeériques.
Cette méthode permet seulement d’établir des conditions suffisantes de stabilité. Pour établir
des conditions nécessaires, nous avons di recourir & des maillages réguliers, pour lesquels des
modes propres numériques peuvent étre mis en évidence.

En deux dimensions d’espace, nous avons établi une condition suffisante de stabilité d’une
grande généralité, puisqu’elle est valable pour toute forme de volumes finis, avec des conditions
aux limites absorbantes ou métalliques. De plus, nous avons montré que cette condition est
également nécessaire pour une classe de maillages réguliers.

En trois dimensions d’espace, nous avons également établi une condition suffisante de sta-
bilité similaire. Cependant, cette condition n’est jamais nécessaire. Nous avons quand-méme
indiqué une nouvelle condition suffisante de stabilité, plus large, et qui s’avére nécessaire pour
des maillages en parallélépipédes rectangles.
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