
STABILITE L2 DE SCHEMAS VOLUMES FINISPOUR LES EQUATIONS DE MAXWELL EN 2D ET 3DSUR MAILLAGE NON-STRUCTURE QUELCONQUE.Serge PipernoCERMICS, INRIA, B.P. 93, 06902 Sophia-Antipolis Cedex, France.AbstractDans ce rapport, nous cherchons à établir des conditions su�santes et éventuellement néces-saires de stabilité L2 pour des méthodes de volumes �nis du premier ordre en temps et enespace, appliquées aux équations de Maxwell. En deux dimensions d'espace, nous proposonsune condition su�sante de stabilité d'une grande généralité, puisqu'elle est valable pour touteforme de volumes �nis, avec des conditions aux limites absorbantes ou métalliques. Nous mon-trons que cette condition est également nécessaire pour une classe de maillages réguliers. Entrois dimensions d'espace, la condition su�sante prend une forme similaire. Cependant, cettecondition n'est jamais nécessaire. Nous indiquons une nouvelle condition su�sante de stabilité,plus large, et qui s'avère nécessaire pour des maillages en parallélépipèdes rectangles.L2 STABILITY OF FINITE VOLUME SCHEMESFOR THE MAXWELL SYSTEM IN TWO AND THREE DIMENSIONSON ARBITRARY UNSTRUCTURED MESHES.RésuméIn this report, we investigate su�cient and possibly necessary conditions for the L2 stabilityof �rst-order accurate �nite volume schemes for Maxwell's equations. In two space dimensions,we yield a very general su�cient condition, since it is valid for any form of cells, with metal-lic or absorbing boundary conditions. We show this condition is also necessary for a class ofregular meshes. In three space dimensions, the su�cient condition takes a similar form. Ho-wever, we show it is never necessary to achieve stability. We propose another more complexsu�cient condition for L2 stability, which turns to be also necessary for regular meshes madeof parallelepipedic elements.
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1 IntroductionDe nombreuses méthodes numériques ont été utilisées pour la résolution des équations deMaxwell instationnaires. A côté des méthodes de di�érences �nies, fondées sur le schéma deYee [12], sont apparues récemment des méthodes en volumes �nis, depuis longtemps utilisées enmécanique des �uides. Contrairement aux méthodes en di�érences �nies, ces dernières s'adaptentnaturellement aux maillages non-structurés [3].La stabilité de méthodes en volumes �nis est une question étudiée depuis de nombreusesannées. Pour des maillages réguliers et structurés, plusieurs types d'approches sont possible. Laplus utilisée est l'approche de von Neumann par modes de Fourier [1], qui donne un résultat surla stabilité L2 d'un schéma numérique. L'approche par équation équivalente n'en est pas tropéloignée [11], mais n'est également valable que sur maillage régulier. Elle donne un résultat destabilité approché, puisqu'il concerne la solution continue de l'équation équivalente du schémanumérique. Ces deux types d'approche ne traitent pas le problème des conditions aux limites.L'approche par équation équivalente est purement locale, tandis que l'approche de von Neumannne traite que des problèmes in�nis ou avec conditions aux limites périodiques.La notion de schéma à variation totale décroissante, introduite par Harten [6], a permis dedémontrer la stabilité L1 de schémas en volumes �nis sur des maillages non réguliers, maismono-dimensionnels.On s'attache dans ce rapport à l'étude de la stabilité L2 de schémas en volumes �nis endeux et trois dimensions d'espace sur maillages non-structurés, avec des volumes �nis de formequelconque, et en incluant deux types de conditions aux limites. Le type de méthode énergétiqueutilisé s'inspire de démonstrations pour des méthodes d'éléments �nis [2].On s'intéresse plus particulièrement ici au système des équations de Maxwell. Pour ce sys-tème hyperbolique linéaire, on s'intéresse au schéma décentré d'ordre un, et on cherche à établirla limite de stabilité du schéma d'Euler explicite en temps. L'étude est d'abord menée en deuxdimensions d'espace pour les ondes transverses magnétiques (TM) - il en va exactement demême pour les ondes transverses électriques - puis dans le cas général en trois dimensions d'es-pace. Une étude similaire pourrait être menée pour l'équation d'advection en trois dimensions.On considère un domaine borné, avec des conditions aux limites absorbantes (pour la frontièreextérieure du domaine) et des conditions aux limites métalliques (autour d'un obstacle parexemple).Ce rapport s'articule ainsi: dans la section 2, pour les équations de Maxwell en deux di-mensions d'espace (ondes TM), on établit une condition su�sante de stabilité de la méthodenumérique (schéma décentré du premier ordre, schéma d'Euler explicite du premier ordre entemps) sur une triangularisation quelconque, pour des volumes �nis triangulaires, avec condi-tions aux limites absorbantes ou métalliques. On étend ensuite cette condition su�sante auxvolumes �nis de forme quelconque. On montre en�n que la condition su�sante établie est éga-lement nécessaire pour des maillages réguliers. On procède de même dans la section 3 pourle système de Maxwell en trois dimensions d'espace. On démontre cependant que la conditionsu�sante de stabilité établie pour des volumes �nis quelconques n'est jamais nécessaire. Ce-pendant, nous donnons une estimation d'une limite de stabilité plus grande, qui est de plusnécessaire pour une partition en volumes �nis réguliers.
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2 Équations de Maxwell TM en 2D2.1 Système à résoudreOn considère les équations de Maxwell (ondes TM) en deux dimensions d'espace (milieuhomogène de paramètres �, � et ��c2 = 1). Les grandeurs Ez, Hx et Hy sont solutions deséquations suivantes: 8><>: �@Ez@t = @Hy@x � @Hx@y�@Hx@t = �@Ez@y�@Hy@t = @Ez@x (1)Les équations sont posées dans un domaine borné 
. On impose sur le bord @
 du domainedeux types de conditions aux limites: des conditions de type "bord métallique" autour d'unobstacle par exemple, sur @
m, et éventuellement des conditions absorbantes sur la frontière�ctive à l'in�ni @
1 (voir Figure 1).
Ωm

δΩ

8δΩ

Fig. 1: Domaine 
 et bords du domaineEn deux dimensions d'espace, et pour des ondes TM, la condition au bord métallique s'écritEz = 0. La condition absorbante dans la direction sortante unitaire ~n que nous considérons estla condition absorbante de Silver-Müller d'ordre un, qui se réduit en deux dimensions d'espaceet pour des ondes TM, à Ez = c� (nyHx � nxHy).Par le changement de variables suivant:8<: Ez = �uHx = vcHy = wc ; (2)on se ramène au système du premier ordre0@ uvw 1At +A0@ uvw 1Ax +B0@ uvw 1Ay = 0; (3)
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où les matrices symétriques A et B sont données parA = 0@ 0 0 �c0 0 0�c 0 0 1A ; B = 0@ 0 c 0c 0 00 0 0 1A : (4)Le système précédent est hyperbolique strict, puisque pour tout couple de réels (�; �) nonsimultanément nuls, la matrice �A+�B est diagonalisable dans R, à valeurs propres distincteset égales à 8<: �0 = 0�+ = cp�2 + �2�� = �cp�2 + �2 (5)La condition aux limites métalliques s'écrit maintenant u = 0 sur @
m et, sur @
1, la conditionabsorbante dans la direction sortante unitaire ~n se transforme en u� nyv + nxw = 0.2.2 Volumes �nis triangulaires2.2.1 IntroductionOn suppose que l'on dispose d'une triangulation quelconque, en particulier non nécessai-rement structurée, du domaine 
. On considère une méthode de volumes �nis centrés sur leséléments, c'est-à-dire pour laquelle les cellules sont les triangles de la triangulation. Pour chaquetriangle Ti, Ai représente sa surface. Pour chaque arête aij interne du maillage, entre les trianglesTi et Tj, on note ~nij = (nijx; nijy) la normale à l'arête, orientée du triangle Ti vers le triangleTj et de norme Lij , où Lij est la longueur de l'arête. Pour une arête du bord du domaine, lesmême grandeurs sont dé�nies, j jouant le rôle de l'indice d'un triangle �ctif à l'extérieur dudomaine. Le schéma conservatif en volumes �nis s'écrit:AiW n+1i �W ni�t +Xj2Vi Fij = 0; (6)où W =t (u; v; w), l'indice i représente le triangle Ti, �t est le pas de temps et W ni est uneapproximation de la valeur moyenne de W sur le triangle Ti. L'ensemble Vi est l'ensemble destriangles voisins du triangle Ti (ayant une arête en commun).Les �ux numériques Fij sont donnés pour des arêtes internes parFij = (Anijx +Bnijy)+W ni + (Anijx +Bnijy)�W nj ; (7)où les exposants � signi�ent les parties positive et négative de la matrice considérée, aprèsdiagonalisation. Ce schéma, d'ordre un en espace, est une extension directe du schéma décentrémonodimensionnel de Harten, Lax et van Leer [7]. Il utilise un solveur de Riemann exact,disponible pour un système hyperbolique linéaire. Pour une arête du bord métallique @
m, lavaleur manquante W nj au n÷ud �ctif est prise (état miroir pour la condition au bord u = 0)égale à W nj = 0@ �1 0 00 1 00 0 1 1AW ni : (8)4



Pour une arête de la frontière à l'in�ni @
1, la condition de Silver-Müller d'ordre un est ànouveau imposée de manière faible, cette fois en prenant W nj = 0. Il s'agit alors de ne pasprendre en compte les ondes entrant dans le domaine. Le �ux au bord vaut doncFij = (Anijx +Bnijy)+W ni : (9)Pour mieux comprendre pourquoi le �ux (9) traite de manière faible et consistante la conditionaux limites absorbante, il su�t d'observer que, pour tout état W =t (u; v; w), on a:(Anijx +Bnijy)W = (Anijx +Bnijy)+W+ c2 �u� nijyLij v + nijxLij w�0@ �Lijnijynijx 1A :Dans la suite, les exposants n sont omis, puisque nous étudions un schéma d'Euler explicite.2.2.2 Propriétés des matricesPour chaque arête aij , on note désormais Mij la matriceMij = Anijx +Bnijy � cLij ~Mij : (10)On a bien sûr les propriétés élémentaires:~nji = �~nij; Mji = �Mij; ~Mji = � ~Mij (11)D'autre part, pour chaque triangle du maillage, on a les propriétés de type géométrique:Xarêtes ~nij = ~0; XarêtesMij = 0: (12)On utilise le vecteur normalisé ~~nij = ~nij=Lij . La matrice ~Mij est diagonalisable, de valeurspropres �0 = 0, �+ = 1 et �� = �1, respectivement pour les vecteurs propres (deux à deuxorthogonaux) W 0ij = 0@ 0~nijx~nijy 1A ;W+ij = 0@ 1~nijy�~nijx 1A ;W�ij = 0@ �1~nijy�~nijx 1A : (13)Les parties positive et négative de ~Mij sont données par~M�ij = 0BB@ �12 ~nijy2 � ~nijx2~nijy2 � ~n2ijy2 � ~nijx~nijy2� ~nijx2 � ~nijx~nijy2 � ~n2ijx2 1CCA = �12W�ij tW�ij : (14)On note ��� ~Mij��� = ~M+ij � ~M�ij . On a les identités remarquables suivantes:~M+ij + ~M�ij = ~Mij ; ~M�ij ~M�ij = � ~M�ij ; ~M+ij ~M�ij = 0: (15)5



2.2.3 Estimations d'énergieOn cherche à démontrer une condition nécessaire et/ou su�sante de stabilité de type L2 duschéma aux volumes �nis précédent. Pour cela, on ne peut pas utiliser une approche par modes deFourier, puisque la triangulation est quelconque. On utilise alors une approche "énergétique",où l'on cherche une forme quadratique dé�nie positive qui pourrait jouer le rôle de fonctionde Lyapunov pour la suite discrète des inconnues W n. On propose l'énergie suivante (dontl'expression est directement dérivée de la version discrète de l'énergie électromagnétique endeux dimensions) En =Xi AitW ni W ni : (16)Nous cherchons sous quelle(s) condition(s) l'énergie précédente ne croît pas au cours d'un pasde temps. Nous pourrons alors conclure que le schéma est stable, puisque l'énergie reste bornée(entre zéro et sa valeur de départ) et qu'elle est une forme quadratique dé�nie positive desinconnues numériques du problème.Nous utilisons une nouvelle expression des �ux numériques Fij :Fij = cLij � ~M+ijWi + ~M�ijWj�= c2 Lij h ~Mij(Wi +Wj)� ��� ~Mij����Wijioù on a posé �Wij =Wj �Wi. En notant �E = En+1 � En, nous avons:�E = Xi �c�tXj2ViLijtWi h ~Mij(Wi +Wj)� ��� ~Mij����Wij)i+Xi c2�t24Ai 24Xj2ViLij h ~Mij(Wi +Wj)� ��� ~Mij����Wiji352Dans le dernier terme de l'équation précédente, on a utilisé l'abus de notation X2 pour tXX.On a aussi maintenu la notation Wj pour les arêtes frontières (il faut garder à l'esprit que Wjest un état miroir pour les bords métalliques et est nul pour la frontière in�nie), ainsi que lesens de la di�érence �Wij. Notons respectivement T1 et T2 les termes d'ordre un et deux en �tdans l'expression de �E . Les termes de T1 peuvent être regroupés deux à deux suivant les arêtesaij , sauf pour les termes correspondant aux arêtes frontières. On utilise aussi la décompositiondu �ux Fij avec ~Mij et ��� ~Mij���. On a alors:T1 = arêtesXinternes�c�tLij 24 tWi h ~Mij(Wi +Wj)� ��� ~Mij����Wiji+tWj h ~Mji(Wj +Wi)� ��� ~Mji����Wjii 35+ arêtesXbord @
m�2c�tLij 24tWi0@ ~M+ijWi + ~M�ij 0@ �1 0 00 1 00 0 1 1AWi1A35+ arêtesXbord @
1�c�tLij htWi ~MijWi + tWi ��� ~Mij���Wii6



Pour les arêtes frontières du bord métallique @
m, une recombinaison élémentaire donneT1 = arêtesXinternes��t �tWiMijWi + tWjMjiWj + t�Wij jMij j�Wij�+ arêtesXbord @
m��t24tWiMijWi + cLijtWi0@ 2 0 00 0 00 0 0 1AWi35+ arêtesXbord @
1��t �tWiMijWi + tWi jMij jWi�Remarquons alors qu'une recombinaison par triangles cette fois-ci élimine une partie des termes.En e�et, T0 � arêtesXinternes �tWiMijWi + tWjMjiWj�+ arêtesXbords @
mS @
1 �tWiMijWi�= Xtriangles i tWi 24Xj2ViMij35Wi= 0Donc on a �nalement,T1 = ��t arêtesXinternest�Wij jMij j�Wij ��tarêtesXbord @
mtWi0@ 2cLij 0 00 0 00 0 0 1AWi��t arêtesXbord @
1tWi jMijjWi (17)Le terme T1 est clairement négatif. Le terme T2 étant d'ordre 2 en �t, ce résultat partiel nousassure déjà de la stabilité du schéma pour �t assez petit. Pour les termes d'ordre deux, ongarde les mêmes notations pour les termes de bord, puisque toutes les grandeurs utilisées ontété dé�nies. On a: T2 = Xi �t24Ai 24Xj2Vi [Mij(Wi +Wj)� jMij j�Wij]352= Xi �t24Ai 24Xj2Vi [Mij(�Wi +Wj)� jMij j�Wij]352= Xi �t22Ai 24Xj2Vi hM�ij�Wiji352Le passage de la première à la deuxième égalité se fait en utilisant l'identité remarquable (12)sur la somme des matrices Mij dans un même triangle. On a donc le résultat global suivant7



pour T2: T2 =Xi �t22Ai 24Xj2Vi hM�ij�Wiji352 (18)2.2.4 Condition su�sante de stabilitéLe terme T2 peut être majoré. On envisage de majorer dans chaque triangle le terme Xidé�ni par Xi = 24Xj2Vi hM�ij�Wiji352: (19)Plus précisément, on va majorer Xi par un somme de termes quadratiques t�WijQij�Wij, oùQij est une matrice dépendant seulement de Mij si possible. Une première majoration grossièrepeut être obtenue en utilisant la version vectorielle de l'identité (x+ y+ z)2 � 3(x2 + y2 + z2),Xi � 3Xj2Vi t�WijM�ijM�ij�Wij = cXj2Vi [3Lij ] ht�Wij ��M�ij��Wiji : (20)Pour cette première majoration, on n'a pas utilisé la forme particulière des matrices Mij dansun même triangle. Or, on a: M�ij�Wij = �ijLijW�ij ; (21)avec �ij = � c2 tW�ij�Wij et �2ij = � c2Lij t�WijM�ij�Wij: (22)On a Xi = �Pj2Vi �ij Lij W�ij �2. On peut donc utiliser une majoration du type(Xj2ViLijxij)2 � (Xj2Vi Lij)(Xj2Vi Lijx2ij); (23)qui donne, en utilisant le fait que la norme des vecteurs W�ij est p2,Xi � 2(Xj2Vi Lij)(Xj2Vi Lij�2ij):On fait �nalement apparaître des matrices Qij en réécrivant la formule ci-dessus à l'aide de(22), en utilisant la notation Pi =Pj2Vi Lij pour le périmètre du triangle Ti,Xi � cPi Xj2Vi ht�Wij ��M�ij��Wiji : (24)Cette formule est à comparer avec celle donnée en (20). On obtient �nalement pour T2 lamajoration suivante: T2 �Xi cPi�t22Ai Xj2Vi ht�Wij ��M�ij��Wiji : (25)8



Ainsi, on a, en éclatant à nouveau les sommes en sommes par arêtes, et en reprenant les dé�-nitions de Wj et �Wij pour les arêtes du bord @
1,T2 � � arêtesXinternes t�Wij �cPi�t22Ai M�ij + cPj�t22Aj M�ji��Wij� arêtesXbord @
mtWi0@ �2 0 00 0 00 0 0 1A�cPi�t22Ai M�ij �0@ �2 0 00 0 00 0 0 1AWi� arêtesXbord @
1tWi �cPi�t22Ai M�ij �Wi (26)On regroupe maintenant le terme T1 donné par (17) et la majoration du terme T2 obtenueci-dessus (26). En utilisant la matrice symétrique Tij de diagonalisation de Mij , c'est-à-direMij = tTijDijTij , avec Dij = t (0; cLij ; �cLij), on trouve �nalement:�E � c�t arêtesXinternesLijt�WijtTij0BBB@ 0 0 00 c�tPj2Aj � 1 00 0 c�tPi2Ai � 11CCCATij�Wij
+c�t arêtesXbord @
mLijtWi0BB@ c�tPiAi � 2 0 00 0 00 0 0 1CCAWi+c�t arêtesXbord @
1Lij tWitTij0BB@ 0 0 00 �1 00 0 c�tPi2Ai � 11CCATijWiAinsi, une condition su�sante pour que le schéma soit stable en norme L2 est que tous lestermes diagonaux ci-dessus soient négatifs, i.e.� 8 arête interne aij ; c�t Pi � 2Ai et c�t Pj � 2Aj8 arête frontière aij 2 @
mS @
1; c�t P i � 2AiCette condition se réécrit, en parcourant toutes les arêtes,c�t � minTi 2AiPi ; avec Pi = Xj2Vi Lij: (27)Il est intéressant de noter que la première majoration (20) conduit au résultat un peu plus faiblesuivant: le schéma est stable si c�t est plus petit que le tiers de la plus petite hauteur d'untriangle dans le maillage.2.3 Généralisations2.3.1 Éléments quelconquesOn suppose désormais que l'on dispose d'une partition quelconque du domaine 
 en unnombre �ni de polygones connexes (ayant un nombre �ni de cotés) qui seront les cellules de la9



méthode de volumes �nis. Pour chaque cellule Ti, Ai représente sa surface. On appelle désormaisarête (d'une cellule du maillage) la ligne polygonale commune à deux polygones. Pour chaquearête aij = TiTTj interne du maillage, on note ~nij = (nijx; nijy) l'intégrale le long de l'arête dela normale à l'arête, orientée de la cellule Ti vers la cellule Tj. On note de plus Lij = k~nijk. Pourune arête du bord du domaine, intersection entre le bord du domaine @
mS @
1 et une celluleau bord du domaine, les même grandeurs sont dé�nies, j jouant le rôle de l'indice d'une cellule�ctive à l'extérieur du domaine. En�n, on note Vi l'ensemble des indices des cellules voisines dela cellule Ti (ayant une arête en commun).Le schéma conservatif en volumes �nis s'écrit de la même manière que pour les triangles (6).Les �ux numériques Fij sont encore donnés pour des arêtes internes par (7) et on utilise encorel'état miroir (8) pour les �ux de bord à travers les arêtes de @
m et un état �ctif nul pour les�ux de bord à travers les arêtes de @
1.Les propriétés élémentaires des matrices, écrites en (10-15), et toutes les estimations d'éner-gie faites sur les triangles (jusqu'à l'équation (18)) sont toujours valables. En e�et, on n'a pasutilisé la forme particulière des triangles. Par contre, la majoration (20) du terme Xi n'est plusvalable, car elle utilise explicitement le fait qu'un triangle a exactement trois voisins, ce qui n'estpas le cas pour des cellules quelconques. Pour être complet, on pourrait quand même utiliserune majoration de ce type, où le nombre 3 serait remplacé par le nombre maximal de cellulesvoisines pour une cellule dans la partition. Par contre, la majoration (23) ne dépend nullementdu nombre de voisins.Toutes les étapes menant au résultat (27) sont valides, et celui-ci est donc obtenu pour uneméthode de volumes �nis quelconques. Nous le rappelons: le schéma en volumes �nis (6-7)est stable en norme L2 si c�t � minTi 2AiPi ; avec Pi = Xj2Vi Lij: (28)2.3.2 Autre traitement des conditions aux limites métalliquesPour le traitement de la condition au bord u = 0 sur @
m, on peut être tenté d'utiliser unautre �ux que celui utilisant un état miroir. Une autre manière classique de procéder est deprendre le �ux suivant à travers l'arête frontière aij:Fij =Mij0@ 0viwi 1A ; avec Wi = 0@ uiviwi 1A : (29)Ce �ux est di�érent du �ux décentré entre Wi et son état miroir. On peut d'ailleurs montrerqu'il n'y a pas d'état Wj tel que Fij soit égal à un �ux décentré entre Wi et Wj. Cependant, onmontre facilement que ces �ux aux bords métalliques ont tendance à produire de l'énergie. Parexemple, pour un champ constant dans tout le domaine (sans frontière in�nie @
1), on a:�E = u2c2�t2 arêtesXbord @
mL2ijAi (30)Ainsi, on ne pourra pas démontrer la décroissance de l'énergie, ni donc la stabilité L2 du schémapar ce moyen. 10



2.3.3 Schémas implicitesOn s'intéresse ici à une classe de schémas implicites en temps, couplés au même schéma enespace. Le schéma (6-7) peut s'écrire de manière formelleW n+1 =W n +�tAW n; (31)oùW n est le champ des inconnues à l'instant tn etA est une matrice, non symétrique, dépendantuniquement de la géométrie et de la vitesse c. Dans le même temps, on peut réécrire l'énergie(16) sous une forme similaire, En = tW nEW n ; (32)où la matrice E est bloc-diagonale, symétrique dé�nie positive. En termes matriciels, la conditionde stabilité (28) est équivalente àc�t � minTi 2AiPi ) �8W; tW �EA + �t2 tAEA�W � 0� : (33)On s'intéresse ici aux schémas implicites suivants:W n+1 =W n +�tAW n+�; avec W n+� = (1� �)W n + �W n+1; (34)où � est un paramètre �xé dans ]0; 1]. Ce schéma est seulement d'ordre 1 en temps, sauf pour� = 1=2, où il est du second ordre. On a successivement:W n = W n+� � ��tAW n+�W n+1 = W n+� + (1� �)�tAW n+�En+1 = En + 2�ttW n+� �EA + (1� 2�)�t2 tAEA�W n+�Le schéma implicite (34) est donc stable sic�t(1� 2�) � minTi 2AiPi : (35)En particulier, le schéma est inconditionnellement stable si � � 1=2, et conditionnellementstable si � < 1=2.2.4 Condition nécessaire de stabilitéIl est di�cile d'établir une condition nécessaire de stabilité avec un critère énergétique,puisque la matrice d'évolution (A dans (31)) n'est pas symétrique. Sur le cas particulier d'unchamp uniformément nul, sauf sur une seule cellule où il est de la forme particulière W =t(u; 0; 0), on arrive néanmoins à démontrer que l'énergie peut croître sic�t > minTi 0BBBBB@ PiP 2i4Ai +Xj2Vi L2ij2Aj
1CCCCCA : (36)

11



Cependant, on peut montrer que la condition (28) est une condition nécessaire et su�santede stabilité pour des maillages particuliers, lorsqu'on considère un domaine égal à R2 tout entierou lorsqu'on impose des conditions aux limites périodiques.En e�et, le schéma (6-7) peut se réécrire, grâce à la propriété (12), sous la formeAiW n+1i �W ni�t +Xj2Vi (Anijx +Bnijy)� �W nj �W ni � = 0: (37)On considère une classe de maillages (partitions en volumes �nis) particuliers pour lesquels lescellules peuvent être coloriées en rouge ou en vert, de telle sorte que deux cellules voisines ontdes couleurs di�érentes. De plus, on demande que le maillage soit uniforme au sens suivant:9 (P;A) tels que 8Ti; AiPi = AP : (38)Nous allons exhiber un champ particulier de valeurs Wi qui est ampli�é par le schéma (37),c'est-à-dire que W ni = Wi ) W n+1i = �Wi pour un réel � de module strictement supérieur àun. Nous proposons le champ suivant:W ni =Wi = � Wr � t(1; 0; 0); si Ti est rouge,Wv � t(�1; 0; 0); si Ti est verte.On montre alors que le schéma (6-7) transforme le champ en:8i; (Ti rouge); AiW n+1i �Wr�t � cPi2 (W v �W r) = 08i; (Ti verte); AiW n+1i �Wv�t � cPi2 (W r �W v) = 0On a donc 8i; W n+1i = �iW ni ; avec �i = 1� c�tPiAi � 1� c�tPA :Le schéma est clairement instable si c�tPA > 2, c'est-à-dire si c�t > 2AP .Ce résultat s'applique notamment aux maillages réguliers en rectangles (où les cellules sontles rectangles ou bien les triangles moitiés des rectangles [4] [ceux-ci étant coupés en deux demanière régulière - même sens, drapeau anglais, etc...], ou encore les cellules médianes dont lescentres sont aux sommets des rectangles [5]), comme à bien d'autres maillages réguliers... Parexemple, notre condition de stabilité est équivalente à celle proposée par Depeyre [4] pour desvolumes �nis uniformes rectangulaires: c�t�x + c�t�y � 1: (39)3 Équations de Maxwell en 3D3.1 Système à résoudreOn considère maintenant les équations de Maxwell en trois dimensions (milieu sans sources,homogène de paramètres �, �, avec ��c2 = 1). Le champ de vecteur inconnu12



V = t(Ex; Ey; Ez;Hx;Hy;Hz) véri�e:8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�@Ex@t = @Hz@y � @Hy@z�@Ey@t = @Hx@z � @Hz@x�@Ez@t = @Hy@x � @Hx@y�@Hx@t = @Ey@z � @Ez@y�@Hy@t = @Ez@x � @Ex@z�@Hz@t = @Ex@y � @Ey@x (40)

Les équations sont posées dans un domaine borné 
. On impose sur le bord @
 du domainedeux types de conditions aux limites: des conditions de type "bord métallique", i.e. ~n� ~E = ~0sur @
m, et éventuellement des conditions absorbantes sur la frontière �ctive à l'in�ni @
1.Nous considérons la condition absorbante (dans la direction sortante unitaire ~n) de Silver-Müllerd'ordre un suivante: ~n� ~E = �c� ~n� �~n� ~H� : (41)Par le changement de variablesW = t�Ex� ; Ey� ; Ez� ; cHx; cHy; cHz� ; (42)les équations de Maxwell se ramènent à@W@t +Ax@W@x +Ay @W@y +Az @W@z = 0; (43)où les matrices symétriques Ax, Ay et Az sont données (avec �c = �c) parAx=0BBBBBB@ 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 c0 0 0 0 �c 00 0 0 0 0 00 0 �c 0 0 00 c 0 0 0 0
1CCCCCCAAy=0BBBBBB@ 0 0 0 0 0 �c0 0 0 0 0 00 0 0 c 0 00 0 c 0 0 00 0 0 0 0 0�c 0 0 0 0 0

1CCCCCCAAz=0BBBBBB@ 0 0 0 0 c 00 0 0 �c 0 00 0 0 0 0 00 �c 0 0 0 0c 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
1CCCCCCA (44)Le système précédent est hyperbolique (non strictement), puisque pour tout triplet de réels(nx; ny; nz) non simultanément nuls, la matrice nxAx + nyAy + nzAz est diagonalisable dansR, à valeurs propres doubles et égales à8>><>>: �0 = 0�+ = cqn2x + n2y + n2z�� = �cqn2x + n2y + n2z (45)3.2 Volumes �nis tétraédriques3.2.1 IntroductionOn suppose que l'on dispose d'une trétraédrisation quelconque, en particulier non néces-sairement structurée, du domaine 
. On considère une méthode de volumes �nis centrés sur13



les éléments, c'est-à-dire pour laquelle les cellules sont les tétraèdres eux-mêmes. Pour chaquetétraèdre Ti, Vi représente son volume. Pour chaque face fij interne du maillage, entre les tétra-èdres Ti et Tj, on note ~nij = (nijx; nijy; nijz) la normale à la face, orientée du tétraèdre Ti versle tétraèdre Tj et de norme Sij, où Sij est l'aire de la face. Pour une face du bord du domaine,les même grandeurs sont dé�nies, j jouant le rôle de l'indice d'un tétraèdre �ctif à l'extérieurdu domaine. Le schéma conservatif en volumes �nis s'écrit:ViW n+1i �W ni�t +Xj2Vi Fij = 0; (46)où l'indice i représente le tétraèdre Ti, �t est le pas de temps et W ni est une approximation dela valeur moyenne de W sur le tétraèdre Ti. L'ensemble Vi est l'ensemble des tétraèdres voisinsde Ti (ayant une face en commun).Les �ux numériques Fij sont donnés pour des faces internes parFij = (Axnijx+Aynijy+Aznijz)+W ni + (Axnijx+Aynijy+Aznijz)�W nj ; (47)où les exposants � signi�ent les parties positive et négative de la matrice considérée, aprèsdiagonalisation. Ce schéma est d'ordre 1 en espace. Il utilise un solveur de Riemann exact,disponible pour un système hyperbolique linéaire. Pour une face du bord métallique @
m, lavaleur manquante W nj dans le tétraèdre �ctif est prise égale à l'état miroir pour la condition aubord ~nij � ~E = ~0, c'est-à-direW nj � �W ni =  �I3 + 2S2ij ~nijt ~nij 0303 I3 !W ni ; (48)où 03 et I3 sont respectivement les matrices nulle et identité de taille 3. Le lecteur notera quela notation ~nijt ~nij correspond à un produit tensoriel et a pour résultat une matrice de taille 3.On voit bien que l'on impose faiblement que, à la frontière, le champ ~E, à peu près égal auxtrois premières composantes de ( �W ni +W ni )=2, est bien colinéaire à ~nij.Pour une face de la frontière à l'in�ni @
1, la condition de Silver-Müller d'ordre un està nouveau imposée de manière faible, cette fois en prenant W nj = 0. Il s'agit alors de ne pasprendre en compte les ondes entrant dans le domaine. Le �ux au bord vaut doncFij = (Axnijx+Aynijy+Aznijz)+W ni : (49)Pour mieux comprendre pourquoi le �ux (49) traite de manière faible et consistante la conditionaux limites (41), il su�t d'observer que, pour tout état W = t( ~E=�; c ~H), on a:(Axnijx+Aynijy+Aznijz)W = (Axnijx+Aynijy+Aznijz)+W+cSij2� 0@ ~nij � h ~nij � ~E + �c ~nij � � ~nij � ~H�ih ~nij � ~E + �c ~nij � � ~nij � ~H�i 1ADans la suite, les exposants n sont omis, puisque nous étudions un schéma d'Euler explicite.3.2.2 Propriétés des matricesPour chaque face fij , on note désormais Mij la matriceMij = Axnijx +Aynijy +Aznijz � cSij ~Mij : (50)14



On a bien sûr les propriétés élémentaires:~nji = �~nij; Mji = �Mij; ~Mji = � ~Mij (51)D'autre part, pour chaque tétraèdre du maillage, on a les propriétés de type géométrique:Xfaces ~nij = ~0; XfacesMij = 0: (52)On utilise le vecteur normalisé ~~nij = ~nij=Sij . Le vecteur ~~nij est donc de norme unité. Pourchaque face, on dé�nit deux vecteurs tangents ~tij et ~ttij unitaires tels que le trièdre (~tij ; ~ttij; ~~nij)soit orthonormé direct. La matrice ~Mij est diagonalisable, de valeurs propres doubles �0 =0, �+ = 1 et �� = �1, respectivement pour les paires de vecteurs propres (deux à deuxorthogonaux) W 0aij = t(~~nij;~0)W 0bij = t(~0; ~~nij) W+aij = t(~tij ; ~ttij)W+bij = t(~ttij;�~tij) W�aij = t(~tij;�~ttij)W�bij = t(~ttij ;~tij) (53)On a les identités remarquables suivantes:~M+ij + ~M�ij = ~Mij ; ~M�ij ~M�ij = � ~M�ij ; ~M+ij ~M�ij = 0: (54)On note ��� ~Mij��� = ~M+ij � ~M�ij . On a:~M+ij = 12 hW+aij tW+aij +W+bij tW+bij i � �+ij (55)~M�ij = �12 hW�aij tW�aij +W�bij tW�bij i � ���ij (56)où l'on a dé�ni les projecteurs �+ij et ��ij sur les sous-espaces propres associés respectivement à�+ = 1 et �� = �1.3.2.3 Estimations d'énergieOn cherche à démontrer une condition nécessaire et/ou su�sante de stabilité de type L2du schéma aux volumes �nis (46-47) comme précédemment en deux dimensions d'espace. Onutilise désormais l'énergie suivante En =Xi VitW ni W ni : (57)Nous cherchons sous quelle(s) condition(s) l'énergie précédente ne croît pas au cours d'un pasde temps. Nous utilisons une nouvelle expression des �ux numériques Fij :Fij = cSij � ~M+ijWi + ~M�ijWj�= c2 Sij h ~Mij(Wi +Wj)� ��� ~Mij����Wijioù on a posé �Wij =Wj �Wi. En notant �E = En+1 � En, nous avons:�E � En+1 � En= Xi �c�tXj2Vi SijtWi h ~Mij(Wi +Wj)� ��� ~Mij����Wij)i+Xi c2�t24Vi 24Xj2Vi Sij h ~Mij(Wi +Wj)� ��� ~Mij����Wiji35215



Dans le dernier terme de l'équation précédente, on a utilisé l'abus de notation X2 pour tXX.On a aussi maintenu la notation Wj pour les faces frontières (il faut garder à l'esprit que Wjest l'état miroir �Wi dé�ni en (48) pour les bords métalliques et est nul pour la frontière in�nie),ainsi que le sens de la di�érence �Wij. Notons respectivement T1 et T2 les termes d'ordre unet deux en �t dans l'expression de �E . Les termes de T1 peuvent être regroupés deux à deuxsuivant les faces fij, sauf pour les termes correspondant aux faces frontières. On utilise aussi ladécomposition du �ux Fij avec ~Mij et ��� ~Mij���. On a alors:T1 = facesXinternes�c�tSij 24 tWi h ~Mij(Wi +Wj)� ��� ~Mij����Wiji+tWj h ~Mji(Wj +Wi)� ��� ~Mji����Wjii 35+ facesXbord @
m�2c�tSij htWi � ~M+ijWi + ~M�ij �Wi�i+ facesXbord @
1�c�tSij htWi ~MijWi + tWi ��� ~Mij���WiiPour les faces frontières du bord métallique @
m, une recombinaison élémentaire donneX= 2tWi � ~M+ijWi + ~M�ij �Wi�= tWi 2 ~M+ij + 2 ~M�ij  �I3 + 2S2ij ~nijt ~nij 0303 I3 !!Wi= tWi�2 ~M+ij + 2 ~M�ij � �I3 0303 I3 ��Wi= tWi �W+aij tW+aij +W+bij tW+bij +hW�aij tW�aij +W�bij tW�bij i� I3 0303 �I3 ��Wi= tWi ~MijWi + 2tWi ~tijt~tij + ~ttijt~ttij 0303 03 !WiOn trouve alors, en notant �ij = ~tijt~tij + ~ttijt~ttij le projecteur sur le plan de la face frontière,T1 = facesXinternes��t �tWiMijWi + tWjMjiWj + t�Wij jMij j�Wij�+ facesXbord @
m��t �tWiMijWi + 2cSij tWi� �ij 0303 03 �Wi�+ facesXbord @
1�c�tSij htWi ~MijWi + tWi ��� ~Mij���WiiRemarquons que, par recombinaison par tétraèdres cette fois-ci, une partie des termes se
16



simpli�e. En e�et,T0 = facesXinternes �tWiMijWi + tWjMjiWj�+ facesXbords @
mS @
1 �tWiMijWi�= Xtétraèdres i tWi 24Xj2ViMij35Wi= 0Finalement, T1 = ��t facesXinternest�Wij jMij j�Wij ��t facesXbord @
m2cSij tWi� �ij 0303 03 �Wi��t facesXbord @
1tWi jMij jWi (58)Comme en deux dimensions, le terme T1 est négatif. Le terme T2 étant d'ordre 2 en �t, cerésultat partiel nous assure déjà de la stabilité du schéma pour �t assez petit. Pour les termesd'ordre deux, on procède comme à la section précédente:T2 = Xi �t24Vi 24Xj2Vi [Mij(Wi +Wj)� jMij j�Wij]352= Xi �t24Vi 24Xj2Vi [Mij(�Wi +Wj)� jMij j�Wij]352= Xi �t22Vi 24Xj2Vi hM�ij�Wiji352Le passage de la première à la deuxième égalité se fait en utilisant l'identité remarquable (52)sur la somme des matrices Mij dans un même tétraèdre. On a donc le résultat global suivantpour T2: T2 =Xi �t22Vi 24Xj2Vi hM�ij�Wiji352 (59)3.2.4 Condition su�sante de stabilitéOn majore dans chaque tétraèdre le terme Xi dé�ni parXi = 24Xj2Vi hM�ij�Wiji352: (60)Plus précisément, on va majorer Xi par un somme de termes quadratiques t�WijQij�Wij, oùQij est une matrice dépendant seulement de Mij si possible. Une première majoration à la17



louche peut être obtenue en utilisant la version vectorielle de l'identité (x1 + x2 + x3 + x4)2 �4(x21 + x22 + x23 + x24),Xi � 4Xj2Vi t�WijM�ijM�ij�Wij = cXj2Vi [4Lij ] ht�Wij ��M�ij��Wiji : (61)Pour cette première majoration, on n'a pas utilisé la forme particulière des matrices Mij dansun même tétraèdre. On a: M�ij�Wij = �cSij��ij�Wij: (62)Donc, si les tétraèdres Tj, Tk, Tl et Tm sont les quatre tétraèdres voisins du tétraèdre Ti, on a:Xi = c2�Sij��ij�Wij + Sik��ik�Wik + Sil��il�Wil + Sim��im�Wim�2: (63)On peut alors utiliser une majoration du type(Xj2Vi Sijxij)2 � (Xj2Vi Sij)(Xj2Vi Sijx2ij); (64)qui donne, en utilisant la notation Pi =Pj2Vi Sij , et les propriétés élémentaires des projecteurs,Xi � c2Pi Xj2Vi Sijt�Wij��ij�Wij = cPi Xj2Vi ht�Wij ��M�ij��Wiji : (65)Cette formule est à comparer avec celle donnée en (61). On obtient �nalement pour T2 lamajoration suivante: T2 �Xi cPi�t22Vi Xj2Vi ht�Wij ��M�ij��Wiji : (66)Ainsi, on a, en éclatant à nouveau les sommes en sommes par faces, et en reprenant les dé�nitionsde Wj et �Wij pour les arêtes du bord @
1,T2 � � facesXinternes t�Wij �cPi�t22Vi M�ij + cPj�t22Vj M�ji��Wij� facesXbord @
mtWi� �2I3 0303 03 ��cPi�t22Vi M�ij �� �2I3 0303 03 �Wi� facesXbord @
1tWi �cPi�t22Vi M�ij �Wi (67)On regroupe maintenant le terme T1 donné par (58) et la majoration du terme T2 obtenueci-dessus (67). En utilisant la matrice symétrique Tij de diagonalisation de Mij , c'est-à-direMij = tTijDijTij, où la diagonale Dij est donnée par Dij = t (0; 0; cLij ; cLij ;�cLij;�cLij), on
18



trouve �nalement:�E � c�t facesXinternesSijt�WijtTij0B@ 0 0 00 c�tPj2Vj � 1 00 0 c�tPi2Vi � 11CAblocs 2�2Tij�Wij+c�t facesXbord @
mSij �cPi�tVi � 2� tWi� �ij 0303 03 �Wi+c�t facesXbord @
1SijtWitTij0BB@ 0 0 00 �1 00 0 c�tPi2Vi � 11CCAblocs 2�2TijWiAinsi, une condition su�sante pour que le schéma soit stable en norme L2 est que tous lestermes diagonaux ci-dessus soient négatifs, i.e.� 8 face interne fij; c�t Pi � 2Vi et c�t Pj � 2Vj8 face frontière fij 2 @
mS @
1; c�t P i � 2ViCette condition se réécrit, en parcourant toutes les faces,c�t � minTi 2ViPi ; avec Pi = Xj2Vi Sij: (68)Il est intéressant de noter que la première majoration (61) conduit au résultat un peu plus faiblesuivant: le schéma est stable si c�t est plus petit que le quart de la plus petite hauteur d'untétraèdre dans le maillage.3.3 Généralisations3.3.1 Éléments quelconquesOn suppose désormais que l'on dispose d'une partition quelconque du domaine 
 en unnombre �ni de polyèdres connexes (ayant un nombre �ni de faces) qui seront les cellules dela méthode de volumes �nis. Pour chaque cellule Ti, Vi représente son volume. On appelledésormais face (d'une cellule du maillage) la surface polyédrique commune à deux polyèdres.Pour chaque face aij = TiTTj interne du maillage, on note ~nij = (nijx; nijy; nijz) l'intégralesur la face de la normale, orientée de la cellule Ti vers la cellule Tj. On note de plus Sij = k~nijk.Pour une face du bord du domaine, intersection entre le bord du domaine et une cellule au borddu domaine, les même grandeurs sont dé�nies, j jouant le rôle de l'indice d'une cellule �ctive àl'extérieur du domaine. En�n, on note Vi l'ensemble des indices des cellules voisines de la celluleTi (ayant une face en commun).Le schéma conservatif en volumes �nis s'écrit de la même manière que pour les tétraèdres(46). Les �ux numériques Fij sont encore donnés pour des faces internes par (47) et on utiliseencore l'état miroir (48) pour les �ux de bord à travers les arêtes de @
m et un état �ctif nulpour les �ux de bord à travers les arêtes de @
1.Les propriétés élémentaires des matrices, écrites en (50-56), sont toujours valables. Toutesles estimations d'énergie faites sur les tétraèdres (jusqu'à l'équation (59)) sont toujours valables.En e�et, on n'a pas utilisé la forme particulière des tétraèdres. Par contre, la majoration (61)19



du terme Xi n'est plus valable, car elle utilise explicitement le fait qu'un tétraèdre a exactementquatre voisins, ce qui n'est pas le cas pour des cellules quelconques. Pour être complet, onpourrait quand même utiliser une majoration de ce type, où le nombre 4 serait remplacé par lenombre maximal de cellules voisines pour une cellule dans la partition. Par contre, la majoration(64) ne dépend nullement du nombre de voisins. Le résultat (68) s'étend donc pour uneméthodede volumes �nis quelconques. Nous le rappelons: le schéma en volumes �nis (46-47) est stableen norme L2 sous la conditionc�t � minTi 2ViPi ; avec Pi = Xj2Vi Sij: (69)3.3.2 Schémas implicitesOn s'intéresse à nouveau aux �-schémas implicites (34), où la matrice A est la matriced'évolution dans (31) correspondant au schéma en volumes �nis (46-47). On démontre commeà la section précédente, que le �-schéma implicite (34) est stable sous la conditionc�t(1� 2�) � minTi 2ViPi : (70)Comme plus haut, le �-schéma est inconditionnellement stable si � � 1=2, et conditionnellementstable si � < 1=2.3.4 Condition nécessaire de stabilité3.4.1 (69) n'est jamais nécessaireOn peut montrer que la condition (69) n'est jamais une condition nécessaire de stabilité,contrairement à ce qui se passe en deux dimensions d'espace. En e�et, reprenons l'ensemble desmajoration du terme T2 dé�ni en (59). L'inégalité large (64) devient une inégalité stricte pourtous les champs ne véri�ant pas8i; 9Ki= 8j 2 Ti; ��ij�Wij = Ki:En trois dimensions d'espace, cette condition est seulement véri�ée si chacune des deuxcomposantes de �Wij est colinéaire à ~nij. Il est à retenir que ce type de champ, s'il existe eststationnaire pour le schéma (46-47).En somme, on a, pour tout champ W n, et pour tout pas de temps �t:� soit W n est stationnaire, et �E = 0� soit W n n'est pas stationnaire, et �E < 0 si �t véri�e (69).Ainsi, un argument élémentaire d'uniforme continuité (les champs W sont dans un espace dedimension �nie) nous montre que, dans tous les cas, le pas de temps maximal permis par (69)n'est pas optimal.
20



3.4.2 Vers une condition nécessaire et su�santeLa majoration (64) est une version discrète de l'inégalité de Cauchy-Schwartz. Dans cettemajoration, on n'a pas utilisé le fait que le champ de vecteur, égal à ��ij�Wij sur chaque faceSij, est partout tangent à la face elle-même. On aurait donc pu a�ner la majoration. Pourune cellule quelconque C de bord @C, appelons K la plus petite constante, telle que, pour toutchamp de vecteur ~x tangentiel sur @C, on ait:�Z@C ~x�2 � K Z@C ~x2: (71)Pour toute cellule C, on a K � P . D'autre part, on a par exemple:parallélépipède rectangle de côtés � � � � 
: K = 2�(� + 
) = P � 2V=�sphère de diamètre D: K = 2=3 �D2 = P � 2V=DSi on utilise la majoration (71) à la place de la majoration (64), la variable Pi est remplacéepar Ki dans (65), et ceci pour toute forme de cellule. On obtient ainsi une nouvelle conditionsu�sante de stabilité: c�t � minTi 2ViKi ; avec Ki dé�ni en (71). (72)Sur un maillage régulier de parallélépipèdes rectangles, de côtés � � � � 
, la nouvellecondition (72) s'écrit c�t(� + 
) � �
. On peut montrer alors que la condition précédenteest aussi une condition nécessaire sur un maillage in�ni (ou �ni avec conditions périodiques)en utilisant la même méthode que pour les ondes TM en deux dimensions d'espace (champconstant dans la direction du plus grand côté et alterné dans les deux autres directions) .Plaçons ici une dernière remarque. Imaginons que nous nous concentrons sur une seulecellule de forme circulaire ou sphérique de rayon R. En deux dimensions d'espace, la conditionde stabilité (28) donne localement c�t � R, ce qui est raisonnable pour des ondes allant à lavitesse c dans toutes les directions. En trois dimensions d'espace, la condition de stabilité (69)donne localement c�t � 2R=3, alors que la nouvelle condition (72) donne c�t � R, ce qui estplus satisfaisant.4 Autres estimations théoriquesOn peut se demander comment la condition de stabilité (28) en deux dimensions ou (69) entrois dimensions se situent par rapport à des résultats précédents.Rappelons d'abord que notre condition nécessaire et su�sante de stabilité en deux dimen-sions pour des volumes �nis uniformes rectangulaires est équivalente à celle proposée par De-peyre [4].Un autre résultat théorique bien plus général a été présenté par Vila et Villedieu [10]. Ilsdémontrent que sous une condition deux fois plus forte (que (69)) sur le pas de temps, le schémaest stable en norme L2 (la condition est trois fois plus forte que (72) pour un maillage en cubesou localement pour une sphère). En fait, on peut démontrer dans le cas général du système deMaxwell en trois dimensions (40) que cette condition, à savoirc�t � minTi ViPi ; avec Pi = Xj2Vi Sij ; (73)21



permet d'assurer une certaine monotonie du schéma (les concepts de décroissance de la variationtotale [6] ou même de décroissance des extrema locaux [8] n'étant pas disponibles pour lessystèmes en plusieurs dimensions [9]). La monotonie est entendue au sens suivant: sous lacondition (73), chaque vecteur d'état est transformé en une sorte de combinaison convexe desvecteurs d'état voisins et de lui-même à l'instant précédent, c'est-à-dire:W n+1i = NiiW ni +Xj2ViNijW nj ; (74)où, pour tout i, les matrices Nii et Nij, pour tout j 2 Vi, sont symétriques positives. Ainsi, onretombe sur la dé�nition donnée par Harten de la monotonie, oùW n+1i = F�W ni ; (W nj )j2Vi� ;et F est une "fonction croissante" de chacun de ses arguments. On peut se permettre de parlerde combinaison convexe pour la forme (74), puisque la consistance du schéma implique queNii +Xj2ViNij = I6;8i:Le schéma conservatif en volumes �nis (46) se réécrit:W n+1i = W ni � �tVi Xj2Vi �M+ijW ni +M�ijW nj �= 0@I6 � �tVi Xj2ViM+ij1AW ni +Xj2Vi h�M�ij iW njOn prend donc 8i;8j 2 Vi; Nij = �M�ij8i; Nii = I6 � �tVi Xj2ViM+ijLes matrices Nij et Nii sont clairement symétriques. Il est clair également que les matrices Nijsont positives. En�n, sous la condition (73), les matrices Nii sont aussi positives, puisque, 8i,8W , on a: tWNiiW = tWW � �tVi Xj2Vi tWM+ijW� tWW � �tVi Xj2Vi cSij tWW � �1� c�tPiVi � tWW � 0:5 ConclusionDans ce rapport, nous avons cherché des conditions su�santes et éventuellement nécessairesde stabilité pour des méthodes de volumes �nis du premier ordre en temps et en espace, ap-pliquées aux équations de Maxwell. Pour établir la stabilité L2, nous avons utilisé une version22
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