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Abstra
tWe 
onsider an optimal 
ontrol problem arising in an industrial
ontext. As a �rst step towards the 
omplete treatment of a 
ou-pled thermohydrauli
 problem, we de�ne two simpli�ed purely ther-mal problems on whi
h we test di�erent optimization te
hniques,and di�erent strategies for the 
omputation of the gradient of the
riterion. The �rst problem is stationary and 
an be atta
ked invarious manners : we 
ompare three ways of 
al
ulating gradientsand two 
lasses of gradient algorithms. The se
ond problem is atime-dependent one. In view of the large number of parameters weoptimize upon, adjoint di�erentiation is the only feasible strategy forgradient 
omputations. We then 
ompare optimization algorithms.Con
lusions are drawn on the basis of our numeri
al results, in orderto ta
kle the industrial problem in the most eÆ
ient fashion.
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1 Probl�ematique g�en�eraleUn probl�eme d'int�erêt pratique est 
elui du 
ontrôle de la temp�erature dansun v�ehi
ule. Prenons l'exemple d'une personne qui rentre dans son v�ehi
ule lematin. L'int�erieur du v�ehi
ule est suppos�e assez froid du fait d'une temp�eratureext�erieure basse. L'utilisateur r�e
hau�e l'habita
le par la mise en route d'un
ux d'air �a une 
ertaine vitesse et une temp�erature 
onstante. Le probl�eme quise pose au 
onstru
teur est de d�eterminer les donn�ees du 
ux d'air a�n quel'utilisateur ne reste ni longtemps transi de froid, ni brutalement in
ommod�epar une trop forte 
haleur durant la prise en main du v�ehi
ule. Ce probl�eme estd'un point de vue math�ematique un probl�eme d'optimisation d'une fon
tionnellepar rapport �a des param�etres (i
i, 
eux du 
ux d'air insu��e).Les m�ethodes d'optimisation les plus 
ourantes sont fond�ees sur l'usage desd�eriv�ees d'une fon
tionnelle par rapport �a des param�etres de 
ontrôle. Quandon ne peut les 
al
uler expli
itement (
e qui est presque toujours le 
as), onpeut parfois �evaluer une approximation de 
es d�eriv�ees par di��eren
es �nies,mais 
ette appro
he se r�ev�ele peu eÆ
a
e voire impossible quand le nombre deparam�etres est grand.Une autre appro
he est alors d'avoir re
ours �a la di��erentiation expli
ite dusyst�eme d'�equations dis
r�etis�e, 
e qui exige un travail 
onsid�erable d'analyse etde 
odage. Or, il se trouve que les logi
iels de di��erentiation automatique ontgagn�e en performan
e et �abilit�e, r�ev�elant le fort potentiel 
ette te
hnique [63℄.La di��erentiation automatique est le pro
�ed�e qui, �a partir d'un 
ode informa-tique �evaluant une fon
tion f , produit un 
ode qui �evalue les valeurs exa
tes(aux erreurs d'arrondi pr�es) des d�eriv�ees partielles de f . Cette te
hnique utilis�eeen mode adjoint pr�esente l'avantage de 
al
uler les d�eriv�ees de la fon
tionnelle �aminimiser en un temps ind�ependant du nombre de param�etres par rapport aux-quels on d�erive. De plus, les d�eriv�ees 
al
ul�ees ne posent pas de probl�emes de
onsistan
e ave
 les �equations d'�etat r�esolues, 
ontrairement �a 
elles issues desautres te
hniques. En�n, la di��erentiation automatique permet �a l'utilisateurde supprimer fa
ilement n'importe quelle partie du gradient, et don
 d'analyserles di��erentes 
ontributions des parties du 
ode de simulation. Dans le mêmeesprit, la prise en 
ompte des modi�
ations du 
ode �a di��erentier pour le 
odeadjoint est plus ais�ee.La di��erentiation automatique parâ�t don
 pouvoir fournir ave
 le mode ad-joint un outil pr�e
is, rapide et simple de mise en �uvre, d'obtention du gradientd'une fon
tionnelle d�ependant d'un grand nombre de param�etres. En 
ontrepar-tie, 
omme 
'est le 
as lors de la r�esolution de l'�equation adjointe, on a besoinpour le 
al
ul du gradient de sauvegarder toutes les parties de la traje
toireintervenant non lin�eairement dans le 
ode dire
t 
e qui repr�esente grosso modotous les �etats interm�ediaires par lequel passe le syst�eme durant la simulation.Ce
i a pour e�et de rendre la m�ethode a priori ing�erable lors du traitement de
as industriels.En r�ealit�e, dans le 
adre d'un probl�eme stationnaire, une propri�et�e int�eressantepr�e
is�ement propre �a l'optimisation stationnaire permet de r�eduire signi�
ati-vement les sauvegardes e�e
tu�ees. De même, en optimisation transitoire, l'ap-4



pro
he du 
al
ul de l'adjoint par mor
eaux a donn�e naissan
e �a des algorithmestr�es eÆ
a
es qui laissent entrevoir des perspe
tives int�eressantes en 
ontexteindustriel.Notre travail a pour but de 
on�rmer et d'�etayer 
es id�ees g�en�erales surl'�etude de deux probl�emes issus de la thermique. Ces probl�emes sont simpli��espar rapport au probl�eme r�eel mentionn�e 
i-dessus (
hau�age de l'habita
le duv�ehi
ule) en 
e qu'ils s'a�ran
hissent de la plupart des artefa
ts te
hniques (ontravaille sur une g�eom�etrie simpli��ee ave
 des 
onditions aux bords 
anoniques),mais ils sont d'une taille raisonnable de sorte de donner une bonne id�ee de lafaisabilit�e de l'appro
he sur le probl�eme industriel 
omplet.2 Cas trait�esNous avons mis en �uvre les te
hniques d'optimisation qui seront expos�ees�a la se
tion suivante sur deux probl�emes de thermique, en traitant l'�e
oulement
uide 
omme un param�etre (une �etape ult�erieure 
onsisterait �a 
onsid�erer leprobl�eme 
oupl�e thermohydraulique o�u seule la vitesse du 
uide sur les bords esttrait�ee 
omme un param�etre, la vitesse �a l'int�erieur du domaine �etant 
al
ul�ee).Le probl�eme industriel �etant trop 
ompliqu�e, nous 
hoisissons de traiter 
esdeux probl�emes simpli��es dont les ordres de grandeur, s'ils ne sont pas 
euxdu probl�eme initial, permettent malgr�e tout de se rendre 
ompte des diÆ
ult�essp�e
i�ques �a l'optimisation pour des probl�emes de grande taille.Plus pr�e
is�ement, la g�eom�etrie de l'�e
oulement est la même pour les deuxprobl�emes. Il s'agit d'une 
avit�e parall�epip�edique (re
tangle) sur laquelle onapplique des 
onditions limites de Diri
hlet (temp�erature �x�ee en entr�ee T0) etde Neumann (
�Æ
ient d'�e
hange C1 et temp�erature d'�e
hange T1). On appelleV0 la vitesse de l'�e
oulement 
onstante dans la 
avit�e.Probl�eme 1 (stationnaire)Soit 
 le domaine born�e d�e�ni par la 
avit�e 
i-dessus dans lequel on 
her
he�a 
onnâ�tre la temp�erature. On se donne quatre variables de 
ontrôle (appel�eesles param�etres dans la suite):{ la temp�erature d'entr�ee T0 (suppos�ee homog�ene sur le bord �1),{ la vitesse de l'�e
oulement V0 (suppos�ee homog�ene dans le domaine, 
o-lin�eaire �a ~eX),{ le 
�Æ
ient d'�e
hange C1 et la temp�erature d'�e
hange T1 sur la partie dubord �3.On r�esout le probl�eme statique suivant :(P1) =8>><>>: ��Tstat + V0:rTstat = 0 sur 
;Tstat = T0 en entr�ee;�nTstat = 0 sur la surfa
e lat�erale inf�erieure �2;�nTstat = �C1(Tstat � T1) sur les autres surfa
es lat�erales �3:5



On veut optimiser les param�etres pour appro
her le mieux possible l'�etat der�ef�eren
e d�e
rit par une temp�erature 
onstante appel�ee Tref (Tref = 20 degr�esdans la pratique). Le 
rit�ere s'�e
ritJ(T0; V0; C1; T1) =k Tstat � Tref k2L2(
) :Pour l'optimisation de 
e 
rit�ere, nous 
omparons trois 
al
uls de gradientdi��erents sur plusieurs algorithmes d'optimisation (de type Gradient Conjugu�eou Quasi-Newton),{ approximation par di��eren
es �nies,{ gradient donn�e par la di��erentiation automatique,{ formule simpli��ee (sp�e
i�que au 
as stationnaire 1) pour le 
al
ul du gra-dient automatique.Probl�eme 2 (d�ependant du temps)On 
onsid�ere l'�etat stationnaire Tres obtenu par un jeu \optimis�e" de pa-ram�etres de 
ontrôle. On note T opt0 , V opt0 , Copt1 et T opt1 
es param�etres.A t = 0, on se donne arbitrairement un nouveau jeu de 
es quatre pa-ram�etres. A t = 100, on souhaite avoir l'�etat de temp�erature aussi pro
he pos-sible que l'�etat Tres. Pour les tests num�eriques, nous avons 
onsid�er�e 
e probl�emeind�ependamment du premier. Ainsi, on a 
onsid�er�e des valeurs \banales" pourles deux jeux de variables (T0, V0, C1, T1) �a t = 0 et t = 100. Entre les deux, ona 396 valeurs qui sont \libres" : elles 
orrespondent aux valeurs des 4 param�etresaux 99 instants t = 1; 2; : : : ; 99. On optimise sur 
es 396 valeurs pour être aussipro
he que possible �a t = 100 de l'�etat stationnaire 
ible.Pour 
ela, on r�esout le probl�eme d'�evolution suivant(P2) =8>>><>>>: �tT + V0(t):rT = �T sur 
;T (t) = T0(t) en entr�ee;�T�n (t) = 0 sur la surfa
e lat�erale inf�erieure;�T�n (t) = �C1(t)�T (t)� T1(t)� sur les autres surfa
es lat�erales:A�n de tenir 
ompte du 
oût du 
ontrôle, on ajoute au 
rit�ere quatre termessuppl�ementaires (norme H1 des quatre 
ontrôles). On a pr�ef�er�e la norme H1pour obtenir des 
ourbes de 
ontrôle plus r�eguli�eres. Plus pr�e
is�ement, le 
rit�ereutilis�e estJ��T0(t)�t2[1;99℄;�V0(t)�t2[1;99℄;�C0(t)�t2[1;99℄;�T1(t)�t2[1;99℄� =k T (100)� Tres kL2(
)+�� k T0(t) k2H1 + k V0(t) k2H1 + k C1(t) k2H1 + k T1(t) k2H1 �:Plusieurs algorithmes d'optimisation seront test�es sur 
e probl�eme, sa
hantque le gradient est toujours 
al
ul�e par di��erentiation automatique, pour deux1. voir le d�etail de 
ette te
hnique �a la se
tion 4.6
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 :  pas de flux de chaleurFig. 1 { S
h�ema des 
onditions aux limites. La boite parall�el�epip�ediqueest 3D. Les bords sont partitionn�es en �1 (bord lat�eral gau
he d'entr�eedu 
ux �a temp�erature homog�ene T0), �2 (bord inf�erieur, pas de 
uxde 
haleur), �3 (4 autres parois lat�erales, 
ux de 
haleur �x�e par C1,T1).valeurs de p�enalisation � dans la fon
tionnelle 
rit�ere J , � = 10�2 et � = 10�4.Le 
al
ul par di��eren
es �nies n'est pas envisageable dans 
e 
as, et l'appro
hede dis
r�etisation des �equations adjointes est laiss�ee de 
ôt�e pour des raisons quenous d�etaillerons plus loin.Pour 
ha
un de 
es deux probl�emes, le 
al
ul de l'�etat pour un jeu deparam�etres donn�es est e�e
tu�e par le 
ode industriel PAMFLOWTM 2. Pluspr�e
is�ement, la r�esolution se fait par �el�ements �nis sur un maillage t�etra�edriquenon stru
tur�e. Pour le 
as stationnaire, le lapla
ien est invers�e par GradientConjugu�e. Dans le 
as d�ependant du temps, le s
h�ema de dis
r�etisation en tempsest un s
h�ema pr�edi
teur-
orre
teur. La partie impli
ite de di�usion est aussi in-vers�ee par Gradient Conjugu�e. Le maillage d�e�ni sur notre g�eom�etrie 
omporte4500 n�uds et 20100 �el�ements.Signalons que nous r�esoudrons 
es deux probl�emes en tant que probl�emesd'optimisation sans 
ontraintes. Des 
ontraintes de type bornes inf�erieures exis-tent (temp�erature, vitesse positives), mais elles seront prises en 
ompte par uneproje
tion dans la re
her
he lin�eaire suivant le 
al
ul de la dire
tion de des
enteet non par un algorithme sous 
ontraintes parti
ulier.Pour r�esoudre les deux probl�emes abord�es, il existe plusieurs grandes 
lassesde m�ethodes qui regroupent 
ha
une de nombreuses heuristiques. On se pro-pose de faire une br�eve revue de 
es m�ethodes dans la se
tion suivante. Commepour les deux probl�emes trait�es on suppose la fon
tion 
rit�ere au moins deuxfois di��erentiable, on insiste plus sur les m�ethodes de gradient qui sont le
entre de notre travail. Les m�ethodes n'utilisant pas le gradient sont bri�evement2. 
ode 
ommer
ialis�e par ESI Group. 7



�evoqu�ees. Les m�ethodes sp�e
i�ques au 
as non di��erentiable sont, elles, laiss�ees
ompl�etement de 
ôt�e. On renvoie le le
teur par exemple �a [4℄ pour une des
rip-tion dida
tique de 
es m�ethodes. Bien entendu, dans l'expos�e que nous faisonsde toutes 
es m�ethodes d'optimisation, 
omme dans l'expos�e que nous ferons �ala se
tion 4 des strat�egies de 
al
ul du gradient, nous ne pr�etendons �a au
uneexhaustivit�e. Il s'agit simplement de situer les m�ethodes sur lesquelles notre
hoix se �xera ensuite dans l'ensemble des m�ethodes que nous avons pu trouverdans la litt�erature.En quatri�eme partie, nous donnons une sommaire des
ription des di��erenteste
hniques d�evelopp�ees pour le 
al
ul du gradient. Nous 
onsa
rons un traite-ment un peu plus exhaustif �a la di��erentiation automatique utilis�ee en modeadjoint, te
hnique que nous avons 
hoisi de mettre en �uvre. Nous indiqueronsles �el�ements qui permettent de g�erer le probl�eme de taille m�emoire inh�erent auxappro
hes adjointes.En 
inqui�eme partie, les r�esultats num�eriques obtenus pour les deux probl�emesd�e
rits pr�e
�edemment sont pr�esent�es. Le probl�eme statique nous a permis de
omparer l'approximation par di��eren
es �nies (possible quand les param�etressont peu nombreux) par rapport au gradient issu de la di��erentiation automa-tique. Dans le même temps, nous testons aussi di��erents algorithmes d'optimi-sation. En revan
he, le se
ond probl�eme 
omprenant 396 variables de 
ontrôlen'est pas traitable si on appro
he les d�eriv�ees partielles par di��eren
es �nies. Sur
e probl�eme, on a don
 
ompar�e plusieurs m�ethodes d'optimisation �a gradientdonn�e (
al
ul�e par di��erentiation automatique).On r�esume les 
on
lusions de notre travail en sixi�eme partie. Pr�e
isons toutde suite que 
es 
on
lusions n'ont d'autre but que de montrer sur les 
as que nousavons mis en �uvre la sup�eriorit�e de 
ertaines appro
hes sur 
ertaines autres.Nous esp�erons que 
es 
on
lusions pourront être des enseignements transpo-sables �a d'autres 
ontextes, mais nous ne pr�etendons �a au
une g�en�eralit�e. Ces
on
lusions sont suivies de perspe
tives qui donnent une id�ee des travaux �ar�ealiser pour 
ompl�eter les quelques r�esultats pr�esent�es dans 
et arti
le. De plus,on y lan
e quelques id�ees qui motivent des �etudes plus pouss�ees.3 Pr�esentation de quelques m�ethodes d'optimi-sationDans le domaine de l'optimisation, on dispose a priori d'un grand nombrede m�ethodes. Une hi�erar
hie g�en�erale est impossible, l'eÆ
a
it�e d'une m�ethodedonn�ee variant selon les probl�emes trait�es et les besoins de l'utilisateur. Ce-pendant, en optimisation sans 
ontraintes on peut distinguer quatre grandes
lasses.
8



3.1 M�ethodes sto
hastiquesLes m�ethodes sto
hastiques tiennent une pla
e majeure en optimisation nondi��erentiable, en parti
ulier pour les probl�emes 
ombinatoires. Elles sont aussid'un ex
ellent re
ours pour les probl�emes 
ontinus qui mettent en jeu une fon
-tion 
rit�ere pr�esentant un nombre 
onsid�erable de minima lo
aux (re
her
he de
on�guration optimale en 
himie mol�e
ulaire [84℄). En e�et, elles poss�edent lapropri�et�e de 
onvergen
e globale 3 vers l'optimum global. On distingue prin
i-palement quatre grands types d'algorithmes relevant de 
es m�ethodes.Tout d'abord, les algorithmes g�en�etiques tentent de simuler le pro
essusd'�evolution naturelle dans un environnement hostile. Chaque solution du probl�eme,ou individu, est 
od�ee par une 
hâ�ne de bits �nie �a laquelle est asso
i�ee une\�tness" �egale au 
rit�ere en 
ette solution. Ensuite, des populations d'indivi-dus sont g�en�er�ees it�erativement en appliquant des pro
essus de s�ele
tion, de
roisement et de mutation qui se basent sur la \�tness" des individus [40℄.L'algorithme de re
uit simul�e (ou \simulated annealing") est n�e d'une analo-gie thermodynamique ave
 le refroidissement d'un m�etal. Le refroidissement lentet r�egulier d'un m�etal permet aux atomes de se stabiliser peu �a peu dans uneposition d'�energie minimale en d�epit du nombre immense de 
on�gurations quepeuvent prendre 
es atomes. Metropolis a propos�e d'introduire un param�etreou temp�erature qui diminue au 
ours de l'optimisation. Au d�ebut du pro
essus,la temp�erature �elev�ee autorise les transitions vers un �etat d'�energie plus �elev�ee.Au 
ours du pro
essus, la temp�erature diminuant, la transition vers un �etatd'�energie plus �elev�ee devient de plus en plus improbable [56, 57, 58℄.La m�ethode Tabou est une pro
�edure heuristique moins populaire que lesdeux pr�e
�edentes. Elle suppose qu'on puisse d�e�nir un voisinage de solutionspour 
haque solution. A 
haque it�eration, la pro
�edure se d�epla
e vers la solutiondu voisinage N(xk) de xk qui diminue au mieux la fon
tion 
rit�ere. Alors quela plupart des m�ethodes d'exploration ne gardent 
omme information que lavaleur minimale de la fon
tion 
rit�ere 
al
ul�ee jusqu'alors, 
ette pro
�edure gardeen m�emoire les solutions ren
ontr�ees ou plus g�en�eralement l'itin�eraire e�e
tu�elors des derni�eres it�erations dans une liste dite tabou [39℄. La liste tabou a pourrôle d'interdire le 
hoix des d�epla
ements (respe
tivement des solutions) �a 
eux(respe
tivement 
elles) qui ram�enent �a une solution visit�ee pr�e
�edemment. Ainsi,l'algorithme peut s'�e
happer des minima lo
aux. Au 
ours de la pro
�edure, laliste tabou ainsi que les mouvements admissibles pour la solution sont r�egis pardes pro
essus d'intensi�
ation, de diversi�
ation et d'aspiration [94℄.En�n, la te
hnique appel�ee GRASP (ou \Greedy Randomized AdaptativeSear
h Pro
edures) est une heuristique tr�es simple utilis�ee surtout pour lesprobl�emes 
ombinatoires. Il s'agit d'un pro
essus it�eratif, qui �a 
haque it�erationr�ep�ete les mêmes phases. La premi�ere phase est une phase de 
onstru
tion pen-dant laquelle une solution r�ealisable est exhib�ee. La se
onde 
onsiste �a r�ealiserune optimisation lo
ale �a partir de la solution 
onstruite . La meilleure solu-tion est gard�ee en m�emoire jusqu'�a 
e que le pro
essus soit arrêt�e (stagnation,nombre maximal d'it�erations atteint) [93℄.3. 
'est-�a-dire qu'elles 
onvergent quelque soit la donn�ee initiale.9



Pour mieux tirer parti des avantages de 
haque m�ethode, des m�ethodes hy-brides ont �et�e d�evelopp�ees ainsi que des algorithmes parall�elis�es [90℄.Une m�ethode sto
hastique requiert au minimum quelques 
entaines de si-mulations dire
tes. Dans notre 
as o�u 
haque �evaluation de la fon
tion est
oûteuse, typiquement quelques heures de 
al
ul sur un super
al
ulateur, unetelle m�ethode est don
 inutilisable. On peut mentionner toutefois quelquesexemples d'utilisation d'algorithmes g�en�etiques en Optimisation de forme pourdes formes d�e�nies par quelques dizaines de n�uds [33, 74℄.3.2 M�ethodes de gradientLes m�ethodes de gradient interviennent lorsque la fon
tion �a optimiser estdi��erentiable (ou qu'on la postule 
omme telle . . . ). Elles utilisent les informa-tions donn�ees par les d�eriv�ees partielles de f pour 
al
uler les it�er�es du pro
essus,
e qui a pour obje
tif d'�e
onomiser sur le nombre total d'�evaluations de la fon
-tion. Dans notre 
as, on suppose que la fon
tion f est di��erentiable au moinsdeux fois.Un algorithme de minimisation 
onsiste �a 
haque it�eration en la su

essionde 3 �etapes [27℄{ le 
hoix d'un mod�ele lo
al,{ le 
hoix d'une dire
tion de des
ente,{ le 
hoix d'une longueur de des
ente.Certains algorithmes e�e
tuent les deux derni�eres �etapes simultan�ement. Cesont les algorithmes de r�egions de 
on�an
e. Dans la suite, on donne une des
rip-tion sommaire des prin
ipaux algorithmes 
orrespondant �a 
es �etapes, �emaill�eede nombreuses r�ef�eren
es bibliographiques. On s'e�or
era de faire ressortir lesavantages et les in
onv�enients g�en�eriques de 
haque m�ethode, et on mentionnerasi oui ou non nous avons mis en �uvre la m�ethode sur notre 
as pr�e
is.3.2.1 Cal
ul de la dire
tion de des
enteOn peut distinguer trois grands groupes de te
hniques. Le premier est 
onstitu�edes m�ethodes dites du premier ordre 
ar seules les informations relatives au gra-dient de la fon
tion sont utilis�ees. Le se
ond est 
onstitu�e des m�ethodes ditesdu se
ond ordre 
ar les informations relatives au gradient et au hessien de lafon
tion sont prises en 
ompte. En�n, le troisi�eme est 
onstitu�e de m�ethodesqu'on peut appeler de pseudo-se
ond ordre 
ar elles utilisent une approximationdu hessien de la fon
tion ou de son inverse 
al
ul�ee �a partir d'informations dupremier ordre.3.2.1.1 M�ethodes du premier ordreLa premi�ere d�emar
he 
onsiste �a appro
her lo
alement la fon
tion 
rit�erepar le mod�ele d'ordre 1 10



f(xk + dk) = f(xk) +5f(xk):dk + o(k dk k): (1)La diminution la plus grande de la fon
tion est obtenue pour la dire
tiondk = �5 f(xk) : 
'est la m�ethode de plus profonde des
ente:On a la 
onvergen
e vers un point stationnaire mais de mani�ere tr�es lented�es qu'on se trouve pro
he d'un minimum.Une autre m�ethode est 
elle de Hooke & Jeeves. On e�e
tue des minimisa-tions par rapport �a une seule variable �a la fois. On peut employer pour 
ha
unede 
es optimisations un algorithme de plus profonde des
ente ou un algorithmede Newton. Cette m�ethode se r�ev�ele tr�es mauvaise dans la pratique [4℄.Les m�ethodes du premier ordre bien que plus simples que les m�ethodes duse
ond ordre ont l'avantage de n�e
essiter peu d'espa
e m�emoire (pas de sto
kagede matri
es), 
e qui les rend in
ontournables en tr�es grande dimension. C'estpourquoi le Gradient Conjugu�e non Lin�eaire repr�esente une alternative en
oretr�es r�epandue. Il s'agit d'une g�en�eralisation du Gradient Conjugu�e Lin�eaire danslaquelle on e�e
tue une re
her
he lin�eaire �a 
haque it�eration.8<: d0 = �5 f(x0);dk+1 = �5 f(xk) + �kdk;xk+1 = xk + �kdk:Dans la 
as d'une fon
tion lin�eaire, la 
onjugaison des dire
tions dk et lare
her
he lin�eaire exa
te induit un 
hoix unique des param�etres �k et �k. Dansle 
as d'une fon
tion non lin�eaire, 
ela n'est plus possible. On a alors re
ours �ades formules sp�e
i�ques pour �k et �a une re
her
he lin�eaire pour le 
al
ul de �k.On d�enombre trois 
hoix 
lassiques de �k. Nous les avons tous test�es sur nosdeux probl�emes.{ m�ethode de la plus profonde des
ente,�k = 0;{ formule de Flet
her et Reeves,�FRk = k 5f(xk) k2k 5f(xk�1) k2 ;{ formule de Polak et Ribi�ere,�PRk = �5 f(xk)�5f(xk�1)�T :5 f(xk)k 5f(xk�1) k2 ;Pour assurer la 
onvergen
e globale de l'algorithme de Polak & Ribi�ere as-so
i�e �a une re
her
he lin�eaire v�eri�ant les 
onditions de Wolfe, on a aussi test�e�k = max(�PRk ; 0) [36℄. Par la suite, on appelera 
et algorithme l'algorithme dePolak & Ribi�ere stabilis�e. On dispose aussi d'algorithmes de re
her
he lin�eaireparti
uliers pour obtenir la 
onvergen
e globale de l'algorithme de Polak-Ribi�ere[50℄. 11



3.2.1.2 M�ethodes du se
ond ordre et du pseudo se
ond ordreUne appro
he, plus puissante que les m�ethodes du premier ordre, due �a New-ton 
onsiste �a trouver un point qui annule le gradient. Pour 
ela, on 
onsid�ereun d�eveloppement limit�e �a l'ordre 1 du gradient5f(xk + dk) =5f(xk) +52f(xk):dk + o(k dk k)5f(xk + dk) = 0 =) dk = ��52 f(xk)��1:5 f(xk)Bien �evidemment, le 
hoix de 
ette dire
tion revient �a 
onsid�erer pour f lemod�ele lo
al quadratique d�e�ni parf(xk + dk) = f(xk) +5f(xk):dk + dTk :52 f(xk):dk; (2)et �a en re
her
her un point 
ritique.Le 
al
ul de la dire
tion de des
ente dans les m�ethodes du se
ond ordre etdu pseudo se
ond ordre est bas�e sur 
ette dire
tion dk, dite de Newton, quientrâ�ne un taux de 
onvergen
e superlin�eaire.3.2.1.2.1 D�e
omposition du hessienLes m�ethodes basiques 
onsistent �a 
hoisir une fa
torisation pour r�esoudreexa
tement le syst�eme lin�eaire de Newton. Quand la matri
e n'est pas d�e�niepositive, on utilise une fa
torisation de Cholesky modi��ee (Gill & Murray [38℄,S
hnabel & Eskow [99℄) ou une fa
torisation de Bun
h & Parlett [6℄. Dansla pratique, 
es m�ethodes sont tr�es peu utilis�ees 
ar soit le hessien est trop
oûteux, soit la dimension est trop importante pour mettre en �uvre 
es fa
to-risations. De plus, le 
al
ul de la dire
tion de Newton de fa�
on pr�e
ise ralentit
onsid�erablement l'algorithme.Comme les deux probl�emes que nous traiterons mettent en jeu \peu" 4 deparam�etres de 
ontrôle, le 
oût de 
es d�e
ompositions est tr�es faible. On a sim-plement utilis�e une d�e
omposition LU quand on avait �a inverser l'approximationdu hessien.3.2.1.2.2 Les m�ethodes de Quasi-NewtonLorsque le 
al
ul du hessien est tr�es lourd, il est possible de l'approximer�a l'aide de matri
es dites de Quasi-Newton. On se donne une matri
e initialed�e�nie positive (g�en�eralement �egale �a l'identit�e) que l'on met �a jour �a 
haqueit�eration de l'algorithme a�n d'appro
her de mieux en mieux le hessien H oul'inverse du hessien B.4. dans le 
as du probl�eme 2, on a de l'ordre de 400 param�etres, mais 
ela reste faible parrapport au but industriel que nous nous sommes �x�es.12



La mise �a jour de l'approximation du hessien Hk (ou de son inverse Bk) estg�en�eralement la solution du probl�eme d'optimisation sous 
ontraintes g�en�eralmin!(Hk+1; Hk; Bk; Bk+1);sa
hant� Hk+1 sym�etrique;Hk+1:(xk+1 � xk) = 5f(xk+1)�5f(xk):La deuxi�eme 
ontrainte est appel�ee �equation de la s�e
ante v�eri��ee par lamoyenne du hessien sur le mor
eau de droite 
ompris entre les points xk etxk+1. La fon
tion ! d�esigne une mesure sur l'espa
e des matri
es. Cette mesureest tr�es souvent li�ee aux valeurs propres de la matri
eHk+1. Ainsi, on am�eliore le
onditionnement de la matri
e Hk+1 qui doit être \invers�ee" pour la r�esolutiondu syst�eme de Newton. En optimisation sans 
ontraintes, on a plutôt besoin del'inverse du hessien. On utilise alors dans la majeure partie des 
as les formulesmettant �a jour l'inverse du hessien Bk. On s'a�ran
hit alors d'une r�esolutionmatri
ielle �a 
haque it�eration.Par ailleurs, quand on travaille ave
 le hessien, on utilise le plus souventdes mises �a jour qui pr�eservent la d�e�nie positivit�e de la matri
e de Quasi-Newton, a�n de fa
iliter la r�esolution du syst�eme matri
iel de Newton. C'est le
as de la plupart des mises �a jour qui sont 
it�ees plus loin. Notamment, la mise�a jour de BFGS v�eri�e 
ette propri�et�e. En revan
he, la mise �a jour de rang 1(SR1) n'assure pas le 
ara
t�ere d�e�ni positif des matri
es it�er�ees [85℄. Cette mise�a jour s'av�ere assez m�edio
re quand on utilise une re
her
he lin�eaire 
lassique.Toutefois, elle semble pertinente dans un autre 
ontexte qui est 
elui des r�egionsde 
on�an
e dont nous d�e
rivons le prin
ipe plus loin.3.2.1.2.3 Di��erentes mises a jourPlusieurs mesures ! ont �et�e �etudi�ees [109℄. Ainsi, il a �et�e d�e�ni quelquesgrandes 
lasses de mise �a jour dont la plus 
onnue est la 
lasse 
onvexe deBroyden. On dispose des formules g�en�erales suivantes pour les matri
es Hk etBk approximant le hessien et son inverse :Hk+1 = Hk + y:yTsT y � HkssTHksTHks + �sTHks�sTHkssT y y�Hks��sTHkssT y y�Hks�T ;Bk+1 = Bk + s:sTsT y � BkyyTBkyTBky + �yTBky�yTBkysT y s�Bky��yTBkysT y s�Bky�T ;o�u ���yTBkysT y :sTB�1k ssT y � 1�+ � + � = 1:Dans la suite, �a une ex
eption pr�es, on utilisera les formules de type ap-proximation de l'inverse du Hessien Bk, et non les formules d'approximation du13



Hesssien Hk lui-même. La mise �a jour de Davidon, Flet
her et Powell ou DFP,qui fut la premi�ere propos�ee, 
orrespond �a � = 0 (ou � = 1). Pour � = 1 (ou� = 0), on obtient la tr�es r�epandue mise �a jour de Broyden, Flet
her, Godfarbet Shanno ou BFGS. Cette mise �a jour semble en moyenne la plus eÆ
a
e. Onpeut 
iter les mises �a jour 
lassiques de Greenstatd, SR1 (de rang un) [25℄, et lamise �a jour de Flet
her (� n�egatif) qui fait partie des mises �a jour prometteuses
ar les grandes valeurs propres y sont mieux 
orrig�ees en 
omparaison de BFGS[27℄.Ces algorithmes se r�ev�elent assez lents pour des probl�emes mal 
onditionn�es
ar la matri
e initiale est tr�es di��erente du hessien. C'est pourquoi, on peutintroduire deux nouvelles formules g�en�erales pour les matri
es Hk et Bk quid�ependent de deux param�etres suppl�ementaires � et 
:Hk+1 = � 1
��Hk+
� :y:yTsT y �HkssTHksTHks + �sTHks�sTHkssT y y�Hks��sTHkssT y y�Hks�T�;Bk+1 = 
�Bk+�
 :s:sTsT y �BkyyTBkyTBky + �yTBky�yTBkysT y s�Bky��yTBkysT y s�Bky�T�:Le param�etre � est un param�etre de stabilisation introduit par Biggs [3℄ et 
est un param�etre d'�e
helle (s
aling) introduit par Oren [88℄. Luks�an a r�epertori�eles di��erentes heuristiques pour le 
hoix des param�etres �, �, 
 dans les arti
les[64, 66℄. Il a pro
�ed�e �a une 
omparaison num�erique exhaustive des di��erentesmises �a jour [65℄. On peut aussi se r�ef�erer aux arti
les suivants pour d'autresmises �a jour [19, 69, 109℄. On peut mentionner les travaux de Ford & Moghrabisur une m�ethode multi-pas [30, 31, 29℄.Le gradient de la fon
tion 
rit�ere est une fon
tion de IRn dans IRn si onnote n le nombre de param�etres de 
ontrôle du probl�eme. Ainsi, le 
al
ul duhessien demande n 
al
uls de gradient soit n 
al
uls adjoints si on utilise ladi��erentiation automatique en mode dire
t ou en mode adjoint. On se renddon
 
ompte que le nombre de 
al
uls de gradient n�e
essaire �a l'�evaluation duhessien (�a 
haque it�eration) est trop p�enalisant pour les probl�emes industriels.Par ailleurs, la di��erentiation du 
ode adjoint 
onstruit demande un travailsuppl�ementaire important pour les 
odes industriels. De plus elle n�e
essiteraitdans le 
as des probl�emes d'�evolution, la sauvegarde de donn�ees suppl�ementaires.Même si 
ela serait en
ore abordable pour les deux probl�emes simpli��es �etudi�es,
e
i ne le serait plus pour des probl�emes industriels de grande taille. En�n, onren
ontre les mêmes probl�emes de taille m�emoire et de temps de 
al
ul ave
l'�e
riture des �equations de l'adjoint du se
ond ordre qui semble en
ore plus
ompliqu�ee �a mettre en �uvre [68℄.En vue du traitement de probl�emes industriels de grande taille, l'utilisationd'une matri
e de Quasi-Newton semble in
ontournable pour la mise en �uvred'une m�ethode de se
ond ordre. On a don
 impl�ement�e toutes les mises �a jourmentionn�ees pr�e
�edemment ave
 et sans param�etres de stabilisation pour lesdeux probl�emes �etudi�es. Les r�esultats num�eriques obtenus seront ri
hes d'ensei-gnement. 14



3.2.1.2.4 Mise a jour en jouant sur les 
olonnes Une autre strat�egiepour la mise �a jour de la matri
e de Quasi-Newton 
onsiste en la fa
torisationde l'approximation de l'inverse du hessien Bk selonBk = Zk:ZTk :En pro
�edant �a des rotations orthogonales sur Zk, on essaye de r�eduire lapossibilit�e d'avoir une sur-estimation du hessien. Di��erentes strat�egies de \s
a-ling" sur les 
olonnes de Zk ont �et�e propos�ees mais trop peu de tests semblentavoir �et�e r�ealis�es pour arriver �a une 
on
lusion [67, 100℄. Nous n'avons pas nous-mêmes test�e 
ette mise �a jour.3.2.1.2.5 La m�ethode de Quasi-Newton �a m�emoire limit�eeIl arrive fr�equemment qu'en grande dimension la m�emoire disponible soitinsuÆsante pour sto
ker la matri
e de Quasi-Newton. On rempla
e alors laformation et le sto
kage de 
ette matri
e par la sauvegarde d'un nombre �xem de paires de ve
teurs fsk; ykg. Ces paires de ve
teurs permettent par l'in-term�ediaire d'une relation de r�e
urren
e de 
al
uler le produit de la matri
e deQuasi-Newton ave
 n'importe quel autre ve
teur [86℄. Con
ernant le 
hoix dela valeur de m, une valeur entre 3 et 10 donne les meilleurs r�esultats [85℄. Lesformules de 
al
ul induites par 
ette m�ethode ont surtout �et�e d�evelopp�ees pourla mise �a jour BFGS, mais on peut aussi les �etendre �a la mise �a jour SR1. Ilexiste aussi, 
omme pour la m�ethode de Quasi-Newton, des variantes bas�ees surdes strat�egies de \s
aling" et \sizing" [34℄ et des repr�esentations de la matri
e deQuasi-Newton 
ompa
tes plus pertinentes pour l'optimisation sous 
ontraintes[7℄. Les matri
es de Quasi-Newton �a m�emoire limit�ee se r�ev�elent aussi eÆ
a
espour former des pr�e
onditionneurs utiles lors de la r�esolution du syst�eme lin�eairede Newton par une m�ethode it�erative [76℄. L'algorithme de Bu
kley & LeNirutilise 
e prin
ipe pour pr�e
onditionner le Gradient Conjugu�e [5, 71℄.Nos deux probl�emes font intervenir un trop petit nombre de variables pourn�e
essiter express�ement le re
ours �a 
ette m�ethode. Cependant, en vue du traite-ment des probl�emes de plus grande taille en nombre de variables (m param�etrespar n�ud du maillage), l'impl�ementation d'une m�ethode de Quasi-Newton �am�emoire limit�ee ou l'utilisation de l'algorithme M1QN3 (d�evelopp�e par l'IN-RIA) fait partie des d�eveloppements en 
ours.3.2.1.2.6 Gauss-NewtonLa m�ethode de Gauss-Newton s'applique au 
as o�u la fon
tion �a minimiserest de la forme f(x) = 12 mXi=1 r2i (x):Au minimum, g�en�eralement nul, les fon
tions ri(x) sont n�egligeables parrapport �a leur gradient. On peut alors approximer le hessien de f par15



52f(x) ' J:JT ;ave
 J la matri
e de terme g�en�eral Ji;j = �ri�xj .Pour les fon
tionnelles quadratiques faiblement non lin�eaires, 
ette m�ethodeest meilleure que la m�ethode de Quasi-Newton. En 
ontrepartie, on a besoin de
al
uler J , 
e qui s'av�ere tr�es 
oûteux quand m est grand. A 
e propos, il estpr�eferable que m soit plus grand que le nombre de param�etres a�n de travaillerave
 une matri
e de rang maximal. Pour le probl�eme P2, 
on
ernant la partiethermique du 
rit�ere, m serait le nombre de n�uds du domaine (il serait lenombre de n�uds de la surfa
e de sortie pour le probl�eme P1). Con
ernant lapartie �energ�etique du 
rit�ere, m est serait �egal �a 99.De plus, l'appli
ation de l'algorithme de Gauss-Newton ave
 m = 1 im-plique une approximation du hessien de rang 1, 
e qui n'est pas envisageable. Lam�ethode de Gauss-Newton semble don
 inad�equate pour le genre de probl�emesque nous voulons aborder.Soulignons aussi que la qualit�e de la m�ethode semble se d�egrader lorsquel'approximation du hessien est singuli�ere. Pour rem�edier �a 
ela, on peut e�e
tuerune r�egularisation de Ti
honov [41℄ qui ressemble �a l'introdu
tion du 
�Æ
ientde Lagrange dans la m�ethode des r�egions de 
on�an
e.3.2.1.2.7 Iterated Subspa
e Minimization Methods (ISM)En grande dimension, le 
oût alg�ebrique de la r�esolution de l'�equation deNewton est pr�edominant par rapport aux �evaluations de la fon
tion et du gra-dient lorsque 
elles-
i sont peu 
oûteuses. L'appro
he employ�ee est alors dediminuer 
e 
oût alg�ebrique par des �evaluations de fon
tions suppl�ementaires.Dans le même esprit que des travaux de Saad [95℄, la r�esolution partielle ou nondu syst�eme de Newton est suivie d'une minimisation de la fon
tion sur un espa
ede petite dimension (typiquement entre 10 et 20) bien 
hoisi, pour laquelle onposs�ede des m�ethodes robustes et rapides [14℄.Dans notre 
ontexte o�u nous 
her
hons justement �a �e
onomiser le nombred'�evaluations de fon
tion et de gradient, 
ette appro
he ne semble pas perti-nente.3.2.1.2.8 Newton tronqu�eEn grande dimension, il r�esulte un fort 
oût alg�ebrique de la r�esolution dusyst�eme lin�eaire de Newton �a 
haque it�eration. Or, le 
al
ul exa
t de la dire
tionde Newton ne prend son int�erêt que si on se trouve pro
he d'un minimum, l�ao�u le mod�ele quadratique 
onstitue une ex
ellente approximation de la fon
tion
rit�ere. On peut don
 se 
ontenter d'un 
al
ul appro
h�e pendant une grande par-tie du pro
essus d'optimisation. Pour 
ela, la r�esolution du syst�eme lin�eaire par16



le Gradient Conjugu�e qu'on tronque d�es qu'une pr�e
ision suÆsante est atteintesemble des plus naturelles : 
'est la m�ethode de Newton tronqu�e [17℄.Lorsque la matri
e �a inverser est d�e�nie positive, le Gradient Conjugu�e(pr�e
onditionn�e ou non) est stable. Un exemple de 
rit�ere de tron
ature estdk v�eri�e k 52f(xk):dk +5f(xk) k� �k k 5f(xk) k; �k 2 [0; 1℄:Quand la matri
e �a inverser n'est pas d�e�nie positive, le Gradient Conjugu�epeut devenir instable. On a alors le 
hoix de tronquer d�es qu'une dire
tion de
ourbure n�egative est d�ete
t�ee ou, d�es que l'it�er�e 
ourant de l'algorithme it�eratifsort d'une sorte de r�egion de 
on�an
e [4℄. Une meilleure alternative 
onsiste�a 
ontinuer le pro
essus it�eratif �a l'aide de l'algorithme de Lan
zos [89℄ d�esqu'une dire
tion de 
ourbure n�egative est d�ete
t�ee, a�n de 
al
uler ave
 unemeilleure pr�e
ision la dire
tion de des
ente [73℄. Ces m�ethodes ne sont vraiment
omp�etitives que si on pr�e
onditionne l'algorithme it�eratif 
onsid�er�e. Le 
hoixdu pr�e
onditionneur joue en r�egle g�en�erale un rôle 
ru
ial pour 
et algorithme.Celui-
i peut être form�e �a partir d'une fa
torisation du hessien (ou de son ap-proximation), ou de l'appli
ation d'un algorithme de Quasi-Newton �a m�emoirelimt�ee en utilisant les dire
tions interm�ediaires g�en�er�ees par l'algorithme it�eratifau 
ours de la premi�ere r�esolution partielle du syst�eme de Newton.La m�ethode de Newton tronqu�e est tr�es eÆ
a
e quand le probl�eme trait�e estpresque quadratique. Pour la rendre aussi performante dans le 
as de probl�emesfortement non lin�eaires, on peut la 
oupler ave
 une re
her
he non monotone et
urvilin�eaire, l'algorithme �etant alors performant si le 
al
ul des dire
tions de
ourbure positive et n�egative est assez pr�e
is. Cependant, il faut mentionner uned�et�erioration de l'algorithme lorsque seulement une approximation du hessienest 
onsid�er�ee.3.2.1.2.9 M�ethode de Newton Dis
retLa m�ethode de Newton Dis
ret 
onstitue un interm�ediaire entre les m�ethodesde Quasi-Newton et la m�ethode de Newton. Le hessien est appro
h�e par di��eren
es�nies selon 52f(x):h ' 5f(x+ �h)�5f(x)� :On peut tronquer 
ette m�ethode (Newton Dis
ret Tronqu�e) et prendre en
ompte des dire
tions de 
ourbure n�egative. On am�eliore ainsi la 
onvergen
e etla robustesse de l'algorithme lors du traitement de probl�emes mal 
onditionn�es.3.2.1.2.10 M�ethode de Newton Dis
ret Tronqu�e ave
 m�emoireLa m�ethode de Newton Dis
ret Tronqu�e, malgr�e sa robustesse pour lesprobl�emes mal 
onditionn�es, reste beau
oup plus 
oûteuse qu'une m�ethode deQuasi-Newton �a m�emoire limit�ee. A l'oppos�e, l'algorithme de BFGS �a m�emoire17



limit�ee n'est pas aussi rapide et robuste lors du traitement de probl�emes mal
onditionn�es que l'algorithme de Newton Dis
ret Tronqu�e. Ces deux algorithmes
ompl�ementaires ont �et�e asso
i�es pour former la m�ethode de Newton Dis
retTronqu�e ave
 m�emoire limit�ee a�n de 
apter les avantages de 
haque m�ethode[8℄. L'algorithme 
onsiste �a e�e
tuer p�eriodiquement quelques it�erations de New-ton Dis
ret Tronqu�e dans un algorithme de Quasi-Newton �a m�emoire limit�ee.Le Gradient Conjugu�e tronqu�e r�ealis�e dans la phase dis
r�ete permet d'isolerdes ve
teurs qui servent �a la mise �a jour de la matri
e de Quasi-Newton. Desr�esultats num�eriques sur deux algorithmes relevant de 
ette m�ethode, DINEMOet ALTERNATE, font ressortir la qualit�e des informations issues des phases deGradient Conjugu�e.Les trois m�ethodes pr�e
�edentes sont d'un int�erêt r�eel d�es que le nombrede param�etres est grand. Malheureusement, elles semblent se d�egrader assezfortement d�es que le hessien est appro
h�e, 
omme on le pr�e
onise pour nosprobl�emes. Toutefois, une extension de notre travail pourrait être d'impl�ementerla m�ethode de Newton tronqu�e ave
 une matri
e de Quasi-Newton non d�e�niepositive en utilisant un mise �a jour SR1 par exemple.3.2.1.2.11 Cas des fon
tions partiellement s�eparables En grandedimension, les algorithmes les plus r�e
ents essayent d'imiter la stru
ture duhessien. Lorsque la stru
ture n'est pas 
onnue, les algorithmes de Quasi-Newtonave
 mise �a jour 
reuse apportent des alternatives int�eressantes [28℄, mais buttenten
ore sur quelques probl�emes qui les rendent moins 
omp�etitifs que les m�ethodes
i-dessus [86℄.Lorsque la struture de f est 
onnue, 
e qui ne rentre pas dans les 
as quenous souhaitons traiter, le 
as des fon
tions partiellement s�eparables donne lieu�a un algorithme tr�es eÆ
a
e (voir aussi les propri�et�es parti
uli�eres lors de lamise en oeuvre de la di��erentiation automatique dans [13℄). Une fon
tion estdite partiellement s�eparable si et seulement si elle est la somme de fon
tions�el�ementaires fi(x) pour lesquels on a un espa
e invariant non trivial [85℄ 
'est-�a-dire f(x) = neXi=1 fi�Ui(x)�; dim(Ui) = ni � n; ni 2 [1; 5℄:Ainsi, si on se donne une approximation de 
haque hessien �el�ementaire Hi '52�i, on peut 
onstruire une approximation du hessien de f par52f ' H = neXi=1 UTi :Hi:Ui:Comme on met �a jour �a 
haque it�eration 
haque hessien �el�ementaire (depetite taille), on obtient au bout de quelques it�erations une bonne approximationdu hessien de f [48℄. Ce
i est bien plus eÆ
a
e que la m�ethode de Quasi-Newton�a m�emoire limit�ee qui apporte des 
orre
tions su

essives de rang 2 sur la matri
e18



totale. Ainsi on a besoin, en grande dimension, de r�ealiser un grand nombred'it�erations pour obtenir une approximation auusi bonne du hessien de f .Cette m�ethode, bien que tr�es eÆ
a
e, requiert de 
onnâ�tre les espa
es inva-riants de f au pr�ealable. Or, leur d�ete
tion automatique est assez diÆ
ile, 
e quirend la m�ethode peu appli
able dans l'industrie. On peut toutefois mentionnerles travaux de Gay sur l'�elaboration de tels logi
iels [32℄.3.2.1.3 M�ethodes de tenseurCes m�ethodes 
ontrairement aux autres pr�e
onisent un mod�ele lo
al d'ordretrois ou quatre d�e�ni parOrdre 3  (x
 + d) =5f(x
) +52f(x
):d+ 12T
:d2;Ordre 4 (x
 + d) = f(x
) +5f(x
):d+ 12 52 f(x
):d2 + 16T
:d3 + 124V
:d4:On 
al
ule les tenseurs par interpolation des informations gard�ees sur p it�er�espr�e
�edents. Des tests ont montr�e que p = 1 donne d'aussi bons r�esultats quep � 1 [98℄. On est amen�e �a employer une stratr�egie parti
uli�ere lorsque la ma-tri
e approximant le hessien est singuli�ere, en parti
ulier lorsque son noyau estde rang 1. Malheureusement on ne le sait pas a priori. Ces m�ethodes, tr�es per-formantes lorsque le noyau est de rang 1, peuvent entrâ�ner des gains au niveaudes �evaluations de fon
tions et de gradient allant jusqu'�a 50%.Pour nos deux probl�emes, on a impl�ement�e le 
al
ul des dire
tions par lesmod�eles de rang 3 et 4, ave
 un hessien appro
h�e et de rang maximal 
ar onutilise une mise �a jour de la matri
e de Quasi-Newton qui assure la d�e�niepositivit�e de toutes les matri
es it�er�ees. Au vu des r�esultats moyens obtenus dontnous ne pr�esenterons pas le d�etail, il semble que 
es m�ethodes soient vraiment
onseill�ees lorsqu'on poss�ede le vrai hessien.3.2.2 Cal
ul de la longueur de des
enteComme 
ela a �et�e dit pr�e
�edemment, la te
hnique la plus eÆ
a
e est 
ellede Newton. Seulement, 
ette m�ethode ne se r�ev�ele vraiment eÆ
a
e que si lepoint de d�epart est assez pro
he de l'optimum. De plus, elle ne garantit pasla 
onvergen
e vers un minimum, même lo
al. C'est pourquoi, les algorithmespr�e
�edents sont 
oupl�es �a une re
her
he lin�eaire (ou rempla
�es par une m�ethodedes r�egions de 
on�an
e, que nous verrons plus loin). Ainsi, on retrouve dansl'algorithme la propri�et�e de 
onvergen
e globale vers un minimum lo
al.On suppose 
onnâ�tre la dire
tion de des
ente dk au point xk. La re
her
helin�eaire 
onsiste �a trouver �k de fa�
on �a diminuer la fon
tionnelle suÆsammentle long de 
ette dire
tion. Ce \suÆsamment" sera quanti��e 
i-dessous dans la19



des
ription des 
onditions dites de Wolfe, Armijo et Goldstein & Pri
e. Ensuite,on pro
�edera �a la mise �a jour xk+1 = xk + �kdk:Les m�ethodes les plus simples 
onsistent �a 
hoisir �k 
onstant ou �a e�e
tuerune re
her
he it�erative en subdivisant l'intervalle initial sur �k par la m�ethodede la se
tion dor�ee (appel�ee plus 
ommun�ement \golden sear
h method") oupar une re
her
he di
hotomique. Ces m�ethodes \simples" sont g�en�eralementtr�es gourmandes en temps de 
al
ul et don
 peu utilis�ees quand l'�evaluation dela fon
tion est 
oûteuse.3.2.2.1 Conditions de WolfeLes re
her
hes lin�eaires les plus �evolu�ees sont 
elles qui utilisent le gradientde la fon
tion [27℄. Une des plus puissantes 
onsiste �a satisfaire les 
onditionsdites de Wolfe. On exige alorsf(xk + �kdk) � f(xk) + �1�k 5 f(xk)T :dk; (3)5f(xk + �kdk)T :dk � �25 f(xk)T :dk; (4)pour un 
ouple �1; �2 appartenant �a [0; 1℄ �x�e �a l'avan
e.Il arrive souvent qu'on pr�ef�ere les 
onditions de Wolfe dites fortes. La deuxi�eme
ondition (4) est alors rempla
�ee parj 5f(xk + �kdk)T :dk j� �2 j 5f(xk)T :dk j :La premi�ere 
ondition (3) ou 
ondition de diminution suÆsante (ou 
onditiond'Armijo) permet de ne pas prendre des pas �k trop grands et ainsi de ne pas sed�epla
er vers un minimum lo
al o�u la valeur de la fon
tion f serait sup�erieure�a la valeur de la fon
tion �a l'it�er�e 
ourant xk. La se
onde 
ondition (4) ou
ondition de 
ourbure interdit le 
hoix de pas trop petits pouvant entrâ�ner une
onvergen
e lente. Le 
hoix �1 = 0; 9 et �2 = 0; 0001 est un 
hoix standard pour
es param�etres. On peut 
iter l'algorithme de Mor�e & Thuente 
onstruit pourle 
al
ul d'une longueur de des
ente v�eri�ant les 
onditions de Wolfe [78℄.3.2.2.2 Condition d'ArmijoLa re
her
he d'Armijo se propose de trouver un pas qui satisfasse seulementla 
ondition de diminution suÆsante pr�e
�edente (3). Elle est dangereuse 
ar lepas initial pris le plus souvent �egal au pas de Newton �k = 1 peut s'av�erer tropfaible [4℄. En revan
he, elle pr�esente l'avantage de ne pas entrâ�ner de sur
oûtli�e �a un 
al
ul de gradient qui n�e
essite un temps de 
al
ul non n�egligeable.20



3.2.2.3 Goldstein & Pri
eLa re
her
he de Goldstein & Pri
e repr�esente un 
ompromis entre la re-
her
he d'Armijo et la re
her
he de Wolfe (forte). Comme le gradient est sou-vent 
oûteux et que d'autre part il est important de satisfaire la 
ondition de
ourbure (4), au moins en un sens faible, on approxime le gradient intervenantdans la 
ondition de 
ourbure par une approximation aux di��eren
es �nies selon5f(xk + �kdk) ' f(xk + �kdk)� f(xk)�k :Il n'est alors pas plus 
oûteux d'utiliser 
ette m�ethode que la re
her
he d'Ar-mijo. En revan
he, on rappelle qu'une re
her
he de Wolfe 
oûte plus 
her 
arelle n�e
essite un 
al
ul de gradient suppl�ementaire �a 
haque it�eration de la re-
her
he lin�eaire. Les trois re
her
hes lin�eaires pr�e
�edentes ont �et�e impl�ement�eeset test�ees sur les deux probl�emes mod�eles. On les a toutes 
oupl�ees �a une inter-polation 
ubique dont le prin
ipe est donn�e 
i-apr�es.En 
e qui 
on
erne le 
hoix de la longueur de des
ente initiale, on 
hoisitdurant les 
inq premi�eres it�erations de l'algorithme d'optimisation de prendreune longueur plus grande que la valeur standard. En e�et, on se situe loin del'optimum, on a don
 int�erêt �a prendre des pas grands pour 
onverger plus vite.Pour les it�erations suivantes, on adopte la valeur 1.3.2.2.4 Interpolation 
ubique et paraboliqueCes heuristiques jouent un rôle important dans l'algorithme de re
her
helin�eaire lors du 
al
ul de l'it�er�e �k+1 
ar elles r�eduisent le nombre d'it�erationsdu pro
essus d'optimisation (soit le nombre d'�evaluations de fon
tion et de gra-dient) par rapport �a une re
her
he it�erative par pure di
hotomie par exemple.Ave
 les valeurs de la fon
tion et de son gradient en 
ertains points, on peut
al
uler les param�etres d'une 
ubique (ou d'une parabole) qui approxime defa�
on plus ou moins satisfaisante la fon
tion. On se sert alors du minimum dela 
ubique, fa
ile �a 
al
uler, pour passer de �ik+1 �a �i+1k+1.3.2.2.5 Re
her
he non monotoneLorsqu'on 
onsid�ere la fon
tion de Rosenbro
k [51℄, exemple 
anonique enoptimisation, on observe que la m�ethode de Newton (non monotone) 
onvergeen sept it�erations alors qu'une m�ethode de Newton ave
 re
her
he lin�eaire mo-notone a besoin de beau
oup plus d'it�erations pour lo
aliser le minimum. Ce
ifait apparâ�tre que pour 
ertaines fon
tions (par exemple 
elles qui 
omportentdes \narrow 
urved valleys") une re
her
he lin�eaire id�eale pour la m�ethode deNewton doit rendre un a

roissement de la valeur de la fon
tion possible au
ours du pro
essus d'optimisation, tout en retenant une 
onvergen
e globale.Partant de 
ette observation, plusieurs m�ethodes ont vu le jour. Notamment,21



on peut imposer �a la valeur de la fon
tion �a 
haque it�er�e de satisfaire une 
ondi-tion d'Armijo en 
onsid�erant la valeur maximale de la fon
tion sur un nombre�x�e d'it�er�es pr�e
�edents [51, 52, 104℄.Pour nos probl�emes, nous n'avons pas test�e une telle re
her
he. Comme noussommes limit�es par le nombre d'it�erations, nous pensons en e�et ne pas pou-voir r�eellement pro�ter de la non monotonie pour 
onverger vers de meilleuresvaleurs.3.2.2.6 Re
her
he ave
 
ourbure n�egative La 
apa
it�e d'un algorithme�a 
onverger vers un point 
ritique v�eri�ant les 
onditions d'optimalit�e du se
ondordre d�epend de son aptitude �a sortir des r�egions non 
onvexes [72℄. Contraire-ment �a la m�ethode des r�egions de 
on�an
e (que nous verrons 
i-dessous), lesalgorithmes de Newton ave
 re
her
he lin�eaire n'ont pas 
ette aptitude 
ar lehessien est souvent perturb�e de fa�
on �a 
e qu'il soit d�e�ni positif, ou la matri
ede Quasi-Newton est par 
onstru
tion d�e�nie positive. Cependant, la re
her
helin�eaire peut re
ouvrer 
ette propri�et�e en utilisant une dire
tion n�egative du hes-sien, quand il y en a une. Les quelques algorithmes bas�es sur 
ette id�ee se sontr�ev�el�es plus robustes et �e
onomiques que les algorithmes de Newton 
lassiqueset 
omparables ave
 l'algorithme des r�egions de 
on�an
e tronqu�e impl�ement�edans LANCELOT [79℄. En e�et, ils nous donnent la 
apa
it�e d'exploiter eÆ
a-
ement la non 
onvexit�e lo
ale de la fon
tion obje
tif.Ces algorithmes 
al
ulent une dire
tion de des
ente de 
ourbure positive sk(sTkHksk � 0) et une dire
tion de 
ourbure n�egative dk (dTkHkdk � 0). Ces deuxdire
tions peuvent donner lieu �a une re
her
he lin�eaire 
lassique : on teste lesdeux dire
tions et on 
hoisit 
elle qui 
orrespond �a la diminution la plus grande.On peut aussi utiliser les deux dire
tions simultan�ement dans la re
her
he, 
'estla re
her
he 
urvilin�eaire [72℄. L'it�er�e suivant se d�eduit de l'it�er�e 
ourant parxk+1 = xk + �2ksk + �kdk; �k > 0:Bien que plus simple, la re
her
he lin�eaire ave
 une des deux dire
tionssemble donner de meilleurs r�esultats que la re
her
he 
urvilin�eaire [44℄.Con
ernant le 
al
ul des deux dire
tions sk et dk, il peut se faire simul-tan�ement en d�e
omposant le hessien. Cela reste trop 
oûteux en grande dimen-sion. Les algorithmes les plus eÆ
a
es les 
al
ulent s�epar�ement. Un algorithmede Gradient Conjugu�e tronqu�e fournit sk, et des it�erations suppl�ementaires deLan
zos asso
i�ees �a un 
al
ul de plus petite valeur propre d'une matri
e tridia-gonale sont la base du 
al
ul de dk [26, 53, 83℄.Comme nous l'avons dit pr�e
�edemment lors de la des
ription de la m�ethodede Newton tronqu�e, l'impl�ementation et le test de 
ette re
her
he dans notre
ontexte repr�esente une extension possible de notre travail.3.2.2.7 Re
her
he ave
 m�emoireLorsqu'on travaille ave
 le hessien de la fon
tion, 
e qui semble pour l'instantina

essible pour nos probl�emes, on prend seulement en 
ompte le 
ara
t�ere22



lo
al de la fon
tion. Ce
i peut donner de mauvais r�esultats quand la fon
tionest fortement non lin�eaire. La dire
tion de Newton se r�ev�ele assez moyenne 
arle hessien varie beau
oup. Ainsi, 
ette m�ethode propose de 
onsid�erer, �a 
haqueit�eration, un mod�ele lo
al 
ombinaison lin�eaire du mod�ele quadratique 
lassiqueet du mod�ele de l'it�eration pr�e
�edente. L'algorithme plus global est alors moinssensible aux non lin�earit�es [43℄. Nous ne l'avons pas test�e.3.2.3 La m�ethode des r�egions de 
on�an
eLa m�ethode des r�egions de 
on�an
e est une m�ethode qui 
al
ule \simul-tan�ement" la longueur et la dire
tion de des
ente. Cette m�ethode, bien que pluslourde �a mettre en �uvre que les m�ethodes 
lassiques de Newton, peut êtreune alternative fort puissante dans le 
as de probl�emes fortement non lin�eaires.D'une part, 
ette m�ethode est \interm�ediaire" entre 
elle de Newton et 
elle deplus profonde des
ente. Nous verrons 
i-dessous pourquoi. En 
ela, on pourrafaire le rappro
hement de 
ette m�ethode ave
 la m�ethode de Newton tronqu�e.D'autre part, elle est tr�es performante quand on poss�ede le vrai hessien et que
elui-
i n'est pas d�e�ni positif. Les dire
tions de 
ourbure n�egative sont uti-lis�ees de mani�ere naturelle. On pourra rappro
her 
ette sp�e
i�
it�e de 
elle desre
her
hes lin�eaires qui prennent en 
ompte les dire
tions de 
ourbure n�egative.Comme les m�ethodes 
lassiques, on 
onsid�ere le mod�ele quadratique  k d�e�nipar l'�equation (1). Mais, au lieu de travailler sur la dire
tion de Newton qui peutse r�ev�eler assez pauvre, on travaille dans l'espa
e tout entier en prenant 
ommeparam�etre la norme maximale de la dire
tion 
her
h�ee 4k. Ainsi, on d�e�nitune r�egion de 
on�an
e autour de xk dans laquelle le mod�ele quadratique estminimis�e.Ensuite, l'algorithme 
al
ule le d�epla
ement dk r�ealisant l'optimum du mod�elequadratique dans la r�egion de 
on�an
e (ou une fra
tion de 
elui-
i). On 
onstruitle nouveau point xk+1 = xk + dk, et on 
al
ule le ratio entre la diminution r�eelleet la diminution pr�evue par le mod�ele.predk(dk) =  k(xk)�  k(xk + dk);aredk(dk) = f(xk)� f(xk + dk);�k = aredk(dk)predk(dk) :Si l'a

ord est bon (�k � 1), respe
tivement mod�er�e, respe
tivement mauvais(�k � 1), le rayon �k de la r�egion de 
on�an
e est augment�e, respe
tivementin
hang�e, et on pose xk+1 = xk + dk, respe
tivement r�eduit et xk+1 = xk. Ce
ipermet de mettre �a jour la 
oh�eren
e du mod�ele quadratique ave
 la fon
tion fr�eelle.Ainsi, il ne reste plus qu'�a r�esoudre le sous-probl�eme 
lassique des r�egionsde 
on�an
e Pk �a 
haque it�eration d�e�ni par(Pk) min n k(dk); k Dk:dk k� 4ko:23



La matri
e Dk est une matri
e de poids qui permet �eventuellement deprendre en 
ompte la non isotropie de la fon
tion f dans IRn.Lorsqu'un d�epla
ement solution d'un sous-probl�eme (Pk) est rejet�e, le rayonest diminu�e. En 
as de quelques �e
he
s su

essifs, le rayon de 
on�an
e est sifaible que le d�epla
ement 
al
ul�e 
o��n
ide ave
 le d�epla
ement selon la plus pro-fonde des
ente. C'est pourquoi, on dit que la plus mauvaise dire
tion de des
enteque peut 
onsid�erer l'algorithme est la dire
tion de plus profonde des
ente.Si une erreur relative assez faible est e�e
tu�ee lors du 
al
ul du gradient,l'algorithme diminuera tout de même la fon
tion 
rit�ere [9℄. Dans le 
as d'unalgorithme de Newton non tronqu�e, la dire
tion de des
ente 
onsid�er�ee est ladire
tion de Newton. Or, si l'erreur relative 
ommise sur le gradient 
orres-pond �a un ve
teur propre asso
i�e �a une valeur propre, de l'inverse de la ma-tri
e repr�esentant le hessien, beau
oup plus grande que 
elle asso
i�ee au ve
teurpro
he le plus \pro
he" du gradient, la dire
tion de Newton peut ne pas êtreune dire
tion de des
ente [10℄. Cette di��eren
e de 
omportement est �a l'originede la plus grande robustesse des algorithmes des r�egions de 
on�an
e lors dutraitement de fon
tions bruit�ees.3.2.3.1 Algorithme de NewtonL'appli
ation de la m�ethode des multipli
ateurs de Lagrange au probl�emesous 
ontraintes (Pk) introduit un 
�Æ
ient de lagrange ��k unique �a l'optimumv�eri�antd solution de (Pk)() 8>>>><>>>>: k Dk:d k� 4k et 9��k � 0;�52 f(xk) + ��kDTkDk�:d = �5 f(xk);52f(xk) + ��kDTkDk semi-d�e�nie positive;��k�4k� k Dk:d k � = 0:Les premiers algorithmes 
onsistaient �a trouver ��k par un algorithme deNewton appliqu�e �a une �equation non lin�eaire [77℄.3.2.3.2 D�e
omposition du hessienUne autre fa�
on de r�esoudre exa
tement le probl�eme (Pk) 
onsiste �a d�e
omposerle hessien par{ une fa
torisation de Cholesky modi��ee [38, 99℄,{ une fa
torisation sym�etrique ind�e�nie de Bun
h-Parlett [6, 55℄,{ une fa
torisation de Cholesky in
ompl�ete ave
 m�emoire limit�ee [62, 70℄.On d�e�nit �a l'issue de 
ette d�e
omposition une matri
e de poids. Ensuite,par quelques 
hangements de variables judi
ieux utilisant les produits de lad�e
omposition, on se ram�ene �a un probl�eme de r�esolution �el�ementaire [42℄.Le fort 
oût alg�ebrique de 
es fa
torisations, �a part peut-être pour la fa
-torisation sym�etrique ind�e�nie de Bun
h-Parlett, rendent 
e type de m�ethodes24



imprati
ables en grande dimension. A�n d'être viable en grande dimension, plu-sieurs travaux se sont propos�es de 
al
uler l'optimum en n'utilisant seulementque des produits matri
es-ve
teurs, en 
onsid�erant d'autres param�etrisations duprobl�eme [54, 96℄. Ces algorithmes ren
ontrent des diÆ
ult�es lors du traitementde probl�emes r�ealistes, mais des r�esultats de re
her
hes r�e
entes les am�eliorent
onstamment3.2.3.3 Dogleg algorithmsLa r�esolution exa
te du sous-probl�eme (Pk) est trop 
oûteuse en grande di-mension. Il est souvent plus avantageux de r�esoudre le sous-probl�eme de mani�ereapproximative. La premi�ere id�ee est de restreindre la dimension de l'espa
e surlequel le mod�ele est minimis�e : 
'est la d�emar
he des algorithmes dits \dogleg".Plus exa
tement, on approxime par des mor
eaux de droites la 
ourbe d�e�niepar p(Æ); p solution deminn (p); k p k� Æo; Æ � 4 [77℄.Ces algorithmes sont mal d�e�nis si le hessien est singulier. De plus, on doitr�esoudre un syst�eme lin�eaire 
oûteux en grande dimension.3.2.3.4 Gradient Conjugu�e tronqu�eLe mod�ele lo
al �etant quadratique, on peut lui appliquer un algorithme deGradient Conjugu�e [101℄. Comme dans la m�ethode de Newton tronqu�e, on ef-fe
tue un Gradient Conjugu�e qu'on tronque d�es qu'une dire
tion de 
ourburen�egative est d�ete
t�ee, d�es que l'it�er�e 
ourant sort de la r�egion de 
on�an
e ouqu'on a 
onverg�e suÆsamment. Lorsqu'une dire
tion de 
ourbure n�egative estd�ete
t�ee, on arrête le Gradient Conjugu�e et on normalise 
ette dire
tion a�n dese situer sur la fronti�ere de la r�egion de 
on�an
e : 
'est le point de Steihaug.Comme dans l'algorithme de Newton tronqu�e, des it�erations suppl�ementairesde Lan
zos permettent de 
al
uler une dire
tion de 
ourbure n�egative plus ri
heque la premi�ere. Un nombre entre 5 et 10 semble 
onstituer un bon 
ompromisentre l'apport au niveau de la 
onvergen
e et le travail suppl�ementaire e�e
tu�e[45℄.3.2.3.5 R�egions de 
on�an
e non monotoneCes algorithmes sont issus de la même id�ee que les algorithmes de re
her
helin�eaire non monotones. D'ailleurs, on observe une grande similarit�e entre lesalgorithmes. On peut souligner que les algorithmes de r�egions de 
on�an
e nonmonotones ont plutôt �et�e �elabor�es pour les probl�emes sous 
ontraintes [18, 105℄.3.2.3.6 Combinaison des r�egions de 
on�an
e et du ba
ktra
kingDans l'algorithme des r�egions de 
on�an
e, si un a

roissement de f estobserv�e, on diminue le rayon4k et on r�eamor
e une r�esolution du sous-probl�eme
lassique. En grande dimension, 
ela peut devenir tr�es 
oûteux. Or, on observe25



que r�eduire le rayon de 
on�an
e donne des dire
tions qui sont pro
hes de ladire
tion qui �e
houa �a la premi�ere it�eration. No
edal & Yuan proposent alorsde garder la dire
tion de des
ente qui �e
houa en premier lieu et d'e�e
tuer unere
her
he lin�eaire \ba
ktra
king" [87℄. Ainsi, on �e
onomise un grand nombre der�esolutions du sous-probl�eme (Pk).3.2.3.7 Propri�et�esOn peut d�ej�a remarquer que la m�ethode des r�egions de 
on�an
e g�en�eralisela m�ethode de Newton ave
 re
her
he lin�eaire, qui est une m�ethode des r�egionsde 
on�an
e �a rayon �k in�ni. On 
omprend ainsi que la m�ethode soit plus ro-buste dans les 
as diÆ
iles 
ar le rayon s'ajuste �a la fon
tion 
rit�ere. De plus, elled�e�nit une 
at�egorie d'algorithmes qui poss�edent des propri�et�es remarquables.Notamment, on poss�ede des r�esultats de 
onvergen
e plus forts que 
eux obte-nus pour une re
her
he lin�eaire 
lassique [77℄. Par ailleurs, un r�esultat de Cartermontre que 
ette m�ethode est peu sensible au bruit [9℄. On poss�ede ainsi unealternative plus performante que la m�ethode de \downhill simplex" de Nelder& Mead pour les fon
tions bruit�ees (quand on peut d�e�nir et 
al
uler le gra-dient de la fon
tion 
rit�ere, toutefois). En e�et, on dispose de r�esultats fortsde 
onvergen
e globale même si on 
ommet une erreur relative sur le 
al
ul dugradient allant jusqu'�a 50%.En 
ontre-partie, 
ette m�ethode poss�ede quelques d�efauts qui peuvent larendre parfois peu performante. En parti
ulier, rien ne nous indique quelle valeur
hoisir pour le 
hoix du rayon de 
on�an
e initial, 
ontrairement �a la longueurde des
ente dans les re
her
hes lin�eaires. Or, un mauvais 
hoix de 
e rayon peutmener �a de nombreuses it�erations super
ues. On peut mentionner i
i l'exis-ten
e d'une heuristique pour 
e 
hoix [97℄, même si elle entrâ�ne un nombred'�evaluations de fon
tions suppl�ementaires. En�n, soulignons-le une nouvellefois, 
ette m�ethode ne semble vraiment int�eressante que lorsque l'on dispose duhessien et que 
elui-
i n'est pas d�e�ni positif (probl�emes mal pos�es, fortementnon lin�eaires). Or, dans beau
oup d'appli
ations, une matri
e de Quasi-Newtonest 
onstruite. Cette matri
e est le plus souvent d�e�nie positive (BFGS parexemple), 
e qui ôte l'int�erêt de travailler ave
 une m�ethode des r�egions de
on�an
e. En e�et, dans 
e 
as, l'algorithme se 
omporte 
omme un algorithmede Newton (au besoin tronqu�e) ave
 une re
her
he lin�eaire 
lassique, ex
ept�eque la dire
tion de des
ente est re
al
ul�ee �a 
haque fois que le rayon �k (ou paranalogie �k) �e
houe.Les quelques d�efauts pr�esent�es par 
ette m�ethode vu les 
as que nous vou-lons aborder, ne nous engagent pas �a l'utiliser. En e�et, le probl�eme du 
hoix dupremier rayon entrâ�ne des it�erations suppl�ementaires que l'on ne peut pas sepermettre. De plus, on ne poss�ede pas le hessien, 
e qui semble 
ompromettre lesr�esultats. Toutefois, 
on
ernant le deuxi�eme point, la mise �a jour SR1 semble ap-porter une alternative int�eressante alli�ee �a la m�ethode des r�egions de 
on�an
e.N�eanmoins, 
omme on l'a mentionn�e pr�e
�edemment, la m�ethode des r�egionsde 
on�an
e poss�ede l'avantage d'être peu sensible au bruit. Cette propri�et�e26



tr�es importante est peut-être le signe d'algorithmes �e
onomiques au sens o�u onn'a pas besoin d'un gradient exa
t �a 
haque it�eration mais plutôt d'un gra-dient qui 
onverge petit �a petit vers sa valeur exa
te. Ce
i ouvre la perspe
tive,
omme 
ela est d�ej�a d�evelopp�e pour des probl�emes de m�et�eorologie, de fairevarier la r�esolution du maillage au 
ours de l'optimisation [16℄, diminuant ainsile 
oût en temps de 
al
ul et en m�emoire requise. D'autre part, 
ette propri�et�esemble montrer que l'utilisation d'un hessien appro
h�e peut donner des r�esultatssatisfaisants, notamment si on 
onsid�ere une r�esolution du sous-probl�eme 
a-ra
t�eristique par un algorithme de Gradient Conjugu�e tronqu�e.3.3 M�ethodes mixtesOn a vu pr�e
�edemment que les algorithmes sto
hastiques 
onvergent versle minimum global tr�es lentement et que les algorithmes de gradient assurentune 
onvergen
e vers un minimum lo
al rapidement. Dans le 
as de fon
tionsdi��erentiables fortement non lin�eaires, des algorithmes hybrides sont d�evelopp�esa�n de 
ombiner les avantages des algorithmes pr�e
�edents.La 
ombinaison la plus simple 
onsiste �a faire une optimisation lo
ale sur lasolution (re
uit simul�e) ou les solutions (algorithmes g�en�etiques) donn�ees parl'algorithme sto
hastique. Cette d�emar
he permet d'augmenter la pr�e
ision desalgorithmes sto
hastiques ave
 peu de travail suppl�ementaire.La d�emar
he que suivent la plupart de 
es algorithmes est 
elle qui 
onsiste�a rempla
er dans un algorithme sto
hastique la valeur de la fon
tion 
rit�ere enun point par la valeur de la fon
tion 
rit�ere obtenue apr�es optimisation lo
ale �apartir de 
e point. Ces algorithmes sont apppel�es plus g�en�eralement algorithmesm�em�etiques [92℄. La m�ethode SALO (Simulated Annealing and Lo
al Optimi-zation) utilise le re
uit simul�e [20℄, et la m�ethode GLS (Guided Lo
al Sear
h)utilise la m�ethode Tabou [108, 107℄. Dans le même esprit, on note aussi led�eveloppement de deux algorithmes qui am�eliorent notablement les algorithmesg�en�etiques. L'algorithme g�en�etique parall�ele et l'algorithme BGA (\Breeder Ge-neti
 Algorithm") sont des extensions des algorithmes m�em�etiques qui exploitenteÆ
a
ement le parall�elisme des ma
hines [81, 82℄. Ces algorithmes semblent don-ner de tr�es bons r�esultats en optimisation 
ombinatoire, l'optimisation lo
ales'e�e
tuant bien sûr de di��erentes mani�eres.Pour tous les algorithmes pr�e
�edents, l'algorithme prin
ipal est issu desm�ethodes sto
hastiques. A l'oppos�e, on peut 
iter deux autres m�ethodes quir�esultent d'une adaptation des m�ethodes de gradient. La premi�ere est la m�ethodedu gradient sto
hastique. Dans le 
al
ul de la dire
tion de des
ente, des bruitssont introduits a�n d'�eviter les minima lo
aux. Ce
i se traduit par un termesuppl�ementaire dans le passage xk �a xk+1,xk+1 = xk � �k 5 f(xk) +r �k�k �k:o�u �i sont typiquement des variables identiquement distribu�ees suivant la loinormale N (0; 1), et les suites (�k)k2IN et (�k)k2IN jouent le même rôle que latemp�erature guidant l'algorithme de re
uit simul�e. Il faut27



�k �! 0;Xk �k �! +1;�k �! +1:Par exemple, �k = 1k . L'int�erêt du gradient sto
hastique est qu'on ne peutpas, 
omme dans le gradient d�eterministe, 
onverger num�eriquement vers unpoint selle. De plus, on est assur�e en th�eorie de 
onverger vers le minimumglobal.Bien qu'il n'intervienne au
une notion probabiliste, on retrouve dans la se-
onde m�ethode quelques 
ara
t�eristiques jusqu'�a maintenant propres aux m�ethodessto
hastiques. L'algorithme d�evelopp�e par N. Masmoudi [75℄ travaille sur unepopulation de points (x1; :::; xp) 
omme les algorithmes g�en�etiques. Le passageentre deux populations s'e�e
tue en d�e�nissant une dire
tion d 2 IRn puis enutilisant la di��erentiation automatique en mode dire
t pour 
al
uler les d�eriv�eespartielles de f d'ordre �elev�e et ainsi en d�eduire les premiers 
�Æ
ients de Taylordes fon
tions fi(t) = J(xi+ t:d)i2[1;p℄. Comme 
ela est d�ej�a le 
as pour le 
al
uldu hessien, 
e
i n'est pas envisageable dans notre 
as. On 
her
he ensuite lesz�eros des polynômes appro
hant les fon
tions fi(t). Comme la population a unetaille maximale, une s�ele
tion d�ependant de la distan
e entre les points de la po-pulation et d'un param�etre � est e�e
tu�ee. Ce param�etre �, qui d�e
rô�t durantl'optimisation, joue sensiblement le même rôle que la temp�erature intervenantdans le re
uit simul�e.Quand le temps de 
al
ul de la fon
tion 
rit�ere et du gradient est d�erisoire,
es algorithmes am�eliorent de fa�
on notable les algorithmes sto
hastiques. Parrapport aux algorithmes de gradient, ils sont beau
oup plus sûrs (
onvergen
evers le minimum global) même si le temps de 
al
ul est en
ore trop grand.Comme les algorithmes sto
hastiques, 
es algorithmes sont diÆ
ilement utili-sables lorsque la fon
tion 
rit�ere et son gradient sont 
oûteux, 
e qui est le 
aspour les probl�emes que nous abordons.3.4 M�ethodes d�eterministes sans utilisation du gradientD'autres bran
hes de l'optimisation d�eterministe s'int�eressent aux probl�emesmettant en jeu une fon
tion 
rit�ere non di��erentiable, une fon
tion 
rit�erebruit�ee, ou une fon
tion 
rit�ere pr�esentant un grand nombre de minima lo
aux.Con
ernant les fon
tions non di��erentiables, les m�ethodes les plus 
lassiquessont les m�ethodes de sous-gradient, de plans s�e
ants ou de dire
tions r�ealisables.On utilise les sous-gradients de f 
al
ul�es pendant les it�erations pr�e
�edentes pourappro
her le sous-di��erentiel de f [4℄.Quand la fon
tion pr�esente une multitude de minima lo
aux, une alter-native aux m�ethodes sto
hastiques ou semi-sto
hastiques sont les m�ethodesr�egularisantes (\appel�ees smoothing methods") [84℄. La fon
tion est r�egularis�ee28



de mani�ere �a faire disparâitre tous les minima lo
aux. Par exemple, la m�ethodede di�usion �etale la fon
tion 
rit�ere originelle en r�esolvant l'�equation de di�usiondont la 
ondition initiale est donn�ee par la fon
tion 
rit�ere [91℄.Lorsque la fon
tion est bruit�ee, on 
ompte deux appro
hes int�eressantes. Lapremi�ere est la m�ethode de \downhill simplex" de Nelder & Mead [27℄ modi��eepar Tor
zon pour assurer la 
onvergen
e globale [106℄. On part d'un simplexedont les sommets sont d�e�nis par N + 1 points (si le nombre de param�etresest N). Suivant les valeurs des fon
tions au sommet, on e�e
tue des tranfor-mations sur 
e simplexe (r�e
exion, expansion, 
ontra
tion) jusqu'au momento�u le simplexe est quasiment r�eduit �a un point. Une deuxi�eme appro
he utilisesur un mod�ele quadratique, d�eduit par interpolation de plusieurs points, l'algo-rithme des r�egions de 
on�an
e [21℄. Quelques exp�erien
es num�eriques semblent
on
lure �a la plus grande robustesse de 
ette m�ethode par rapport �a la m�ethodede Nelder-Mead. De plus, le nombre d'�evaluations de fon
tion pour atteindrel'optimum est divis�e par deux.Pour nos probl�emes, on aurait pu prendre en 
ompte le fait que la fon
tionrisquait de ne pas être di��erentiable. Seulement 
es m�ethodes sont g�en�eralementassez 
oûteuses en �evaluations de fon
tion. Les m�ethodes r�egularisantes et lesm�ethodes pour fon
tion bruit�ee pr�esentent les mêmes 
ara
t�eristiques. Bien que
e
i soit dis
utable, on a don
 pr�ef�er�e faire une hypoth�ese de r�egularit�e sur lafon
tion. Ainsi, on a mis en �uvre des algorithmes qui peuvent diminuer lafon
tion 
rit�ere de mani�ere notable en peu d'it�erations.4 Cal
ul du gradientAutant que nous ayons pu en juger, l'optimisation dans un vrai 
ontexteindustriel 5 reste souvent 
on�n�ee �a des appro
hes tr�es rudimentaires. Les si-mulations num�eriques �etant lourdes, il est fr�equent de pro
�eder en deux temps.D'abord on r�ealise une approximation du r�esultat de la simulation num�eriquepar une fon
tion simpli��ee (polynomiale) d'un petit nombre de param�etres. Lad�etermination de 
ette fon
tion est par exemple issue d'un plan d'exp�erien
enum�erique. Dans un se
ond temps, ayant ainsi rendues les �evaluations de lafon
tion \gratuites", un algorithme d'optimisation du type sto
hastique ou unsimple algorithme de Gauss-Newton (ave
 un gradient appro
h�e par di��eren
es�nies) est utilis�e. Une alternative �a 
ette appro
he en deux temps est de 
onser-ver la simulation num�erique en tant que telle et de l'in
lure dans un algorithme\d'ordre 0" du type simplexe.Notre d�emar
he part du 
onstat que dans le monde de la re
her
he plusa
ad�emique, �a la fois des m�ethodes de 
al
ul du gradient eÆ
a
es et des m�ethodesd'optimisation avan
�ees utilisant 
e gradient existent. Nous avons pour obje
-tif de v�eri�er la portabilit�e de telles m�ethodes en milieu industriel \
lassique",rendant ainsi possible l'utilisation dire
te de la simulation num�erique (et non5. hormis dans quelques domaines de pointe.29



d'une de ses approximations). Des d�emar
hes similaires ont d�ej�a lieu dans desdomaines industriels tr�es en pointe du point de vue de la simulation num�erique.Dans 
ette optique, la partie pr�e
�edente nous permet d'aÆrmer que seules lesm�ethodes de gradient peuvent r�epondre �a nos obje
tifs. Il reste �a montrer que desm�ethodes de 
al
ul de gradient ad�equates existent, et, �a 
hoisir 
elle qui r�epondau mieux �a nos exigen
es 6. Si on met �a part le 
as du Cal
ul Symbolique, peupertinent dans le 
ontexte industriel, deux grands types de m�ethodes ressortent:les m�ethodes dire
tes 
omprenant les di��eren
es �nies et la di��erentiation au-tomatique en mode dire
t, et les m�ethodes bas�ees sur la r�esolution de l'adjoint
omprenant notamment la di��erentiation automatique en mode adjoint.4.1 Di��eren
es �niesLa se
onde 
onsiste �a approximer la d�eriv�ee selon une dire
tion par di��eren
es�nies. Elle est surtout utilis�ee lorsqu'on ne poss�ede pas le 
ode sour
e mais justel'ex�e
utable jouant le rôle de bô�te noire.Lorsqu'on minimise par rapport �a n variables, 
ette m�ethode requiert n +1 
al
uls de f , induisant, dans le 
as d'une simulation longue, des temps de
al
ul trop 
ons�equents. De plus, dans le 
as de fon
tions 
hahut�ees, un pasinad�equat peut mener �a des d�eriv�ees totalement fausses. Il arrive aussi, au niveaunum�erique, que, par manque de 
onsistan
e ave
 le s
h�ema de 
al
ul de f , desd�eriv�ees assez 
haotiques soient obtenues.Dans notre 
as, les simulations et don
 les �evaluations de fon
tions sont
oûteuses. Ainsi, il semble inopportun d'utiliser les di��eren
es �nies qui en-trâ�nent tr�es vite un trop grand nombre de simulations lorsque le nombre deparam�etres 
rô�t. Par ailleurs, la fon
tion qu'on veut optimiser n'est pas analy-tique par rapport �a ses variables, le Cal
ul Symbolique ne nous est don
 aussid'au
un se
ours.4.2 Introdu
tion et r�esolution de l'�etat adjointAu probl�eme original, on asso
ie un probl�eme adjoint qui 
onsiste en lar�esolution d'un syst�eme d'�equations aux d�eriv�ees partielles (r�etrogrades si lesyst�eme est un syst�eme d'�evolution) d�ependant de la solution des �equationsd'�etat. Jameson fut l'un des premiers �a utiliser la th�eorie du Contrôle Optimal enOptimisation de forme [60, 61℄. Cependant, il semble que le nombre d'it�erationsn�e
essaire �a l'atteinte du minimum 
roisse plus que lin�eairement ave
 le nombrede param�etres de 
ontrôle. A�n de diminuer le nombre d'it�erations, des variantesappel�ees One-Shot Method [1, 2, 103℄ et Pseudo-Time Methods [59, 102℄ ont �et�ed�evelopp�ees.4.2.1 Adjoint du probl�emeAu probl�eme de 
ontrôle standard6. en fait, les deux aspe
ts sont �evidemment li�es 
ar la m�ethode d'optimisation 
hoisied�epend de 
onsid�erations faites sur la fon
tion et son gradient.30



(P) = � minJ (u;X );R(u;X ) = 0:on asso
ie le lagrangien de (P) d�e�ni parL(u;X ; p) = J (u;X ) + �p;R(u;X )�:La stationnarit�e du lagrangien par rapport au triplet (u;X ; p) induit une�equation aux d�eriv�ees partielles sur l'adjoint p appel�ee �equation adjointe de (P)��R�X �T :p = ��J�X :L'adjoint v�eri�ant 
ette �equation v�eri�e la propri�et�edJdu (u;X ) = �J�u (u;X ) + �p; �R�u �(u;X ):Ainsi, la r�esolution de l'�equation adjointe et de l'�equation d'�etat permet de
al
uler le gradient total de la fon
tionnelle J par rapport aux variables de
ontrôle u. L'�equation dJdu (u;X ) = 0 est appel�ee \�equation de design".4.2.2 La m�ethode One-ShotLe 
oût de la r�esolution de la totalit�e des syst�emes lin�eaires induits par les�equations adjointe et d'�etat est 
onsid�erable d�es que le maillage atteint unetaille moyenne. La m�ethode One-Shot se propose de r�esoudre 
es syst�emes si-multan�ement de mani�ere approximative (quelques it�erations de Ja
obi). On peutd�e�nir un gradient appro
h�e qui est ins�er�e dans une m�ethode de plus profondedes
ente. La longueur de des
ente d�epend de la �nesse du maillage et est assezdiÆ
ile �a 
al
uler automatiquement.Coupl�ee ave
 des m�ethodes multi-grilles, on obtient des algorithmes tr�eseÆ
a
es et rapides. L'in
uen
e de la taille du maillage semble limit�ee et lenombre d'it�erations n�e
essaire pour atteindre un minimum lo
al semble quasi-ment ind�ependant du nombre de param�etres de 
ontrôle [2℄.4.2.3 Pseudo-Time methodLa m�ethode One-Shot demande l'utilisation d'algorithmes multi-grilles. Or,les solveurs industriels ne sont pour le moment que tr�es rarement 
oupl�es �a detels algorithmes, 
e qui rend la m�ethode peu utilisable dans la pratique.Une autre d�emar
he 
onsiste �a r�esoudre l'�equation de design exa
tement �a
haque it�eration en r�esolvant de mieux en mieux les �equations adjointe et d'�etat.Pour 
ela, on 
her
he l'�etat stationnaire du syst�eme suivant31



8>>>><>>>>: �X�t +R(u;X ) = 0;�p�t +A(u;X ; p) = 0;dJdu (u;X ) = 0:Ces m�ethodes di��erent des m�ethodes pr�e
�edentes bas�ees sur le gradient. Ilsemble que 
es m�ethodes 
onvergent ind�ependemment du nombre de param�etres[102℄.Les m�ethodes bas�ees sur la r�esolution de l'adjoint exigent d'�e
rire l'adjointdu probl�eme, 
'est-�a-dire l'adjoint des �equations, 
e qui n'est pas toujours triviallorsque plusieurs types de 
onditions limites sont 
onsid�er�es. De plus, le 
ompor-tement num�erique de 
es m�ethodes semble en
ore mal mâ�tris�e et fait toujoursl'objet de nombreux travaux. Le probl�eme pos�e par les 
onditions limites etl'existen
e de l'adjoint n'est pas toujours simple �a r�esoudre.C'est pourquoi, pour des raisons de simpli
it�e math�ematique et de miseen �uvre, notre 
hoix s'est port�e sur la di��erentiation automatique utilis�eeen mode inverse de la partie thermique du 
ode PAMFLOWTM �a l'aide dulogi
iel ODYSSEE [23, 24℄. En plus de sa relative simpli
it�e, la di��erentiationautomatique permet tr�es ais�ement de 
onnâ�tre la 
ontribution de 
haque termeintervenant dans la d�eriv�ee. Nous allons la d�etailler maintenant.4.3 La di��erentiation automatiqueLa di��erentiation automatique est le pro
�ed�e qui, �a partir d'un 
ode infor-matique �evaluant une fon
tion f , produit un 
ode qui �evalue les valeurs exa
tes(aux erreurs d'arrondi pr�es) des d�eriv�ees partielles de f [37, 46℄. En repr�esentant
haque ligne du 
ode par une fon
tion �el�ementaire, le 
ode n'est ni plus nimoins une 
omposition de n fon
tions �el�ementaires (n �etant le nombre de lignesdu 
ode). La di��erentiation automatique 
onsiste �a appliquer les formules ded�erivation des fon
tions 
ompos�ees �a 
ha
une de 
es fon
tions �el�ementaires soit�a 
haque ligne du 
ode. On peut appliquer les formules de 
omposition de deuxfa�
ons di��erentes qu'on appelle mode de di��erentiation automatique :{ le mode lin�eaire dire
t ou lin�eaire tangent (di��erentiation dire
te),{ le mode lin�eaire inverse ou 
otangent (di��erentiation adjointe).4.3.1 Mode dire
tLa di��erentiation dire
te est le mode le plus simple et le plus intuitif. Le 
odeest di��erenti�e 
lassiquement ligne par ligne. A 
haque variable du 
ode vi, il estasso
i�e une variable d�eriv�ee _vi qui 
ontient la d�eriv�ee dire
tionnelle de vi dansune dire
tion d donn�ee de IRn. C'est le bon mode pour 
al
uler la d�eriv�ee d'ungrand nombre de variables de sortie par rapport �a un petit nombre de variablesd'entr�ee. 32



Les d�eriv�ees obtenues ont l'avantage d'être plus pr�e
ises et moins 
haotiquesque 
elles obtenues par di��eren
es �nies. Si n repr�esente le nombre de param�etresde 
ontrôle du probl�eme, le 
oût de 
al
ul du gradient par la m�ethode desdi��eren
es �nies est de n 
al
uls de f ; dans la m�ethode de di��erentiation di-re
te, 
e même 
al
ul requiert 4n �evaluations [80℄. La di��erentiation dire
te estdon
 trop lourde lorsque le nombre de param�etres d�epasse quelques dizaines.Notamment, pour notre 
as, le 
oût de la fon
tion et le nombre de param�etresrendent illusoire l'appli
ation de 
e mode.4.3.2 Mode inverseLe mode inverse de di��erentiation est moins intuitif et plus 
omplexe. Cemode s'e�e
tue en dualisant ligne par ligne le 
ode originel, mais dans l'ordreinverse �a 
elui de l'ex�e
ution du 
ode initial. Il s'agit du \bon" mode pour
al
uler le gradient d'une appli
ation de IRn dans IR, ou le gradient de dT florsque f va de IRn dans IRm. A 
haque variable vi il est asso
i�e une variableduale �vi qui 
ontient la variation de dT :f , d donn�ee de IRm, par rapport �aune perturbation de vi. On 
omprend ainsi que si vi est une variable �egale auparam�etre d'entr�ee mais qui n'intervient pas dans le 
al
ul de la variable desortie, alors _vi = 1 et �vi = 0Ce mode poss�ede les mêmes avantages (rapidit�e, pr�e
ision), en plus d'unerelative simpli
it�e de mise en �uvre, que les m�ethodes standards bas�ees sur lar�esolution de l'adjoint. Ave
 
e mode, le 
oût d'�evaluation th�eorique de l'adjointest de 5 fois le 
oût du 
al
ul de la fon
tion [80℄, et 
e ind�ependamment dunombre de param�etres par rapport auxquels on d�erive.Cependant, 
omme lors de la r�esolution de l'adjoint, on peut ren
ontrer desprobl�emes de taille m�emoire.En e�et, le 
ode tangent produit par ODYSSEE 
ontient la traje
toiredu 
ode dire
t et ses expressions lin�earis�ees. Ainsi, au
une sauvegarde n'estn�e
essaire. On utilise les donn�ees \en temps r�eel". En revan
he, le 
ode ad-joint, g�en�er�e par d�erivation dans le sens inverse du 
ode original, n�e
essite lasauvegarde et le sto
kage de toute la traje
toire ou du moins des parties dela traje
toire intervenant non lin�eairement dans les 
al
uls. Par traje
toire, onentend non seulement la valeur des variables intervenant dans le 
al
ul �a tousles pas de temps, mais aussi les valeurs de passage des algorithmes it�eratifs in-ternes �eventuels �a 
haque pas de temps. Ainsi, pour des 
odes 
omplexes degrande taille tels que les 
odes industriels, on se trouve assez vite 
onfront�e �ades probl�emes de taille m�emoire [22℄.4.3.3 Post-traitements du 
ode adjoint 
onstruit par ODYSSEEMême si ODYSSEE r�ealise une partie absolument 
onsid�erable du travail en�e
rivant toutes les lignes de 
odes n�e
essaires au 
al
ul de l'adjoint, un travail33



non n�egligeable de 
ompr�ehension et de traitement reste �a e�e
tuer sur le 
odeissu de la di��erentiation.D'abord, il faut pro
�eder �a l'initialisation des variables duales dans la routinede tête et �eliminer 
elles 
orrespondant �a des variables suppos�ees 
onstantes au
ours de la simulation. I
i, il s'agit des donn�ees g�eom�etriques et physiques quenous prenons 
omme �x�ees et par rapport auxquelles nous n'optimisons pas.Ensuite, il est utile de programmer des formules plus simples et �e
onomiquespour la di��erentiation des r�esolutions matri
ielles impli
ites (Gradient Conjugu�ePr�e
onditionn�e) [22℄. Ainsi, on peut s'a�ran
hir de la sauvegarde des valeurs depassage de 
es algorithmes it�eratifs �a 
haque it�eration.En�n, la partie du post-traitement du 
ode 
onstruit par ODYSSEE la pluslongue mais la plus importante est l'�elimination des sauvegardes super
uesop�er�ees par ODYSSEE qui rend parfois le 
ode brut inutilisable; 
'est le 
asdans notre 
ontexte. En utilisant l'invarian
e de 
ertaines variables au 
ours dela simulation, la lin�earit�e des 
al
uls et les propri�et�es de la plupart des bou
les,on a r�eduit 
onsid�erablement 
es sauvegardes.4.3.4 Le 
as stationnaireDes �etudes sur le 
omportement de la d�eriv�ee d'un �etat stationnaire parrapport �a des param�etres ont montr�e sous une hypoth�ese de 
ontra
tan
e quela d�eriv�ee peut être 
al
ul�ee �a l'aide du seul �etat stationnaire [12, 15, 35℄.Plus pr�e
is�ement, soient J le 
rit�ere, P les param�etres, (Ei)i2[0;n℄ les n �etatspar lesquels passe le syst�eme durant son �evolution. Le passage de l'�etat i �a l'�etati+ 1 est d�e�ni par Ei+1 = F (Ei). Soit JEi la transpos�ee de la ja
obienne de F�evalu�ee en Ei. La d�eriv�ee du 
rit�ere par rapport aux param�etres est donn�ee par� dJdP �T (P ) = � �J�En�T (En):JEn�1 :JEn�2 ::::JE0 :��E0�P �T (P ):Si l'�etat stationnaire est appro
h�e suÆsamment pr�e
is�ement et si la matri
eJEn est 
ontra
tante (k JEn k< 1), une approximation raisonnable de la d�eriv�eeest fournie par � dJdP �T ' � �J�En�t:(JEn)n:��E0�P �T :Cette propri�et�e est tr�es int�eressante 
ar elle permet de r�eduire la sauvegardede tous les �etats interm�ediaires �a la sauvegarde d'un seul �etat. La taille m�emoirerequise est ainsi 
onstitu�ee prin
ipalement des variables duales.Ainsi, sur le probl�eme 1 que nous avons trait�e, en sauvegardant une grandequantit�e des valeurs de la traje
toire intervenant ave
 la même valeur �a 
haqueit�eration adjointe, nous sommes pass�es pour le temps de 
al
ul du gradient parrapport au 
al
ul dire
t de 3:6 (
as g�en�eral) �a 2:3 (
as stationnaire).Evidemment, 
ette propri�et�e est sp�e
i�que au 
as stationnaire.34



4.3.5 Le 
as transitoireEn transitoire, l'�etat �nal d�epend des �etats interm�ediaires par lesquels passele syst�eme, il est don
 n�e
essaire de sauvegarder la traje
toire �a 
haque pasde temps. Or, la petitesse du pas de temps entrâ�ne un nombre d'it�erationsimportant si on veut simuler un syst�eme pendant une dur�ee physique pertinente(quelques dizaines de minutes). L'algorithme de sauvegarde de l'�etat �a 
haquepas de temps parâ�t don
 inad�equat pour les probl�emes d'�evolution.Pour palier le manque de m�emoire vive disponible on a la possibilit�e d'ef-fe
tuer des sauvegardes sur �
hier. Mais, dans le 
as de 
odes 
omplexes, lasauvegarde sur �
hier n'est pas �a elle seule suÆsante 
ar il arrive fr�equemmentque la pla
e m�emoire (disque et vive) soit insuÆsante pour 
onserver toute latraje
toire. L'adjoint ne peut être 
al
ul�e dire
tement. Bas�e sur l'id�ee 
lassique\diviser pour r�egner", A. Griewank a propos�e le 
on
ept de 
al
ul des adjointspar mor
eaux [46℄. De mani�ere simpli��ee, la m�ethode 
onsiste �a sauver l'�etatdu mod�ele de temps en temps au 
ours d'une ex�e
ution du mod�ele dire
t. En-suite, 
es instants parti
uliers appel�es \
he
k-points", permettent de reprendrel'ex�e
ution du mod�ele dire
t qui 
onstruit un mor
eau de traje
toire utilisablepour �evaluer l'adjoint. Le 
al
ul de l'adjoint 
omplet est ainsi r�ealis�e sur unespa
e m�emoire limit�e. Toute l'astu
e 
onsiste don
 
hoisir intelligemment lar�epartition des 
he
k-points a�n d'optimiser le temps de 
al
ul et la m�emoireutilis�ee.

he
k-points

6
bbb
b 6?6?6?6?1 fois l'�evolution
ompl�ete ave
sto
kage des
he
k-points 1 + 1 fois l'�evolution\mor
el�ee"Tab. 1 { S
h�ema g�en�eral d'un 
al
ul d'adjoint par mor
eauxOn d�enombre quatre prin
ipaux s
h�emas de 
he
k-points. Le premier appel�e35



Treeverse [49℄, �etabli par Griewank, utilise une distribution binomiale pour lar�epartition de 
es points a�n d'atteindre une 
omplexit�e spatiale logarithmique[47℄. Le se
ond 
onsiste �a pla
er 
es instants p�eriodiquement. Le s
h�ema dep�eriode un est 
elui adopt�e par ODYSSEE. C'est 
elui que nous utiliseronsdans toute la suite de notre �etude, sa
hant que nous avons v�eri��e sur des 
astests qu'il est moins bon que le s
h�ema Treeverse (
e que la th�eorie pr�evoit),mais que l'utilisation du s
h�ema Treeverse n'a�e
terait pas signi�
ativementles 
on
lusions que nous allons tirer sur la 
omparaison des divers algorithmesd'optimisation. Le troisi�eme, bas�e sur l'id�ee qu'�a la �n du 
al
ul adjoint ona plus de m�emoire disponible qu'au d�ebut du 
al
ul adjoint, pla
e les pointsde sauvegarde selon une r�egression arithm�etique. En�n, le quatri�eme utiliseune m�ethode de bisse
tion qui divise un probl�eme de taille P en log2(P ) sousprobl�emes de tailles �egales (ou presque). Les 
omplexit�es temporelle et spatiale[11℄ des di��erents s
h�emas sont donn�ees dans le tableau 2, P �etant le nombred'it�erations temporelles de la simulation.Alg. S
h�ema Complexit�e temporelle Complexit�e spatiale1 Treeverse O(P log(P )) O(log(P ))2 sauv. per. O(P ) O(P )3 r�eg. arithm. O(P ) (si possible) O(pP )4 bisse
tion O(P log(P )) O(log(P ))Tab. 2 { 
omplexit�es temporelle et spatiale des di��erents s
h�emasA m�emoire identique, il semble, d'apr�es les �etudes disponibles [11℄, que les
h�ema de Griewank soit meilleur que le s
h�ema de bisse
tion. On a v�eri��e 
e
omportement asymptotique dans notre 
as (probl�eme 2) en 
omparant 
es deuxs
h�emas et un s
h�ema hybride mêlant les deux appro
hes.Pour donner une id�ee de la taille m�emoire et du temps de 
al
ul, signalonsque pour le probl�eme P2, ave
 un nombre de n�uds �egal �a 5:105 et un nombred'it�erations �egal �a 104, le 
al
ul du gradient d'un 
al
ul 
oupl�e (temp�erature+ vitesse) exige environ 1 Giga de m�emoire pour un 
al
ul de dur�ee six foissup�erieure �a 
elui de la simulation dire
te.5 R�esultats num�eriquesCette partie est 
onsa
r�ee aux r�esultats num�eriques obtenus sur les deuxprobl�emes P1 et P2. A�n de donner une id�ee du temps de 
al
ul requis par
haque optimisation, le temps d'une simulation est pris pour unit�e de temps.On a estim�e pour le probl�eme P1, respe
tivement P2, que le 
al
ul du gradient�etait �equivalent �a 2:5, respe
tivement 4, simulations . En e�et, dans le 
as sta-tionnaire, le 
al
ul du gradient �equivaut e�e
tivement �a 2:5 �evaluations de lafon
tion. Dans le 
as transitoire, 
ela d�epend de la m�emoire disponible, et os
illeentre 3:5 et 7. 36



5.1 Probl�eme P1Pour 
e probl�eme, on a d'abord test�e plusieurs algorithmes d'optimisationave
 un gradient 
al
ul�e ave
 le 
ode adjoint 
onstruit par di��erentiation au-tomatique. Ensuite, on a 
ompar�e plusieurs strat�egies de 
al
ul du gradient
oupl�ees aux algorithmes d'optimisation qui ont donn�e les meilleurs r�esultats.La re
her
he lin�eaire 
onsid�er�ee dans tous les 
as v�eri�e les 
onditions deGoldstein & Pri
e. Le point de d�epart, identique pour toutes les optimisationse�e
tu�ees, est d�e�ni par(T0; V0; C1; T1) = (25; 10; 1; 16):Chaque 
al
ul de la fon
tion 
rit�ere a n�e
essit�e 250 it�erations a�n d'assurerla 
onvergen
e vers l'�etat stationnaire. Chaque 
omparaison est d�e
rite par deuxtableaux. Le premier tableau indique les r�esultats de l'optimisation e�e
tu�ee: lenombre d'it�erations, la valeur du 
rit�ere �nal, la valeur de la norme du gradientau point �nal, le nombre total d'�evaluations de la fon
tion (le temps de 
al
uldu gradient �etant d�e�ni 
i-dessus) et le nombre de fois que le pas de Newtonest a

ept�e. Le se
ond tableau indique la valeur minimale de la fon
tion 
rit�ere
al
ul�ee apr�es 20 et 50 �evaluations de fon
tion.5.1.1 Plusieurs algorithmes de Gradient Conjugu�e non Lin�eaire : Ta-bleaux 5, 6On a 
ompar�e quatre strat�egies pour le 
hoix du param�etre �k expli
it�e enpartie 3 (\Steepest Des
ent" (SD), Flet
her & Reeves (FR), Polak & Ribi�ere(PR) et Polak & Ribi�ere stabilis�e). Dans tous 
es tableaux et 
eux du mêmetype qui suivront, le nombre entre parenth�eses indique le nombre d'it�erationse�e
tu�ees. En premier lieu, on v�eri�e l'observation attendue que les algorithmesde Gradient Conjugu�e non Lin�eaire sont beau
oup plus eÆ
a
es que la m�ethodede plus profonde des
ente. L'algorithme le plus performant est 
elui qui utilisela formule de Flet
her & Reeves. On remarque aussi que la stabilisation del'algorithme de Polak & Ribi�ere n'in
ue gu�ere sur le r�esultat.En se
ond lieu, 
es r�esultats font ressortir la lenteur de la 
onvergen
e de 
esalgorithmes pr�es de l'optimum.5.1.2 Plusieurs strat�egies de \s
aling" : Tableaux 7, 8, 9On se propose dans 
ette partie de 
omparer les di��erentes strat�egies de\s
aling" r�epertori�ees par Luks�an [65℄. Dans nos appli
ations num�eriques, lesstrat�egies sont plus pr�e
is�ement{ strat�egie 1 : � = 1; 
 = 1,{ strat�egie 2 : � = 12 sTk ykf(xk)�f(xk+1)+sTk5f(xk+1) (Spedi
ato), 
 = 1,{ strat�egie 3 : � donn�e par Spedi
ato, 
 = sTkHkskyTk sk � (Luks�an),{ strat�egie 4 : � donn�e par Spedi
ato, 
 de No
edal & Yuan,37



{ strat�egie 5 : � donn�e par Spedi
ato, 
 donn�e par Sele
tive S
aling,{ strat�egie 6 : � donn�e par Spedi
ato, 
 donn�e par Interval S
aling,{ strat�egie 7 : � donn�e par Spedi
ato, 
1 donn�e par Luks�an puis 
k = 1.Toutes 
es strat�egies ont �et�e 
oupl�ees �a une mise �a jour BFGS de la matri
ede Quasi-Newton.On note tout d'abord que l'algorithme de BFGS standard (pourtant d'ordre 2)se 
omporte moins bien que les algorithmes de Gradient Conjugu�e non Lin�eaire.Pour un nombre d'�evaluations de fon
tion presque �egal, on perd un fa
teur 105sur la valeur minimale de la fon
tion 
rit�ere 
al
ul�ee par rapport �a l'algorithmede Flet
her & Reeves.Ensuite, on remarque que l'introdu
tion du param�etre de Biggs, quelle quesoit la strat�egie de s
aling adopt�ee, am�eliore remarquablement l'algorithme deBFGS. En e�et, au bout de 50 �evaluations de fon
tion, l'algorithme gagne unfa
teur 106 par rapport �a l'algorithme de BFGS standard (et 105 par rapport �al'algorithme de Gradient Conjugu�e non Lin�eaire de Flet
her & Reeves). On re-marque aussi qu'�a 
et instant du pro
essus d'optimisation, deux �a trois it�erations(ou 
al
ul de gradient) suppl�ementaires sont e�e
tu�ees par rapport �a l'algo-rithme FR. Ce
i montre que, pour 
e probl�eme, la dire
tion de Newton issued'une mise �a jour de BFGS et les dire
tions de Gradient Conjugu�e sont mal\s
al�ees", entrâ�nant peu de su

�es de la longueur unit�e dans les re
her
heslin�eaires su

essives.En�n, on note que le s
aling de No
edal & Yuan et le s
aling pr�eliminairede Luks�an sont les plus eÆ
a
es au niveau du s
aling de la matri
e de Quasi-Newton. L'algorithme le plus performant est de loin 
elui qui utilise le s
alingde Luks�an (d'un fa
teur 100).5.1.3 Plusieurs mises �a jour : Tableaux 10, 11, 12, 13, 14On se propose dans 
ette partie de 
omparer di��erentes mises �a jour dela matri
e de Quasi-Newton appro
hant l'inverse du hessien (sauf pour l'uned'entre elles, num�erot�ee 6 
i-dessous), sans re
ours �a une strat�egie de stabili-sation et de s
aling, soit � = 
 = 1. La d�enomination des algorithmes est lasuivante.{ Algorithme 1: � = 1 (BFGS),{ Algorithme 2: � = 0 (DFP),{ Algorithme 3: � = �1� yTk BkyksTk yk ��1 (SR1),{ Algorithme 4: � = min�� 1; 12�1� yTk BkyksTk yk sTk B�1k sksTk yk ��1� (Flet
her),{ Algorithme 5: � donn�e par Wolkowitz & Zhao [109℄,{ Algorithme 6: formule de mise �a jour du hessien due �a Liao [69℄,{ Algorithme 7: � = 2 propos�e par Luks�an [65℄,{ Algorithme 8: � donn�e par Luks�an [65℄,{ Algorithme 9: � optimal pour Dennis & Wolkowi
z [19℄,38



{ Algorithme 10: � optimal par rapport �a la dimension (Dennis & Wolko-wi
z),{ Algorithme 11: � optimal par rapport �a la dimension (Dennis & Wolko-wi
z).Pour l'algorithme 6, il y a deux sp�e
i�
it�es. D'une part, 
'est le seul o�u l'onutilise la formule d'approximation du Hessien lui-même et don
 il est n�e
essaired'e�e
tuer une r�esolution de syst�eme lin�eaire pour trouver la dire
tion de des-
ente (on utilise une m�ethode LU). D'autre part, 
'est le seul pour lequel il n'y apas de strat�egie de stabilisation/s
aling typiquement adapt�ee. Quand n�e
essaire(
e qui n'est pas le 
as dans 
e paragraphe), on en a d�evelopp�ee une \empirique".On peut voir que toutes les mises �a jour test�ees am�eliorent l'algorithmede Quasi-Newton standard (ave
 BFGS). En e�et, on observe d'une part une�e
onomie 
on
ernant les �evaluations de fon
tion e�e
tu�ees pendant les re
her
heslin�eaires. D'autre part, on 
onstate une diminution du 
rit�ere beau
oup plus im-portante apr�es 50 �evaluations de la fon
tion 
rit�ere.Si on se limite �a 50 �evaluations de la fon
tion 
rit�ere, les mises �a jour les pluseÆ
a
es sont les mises �a jour 10 et 11 qui donnent des r�esultats presque iden-tiques. On peut l'expliquer par les deux it�erations suppl�ementaires r�ealis�ees parles algorithmes adoptant 
es mises �a jour, 
ons�equen
e d'une meilleure �e
onomied'�evaluations de fon
tion dans la re
her
he lin�eaire. Il est aussi 
urieux de noterqu'en revan
he, au bout de 20 �evaluations de la fon
tion, 
es mêmes mises �ajour se r�ev�elent être les plus mauvaises.5.1.4 Plusieurs strat�egies de 
al
ul du gradient : Tableaux 15, 16, 17,18Dans 
ette se
tion, on a 
ompar�e 
inq strat�egies de 
al
ul du gradient en les
ouplant 
ha
une �a quatre des algorithmes d'optimisation test�es pr�e
�edemment.Les 
orrespondan
es entre les tableaux de r�esultats et les algorithmes d'optimi-sation test�es sont{ Tab. 15 : l'algorithme de plus profonde des
ente,{ Tab. 16 : l'algorithme de Polak & Ribi�ere stabilis�e,{ Tab. 17 : l'algorithme de BFGS ave
 param�etre de stabilisation de Spedi-
ato et s
aling de Luks�an{ Tab. 18 : un des deux algorithmes dus �a Dennis et Wolkowi
z, sans pa-ram�etres de stabilisation et de s
aling.Les 
inq strat�egies de 
al
ul du gradient sont les suivantes:� gradient donn�e par l'adjoint du 
ode (GA),� formule simpli��ee du gradient automatique r�eserv�ee aux probl�emes station-naires (GAS),� gradient appro
h�e par di��eren
es �nies ave
 un pas pris �egal �a 10% (DF1),� gradient appro
h�e par di��eren
es �nies ave
 un pas pris �egal �a 0:1% (DF2),� gradient appro
h�e par di��eren
es �nies ave
 un pas pris �egal �a 0:001% (DF3).39



On note tout d'abord que la formule simpli��ee du 
al
ul du gradient pardi��erentiation automatique donne exa
tement les mêmes r�esultats que le 
al
ulave
 sauvegarde de tous les �etats interm�ediaires. Ce
i montre que la formulesimpli��ee est tr�es pr�e
ise lorsque l'�etat �nal est tr�es pro
he de l'�etat stationnairedu syst�eme.Dans un se
ond temps, on remarque le peu d'it�erations e�e
tu�ees lors desdi��erents tests ave
 un gradient appro
h�e par di��eren
es �nies. En e�et, unedire
tion qui ne v�eri�e pas la propri�et�e de des
ente est rapidement 
r�e�ee. Ce
imontre que pour les probl�emes �etudi�es, l'appro
he des di��eren
es �nies g�en�eretrop d'erreurs dans le 
al
ul du gradient. Ces erreurs sont d'ailleurs beau
oupplus n�efastes pour les deux algorithmes de Quasi-Newton. En e�et, le 
al
ulde la dire
tion de des
ente r�esulte du produit de la matri
e de Quasi-Newton(appro
h�ee ave
 le gradient) ave
 le gradient lui-même.La qualit�e de l'algorithme s'a

rô�t ave
 la petitesse du pas pris pour appro-
her les d�eriv�ees partielles de la fon
tion 
rit�ere. Ce
i nous indique une 
ertainer�egularit�e de la fon
tion (pas de bruit) mais aussi une 
ertaine non lin�earit�e.En outre, il est int�eressant de voir qu'un pas �egal �a 0:001% donne des r�esultatsbeau
oup moins bons qu'un gradient 
al
ul�e par di��erentiation automatique.Ajout�e au plus fort 
oût en �evaluations de fon
tion, l'algorithme utilisantune approximation du gradient par di��eren
es �nies se r�ev�ele beau
oup moinspr�e
is que 
elui qui utilise un gradient 
al
ul�e par di��erentiation automatiquesuivant ou non la formule simpli��ee.5.2 Probl�eme P2Les valeurs des param�etres �xes intervenant dans 
e probl�eme sont{ �T opt0 ; V opt0 ; Copt1 ; T opt1 � = (25; 10; 3; 16);{ �T0(0); V0(0); C1(0); T1(0)� = (17; 5; 1; 12):On a 
ompar�e divers algorithmes d'optimisation ave
 � �egal �a 10�4 puis not�eles di��eren
es de 
omportement de 
es algorithmes en prenant � �egal �a 10�2.L'�evolution initiale 
hoisie pour tous les tests est d�e�nie parT init0 �ti� = T0(0) + 0:01 � �T opt0 � T0(0)� � i; i 2 [1; 99℄:On fait de même pour �V init0 �ti�; Cinit1 �ti�; V init0 �ti��. Les valeurs de la fon
-tion et de la norme du gradient en 
ette �evolution sont respe
tivement 806:4 et5:763.5.2.1 Plusieurs algorithmes de Gradient Conjugu�e : Tableaux 19, 20On a 
ompar�e les quatre strat�egies pour le 
hoix du param�etre �k test�eespr�e
�edemment. A 
haque optimisation, une re
her
he lin�eaire v�eri�ant les 
ondi-tions de Goldstein & Pri
e a �et�e adopt�ee.40



Le tableau Tab. 19 indique la valeur du 
rit�ere obtenue au bout de 19it�erations, le nombre total d'�evaluations de fon
tion requis et la norme du gra-dient �a l'it�er�e �nal. Le tableau Tab. 20 indique la valeur du 
rit�ere obtenu aubout d'environ 25, 50 et 100 �evaluations de fon
tion. Le 
hi�re entre parenth�esesindique le nombre d'it�er�es 
al
ul�es (ou nombre d'�evaluations de gradient).Contrairement au probl�eme pr�e
�edent, l'algorithme de Polak & Ribi�ere estbien meilleur que les deux autres algorithmes de Gradient Conjugu�e. La sup�eriorit�ede 
et algorithme est souvent observ�ee en pratique, 
e qui semble n'avoir jamais�et�e vraiment 
ompris d'un point de vue th�eorique. De même, la stabilisation de
et algorithme n'in
ue gu�ere sur le r�esultat. En fait sur les 19 it�erations, uneseule valeur de �k n�egative a �et�e form�ee.Par ailleurs, on note que la formule de Flet
her & Reeves est tr�es peu
omp�etitive. Elle est même moins eÆ
a
e que la m�ethode de plus profondedes
ente. La formule de Flet
her & Reeves ne permet pas de diminuer la normedu gradient, 
ontrairement �a la formule de Polak & Ribi�ere et �a la m�ethode deplus profonde des
ente.Ce
i est souvent expliqu�e par l'adoption de petites longueurs de des
entequi rendent la 
onvergen
e lente. En e�et, si une faible longueur de des
ente estg�en�er�ee au 
ours de l'algorithme de Flet
her & Reeves, les longueurs de des
entesuivantes risquent d'être faibles aussi [85℄. Ce
i peut s'expliquer na��vement dela mani�ere suivante�k � 1 ) xk+1 ' xk et dk mauvaise ;) �k+1 ' 1 par 
ontinuit�e du gradient;) dk+1 ' dk si k dk k2�k gk+1 k2;) �k+1 ' �k � 1:Ave
 la formule de Polak & Ribi�ere, on ne ren
ontre pas 
ette diÆ
ult�e. Siune dire
tion de des
ente mauvaise est g�en�er�ee alors la 
ontinuit�e du gradientinduit �k ' 0 et dk+1 ' �gk+1. L'algorithme e�e
tue ainsi un restart automa-tique �a partir de la dire
tion de plus profonde des
ente. Pour notre probl�eme, leslongueurs de des
ente 
al
ul�ees par les deux algorithmes sont du même ordre degrandeur. En revan
he, ave
 la mise �a jour de Flet
her & Reeves, les normes desdire
tions de des
ente 
al
ul�ees sont entre 
inq et dix fois plus grandes que 
ellesdes gradients interm�ediaires. De plus, le 
oeÆ
ient �k os
ille entre 0:6 et 1:5.L'algorithme n'a pas pu rattraper le 
al
ul d'une dire
tion moyenne au 
oursdes it�erations suivantes. Il semble don
 que l'eÆ
a
it�e relative des algorithmesde Gradient Conjugu�e non Lin�eaire d�epende de la dimension du probl�eme.Par ailleurs, on v�eri�e que 
es m�ethodes sont assez lentes d�es qu'on se rap-pro
he de l'optimum. Pour 
es algorithmes, le travail �etant quasiment nul 
om-par�e �a la d�etermination et l'inversion du hessien dans un algorithme de Newton,une id�ee parti
uli�erement b�en�e�que 
onsiste �a e�e
tuer une re
her
he lin�eaireplus pr�e
ise en diminuant le r�eel �2 de la re
her
he de Wolfe [27℄. Comme le signedu produit s
alaire des gradients interm�ediaires, 
al
ul�es pendant la re
her
helin�eaire, ave
 la dire
tion de des
ente est important pour passer de �ik �a �i+1k ,41



seule une re
her
he de Wolfe est envisageable. On a don
 regard�e le 
omporte-ment de 
es algorithmes pour trois valeurs de �2, �a savoir �2 = 0:2, �2 = 0:5 et�2 = 0:9. Les tableaux suivants sont similaires aux pr�e
�edents, sa
hant que lenombre d'�evaluations mentionn�e repr�esente le nombre d'�evaluations de gradient
ar 
haque it�eration de la re
her
he lin�eaire requiert le 
al
ul du gradient. Laderni�ere ligne de 
haque tableau donne la valeur minimale du 
rit�ere 
al
ul�ee sion ne se donne droit qu'�a 40 �evaluations de gradient.Les trois tableaux 21 montrent e�e
tivement qu'une re
her
he lin�eaire pluspr�e
ise am�eliore les r�esultats. Par ailleurs, il semble que les r�esultats n'�evoluentplus quand �2 est inf�erieur �a 0:5. Ils sont d'ailleurs moins bons pour � = 0:2 
arl'am�elioration du r�esultat ne 
ompense plus l'e�ort num�erique suppl�ementaire.Au vu des r�esultats obtenus ave
 une re
her
he de Goldstein & Pri
e, unere
her
he de Wolfe parâ�t trop 
oûteuse �a mettre en �uvre pour nos probl�emes.5.2.2 Plusieurs strat�egies de \s
aling" : Tableaux 22, 23, 24On se propose dans 
ette partie de 
omparer les strat�egies de \s
aling" in-troduites lors de la pr�esentation des r�esultats obtenus sur le probl�eme P1. Lesdi��erentes strat�egies sont ordonn�ees 
omme pr�e
�edemment. On les a 
oupl�ees�a la mise �a jour de BFGS et �a une re
her
he lin�eaire v�eri�ant les 
onditions deGoldstein & Pri
e.Contrairement �a 
e que nous observions pour le probl�eme P1, l'algorithmede BFGS standard est meilleur que tous les algorithmes de Gradient Conjugu�enon Lin�eaire (fa
teur 2 par rapport �a Polak & Ribi�ere).De même, la seule prise en 
ompte du param�etre de stabilisation � n'am�elioreplus mais d�egrade les r�esultats. Cependant on note que la longueur unit�e esta

ept�ee par la re
her
he lin�eaire un plus grand nombre de fois.Ensuite, ex
ept�ees les strat�egies 5 et 6, les autres strat�egies de s
aling n'ap-portent pas d'am�eliorations notables. La strat�egie 6 donne des r�esultats tr�esmauvais, alors que la strat�egie 5 se r�ev�ele r�eellement eÆ
a
e. De plus, 
ettestrat�egie est la seule qui a

epte la longueur unit�e �a toutes les it�erations o�u
elle-
i est test�ee en premier.Dans 
e 
as aussi, un 
hoix pertinent des param�etres de stabilisation et des
aling permet d'am�eliorer l'algorithme de Quasi-Newton standard.5.2.3 Plusieurs mises �a jourOn se propose dans 
ette partie de 
omparer les mises �a jour de la matri
ede Quasi-Newton, appro
hant l'inverse du hessien, introduites pr�e
�edemment.Ces mises �a jour sont 
oupl�ees �a une re
her
he lin�eaire de Goldstein & Pri
e. Lespremiers tableaux pr�esentent les r�esultats obtenus sans re
ours �a une strat�egiede stabilisation et de s
aling. Dans un se
ond temps, on a bran
h�e sur 
esalgorithmes la strat�egie de s
aling s�ele
tif alli�e �a un param�etre de stabilisationdonn�e par Spedi
ato.5.2.3.1 Sans S
aling : Tableaux 25,26,27,2842



Ces r�esultats montrent un 
omportement di��erent de 
elui observ�e pour leprobl�eme P1. D'abord, l'algorithme de BFGS est le meilleur, sauf �a 
onsid�ererl'algorithme 8. Les algorithmes 2 (DFP) et 5 (qui utilise la mise �a jour de DFP)sont les plus mauvais. On note aussi une di��eren
e notable d'eÆ
a
it�e entre lesalgorithmes 10 et 11 qui donnaient des r�esultats similaires pr�e
�edemment.On peut remarquer aussi l'eÆ
a
it�e de la plupart des mises �a jour test�eesautres que BFGS, dont notamment la mise �a jour de DFP, dans l'a

eptationde la longueur unit�e.5.2.3.2 Ave
 S
aling : Tableaux 29,30,31,32On peut noter que le s
aling adopt�e d�egrade le s
aling de la dire
tion deNewton pour la majorit�e des algorithmes : la longueur unit�e est moins sou-vent a

ept�ee. Ainsi, l'eÆ
a
it�e de la strat�egie de s
aling en mati�ere d'�e
onomied'�evaluations de fon
tion dans la re
her
he lin�eaire d�epend de la mise �a jour dela matri
e de Quasi-Newton adopt�ee.On peut faire la même 
on
lusion 
on
ernant l'eÆ
a
it�e de la strat�egie des
aling �a nombre d'�evaluations de fon
tion donn�e. Même si tous les algorithmesdiminuent mieux la fon
tion que dans le 
as o�u au
une strat�egie de s
aling n'est
onsid�er�ee, on note des 
omportements sp�e
i�ques �a 
haque mise �a jour. Ene�et, les algorithmes 3 (SR1) et 8 ne sont que peu am�elior�es. Les algorithmes2 et 5, peu re
ommand�es sans strat�egie de s
aling, se r�ev�elent �a l'ex
eptionde l'algorithme 7 les plus eÆ
a
es. 50 �evaluations de fon
tion suÆsent pourobtenir une diminution de la fon
tion 
rit�ere meilleure qu'apr�es 100 �evaluationsde fon
tion sans strat�egie de s
aling. Les algorithmes 10 et 11 retrouvent desr�esultats similaires. En�n, les algorithmes de BFGS et de Flet
her qui faisaientpartie des m�ethodes les plus eÆ
a
es sans strat�egie de s
aling, sont d�epass�es parles autres algorithmes lorsque la strat�egie de s
aling 5 est 
onsid�er�ee.5.2.4 Plusieurs re
her
hes lin�eaires : Tableaux 33,34,35Si on garde la même heuristique pour l'interpolation 
ubique, les re
her
hesd'Armijo et de Wolfe donnent exa
tement les mêmes r�esultats apr�es 19 it�erationsd'optimisation. En revan
he, 
es r�esultats di��erent de 
eux obtenus ave
 la re-
her
he de Goldstein & Pri
e. Les r�esultats suivants ont �et�e obtenus. Les algo-rithmes num�erot�es 
orrespondent aux algorithmes de Quasi-Newton test�es dansla se
tion pr�e
�edente. Ex
ept�e pour les quatre premiers tests (Tab. 33), on a prisen 
ompte le param�etre de Biggs de Spedi
ato et la strat�egie de s
aling s�ele
tif.Dans la plupart des 
as, on obtient de meilleurs r�esultats ave
 la re
her
he deGoldstein & Pri
e. Notamment, la mise �a jour de Liao se d�egrade fortement ave
la re
her
he d'Armijo (on n'a don
 pas test�e 
ette mise �a jour ave
 une strat�egiede stabilisation/s
aling �a 
e stade). De plus, on peut remarquer que la strat�egiede s
aling n'est pas adapt�ee pour la re
her
he d'Armijo, 
ar la longueur unit�en'est pas a

ept�ee syst�ematiquement. Les deux tests sans s
aling et stabilisation(BFGS, Liao) sont meilleurs de 
e point de vue, même si �a nombre d'�evaluationsdonn�e, le 
rit�ere est moins diminu�e. Il reste �a tester les autres strat�egies des
aling et d'autres heuristiques pour le 
hoix de �.43



En�n, même s'il reste �a tester une interpolation 
ubique qui utilise les valeursde gradient 
al
ul�ees durant la re
her
he lin�eaire, une re
her
he de Wolfe esttrop lourde par rapport �a une re
her
he de Goldstein & Pri
e qui semble aussieÆ
a
e. Ce
i est peut-être la 
ons�equen
e d'une fort 
ara
t�ere quadratique desdeux probl�emes trait�es. Pour des 
as plus 
omplexes, d'une non lin�earit�e pluspronon
�ee, la re
her
he de Wolfe se 
omporterait 
ertainement mieux. Malgr�etout, la re
her
he de Goldstein & Pri
e s'impose pour nos probl�emes o�u les�evaluations de gradient peu rentables sont �a pros
rire.5.2.5 Le param�etre � vaut 10�2On a e�e
tu�e des tests similaires dans le 
as o�u � est �egal �a 10�2. Pourla totalit�e de 
es tests, la re
her
he lin�eaire adopt�ee v�eri�e les 
onditions deGoldstein & Pri
e.5.2.5.1 Plusieurs algorithmes de Gradient Conjugu�e non Lin�eaireTableaux 36, 37Les r�esultats sont similaires �a 
eux obtenus pour � = 10�4. L'algorithme dePolak & Ribi�ere est l'algorithme le plus performant. Cependant, on note quel'algorithme de Flet
her & Reeves est le plus eÆ
a
e si on e�e
tue seulement 4it�erations d'optimisation. Puis, il se d�egrade au fur et �a mesure que l'optimisa-tion avan
e. Apr�es 19 it�erations, les r�esultats sont moins bons que 
eux obtenusave
 la m�ethode de plus profonde des
ente. Comme on sait qu'il est fr�equent quel'algorithme de Flet
her & Reeves se 
omporte bien pour les 
as quadratiques,
ela semble sugg�erer que pour le probl�eme P2 ave
 
e 
oeÆ
ient de p�enalisationles non lin�earit�es sont beau
oup plus importantes.5.2.5.2 Plusieurs strat�egies de \s
aling" : Tableaux 38, 39, 40Comme pr�e
�edemment, l'algorithme de BFGS standard est tr�es 
omp�etitif. Ildonne par ailleurs de meilleurs r�esultats que l'algorithme de Polak & Ribi�ere. Lesr�esultats sont similaires pour toutes les strat�egies �a l'ex
eption de la strat�egie5 qui m�ene �a des r�esultats assez mauvais, et de la strat�egie 4 qui surpassenettement les autres strat�egies. De plus, alors que la longueur unit�e n'est jamaisa

ept�ee par les autres strat�egies, 
elle-
i est toujours a

ept�ee quand elle esttest�ee en premier par la strat�egie 4. Comme on en a fait la remarque �a proposde l'algorithme de Flet
her & Reeves, la strat�egie 4 semble adapt�ee au 
asfaiblement non quadratique alors que la strat�egie 5 serait plutôt adapt�ee au 
asfortement non lin�eaire.5.2.5.3 Plusieurs mises �a jourSans S
aling : Tableaux 41, 42, 43, 44Les r�esultats sont �equivalents �a 
eux obtenus pour � �egal �a 10�4. Les mises�a jour de BFGS et de Flet
her donnent de bons r�esultats. Les mises �a jour 1044



et 11 donnent des r�esultats toujours peu similaires sans prise en 
ompte d'unestrat�egie de s
aling. La mise �a jour de DFP est la plus mauvaise bien que lalongueur unit�e y soit la plus souvent a

ept�ee. En�n, apr�es 100 �evaluations dela fon
tion 
rit�ere, on note que les deux meilleures mises �a jour sont donn�eespar les mises �a jour optimales de Luks�an (7) et de Wolkowi
s & Dennis (9).Toutefois, si on s'autorise quelques �evaluations suppl�ementaires, on 
onstated'une part que la mise �a jour de Wolkowi
s & Dennis (9) devient moins bonneque la mise �a jour de BFGS, et, que la mise �a jour (11) des mêmes auteurs estaussi 
omp�etitive que BFGS.Ave
 S
aling : Tableaux 45, 46, 47, 48On a 
onsid�er�e la strat�egie de No
edal & Yuan qui se r�ev�ele être la meilleurelorsqu'on la 
ouple �a un algorithme de BFGS.Contrairement au 
as sans s
aling, peut-être 
ar on n'a pas 
onsid�er�e lamême strat�egie de s
aling, les r�esultats sont assez di��erents de 
eux obtenuspour � �egal �a 10�4.D'abord, pour la majorit�e des mises �a jour, la dire
tion de Newton est mieux
onditionn�ee puisque la longueur unit�e est syst�ematiquement a

ept�ee. Ensuite,on 
onstate que la prise en 
ompte d'une strat�egie de s
aling n'implique pastoujours une meilleure performan
e de l'algorithme. On note en�n qu'apr�es 100�evaluations de fon
tion, l'algorithme de BFGS fait partie des deux meilleursalgorithmes assez loin devant les autres algorithmes.Ce
i 
on�rme que l'eÆ
a
it�e d'une mise �a jour d�epend de la strat�egie des
aling adopt�ee et de la nature du probl�eme. Quand le probl�eme est plutôt qua-dratique, une mise �a jour de BFGS 
oupl�ee �a des param�etres de stabilisation�, respe
tivement de s
aling 
, donn�es par Spedi
ato, respe
tivement No
edal& Yuan, semble d�e�nir un algorithme eÆ
a
e. En revan
he, si le 
ara
t�ere qua-dratique est moins pr�edominant, une mise �a jour de Luks�an et une strat�egie des
aling s�ele
tif paraissent plus satisfaisantes.5.3 Tableaux r�e
apitulatifsVoi
i une 
lassi�
ation des m�ethodes par ordre d'eÆ
a
it�e �a nombre d'�evaluationsde la fon
tion 
rit�ere �x�e pour les deux probl�emes �etudi�es (50 pour le probl�emeP1 et 100 pour le probl�eme P2, le param�etre � valant 10�4).
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6

plus profonde des
enteGCNL(PR)BFGS standardGCNL(FR)BFGS + Biggs(Spedi
ato)BFGS + Biggs(Spedi
ato) + No
edal & Yuan (s
aling)BFGS + Biggs(Spedi
ato) + Luks�an (s
aling)Luks�an, DFP sans strat�egie de stabilisation/s
alingDennis & Wolkowi
s sans strat�egie de stabilisation/s
aling

Tab. 3 { Test sur le probl�eme P1: 
lassi�
ation des m�ethodes par ordre d'eÆ-
a
it�e �a nombre d'�evaluations de fon
tion �x�e6

plus profonde des
enteGCNL(FR)GCNL(PR)BFGS + Biggs(Spedi
ato)Dennis & Wolkowi
s sans strat�egie de stabilisation/s
alingBFGS standardBFGS + Biggs(Spedi
ato) + No
edal & Yuan (s
aling)BFGS + Biggs(Spedi
ato) + Sele
tive s
alingLuks�an + Biggs(Spedi
ato) + Sele
tive s
aling

Tab. 4 { Test sur le probl�eme P2: 
lassi�
ation des m�ethodes par ordre d'eÆ-
a
it�e �a nombre d'�evaluations de fon
tion �x�e
46
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6 Con
lusions et Perspe
tives6.1 Con
lusionsNous nous sommes propos�es de pr�esenter quelques id�ees simples 
on
er-nant le traitement de probl�emes de 
ontrôle optimal en M�e
anique des Fluides.Ayant pour obje
tif de traiter un tel probl�eme en utilisant dire
tement la si-mulation num�erique (sans passer par l'interm�ediaire d'une param�etrisation deses r�esultats), et d'in
lure les r�esultats de 
ette simulation dans un algorithmedu premier ordre au moins, nous avons formul�e quelques remarques g�en�erales
on
ernant le pro
essus d'optimisation �a appliquer.D'abord, du fait que les simulations num�eriques induisent un 
oût importantde la fon
tion 
rit�ere (de l'ordre de la dizaine d'heures), nous avons �elimin�e le re-
ours aux m�ethodes autres que les m�ethodes de gradient, qui exigent souvent untrop grand nombre d'�evaluations de la fon
tion. Ce
i a aussi pour 
ons�equen
el'utilisation d'une m�ethode adjointe pour le 
al
ul du gradient dont le temps de
al
ul est ind�ependant du nombre de param�etres. A 
ette �n, la di��erentiationautomatique utilis�ee en mode inverse est un 
hoix qui nous semble judi
ieux, 
armêlant simpli
it�e de mise en �uvre et eÆ
a
it�e. Le 
al
ul du gradient obtenuest �equivalent en moyenne �a 5 �evaluations de fon
tion, 
e qui rend le 
al
ul duhessien exa
t inenvisageable puisqu'il requiert n 
al
uls du gradient, si n est lenombre de param�etres du probl�eme trait�e. Notre seule alternative, si on veutappliquer une m�ethode du se
ond ordre, est don
 la 
onstru
tion d'une approxi-mation du hessien �a l'aide de matri
es de Quasi-Newton, au besoin �a m�emoirelimit�ee si le nombre de param�etres de 
ontrôle d�epasse le millier. Remarquonsen�n que les algorithmes des r�egions de 
on�an
e et de Newton tronqu�e, malgr�eleur robustesse et eÆ
a
it�e lors du traitement les probl�emes diÆ
iles, semblentpeu adapt�es au 
as d'un hessien seulement appro
h�e (quoique des avan
�eesr�e
entes dans 
e domaine puissent amener �a moduler 
ette opinion).Pour tester les di��erentes appro
hes, nous avons 
onsid�er�e deux probl�emessimpli��es issus de la thermique. Le premier, stationnaire, a vu la 
omparai-son de plusieurs algorithmes d'optimisation ainsi que de trois strat�egies de
al
ul du gradient (di��eren
es �nies, gradient automatique, gradient automa-tique simpli��e). Le se
ond, transitoire, a fait l'objet de quelques 
omparaisonsd'algorithmes d'optimisation ave
 un gradient 
al
ul�e �a l'aide du 
ode adjoint
onstruit. S
h�ematiquement, nos 
on
lusions sont de deux types.En premier lieu, pour le 
as stationnaire, on a fait ressortir le gain enpr�e
ision et eÆ
a
it�e du 
al
ul du gradient par l'appro
he adjointe par rapport�a l'appro
he par di��eren
es �nies. On a pu aussi noter la pr�e
ision de la formulesimpli��ee du gradient lorsqu'il est 
al
ul�e par di��erentiation automatique quandon se situe pro
he de l'�etat stationnaire.En se
ond lieu, pour l'ensemble des 
as stationnaire et transitoire, les testsnum�eriques ont fait ressortir trois points importants{ la sup�eriorit�e (attendue ...) de l'algorithme de Quasi-Newton par rapportaux algorithmes de Gradient Gonjugu�e non Lin�eaire - que 
ela soit par48



rapport �a l'algorithme de Flet
her & Reeves (meilleur pour le probl�emeP1), ou par rapport �a l'algorithme de Polak & Ribi�ere (meilleur, lui, pourle probl�eme P2) - et aux m�ethodes de tenseur,{ au sein des algorithmes de Quasi-Newton, la sup�eriorit�e, �a nombre d'�evaluationsde fon
tion �x�e, de 
ertaines mises �a jour r�e
entes (approximation de l'in-verse du hessien), par rapport �a la mise �a jour souvent employ�ee de BFGS.Notamment, on peut 
iter la mise �a jour (11) de Dennis & Wolkowi
s quis'est r�ev�el�ee dans les deux probl�emes au moins aussi eÆ
a
e que la mise�a jour de BFGS. Signalons 
ependant qu'�a notre 
onnaissan
e, il n'existepas de version \�a m�emoire limit�ee" pour la mise �a jour de Dennis & Wol-kowi
s, 
e qui peut 
onduire �a lui pr�ef�erer BFGS ou SR1,{ l'apport d'une re
her
he de Goldstein & Pri
e par rapport �a une re
her
hed'Armijo pour l'eÆ
a
it�e de l'algorithme.A l'issue de 
e travail, le traitement de probl�emes d'optimisation stationnairepar rapport �a un grand nombre de variables semble tout �a fait r�ealisable en utili-sant la formulation simpli��ee du gradient 
al
ul�e par di��erentiation automatiqueet un algorithme de Quasi-Newton (�a m�emoire limit�ee, le 
as �e
h�eant).En revan
he, et 
e n'est pas une surprise, l'optimisation transitoire parâ�td'un a

�es plus diÆ
ile même si l'algorithme de Griewank semble rendre envi-sageable le traitement des 
as industriels de moyenne taille (300000 n�uds) surdes stations de travail puissantes (multi-pro
esseurs).6.2 Perspe
tivesLe pr�esent travail a pour but de pr�eparer une se
onde �etape 
onsistant enla di��erentiation du 
ode vitesse a�n de prendre en 
ompte le 
ouplage thermo-hydraulique. Dans le même temps, des tests sur des g�eom�etries plus 
omplexespour des probl�emes thermiques permettraient de tester la robustesse de l'ap-pro
he d�e
rite 
i-dessus.Comme extension possible, signalons que, reprenant une id�ee mise en ap-pli
ation �a M�et�eo Fran
e [16℄, il parâ�t int�eressant de faire varier la taille dumaillage durant le pro
essus d'optimisation. On peut par exemple travailler ave
des maillages de plus en plus �ns ou travailler ave
 un maillage assez grossier etr�einitialiser l'optimisation ave
 le maillage �n p�eriodiquement.De plus, dans le 
as o�u l'optimisation fait intervenir un nombre assez im-portant de variables, la m�ethode de Quasi-Newton �a m�emoire limit�ee (M1QN3)impl�ement�ee dans MODULOPT semble la plus ad�equate. Pour les probl�emes depetite taille, une extension de notre travail 
onsisterait �a 
al
uler le hessien pardi��erentiation automatique a�n d'utiliser les dire
tions de 
ourbure n�egativeet de tester l'algorithme DINEMO [8℄. De même, l'int�egration du hessien (oud'une de ses approximations) dans un algorithme des r�egions de 
on�an
e, dufait de sa faible sensibilit�e au bruit, peut se r�ev�eler eÆ
a
e. En parall�ele, pour
es probl�emes de petite taille, une re
her
he non monotone apparâ�t 
omme uneextension int�eressante des algorithmes monotones.49



En�n, dans l'optique de probl�emes �a 
ara
t�ere industriel tel que 
elui d�e
riten introdu
tion, rappelons qu'en plus d'atteindre un �etat 
ible donn�e on aime-rait l'atteindre le plus vite possible (ou r�ealiser un 
ompromis entre 
es deuxobje
tifs). Le probl�eme math�ematique est maintenant un probl�eme de 
ontrôleen temps minimal. Or, les strat�egies d'attaque de 
es probl�emes 
onsistent enla suite de probl�emes d'optimisation tels que 
eux �etudi�es pour nos r�esultatsnum�eriques [68℄. Il nous reste �a tester les algorithmes d'optimisation les plusperformants dans de telles situations.6.3 Remer
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Algorithme SD FR PR PR stabilis�eNb it�er. 19 19 16 19Crit�ere J 4:38e�2 2:59e10�14 1:02e�8 1:73e�11Nb �eval. 105 105 84 100k rJ(xf ) k 1.02 2:63e10�6 1:09e�4 1:86e�4Tab. 5 { Comparaison de plusieurs algorithmes de Gradient Conjugu�e nonLin�eaire (1)Nbre �eval. SD FR PR PR stabilis�e20 36.39 (4) 1.08 (4) 0.66 (4) 0.66 (4)50 1.26 (9) 5:29e10�8 (9) 1:09e�4 (9) 1:09e�4 (9)Tab. 6 { Comparaison de plusieurs algorithmes de Gradient Conjugu�e nonLin�eaire (2)
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Algorithme 1 2 3 4 5 6 7Nb it�er. 19 12 13 12 12 12 14Crit�ere J 4:47e�9 1:48e�13 9:24e�16 2:7e�12 1:99e�13 1:48e�13 1:41e�12Nb �eval. 102 61 59 51 59 56 60k rJ(xf ) k 7:66e�4 3:53e�6 3:26e�7 2:3e�5 4:42�6 3:53�6 1:12�5�k = 1 a

ept�e 2 3 5 7 4 3 7Tab. 7 { Comparaison de plusieurs strat�egies de s
aling 
oupl�ees �a une mise �ajour BFGS (1)Nbre �eval. 1 2 3 420 1:08e�2 (4) 6:02e�2 (4) 0.46 (5) 59.36 (5)50 5:61�7 (10) 2:45e�13 (11) 1:64e�15 (12) 2:70e�12 (12)Tab. 8 { Comparaison de plusieurs strat�egies de s
aling 
oupl�ees �a une mise �ajour BFGS (2a)Nbre �eval. 5 6 720 6:02e�2 (4) 6:02e�2 (4) 20.86 (5)50 5:36e�13 (11) 2:45e�13 (11) 3:42e�12 (12)Tab. 9 { Comparaison de plusieurs strat�egies de s
aling 
oupl�ees �a une mise �ajour BFGS (2b)
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Algorithme 1 2 3 4 5 6Nb it�er. 19 19 12 19 14 19Crit�ere J 4:46e�9 4:39e�16 1:16e�14 1:65e�16 2:46e�15 5:61e�17Nb �eval. 102 98 61 97 70 100k rJ(xf ) k 7:48e�8 1:53e�7 1:03e�6 8:072�8 5:77e�7 5:48e�8�k = 1 a

ept�e 2 4 3 4 4 4Tab. 10 { Comparaison de diverses mises �a jour sans strat�egie de s
aling (1a)Algorithme 7 8 9 10 11Nb it�er. 19 19 19 12 15Crit�ere J 1:66e�16 5:86e�18 2:44e�16 5:87e�17 1:83e�17Nb �eval. 98 104 98 52 70k rJ(xf ) k 8:11e�8 7:29e�8 1:032�8 3:27e�7 5:04e�9�k = 1 a

ept�e 4 4 4 5 5Tab. 11 { Comparaison de diverses mises �a jour sans strat�egie de s
aling (1b)Nb �eval. 1 2 3 420 1:08e�2 (4) 9:98e�3 (4) 9:91e�3 (4) 1:14e�2 (4)50 5:61e�7 (10) 3:80e�14 (10) 3:07e�14 (10) 9:96e�15 (10)Tab. 12 { Comparaison de diverses mises �a jour sans strat�egie de s
aling (2a)Nb �eval. 5 6 7 820 9:98e�3 (4) 5:71e�3 (4) 1:15e�2 (4) 9:98e�3(4)50 2:31e�14 (10) 5:31e�15 (10) 1:01e�14 (10) 2:39e�15 (10)Tab. 13 { Comparaison de diverses mises �a jour sans strat�egie de s
aling (2b)Nb �eval. 9 10 1120 1:01e�2 (4) 0.37 (5) 0.37 (5)50 1:97e�14 (10) 5:87e�17 (12) 5:87e�17 (12)Tab. 14 { Comparaison de diverses mises �a jour sans strat�egie de s
aling (2
)
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Strat�egie GA GAS DF1 DF2 DF3Nb it�er. 19 19 3 19 19Crit�ere J 1:38e�2 1:38e�2 39.54 6:21e�3 1:15e�2Nb �eval. 105 105 23 165 152k rJ(xf ) k 1.02 1.02 247.49 2.21 0.95f apr�es 50 �eval. 1.26 (9) 1.26 (9) 8.28 (6) 6.58 (6)Tab. 15 { Comparaison des strat�egies de 
al
ul du gradient au sein de l'algo-rithme de plus profonde des
enteStrat�egie GA GAS DF1 DF2 DF3Nb it�er. 19 19 4 5 10Crit�ere J 1:73e�11 1:73e�11 5.701 1:92�3 6:89e�9Nb �eval. 100 100 31 40 83k rJ(xf ) k 1:86e�9 1:86e�9 111.94 17.18 1:012e�2f apr�es 50 �eval. 1:09e�2 (9) 1:09e�2 (9) 5:79e�4 (6)Tab. 16 { Comparaison des strat�egies de 
al
ul du gradient au sein de l'algo-rithme GCNL Polak & Ribi�ereStrat�egie GA GAS DF1 DF2 DF3Nb it�er. 13 13 3 8 8Crit�ere J 9:24e�16 9:24e�16 1.55 3:12e�3 2:46e�07Nb �eval. 59 59 20 56 53k rJ(xf ) k 3:26e�7 3:26e�7 230.14 0.58 3:65e�2�k = 1 a

ept�e 5 5 3 4f apr�es 50 �eval. 1:64e�15 (12) 1:64e�15(12) 3:57e�3(8) 8:55e�6(7)Tab. 17 { Comparaison des strat�egies de 
al
ul du gradient au sein de l'algo-rithme BFGSStrat�egie GA GAS DF1 DF2 DF3Nb it�er. 15 15 2 11 10Crit�ere J 1:83e�17 1:83e�17 6.72 5:39e�5 9:88e�8Nb �eval. 70 51 14 68 62k rJ(xf ) k 5:04e�9 5:04e�9 133.26 2.00 5:76e�3�k = 1 a

ept�e 5 5 5 6f apr�es 50 �eval. 5:87e�17 (12) 5:87e�17 (12) 9:21e�3(8) 1:25e�2 (8)Tab. 18 { Comparaison des strat�egies de 
al
ul du gradient au sein de l'algo-rithme Dennis & Wolkowi
s (11) 62



Algorithme SD FR PR PR stabilis�eCrit�ere J 11.31 21.83 5.982 6.018Nb �eval. 111 113 114 110k rJ(xf ) k 1.518 4.202 1.022 1.806Tab. 19 { Comparaison de plusieurs algorithmes de Gradient Conjugu�e nonLin�eaire (1)Nbre �eval. SD FR PR PR stabilis�e25 29.74 (4) 59.33 (4) 31.32 (4) 31.62 (4)50 17.89 (9) 40.47 (8) 14.65 (8) 12.37 (9)100 11.98 (17) 27.24 (17) 6.932 (17) 6.503 (17)Tab. 20 { Comparaison de plusieurs algorithmes de Gradient Conjugu�e nonLin�eaire (2)
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�2 = 0:9 Algorithme SD FR PR PR stabilis�eCrit�ere J 11.41 38.601 6.604 7.195Nb �eval. 40 42 37 41Crit. 40 �eval. 11.41 38.64 6.604 7.59�2 = 0:5 Algorithme SD FR PR PR stabilis�eCrit�ere J 10.72 16.36 5.460 5.411Nb �eval. 44 52 41 41Crit. 40 �eval. 11.26 18.36 5.64 5.81�2 = 0:2 Algorithme SD FR PR PR stabilis�eCrit�ere J 11.81 14.1 5.33 5.39Nb �eval. 48 70 51 51Crit. 40 �eval. 13.55 19.34 6.39 6.39Tab. 21 { Comparaison de plusieurs algorithmes GCNL pour des re
her
heslin�eaires de plus en plus pr�e
ises
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Algorithme 1 2 3 4 5 6 7Crit�ere J 3.56 7.625 3.881 3.620 2.569 16.708 2.971Nb �eval. 106 101 102 101 108 102 104k rJ(xf ) k 1.036 2.333 1.820 2.483 1.879 2.577 2.781�k = 1 a

ept�e 9 13 13 13 14 7 11Tab. 22 { Comparaison de plusieurs strat�egies de s
aling (1)Nbre �eval. 1 2 3 425 27.23 (4) 28.51 (4) 25.00 (4) 31.74 (4)50 11.11 (9) 13.38 (9) 10.58 (9) 9.478 (9)100 3.891 (18) 7.625 (19) 3.881 (102) 3.620 (19)Tab. 23 { Comparaison de plusieurs strat�egies de s
aling (2a)
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Nbre �eval. 5 6 725 29.22 (4) 40.35 (4) 24.43 (4)50 8.406 (9) 31.73 (9) 9.383 (9)100 3.045 (17) 17.453 (18) 3.466 (18)Tab. 24 { Comparaison de plusieurs strat�egies de s
aling (2b)Algorithme 1 2 3 4 5 6Crit�ere J 3.56 8.938 5.138 3.764 8.658 4.608Nb �eval. 106 103 107 106 102 101k rJ(xf ) k 1.036 3.138 1.037 1.562 2.862 0.986�k = 1 a

ept�e 9 14 8 9 14 13Tab. 25 { Comparaison de diverses mises �a jour sans strat�egie de s
aling (1a)
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Algorithme 7 8 9 10 11Crit�ere J 3.812 3.652 4.055 9.154 3.901Nb �eval. 104 100 101 102 103k rJ(xf ) k 2.083 1.824 2.240 3.217 2.402�k = 1 a

ept�e 11 14 14 14 13Tab. 26 { Comparaison de diverses mises �a jour sans strat�egie de s
aling (1b)Nbre �eval. 1 2 3 4 5 625 27.23 (4) 32.51 (4) 25.20 (4) 28.38 (4) 32.51 (4) 30.05 (4)50 11.11 (9) 17.16 (9) 11.99 (9) 11.65 (9) 17.15 (9) 11.20 (9)100 3.891 (18) 9.479 (18) 5.177 (18) 4.072 (18) 9.725 (18) 4.61 (19)Tab. 27 { Comparaison de diverses mises �a jour sans strat�egie de s
aling (2a)Nbre �eval. 7 8 9 10 1125 25.94 (4) 27.54 (4) 27.75 (4) 31.89 (4) 27.17 (4)50 11.17 (9) 10.54 (9) 11.01 (9) 17.18 (9) 11.11 (9)100 4.116 (18) 3.652 (19) 4.054 (19) 9.154 (18) 4.099 (18)Tab. 28 { Comparaison de diverses mises �a jour sans strat�egie de s
aling (2b)
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Algorithme 1 2 3 4 5 6Crit�ere J 2.569 2.609 4.623 2.704 2.858 2.859Nb �eval. 108 101 110 111 104 104k rJ(xf ) k 1.879 3.565 1.17 2.023 2.072 2.072�k = 1 a

ept�e 14 14 5 2 10 10Tab. 29 { Comparaison de diverses mises �a jour ave
 sele
tive s
aling (1a)Algorithme 7 8 9 10 11Crit�ere J 2.292 2.749 2.45 2.820 2.547Nb �eval. 105 110 104 101 107k rJ(xf ) k 2.243 1.004 2.712 3.969 1.827�k = 1 a

ept�e 9 3 9 14 7Tab. 30 { Comparaison de diverses mises �a jour ave
 sele
tive s
aling (1b)
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Nbre �eval. 1 2 3 4 5 625 29.22 (4) 23.58 (4) 28.20 (4) 28.02 (4) 23.58 (4) 26.6550 8.406 (9) 8.536 (9) 10.88 (9) 9.417 (9) 8.536 (9) 8.388100 3.045 (17) 2.609 (19) 4.696 (17) 3.167 (17) 2.511 (18) 2.884Tab. 31 { Comparaison de diverses mises �a jour ave
 sele
tive s
aling (2a)Nbre �eval. 7 8 9 10 1125 28.72 (4) 25.90 (4) 29.61 (4) 23.58 (4) 29.23 (4)50 7.956 (9) 10.10 (9) 6.38 (9) 8.529 (9) 8.431 (9)100 2.501 (18) 3.209 (19) 2.729 (18) 2.820 (19) 2.847 (17)Tab. 32 { Comparaison de diverses mises �a jour ave
 sele
tive s
aling (2b)Algorithme FR PR stab. BFGS LiaoCrit�ere J 38.60 7.195 3.757 46.87Nb �eval. 116 114 101 102k rJ(xf ) k 5.380 2.149 1.035 3.811�k = 1 a

ept�e 0 4 14 13Tab. 33 { Algorithmes test�es ave
 re
her
he d'Armijo (1)Algorithme 1 2 3 4 5Crit�ere J 2.578 3.069 6.5 2.947 3.26Nb �eval. 114 108 111 116 110k rJ(xf ) k 1.772 2.565 1.589 1.602 2.679�k = 1 a

ept�e 0 9 4 0 7Tab. 34 { Algorithmes test�es ave
 re
her
he d'Armijo (2)Algorithme 7 8 9 10 11Crit�ere J 2.716 2.607 2.451 2.424 2.729Nb �eval. 115 104 107 107 113k rJ(xf ) k 2.156 1.772 1.258 1.258 2.777�k = 1 a

ept�e 0 6 4 10 1Tab. 35 { Algorithmes test�es ave
 re
her
he d'Armijo (3)69



Algorithme SD FR PR PR stabilis�eCrit�ere J 58.00 46.75 26.45 25.65Nb �eval. 122 129 116 114k rJ(xf ) k 9.557 10.58 4.553 4.552Tab. 36 { Comparaison d'algorithmes de Gradient Conjugu�e (1)Nbre �eval. SD FR PR PR stabilis�e25 103.7 (4) 78.27 (4) 86.68 (4) 86.68 (4)50 91.79 (8) 73.60 (8) 62.50 (8) 68.0 (8)100 64.84 (16) 54.51 (15) 32.15 (16) 29.20 (17)Tab. 37 { Comparaison d'algorithmes de Gradient Conjugu�e (2)Algorithme 1 2 3 4 5 6 7Crit�ere J 21.57 21.58 22.47 22.28 27.55 21.58 22.19Nb �eval. 115 116 115 100 121 115 130k rJ(xf ) k 4.803 4.846 4.926 4.625 10.42 4.847 4.627�k = 1 a

ept�e 0 0 0 14 0 0 0Tab. 38 { Comparaison de diverses strat�egies de s
aling (1)Nbre �eval. 1 2 3 425 78.06 (4) 77.94 (4) 82.25 (4) 72.17 (4)50 47.89 (8) 47.7 (8) 48.36 (8) 46.48 (9)100 25.69 (16) 25.78 (16) 26.51 (16) 22.28 (19)Tab. 39 { Comparaison de diverses strat�egies de s
aling (2)Nbre �eval. 5 6 725 83.90 (4) 77.94 (4) 77.82 (4)50 51.57 (9) 47.7 (8) 57.04 (7)100 31.79 (16) 25.7 (16) 27.97 (15)Tab. 40 { Comparaison de diverses strat�egies de s
aling (3)70



Algorithme 1 2 3 4 5 6Crit�ere J 21.57 31.80 26.6 22.24 23.13 23.21Nb �eval. 115 103 117 116 110 113k rJ(xf ) k 4.803 7.011 5.308 6.115 5.263 4.172�k = 1 a

ept�e 0 13 2 0 5 0Tab. 41 { Comparaison de divers algorithmes sans strat�egie de s
aling (1a)Algorithme 7 8 9 10 11Crit�ere J 21.78 21.78 22.04 31.74 21.58Nb �eval. 110 116 112 103 115k rJ(xf ) k 4.652 5.346 4.194 6.995 4.848�k = 1 a

ept�e 0 0 1 12 0Tab. 42 { Comparaison de divers algorithmes sans strat�egie de s
aling (1b)Nbre �eval. 1 2 3 4 5 625 78.06 (4) 84.44 (4) 103.72(4) 80.05 (4) 84.44 (4) 71.39 (4)50 47.89 (8) 53.10 (9) 54.03 (8) 50.11 (8) 49.63 (9) 44.52 (9)100 25.69 (16) 32.72 (18) 31.96 (16) 25.76 (16) 25.23 (17) 25.75 (17)Tab. 43 { Comparaison de divers algorithmes sans strat�egie de s
aling (2a)Nbre �eval. 7 8 9 10 1125 78.28 (4) 77.91 (4) 78.63 (4) 84.41 (4) 78.01 (4)50 43.07 (9) 49.53 (8) 44.93 (9) 53.07 (9) 48.00 (8)100 24.26 (18) 26.04 (16) 24.32 (17) 32.69 (17) 25.72 (17)Tab. 44 { Comparaison de divers algorithmes sans strat�egie de s
aling (2b)Algorithme 1 2 3 4 5 6Crit�ere J 22.28 25.597 57.36 25.19 25.47 24.63Nb �eval. 100 100 105 101 102 99k rJ(xf ) k 4.625 9.008 6.131 3.475 6.662 4.958�k = 1 a

ept�e 14 14 7 14 13 14Tab. 45 { Comparaison de divers algorithmes ave
 strat�egie de s
aling (1a)71



Nbre �eval. 1 2 3 4 5 625 72.17 (4) 78.86 (4) 103.7 (4) 73.83 (4) 78.86 (4) 72.27 (4)50 46.48 (9) 59.64 (9) 86.41 (8) 48.54 (9) 58.18 (9) 47.80 (9)100 22.28 (19) 25.6 (19) 57.4 (18) 25.19 (19) 25.47(18) 24.63 (19)Tab. 46 { Comparaison de divers algorithmes ave
 strat�egie de s
aling (1b)
Algorithme 7 8 9 10 11Crit�ere J 24.07 22.87 24.32 25.56 22.24Nb �eval. 100 99 102 100 99k rJ(xf ) k 3.907 6.714 3.502 8.947 4.529�k = 1 a

ept�e 14 14 14 14 14Tab. 47 { Comparaison de divers algorithmes ave
 strat�egie de s
aling (2a)

Nbre �eval. 7 8 9 10 1125 73.78 (4) 71.85 (4) 74.12 (4) 78.83 (4) 72.62 (4)50 47.95 (9) 47.42 (9) 47.34 (9) 59.56 (9) 46.0 (9)100 24.07 (19) 22.87 (19) 24.32 (19) 25.56 (19) 22.24 (19)Tab. 48 { Comparaison de divers algorithmes ave
 strat�egie de s
aling (2b)
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